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Prefazione

| piani di studio per lauree in discipline economiche o socidli
contemplano corsi avanzati di statistica applicata che sono focalizzati su
tecniche statistiche multivariate. Gli studenti che frequentano questo
tipo di corsi non posseggono generamente una conoscenza adeguata
degli strumenti matematici necessari alla piena comprensione degli
argomenti statistici proposti. Questa carenza € particolarmente evidente
per quanto riguarda i concetti di algebra delle matrici. Per risolvere
guesta difficolta sarebbe desiderabile introdurre la propedeuticita di un
apposito corso di analisi matriciale, anche se gquesta soluzione non &
usualmente praticabile a causa dei vincoli presenti nel piani di studio.
Un ragionevole compromesso viene spesso ottenuto dai  docenti
dedicando circa un terzo del corso di statistica multivariata (supponendo
sessanta ore di lezione frontale) all'introduzione dell'algebra delle
matrici. Tuttavia, | testi di analis matriciale disponibili sono
generamente di un livello troppo tecnico per gli studenti e coprono un
insieme esteso di argomenti non tutti necessari per le finalita del corso.
Di conseguenza, scopo del presente testo € quello di fornire i concetti di
base dell'algebra delle matrici in modo estremamente succinto ed
elementare.

Il testo non richiede nessun prerequisito da parte dello studente se
non la conoscenza di elementi minimi di analiss matematica. Data la
natura del testo, nessuna dimostrazione dei risultati presentati & stata
considerata. Al contrario, a fine di migliorare la comprensione dello
studente, i risultati sono estensivamente illustrati e verificati mediante
numerosi esempi. In ogni caso, le notazioni e le terminologie sono state
particolarmente curate cercando di adottare gli standard generamente
presenti in |etteratura.

Gli studenti piu preparati ed esigenti che desiderano approfondire gli
argomenti proposti possono trovare una introduzione piu completa
al'algebra delle matrici nel testi di Bellman (1970), Bretscher (1997) e
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Hadi (1996). Testi piu avanzati sono quelli di Abadir e Magnus (2005),
Horn e Johnson (1985) e Zhang (1999). | lettori particolarmente
interessati  alle applicazioni statistiche dell'algebra delle matrici
dovrebbero considerarei testi di Graybill (1983), Harville (1997), Searle
(1982) e Schott (2004). Le tematiche connesse ala generalizzazione
dell'inversione di matrici sono analizzate in dettaglio nel testo di Rao e
Mitra (1971). Infine, gli aspetti computazionali relativi al'analis
matriciale sono considerati da Gentle (2007).

Gli autori hanno beneficiato dei commenti e dei rilievi di acuni
colleghi sulle prime stesure del testo. | suggerimenti di questi colleghi
hanno permesso di ottenere una versione finale notevolmente migliorata.
In particolar modo, gli autori sono grati al Prof. Franco Fineschi, ala
Dott.ssa Sara Franceschi, al Prof. Marco Lonzi, alla Prof.ssa Marzia
Marcheselli e a Prof. Luca Pratelli. Ovviamente, errori ed omissioni
sono da addebitare esclusivamente agli autori.

Lucio Barabesi
Lorenzo Fattorini

Siena
Marzo, 2010
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Capitolo 1
Vettori

1.1. Definizioni e notazioni

Sia R l'insieme dei numeri reai e saR" =R xR x ... x R, ovvero
R™ rappresenta il prodotto cartesiano di n copie di R. Un elemento
X € R", ovvero

T
x=|"1,
T
e detto vettore (o vettore colonna) di ordine n. | numeri redi
Z1,T9,...,T, SONO le componenti del vettore x. | vettori di ordine 1

sono gli usuali elementi di R e sono detti scalari.
Il vettore opposto ax & un vettore di ordine n definito come

—Tp

Due vettori x ey, le cui i-esime componenti sono rispettivamente
date da z; e y;, sono detti uguali se sono entrambi di ordine n e se
x;=y; per ogni i =1,2,...,n. Per indicare che i due vettori sono
uguali si adottala notazione

X=Y.
In caso contrario i vettori sono detti divers e s scrive

X#£Y.
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Esempio 1.1. Sex € R? éun vettore tale che

T 2
X = 9 = 1 s
T3 4

alorail vettore opposto ax e dato da

—I1 -2
—X= —T9 = -1
—T3 —4
Sey € R? éun vettore tale che
(7 2
y={vw|=1{1],
Y3 1

alora risulta x £y in quanto s ha x3 # y3 pur essendo z; =y; €

T = Y2.

Il vettore con componenti nulle viene indicato con 0 o con 0,
guando s vuole enfatizzare l'ordine del vettore. Analogamente, il
vettore con componenti unitarie viene indicatocon1 ocon 1,,.

| vettori di R™ con componenti nulle tranne una componente unitaria
nell'i-esima posizione sono detti vettori elementari. Evidentemente
esistono n distinti vettori elementari e I'/-esimo vettore elementare viene

indicato con lanotazione e;, ovvero

1 0
0 1

e=1.1| &= , 16 =
0 0

Esempio 1.2. Il vettore di ordine 3 con componenti nulle é dato da

0
0=0;=10],
0

mentreil vettore di ordine 3 con componenti unitarie risulta
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Infine, i tre vettori elementari di R? sono dati da

1 0 0
eg=10],&a=11],68=101]. O
0 0 1

Risulta interessante considerare i vettori anche da un punto di vista
geometrico. In un sistema di riferimento cartesiano, un vettore pud
essere messo in corrispondenza biunivoca ad un segmento orientato
(usualmente indicato con una freccia) che ha il punto di inizio
coincidente con I'origine degli assi e il punto finale con coordinate date
dalle componenti del vettore.

In questo ambito geometrico, la lunghezza (0 modulo) del vettore é
data dalla lunghezza del corrispondente segmento orientato. Inoltre, si
dice che due vettori hanno la stessa direzione se i corrispondenti
segmenti orientati appartengono ad una medesima retta passante per
I'origine degli assi. Infine, si dice che due vettori hanno lo stesso verso
sei corrispondenti segmenti orientati posseggono la medesima direzione
ed uguale orientamento. Dungue il vettore opposto corrisponde ad un
segmento orientato con la stessa lunghezza e direzione del vettore
originale, sebbene con verso opposto.

Esempio 1.3. Si consideri il vettore x € R? tale che

- ().
(1)

La Figura 1.1 riporta la rappresentazione geometrica dei due vettori x e
— X. |

Dunquesi ha
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-2
Figural.1.

1.2. Operazioni sui vettori

Sex,y € R", il vettore somma e definito come

T Y1 1+ Y
x+y=|" |+ |2 ]="T"

Risultato 1.1. Se x,y,z € R", per la somma di vettori valgono le
proprieta:

() X +y =y + x (proprieta commutativa);

(i) (X +Y) +z=x+ (Y + 2) (proprieta associativa);

(iif) X + 0 = x (esistenza dell'elemento neutro);

(iv) X + ( — x) = 0 (esistenza dell'elemento inverso).

Per indicare il vettore somma x + ( —y) s adotta semplicemente la
notazione x — y. Il vettore x — y & detto vettore differenza.
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Esempio 1.4. Si considerino i vettori x,y € R? tali che

1 2
x=|4]|,y=1{3
0 1
Il vettore somma € quindi dato da
1 2 3
X+y=14|+(3|=|7],
0 1 1
mentre il vettore differenzarisulta
1 2 —1
x—y=[4]-13]|= 1 (|
0 1 -1

Se x € R", lamoltiplicazione di x per uno scalare « € definita come
il vettore

I axq
X (e%
axX = X = & .2 = . 2
Tp (e %%

Risultato 1.2. Se «, 3 sono scaari e x € R", per la moltiplicazione per
uno scalare valgono le proprieta:

(i) a(Bx) = (aB)x (proprieta associativa);

(if) 1x = x (invarianza rispetto alla moltiplicazione per |0 scalare 1).

Risultato 1.3. Se o, 3 sono scalari ex,y € R”, per lasommadi vettori e
lamoltiplicazione per uno scalare valgono le proprieta:

(i) a(x+y) =ax+ ay (proprieta distributiva rispetto ala somma di
vettori);

(il) (a4 B)x = ax + Ox (proprieta distributiva rispetto alla moltiplica-
zione per uno scalare).
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Esempio 1.5. Si considerino lo scalare o = 2 e il vettore x € R? tale
che

In questo caso, la moltiplicazione di x per uno scalare « risulta

2 4
ax=211]=1|2]. (|
3 6

Dato uno scalare oo £ 0, i vettori X e y di ordine n sono detti
collineari se vale larelazione y = ax. Evidentemente, i vettori x e — x
sono collineari dal momentochesi ha — x = axcona = — 1.

Esempio 1.6. Si considerino i vettori x,y € R? tali che

(@) (t)
~(2) ()

con o = 2, i vettori X ey sono collineari. O

Dal momento che

Da un punto di vista geometrico il vettore X + y puo essere messo in
corrispondenza ad un segmento orientato coincidente con la diagonae
(avente punto di inizio nell'origine degli assi) del paralelogramma
individuato dai vettori x ey. Inoltre, il vettore ax puo essere messo in
corrispondenza ad un segmento orientato con la stessa direzione di x e
lunghezza pari ad |«| volte lalunghezza di x (e con lo stesso verso di x
se a > 0 e verso opposto ad x se o < 0). Di conseguenza, se X ey sono
collineari, i due vettori posseggono la stessa direzione, sebbene con
lunghezza e verso eventualmente differenti.

Esempio 1.7. Si considerino i vettori x,y € R? tali che
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~()o-(2)

per cui

Inoltresea = 2, s ha

o= (2).

Le Figure 1.2, 1.3 e 1.4 riportano rispettivamente le rappresentazioni
geometriche del vettore somma x + Yy, del vettore differenzax — y e del
vettore 2y. (|

_4
Figural.2.
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Figura 1.3.

2y

-4t

Figura 1.4.
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In generale, un insieme non vuoto V per cui esistono una operazione
di addizione sugli elementi di V e una operazione di moltiplicazione tra
un qualsiasi numero reale e un qualsiasi elemento di V' (che soddisfano
alle proprieta elencate nei Risultati 1.1, 1.2 e 1.3) é detto spazio
vettoriale reale. L'insieme dei vettori in R™ € dunque uno spazio
vettoriale reale per ogni n.

Si consideri inoltre un sottoinsieme non vuoto A di uno spazio
vettoriale V. Se A € uno spazio vettoriale con le operazioni di V ristrette
ad A, dlora A e detto sottospazio vettoriale. Ad esempio, R € un
sottospazio vettoriale di R?, di R? ed in generale di R” (n > 2), cosi
come R? & un sottospazio vettoriale di R?, di R* ed in generale di R"
(n > 3) ecosi via.

Esempio 1.8. Si consideri il sottoinsieme A di R? dei vettori x che
posseggono componenti identiche, ovvero

<x>

X = :

X

Il sottoinsieme A di R? costituisce un sottospazio vettoriale di R? in

guanto
[z y\ _ [(r+y
X+y_(w>+<y)_<x+y>e“4’

mentre

1.3. Combinazioni lineari

Dati k vettori X1, Xs, ..., X, di ordinen e k scaari ay, as, ..., ax, S dice
combinazione lineare il vettore

k
a1X] + aXo + ...+ apXp = Zaixi .
i=1



10 Introduzione all'algebra delle matrici

| vettori Xq,Xs, ..., X Sono detti linearmente dipendenti se esistono
k scalari aq, ao, ..., oy non tutti nulli tali che

k
ZO&Z‘XZ‘ =0.

i=1

Se i vettori sono linearmente dipendenti, ameno uno dei % vettori
puod essere espresso come combinazione lineare dei rimanenti. Infatti,
dal momento che esiste dmeno un «; # 0 per qualchei = 1,2,...,k, S
ha

X; = Z (—Oé;laj)Xj .

ji=1

Due vettori collineari sono linearmente dipendenti in quanto la
collinearita & un caso particolare della dipendenza lineare con k = 2. Se
invece la relazione é verificata solo per oy =as =... =a; =0, i
vettori sono detti linearmente indipendenti e nessuno di puo essere
espresso come combinazione lineare del rimanenti.

[l massimo numero di vettori linearmente indipendenti in un
sottospazio vettoriale A di R" e detta dimensione di .A e viene indicata
con la notazione dim(.A). Da un punto di vista geometrico, uno spazio
vettoriale adimensione 1 in R" é unaretta di R” passante per 'origine,
uno spazio vettoriale a dimensione 2 in R™ & un piano di R" passante
per l'origine, ..., uno spazio vettoriale a dimensione n in R™ coincide
con R™. Infine {0,,} &l'unico spazio vettoriale di R" adimensione nulla.

Se A & un sottoinsieme non vuoto di vettori in R”, I'insieme A di
combinazioni lineari di vettori in A € detto spazio vettoriale generato da
A. Inoltre si dice che un insieme di k vettori B = {X1,X2,...,Xx}
costituisce una base per A se A & generato da B ed i vettori
X1, Xa, ..., X, SOno linearmente indipendenti. Facendo riferimento allo
spazio R", per verificare che un insieme di n vettori costituisce una base
di R" é sufficiente verificare una delle due condizioni, ovvero che R”
sia generato da B, oppure che gli n vettori di B siano linearmente
indipendenti.

Esempio 1.9. Si considerino i vettori x;, X, € R? tali che
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=()-(2)

Un qualsiasi vettore in R? pud essere espresso come combinazione
lineare di x; e X, dal momento che

w:<2>::@m—4@<1>+tm—xﬂ<;>:aﬂy+%b,

dove a; = 27, — x5 € ay = T — x1. Dunque, A = {X;, x>} genera R.
Inoltre, A costituisce una base per R?. O

Esempio 1.10. Si considerino i vettori x;, X, € R? tali che

()= (1)

Essendo x; = 2x1, le combinazioni lineari di x; e X, sono del tipo
X = a1X1 + qoXg = (Ch + 20&2)X1 .

Dunque, A = {X1,X2} genera una retta A passante per l'origine che
contiene tutti i vettori proporzionali ad x;. Quindi risulta dim(.A) = 1.
In questo caso, A non € una base di R2. O

1.4. Prodotto interno e norma

Se x,y € R", il prodotto interno (o prodotto scalare) di x ey e definito
come

(%y) =D wiy; .
1=1

Risultato 1.4. Se o € uno scalare e X, y, z € R", per il prodotto interno
valgono le proprieta:

(i) (X, y) = (¥, x);

(i) X,y +2) = (x,y) + (X, 2);

(iii) (ax,y) = a(x,y);

(iv) (x,x) >0, con (x,x) = 0seesolosex = 0.
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Vaeinoltre ladisuguaglianza di Schwarz, ovvero
x¥)7 < 06Xy, Y)

dove I'uguaglianza si hase e solo se x ey sono collineari.

Esempio 1.11. Si considerino i vettori x,y € R? tali che

() ()

In questo caso si ha (x,y) = 5, mentre (x,x) =2 e (y,y) = 13. Risulta
dunque verificatala disuguaglianza di Schwarz. (|

Se x € R", la norma euclidea (0 semplicemente norma) di x e
definita come

x| = (x,%)"/.

Da un punto di vista geometrico, ||x|| rappresenta la lunghezza del
segmento orientato corrispondente a vettore x. Inoltre, ||x|| pud essere
anche interpretata come la distanza fra |'origine degli assi e il punto le
cui coordinate sono le componenti del vettore x. Analogamente, ||x — y||
puo essere interpretata come la distanza fra due punti le cui coordinate
Sono rispettivamente date dalle componenti dei vettori x ey.

Risultato 1.5. Se « € uno scaare e x,y € R", per la norma euclidea
valgono le proprieta:

(i) [l = lal - x|}
(i) ||x]] > 0, con ||x|| = 0 seesolosex = 0;

(i) IIx+y|l <|Ix]| + |ly|]| con uguaglianza se e solo se x e y sono
collineari (disuguaglianzatriangolare).

Da un punto di vista geometrico, la disuguaglianza triangolare
costituisce un'estensione a R™ del fatto che in un triangolo la somma
delle lunghezze di due lati deve essere maggiore del terzo lato. In
maniera equivalente, la disuguaglianza triangolare afferma che il
percorso piu breve fra due punti & dato dal segmento che congiunge i
due punti.
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Esempio 1.12. Si considerino i vettori x,y € R? tali che

~()-(2)

In questo caso si ha ||x|| =1 e |ly|| =5, mentre ||x + Y| —4\f
Risulta dungue verificata la disuguaglianza triangolare.

Un vettore x per cui risulta||x|| = 1 & detto normalizzato (o versore).
Un vettore X puo essere normalizzato considerando la moltiplicazione di
x per lo scalare ||x|| !, ovvero

1

Xo = —— X
T

In particolare, se x rappresenta un vettore di ordine 2, allora un vettore
normalizzato pud essere espresso come

CoS¢
Xo = (simb) ’

Esempio 1.13. Si consideri il vettore x € R? tale che

- (1).

Dal momento che ||x|| = v/2, il vettore normalizzato & dato da

V2/2 <cos(7r/4)>
V2/2 sin(w/4)

In questo caso risulta¢ = /4. |

dove( < ¢ < 2.

In generale uno spazio vettoriale reale dotato di una norma (che
soddisfa al'insieme di proprietd elencate nel Risultato 1.5) & detto
spazio vettoriale reale normato. L'insieme dei vettori in R € dunque
uno spazio Vvettoriale reale normato con la norma euclidea.
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1.5. Vettori ortogonali

Tenendo presente l'interpretazione geometrica dei vettori, sia 6 I'arco
relativo all'angolo convesso compreso fra i segmenti orientati
corripondenti a due vettori x,y € R" tali chex,y # 0. Si ha

(X,y)

cosf) = ————— |
X[yl

dove(0 < 0 < .
Il precedente risultato puo essere facilmente verificato tenendo
presente che dal Teoremadi Carnot si ottiene

I = yI* = [Ix]I* + [IylI* = 2[Ix]| - [ly]| cosé .

Inoltre dalla definizione di norma e per le proprieta (i)-(iii) del Risultato
14s ha
Ix =yl = (x =y, x —y) = [XII* = 2(x,y) + [lyl* -

Combinando le precedenti relazioni si ottiene infine |'espressione data
per cosé.
Infine, per le proprieta di cosd s ha

e XYWy
X[ - Iyl

che costituisce una interpretazione geometrica della disuguaglianza di
Schwarz.

Esempio 1.14. Si considerino i vettori x,y € R? tali che

()= (J5)

Dungue risulta (x,y) = 41/3, ||x|| = 4 e ||y|| = 2. Di conseguenzasi ha
che
V3
="
Ccos 5
e quindi risulta® = /6. | vettori x, y el'arco 6 sono rappresentati nella
Figura 1.5. O
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-4
Figura 1.5.

Due vettori x,y € R" sono detti ortogonali se cosf = 0 (e quindi
6 = 7/2), ovvero se (x,y) = 0. Per indicare che due vettori X ey sono
ortogonali s adotta la notazione x L y. Due vettori X ey, per i qual
risultax L ye|x|| = |ly|| = 1, sono detti ortonormali.

Infine, sex | y s halarelazione

I+ ylI* = [IxI* + [lyll*

che da un punto di vista geometrico pud essere interpretata come una
estensione del Teorema di Pitagorain R™.

Esempio 1.15. Si considerino i vettori x,y € R? tali che
-3
w_ (23 Y= _
2 3v/3
Da momento che s ha (x,y) =0 risulta x L y. | vettori non sono
ortonormali in quanto ||x|| =4 e |ly|| = 6. Essendo ||x +y| = /52,
O

risultaverificato il Teoremadi Pitagora.

Esempio 1.16. Si considerino i vettori x,y € R? tali che
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()= (48

In questo caso x ey sono ortonormali in quanto s ha (x,y) = 0, mentre

risulta ||x|| = |ly|]| = 1. | vettori X e y sono rappresentati nella Figura
1.6. O
1,
y
1l
2 X
1 1
-1 -3 0 - 1
-1
1
=-1r
Figura 1.6.

In generale, s dice che k vettori X1, X, ..., X; € R™ costituiscono un
insieme ortonormale se x; L x; perogni i # j=1,2,...,ke|x| =1
perognii=1,2,...,k.

Tenendo presente quanto detto nella Sezione 1.3, una base € detta
ortonormale se e codtituita da vettori ortonormali. In particolare,
I'insieme

BO,n = {e17627 7en}

€ una base ortonormae di R" in quanto gli elementi di By,
costituiscono un insieme ortonormale e ogni vettore x € R™ puod essere
espresso come combinazione lineare degli e;, ovvero



Vettori 17

I 1 0 0
n
X = $:2 =T O + X9 1 + ... +x, O :Zaieb-,
: : : : P
Ty 0 0 1 '

dovea; = x; peri =1,2,...,n.

La base B, € detta base canonica di R", anche se essa non
costituisce I'unica base ortonormale di R™. In effetti, qualsiasi insieme di
n vettori ortonormali € una base ortonormale di R". In generale, se
B, = {X1,Xa,...,X,} € una qualsias base ortonormale, ogni vettore
X € R™ puo essere espresso come

X1
n
T2
X = . = Z a;X;
. i=1
T

dove o; = (X, X;) peri =1,2,...,n.

Infine, si noti che ogni spazio vettoridle A a dimensione unitaria,
ovvero tale che dim(A) =1, ammette una sola base ortonormale
costituita dall'unico vettore normalizato di .4 (ameno del segno).

Esempio 1.17. Mediante la base canonica By, = {e;, &} un qualsiasi
vettore x € R? puo essere espresso come

X — I . 1 + 0 . +
= - =T 0 X2 1)~ Q1€ + &,

dove a; = 1 €y = x». INOltre, si considerino i vettori x;, X, € R?

V2/2 —V/2/2
X1 = » Xg = .
V2/2 V2/2
Labase B = {xi, X2} costituisce un'ulteriore base ortonormale di R? in

quanto s ha (X;,Xs) =0, mentre |[x;]| = ||Xz|| =1. Dunque, un
qualsiasi vettore x € R? pud essere espresso anche come

X = o1 X1 + a9Xs

dove
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[

2
ap = <X,X1> = T(l‘l —|—$2) , Qg = <X,X2> = (JJQ — 1‘1) . O

Esempio 1.18. Se A & lo spazio vettoriale in R? di dimensione unitaria
generato da

dlorail vettore normalizzato

1/3
Xo=|2/3
2/3

costituisce una base ortonormale di A ed esiste solo una altra base
ortonormale di A datadal vettore — x.. O

1.6. Proiezioni di vettori

Tenendo presente l'interpretazione geometrica dei vettori, dati due
vettori x,z€ R™ tali che x,z#0, s consideri la proiezione del
segmento orientato corrispondente a x sulla retta che contiene il
segmento orientato corrispondente a z. |l vettore y che s ottiene dalla
proiezione e dato da

(x,2)
y =
1z||?

Z.

Questo risultato pud essere facilmente verificato tenendo presente
innanzitutto che i vettori y e z deveno essere collineari. Inoltre, dal
momento che

Iy[l = I - |cosd]

deverisultare
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Considerando I'espressione di cosf s ottiene infine I'espressione del
vettorey.

Esempio 1.19. Si considerino i vettori x, z € R? tali che

= () == (1),

In questo caso s ha (X, z) = 6, mentre ||X|| = ||z|| = v/ 10. Quindi |'arco
relativo ad x e z risulta @ = arccos(3/5). Il vettore y che s ottiene
proiettando x su z & quindi dato da

-5 ()

| vettori x ez eil relativo vettore y sono riportati nellaFigura1.7. |

_4
Figura 1.7.

Esempio 1.20. Si considerino i vettori x,z € R? tali che
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(2} ,_ (3
N 2)'" \1)"
In questo caso s ha (x,z) = — 4, mentre ||x|| = 2v/2 e ||z|| = \/10.

Quindi I'arco relativo ad x e z risulta # = arccos( — /5/5). Il vettore y
che s ottiene proiettando x su z € quindi dato da

-3 (3)

| vettori X e z eil relativo vettore y sono riportati nella Figura 1.8. O

4L
X 2:
\‘II | 0
\‘I - Z
-4 -2 0 2 4
y |
-2
-4
Figura 1.8.

1.6. | perpiani
Dati un vettore «: di costanti e un vettorex € R”, lo spazio vettoriale
P={x:{a,x) =0}

e detto iperpiano. Dal momento che
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(o, X) = iaixi =0
i1

dove «; e x; rappresentano rispettivamente le i-esime componenti di o e
X, supponendo «; # 0 per qualchei = 1,2,...,n,s ha
n
T = Z (—a;tay)z; .
j#i=1
Dunque, lo spazio vettoriale P & cogtituito da tutti i vettori di R" la cui
i-esima componente € data dalla combinazione lineare delle rimanenti
(n —1) componenti. Ogni iperpiano di R™ ha dimensione (n — 1),
ovvero dim(P) = n — 1. Da un punto di vista geometrico, ogni retta
passante per l'origine & un iperpiano di R?, ogni piano passante per
I'origine € un iperpiano di R?, e cosi via.
Dato un ulteriore scalare «p, l'insieme
7 ={x:{e,X) = v}

e detto iperpiano traslato e non costituisce uno spazio vettoriale dal

momento che non contiene il vettore 0. Da un punto di vista geometrico,

ogni retta & un iperpiano trasato di R?, ogni piano & un iperpiano

traslato di IR?, e cosi via.

Esempio 1.21. Dati o; = 4, an = —2, Si consideri I'iperpiano di R?
P:{X24$1—2$2:O},

che dunque é costituito dai vettori per cui x; = x5/2, ovvero dai vettori

del tipo
6/2>
X = :
(’
dove 5 € R. Da un punto di vista geometrico P coincide con la retta di
equazione z, = 2x;. Analogamente, se oy = — 1, l'iperpiano traslato
T:{XZ4(IZ1—2{II2: —1},

che e costituito dai vettori per cui x; = x2/2 — 1/4, ovvero dai vettori
del tipo
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«— (ﬁ/2;1/4) ’

dove 3 € R. Daun punto di vista geometrico 7 coincide con la retta di
equazionezy = 1/2 + 2x; . O



Capitolo 2
Matrici

2.1. Definizioni e notazioni

Uninsieme di numeri reali disposti in n righe e k colonne

ai; a2

a a
I R

ap1  Ap2

Qi
Qazk

Ank

e detto matrice di ordine (n x k). Una matrice di ordine (n x 1) éin
effetti un vettore colonna di ordine n. Il numero reale a;; rappresenta la
componente di A che appartiene contemporaneamente allai-esmarigae
ala j-esimacolonna. Lamatrice A di ordine (n x k) pu0 essere indicata

in forma piu concisa tramite |'espressione
A= (CLU) .

Lamatrice opposta ad A € definitacome

—ajl  —ap

—Qa21 —a
—A= ( - aij) = : :

—Ap1  —ap2

—alk
—Qgk

—Qnk

Due matrici A = (a;;) € B = (b;;) sono dette uguali se sono
entrambe di ordine (n x k) e se a;; = b;; per ogni i =1,2,...,n e
j=1,2,..., k. Inquesto caso s adottalanotazione

A=B.

In caso contrario le matrici sono dette diverse e si scrive
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A+£B.

La matrice di ordine (n x k) con componenti tutte nulle viene
indicata con O o con O, quando s vuole enfatizzare I'ordine della
matrice.

Data una matrice A di ordine (n x k) s dice trasposta di A la
matrice di ordine (k x n)

ai; a2 anl

T Q12 G2 ... Qp2
A = (ajl-) = . . .

air Qg ... Ank

che s ottiene da A scambiando le righe con le colonne. In altri termini,
la primarigadi A & la primacolonnadi AT, lasecondarigadi A & la
seconda colonnadi AT, ..., lan-esmarigadi A &lan-esima colonnadi
AT. In generale, la componente di posto (i, ;) di A &la componente di
posto (j,7) di AT. Inoltresi ha (AT)T = A.

Esempio 2.1. Si consideri lamatrice A di ordine (2 x 3) datada

310
A‘(o 2 4)'

Lamatrice oppostaad A di ordine (2 x 3) risulta

-3 -1 0
_A< 0 -2 —4)'
mentre latraspostadi A €lamatrice di ordine (3 x 2) datada

3 0
AT=11 2
0 4

Infine, lamatrice di ordine (2 x 3) con componenti nulle é data da

0 0 0
0-0m- (U0 0). -
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Se un vettore colonna di ordine n viene considerato come una
matrice di ordine (n x 1), il corrispondente vettore trasposto & detto
vettore riga di ordine n ed € in effetti una matrice di ordine (1 x n).
Risulta adesso evidente la motivazione per la definizione di vettore
colonnaintrodotta nella Sezione 1.1.

Una matrice di ordine (n x k) pud essere espressa come un insieme
di k£ vettori colonnadi ordine n

A=(aa... a),

dove

indicail j-esimo vettore colonna di A. Alternativamente, una matrice di
ordine (n x k) pud essere espressa come un insieme di n vettori riga di
ordine k

T
alo

dove
T _
a, = (a1 ai2 ... aix)

indical'i-esimo vettore rigadi A. Di conseguenza, una matrice di ordine
(n x k) pud essere interpretata come un insieme di & vettori in R”,
oppure come un insieme di n vettori in R”.

Esempio 2.2. Si consideri lamatrice A di ordine (3 x 2) datada
2 1

A=1|1 4

10

La matrice A pu0 essere espressa come un insieme di 2 vettori colonna
di ordine 3, ovvero
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2 1
G =|1],82=|4],
1 0

o0 aternativamente come un insieme di 3 vettori riga di ordine 2, ovvero

aj, =(21),a, = (14),8,=(10). O

2.2. Matrici a blocchi

Estendendo il concetto di rappresentazione per vettori colonna o vettori
riga, ogni matrice pud essere suddivisa in insiemi detti sottomatrici
considerando gruppi di vettori colonna e vettori riga. Se i gruppi di
vettori sono contigui, la matrice & detta a blocchi. In particolare, quando
s considerano due gruppi contigui di vettori riga e due gruppi contigui
di vettori colonna, ogni matrice di ordine (n x k) pud essere espressa
come matrice a blocchi del tipo

A11 A12
A - ’
<A21 A22)
dove A1, Aja, Aol € Ay sono sottomatrici di ordine rispettivamente
pari @ (m x h), (m x (k—h)), (n—m) x h), (n —m) x (k—h)),

mentrem eh sonotaichel <m <nel < h<k.
Sem = n, aloralamatrice € costituita da due blocchi del tipo

A=A Ap),

mentre se h = k, aloralamatrice & costituita da due blocchi del tipo

All
A= .
(&)
Si noti che definendo I'ordine di A;; anche gli ordini delle restanti
sottomatrici sono automaticamente definiti. Inoltre, per enfatizzare la

separazione in blocchi della matrice A s utilizza eventualmente
['ulteriore notazione
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A A12>
A= ,
<A21 A

A= (A |Ap)

A11>
A= (21,
(A21

che possono risultare utili con matrici numeriche.
Infine, per quanto riguarda la trasposta di unamatrice a blocchi si ha

AR
AL Al

o le notazioni

Esempio 2.3. Si consideri lamatrice ablocchi di ordine (5 x 6) data

011 1]00
1120‘10
A=|0 0 1 2|1 1
132 2|01
2 1 4 0|0 1

In questo caso risultam = 2 eh = 4. Inoltre si ha

01 11 0 0
A11—<1 1 2 O>1A12—<1 0>,
mentre
001 2 11
Ayy=11 3 2 2], Ap=[0 1 O
2 140 0 1

Esempio 2.4. Si consideri lamatrice ablocchi di ordine (5 x 3) data da
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>

|
N = Ol= O
_— W O =
— = O O

Inquesto caso s ham =2 eh = k = 3, mentre

0 0 1
A11:<(1) 1 8>,A21: 1 3 1
2 1 1
Inoltre latraspostadi A risulta
0O 1]0 1 2
AT=11 1]0 3 1],
0 0|1 1 1
dove
0 1 01 2
Al,=11 1],A,=10 3 1 O
0 0 1 1 1

2.3. Matrici quadrate

Una matrice per la quale il numero delle righe & uguale al numero delle
colonne, ovvero quando n = k, € detta matrice quadrata di ordine k.
Owviamente, ogni matrice quadrata di ordine k = 1 & costituita da un
solo numero reale, ovvero A = (a).

In una matrice quadrata A di ordine k le componenti a1, ass, ..., ar
costituiscono la diagonale principale della matrice. Inoltre, una matrice
quadrata A € detta simmetrica quando a;; =aj; per ogni
i#7=1,2,...,k ovveroquando A = AT, In particolare s haA = AT
seesolo se A ésimmetrica.

Una matrice quadrata le cui componenti che non appartengono alla
diagonale principale sono nulle, ovvero se a;; =0 per ogni
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1#£j=1,2,...,k, €& detta matrice diagonale. Ovviamente, ogni
matrice diagonale € smmetrica.

Per ogni insieme di k& scaari ay,as,...,ar, S definisce con
dg(aq, as, ..., ax) lamatrice diagonae

aq 0 0
0 ... 0
dg(al,ag,...,ak) - : a;2 :
0 0 ... ag

Inoltre, se A € una matrice quadrata di ordine &, la matrice diagonale le
cui componenti non nulle coincidono con le componenti della diagonale
di A = (aj;) viene indicata con la notazione

ail 0 e 0
dga) = | ’
0 0 ALk

Una matrice diagonale nella quale le componenti della diagonale
principale sono uguali alo scaare a, ovvero del tipo dg(«, ..., ), €
detta matrice scalare. Una matrice scalare di ordine k per la quae
risulta o = 1 é detta matrice identita e viene indicata con la notazione
|, OVvero

1 0 ... 0
0 1 0
=1 . :
00 ... 1

S noti cherisultal, = (e & ... &,).

Infine, una matrice quadrata A = (a;;) € detta triangolare inferiore
quando a;; = 0 per ogni ¢ < j. Una matrice quadrata A = (a;;) & detta
triangolare superiore quando a;; = 0 per ogni 7 > j.

Esempio 2.5. Lamatrice
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€ unamatrice smmetricadi ordine 3 es ha
Lamatrice
. Lamatrice

amatrice

m
0
2
0

W o O

€ una matrice triangolare inferiore di ordine 3, mentre la matrice

A:

SO = o
O N =
W =~ O

€ una matrice triangolare superiore di ordine 3. a

2.4. Matrici ortogonali

Una matrice quadrata di ordine %k le cui colonne sono costituite da k
vettori ortonormali ~q, s, ..., € detta matrice ortogonale e si indica
generalmente con I', ovvero

L=y ) -
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S noti che una matrice ortogonale dovrebbe essere definita piu
correttamente come matrice ortonormale, anche se questa terminologia
non e usual mente adottata.

Si pud verificare che se T' & ortogonale anche I'T & ortogonale.
Inoltre, nel caso particolare in cui k = 2, oghi matrice ortogonale puo
essere espressa nellaforma

. (cos¢ —sin¢> |

sing  cos¢

o ndlaforma

I‘—( CoS ¢ —sinq5>’

—sing —Ccos¢
dove( < ¢ < 2.

Esempio 2.6. | vettori ~; e~y di ordine 2

n= () = ()

sono ortonormali in quanto ||vi|| = ||| =1, mentre (v,v2) = 0.
Quindi lamatrice

V3/2  —1/2 cos(r/6) —sin(w/6)
FZ(”’I”’?):( 1/2 \/§/2>:<Sin(7r/6) or/5))

& ortogonale. E immediato verificare che

p_ (VA
S\ =172 /3)2

€ a sua volta una matrice ortogonale. O

2.5. Operazioni sulle matrici

Se A e B sono matrici di ordine (n x k), la matrice somma & definita
come
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A+ B = (aij) + (bij) = (aij + bij) .

Risultato 2.1. Se A, B e C sono matrici di ordine (n x k), per lasomma
di matrici valgono le proprieta:

(i) A + B = B + A (proprieta commutativa);

(i) (A +B) 4+ C=A + (B + C) (proprieta associativa);

(iii) A + O = A (esistenza dell'elemento neutro);

(iv) A+ (— A) = O (esistenza dell'elemento inverso).

Per indicare la sommadi matrici A + ( — B) si adotta semplicemente
la notazione A —B. La matrice A —B é detta matrice differenza.
Inoltre, per quanto riguarda la trasposta della matrice sommasi ha

(A+B) =AT+BT.

Esempio 2.7. Si considerino le matrici A e B di ordine (3 x 2) tali che

1 1 0 1
2 0 3 1
In questo caso risulta
1 1 0 1 1 2
A+B=(2 1]+[1 1|=13 2|,
2 0 3 1 5 1
mentre
1 1 0 1 1 0
A-B=[2 1]-|1 1] = 1 0 O
2 0 3 1 -1 -1

Se A é una matrice di ordine (n x k), la moltiplicazione di A per
uno scalare « e definita come

aA = Ao = (aay;) -
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Risultato 2.2. Se «, 3 sono scalari e A @ unamatrice di ordine (n x k),
per la moltiplicazione per uno scalare valgono le proprieta:

(i) a(BA) = (aB)A (proprieta associativa);

(ii) 1A = A (invarianzarispetto alla moltiplicazione per lo scalare 1).

Risultato 2.3. Se «, 8 sono scalari e A e B sono matrici di ordine
(n x k), per la somma di matrici e la moltiplicazione per uno scalare
valgono le proprieta:
(i) (A + B) = oA + aB (proprieta distributiva rispetto alla somma di
matrici);
(i) (a4 B)A = oA + BA (proprieta distributiva rispetto ala moltipli-
cazione per uno scalare).

Inoltre, per ogni matrice scalare di ordine k si ha

do(a, ..., ) = aly .

Infine, per quanto detto nella Sezione 1.2, si noti che l'insieme delle

matrici di ordine (n x k) costituisce uno spazio vettoriale reale.

Esempio 2.8. Si consideri lamatrice A di ordine (2 x 3) tale che

a=(ho )
In questo caso, se o = 3 risulta
I B o ) B
Datele matrici ablocchi A eB di ordine (n x k) definite come
A= (r an)e= (50 52):

con A;; e B;; sottomatrici dello stesso ordine, allorala matrice somma é
datada

A +Bin Ap+Bp
A+B= .
<A21 +Ba Ax+ Bzz)
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Inoltre lamoltiplicazione di A per lo scalare « risulta

. O[All aA12
oA = <OZA21 OZA22> '

Esempio 2.9. Si considerino le matrici quadrate A e B di ordine (3 x 4)
tali che

0 11]0 2 11-20
A=1|1 0|1 ,B=10 4] 0 1
0 2|1 0 —-1| 0 1

In questo caso s ha

= O

2 21-2 0
A+B=]|1 4 1 11,
0 1 1 2
mentre se o = 3 risulta
0 3|10 0
aA=13 03 O O
0 63 3

2.6. Traccia

La somma delle componenti della diagonale principale di una matrice
quadrata A = (a;;) di ordine k € detta traccia e viene indicata con la
notazione

k
tr(A) = Z Qi; -
i=1

Latraccia & un operatore lineare, nel senso che se A e B sono matrici
guadrate dello stesso ordine e « € uno scalare, dloras ha
(i) tr(A +B) =tr(A) +tr(B);
(i) tr(aA) = atr(A).

Inoltre se a € uno scalare si pone
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tr(a) =a.

Infine, data la matrice quadrata a blocchi A di ordine k£ con Ay
sottomatrice quadrata di ordine h, latracciadi A risulta

tr(A) = tr(All) + '[I’(AQQ) .

Esempio 2.10. Si considerino le matrici quadrate A e B di ordine 3 tali
che

1 1 1 3 0 1
A=|2 0 3],B=(1 2 =2
5 1 =3 2 0 3
In questo caso s hatr(A) = — 2 etr(B) = 8. Da momento che
4 1 2
A+B=1[3 2 1],
710

dlorarisulta
tr(A+B)=6=1tr(A) +tr(B) .

Inoltre, sea = 2 s ha

2 2 2
aA = 4 0 61,
10 2 —6

per cui






Capitolo 3
Prodotto di matrici

3.1. Prodotto di Cayley

Data unamatrice A = (a;;) di ordine (n x p) e unamatrice B = (b;;) di
ordine (p x k), lamatrice prodotto di Cayley (0 matrice prodotto righe
per colonne, 0 semplicemente matrice prodotto) é definita come

AB = ((a.,b.j)) = <Xp: ailblj> ,
-1

dove a), e b, rappresentano rispettivamente I'i-esimo vettore rigadi A e
il j-esimo vettore colonna di B. Dunque la componente di posto (i, j)
della matrice AB € ottenuta effettuando il prodotto interno dell'i-esimo
vettore rigadi A con il j-esimo vettore colonna di B. Evidentemente la
matrice AB edi ordine (n x k).

Affinché il prodotto tra due matrici sia possibile, occorre che il
numero delle colonne di A sia uguale al numero delle righe di B. In
guesto caso le due matrici sono dette conformabili rispetto al prodotto.

Nel prodotto di Cayley & fondamentale considerare I'ordine in cui
compaiono le matrici coinvolte. In effetti la matrice BA pud non essere
definita o essere diversa dalla matrice AB. In particolare i prodotti AB e
BA esistono entrambi solamente quando le matrici A e B sono
rispettivamente di ordine (n x k) e (k x n). In questo caso i prodotti
danno luogo rispettivamente a matrici quadrate di ordine k£ o di ordine
n. Dungue in generale non vale per il prodotto di Cayley la proprieta
commutativa, ovvero

AB +# BA .

Per questo motivo con AB s specifica che A premoltiplica B o che B
postmoltiplicaA.
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Esempio 3.1. Si considerino le matrici A e B rispettivamente di ordine
(2 x 3) e(3 x 2) tali che

1 01
(10 1)

In questo caso risulta

N = O
O N =

o= O
SN =

(21
—\2 2)"
AR 2 0 1
20(y o {)=|2 03
0 2 0 2

Anche se i prodotti AB e BA esistono, tuttavia danno luogo a matrici
guadrate diverse, rispettivamente di ordine 2 e 3. (I

mentre

BA =

N = O

Esempio 3.2. Si considerino le matrici triangolari A e B di ordine 2 tali

che
1 1 1 0
A=(o 1) e=(i 1)

In questo caso risulta

oo (3 (- (D).
- (- ().

Anche se i prodotti AB e BA esistono e danno luogo a matrici quadrate
di ordine 2, tuttaviarisulta AB # BA. O

mentre



Prodotto di matrici 39

Risultato 3.1. Se A, B e C sono matrici opportunamente conformabili,
per il prodotto di Cayley valgono le proprieta:

(i) (AB)C = A(BC) (proprieta associtiva);

(i) A(B + C) = AB + AC (proprieta distributiva a destra);

(iii) (B + C)A = BA + CA (proprieta distributiva a sinistra).

Ddla definizione di prodotto di Cayley s pud verificare che,
premoltiplicando o postmoltiplicando una matrice A di ordine (n x k)
per una matrice identita conformabile rispetto al prodotto con A, s
ottiene nuovamente lamatrice A, ovvero

A=Al =A,

mentre premoltiplicando o postmoltiplicando per una matrice con
componenti nulle conformabile rispetto al prodotto con A si ha

OA=A0=0.

Se A rappresenta una matrice quadrata di ordine k, si definisce
A? = AA. Inoltre A é dettaidempotente serisultaA? = A.

Esempio 3.3. Si consideri lamatrice A di ordine (3 x 2) tale che

3 1
A=12 1
1 2
Si ha
1 0 O 3 1
IsA=10 1 0 2 1| =A
0 0 1 1 2
e

Inoltrerisulta
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Esempio 3.4. Si consideri lamatrice quadrata A di ordine 3 tale che
2/3 —-1/3 -1/3
A=|-1/3 2/3 -1/3
-1/3 —1/3  2/3

Si ha
2/3 —-1/3 -1/3 2/3 -1/3 -1/3
A= -1/3 2/3 —1/3 || -1/3 2/3 —-1/3 | =A
-1/3 -1/3  2/3) \-1/3 —1/3  2/3
e dunque lamatrice A & idempotente. O

Per quanto riguarda |a trasposta della matrice prodotto risulta
(AB)T =BTAT,

mentre per quanto riguarda la traccia della matrice prodotto, se A e B
sono matrici di ordine (n x k) s ha

tr(ATB) = tr(BTA) = tr(AB") = tr(BAT) = Zza” i -

i=1 j=

Date infine le matrici a blocchi A e B rispettivamente di ordine
(n x p) e (pxk)conAi eB;; sottomatrici rispettivamente di ordine
(m X q) e(q x h), dloralamatrice prodotto & data da

AB — A11Bii +A12Bor A11Bia +AaBao
A21Bi1 +AxBor AgBia +AxBy )
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Esempio 3.5. Si considerino le matrici A e B di ordine (2 x 3) tali che

3 1 1 1 0 1
A_(2 0 1>’B_<0 2 5)'

In questo caso risulta

10
(3 1 1 (47
= (50 )(0 2 )= (5 3):
mentre
3 2
(1 0 1 (4 3
o= (o5 5)( 1 0)=(7 5)
dacui
(AB")T =BAT.
Inoltre si ha
3 2 3 4 13
ATB = 10(121>: 10 1],
1 1 1 2 6
mentre
10 3 1 1
BTA = 02(213: 4 0 21,
1 5 13 1 6
dacui s ha

(ATB)T =B'A.
Infine si noti che

tr(ATB) = tr(B"A) = tr(ABT) = tr(BAT) = 9. O
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3.2. Prodotto interno e norma di matrici

Se A e B sono matrici di ordine (n x k), il prodotto interno (o prodotto
scalare) di A e B é definito come

(A,B) =tr(A™B),
mentre lanorma di Frobenius di A & definita come
Al = (A, A)!2.

Queste definizioni estendono ale matrici i concetti di prodotto
interno e norma. In effetti, per k=1 & ottengono di nuovo le
definizioni introdotte nella Sezione 1.4 per i vettori.

Risultato 3.2. Se o @ uno scalare, mentre A, B e C sono matrici di
ordine (n x k), per il prodotto interno di matrici valgono le proprieta
(i) (A, B) = (B, A);

(i) (A,B+C) = (A,B) + (A,C);

(iii) (oA, B) = a(A, B);

(iv) (A,A) >0, con (A,A) =0seesoloseA =O.

Risultato 3.3. Se o € uno scalare, mentre A e B sono matrici di ordine
(n x k), per lanormadi Frobenius valgono le proprieta:

(i) oAl = lo] - Al

(i) [|Allr > 0, con |A||r = 0 seesolose A = O;

(i) ||A + B||r < ||Allr + ||BJ|r con uguaglianza se e solo se B = aA
(disuguaglianza triangolare).

L'insieme delle matrici di ordine (n x k) costituisce dunque uno
spazio vettoriale reale normato con lanormadi Frobenius.

Esempio 3.6. Si considerino le matrici A e B di ordine (3 x 2) tali che
1 0 10
2 1 1 1

Da momento che
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e (3 2
AB_<1 1),
A (D 2
AA_<2 2)’
e (21
BB_<1 1)’

Allr=V7elBlr= /3. u

mentre

dloras ha(A,B) =4,

3.3. Alcuni prodotti particolari

Sea=(ajay... a,)" €b= (b by... b,)" sono due vettori di ordine
n, il prodotto interno dei due vettori € un caso particolare di prodotto di
Cayley dal momento che

aTb = Zaibi = (a, b> .
=1

Ovviamente risulta
alb=>b'a.
Seb = 1, il prodotto interno

n

aTl = Zai

i=1

coincide con la somma delle componenti di a. Si hainoltre 171 = n.
Anche il quadrato della norma di un vettore & un caso particolare di
prodotto di Cayley, dal momento che

n
ala=) a = |al’.
i=1



44 Introduzione all'algebra delle matrici

Anaogamente, il prodotto interno
(@a-b)T(@a—b)=) (ai—b)*=a—b|

i=1

rappresenta il quadrato dellanorma ||a — b||.

Considerati i vettori a= (a; as... a,)’ € b= (b by... b)7, |l
prodotto ab" (detto prodotto esterno) & lamatrice di ordine (n x k) data
da

ai b1 a1b2 e albk
abT _ CLQ:bl CLQ:bQ e ag‘bk _ (aib‘j) .
apbr apbs ... apbg

S noti che ab™ # ba" anche se risulta ab” = (ba")". Se b =1, il
prodotto esterno € dato da

aiq ai aq
a a a

al’=| "2 2 21l =(aa... a),
Gn Qn ... G

ovvero una matrice in cui tutti i vettori colonna sono uguali ad a.
Analogamente, il prodotto esterno 1a' risulta

ai  as an a’
T
T ai as an a
la' = . = ,
a; az ... ap al

OVVEro una matrice in cui tutti i vettori riga sono uguali ad a'. Infine, il
prodotto esterno aa’ daluogo a una matrice ssimmetricadi ordine n

CL% aias ... a1ay,
2
T aoa7 as Ce ao2Qy,
aa = . . . = (a,a;) .
. . .2
a,a; apGs ... a,

Esempio 3.7. Si considerino i vettori di ordine 3 dati da
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2 0
a=|1],b=|{2
0 2

In questo caso si ha

Inoltre risulta
2 2 2
atl=[1 1 1
0 0 O
e
2 1 0
,aa=(21 0],
2 1 0
mentre

O N
O =N
o O O

|

Data una matrice A di ordine (n x k) si considerino i prodotti ATA e
AAT. Ovviamente ATA e AAT sono matrici simmetriche di ordine k e
n. S noti inoltre che

ATA = Zaq. U

dove aj, e aj, rappresentano rispettivamente I'i-esmo e il j-esimo
vettore riga di A, mentre a,; € a,; rappresentano rispettivamente 1'i-
esimo el j-esimo vettore colonna di A. In modo del tutto analogo si ha
che
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el

AAT = (alan) = Y agal; .

J=1

Infine, se A & unamatrice smmetrica, st haATA = AAT = A2,

Esempio 3.8. Si consideri lamatrice A di ordine (3 x 2) tale che

0 1
A=12 1
0 1
Si ha
A (4 2
ane (13).
mentre
1 1 1
AAT=11 5 1
1 1 1

equindi ATA e AAT sono matrici ssimmetriche di ordine 2 e 3.

Esempio 3.9. Si consideri lamatrice quadrata A di ordine 2 tale che

()4 D)

In questo caso risulta

; P11 0 0\ (1 1\ ¢
al'a1°+a2'a2°_<1 1) tlo 1)=(1 o) =AA

11 0 0 2 1
a.la.TlJra.Qa.TQ:(l 1>+<0 1):(1 1>:AAT.

O

O
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3.4. Prodotto di Kronecker

Date le matrici A di ordine (n x k) e B di ordine (p x q), s dice
prodotto di Kronecker la matrice ablocchi di ordine (np x kq)

CLnB CngB ves alkB
A®B = agle (IQIQB CLQ{CB
an.lB an.QB an}fB

[l prodotto di Kronecker A ® B € sempre fattibile. In generale, per il
prodotto di Kronecker non vale la proprieta commutativa, ovvero

ARB£B®A.

Esempio 3.10. Si considerino le matrici A e B rispettivamente di ordine
(2 x2)e(2x 3)tdiche

11 10 1
A"<0 2)’3“<0 2 4>'

In questo caso risulta

10 w1 0 1

1B 1B 02 4]0 2 4
A®B_<m m)‘ 00 0[]2 0 2 =

00 0/0 4 8

Risultato 3.4. Date le matrici A, B, C e D, se B e C sono dello stesso
ordine e se i prodotti di Cayley AC e BD esistono, per il prodotto di
Kronecker valgono le proprieta:

() (A®B)®C =A® (B®C) (proprieta associativa);

(i)A® (B+C) =A®B+ A ® C (proprieta distributiva a destra);
(i) (B+C)® A =B ®A + C® A (proprieta distributiva a sinistra);
(iv) (A®B)(C®D) = (AC) ® (BD) (proprieta distributiva rispetto al
prodotto di Cayley).

Il prodotto di Kronecker di A con la matrice con componenti nulle
risulta
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O®A=A®0=0.

Per quanto riguarda la trasposta della matrice prodotto di Kronecker si
ha

(A®B) =AT®B".
Se A e B sono matrici quadrate, per la traccia della matrice prodotto di
Kronecker risulta
tr(A ® B) = tr(A)tr(B) .

Data la matrice a blocchi A, la matrice prodotto di Kronecker é data
da

A®B:<AH®B A12®B>.

Ay ®B Ap®B

Infine, se a e b sono vettori rispettivamente di ordine n e k, si noti
che il prodotto esterno € un caso particolare di prodotto di Kronecker,
ovweroab =a®b'.

Esempio 3.11. Si considerino le matrici A e B rispettivamente di ordine
(2 x 2)e(3x3)tdiche

2 1
(1)

In questo caso risulta

o O =
o O
— s =

A®B=

cCOo RO O
o olo s o
N F O )
co o o~
o oloww o
[N I O] SN

Dunquesi hatr(A ® B) = 16 = tr(A)tr(B). O



Capitolo 4
Rango e deter minante

4.1. Operazioni elementari

Data una matrice A di ordine (n x k), sono dette operazioni elementari
sui vettori riga (risp. colonna) di A:

(i) lo scambio di due vettori riga (risp. colonna);

(ii) la moltiplicazione di un vettore riga (risp. colonna) per uno scalare
a #0;

(iii) I'addizione ad un vettore riga (risp. colonna) di un altro vettore riga
(risp. colonna) moltiplicato per uno scalare a # 0.

Le operazioni elementari sui vettori riga (risp. colonna) producono
una nuova matrice i cui vettori riga (risp. colonna) appartengono alo
spazio vettoriale generato dai vettori riga (risp. colonna) della matrice
originale.

E conveniente considerare inizillmente le singole operazioni
elementari sulla matrice identita. Dunque, sia E;; la matrice ottenuta
scambiando I'i-esimo el j-esimo vettorerigadi |, SiaE;(a) lamatrice
ottenuta moltiplicando per « I'i-esimo vettore riga di |,, e siaE;(«a|j) la
matrice ottenuta sommando al'i-esmo vettore riga di 1, il j-esimo
vettore riga di 1,, moltiplicato per «. Le matrici E;j;, E;(a) e E;(«lj)
sono dette matrici elementari di riga e sono esprimibili attraverso la
matrice identita e gli elementi della base canonica, ovvero

Ej=l.—(e—e)e—¢)",

Ei(a) =1, 4+ (o — 1)e7¢eiT ,

Ei(alj) =1n + aee] .
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Esempio4.1.Sen =3ea =5,5 ha
1 0 0 1 0 1 0
Eo=|0 1 0]-[-1|(1 =1 0)=(1 0 0
0 0 1 0 0 0 1
e
1 00 1 5 0 0
Ex3)=10 1 0]+4{0|(1 0 0)=|0 1 0],
0 0 1 0 0 0 1
mentre
1 00 0 1 00
Ex(513) =0 1 o) +5[{1|(0 0 1)=(0 1 5.0
0 0 1 0 0 0 1

Inoltre, in modo analogo, sia F;; la matrice ottenuta scambiando 1':-
esimo e il j-esimo vettore colonna di 1, sia F;(«) la matrice ottenuta
moltiplicando per « I'i-esimo vettore colonna di |, e sia F;(alj) la
matrice ottenuta sommando all'i-esimo vettore colonna di 1 il j-esimo
vettore colonna di |, moltiplicato per «. Le matrici F;;, F;(«) e F;(al))
sono dette matrici elementari di colonna erisulta

Fi=li—(e—e)le—e),

Fi(@) =i + (a— 1eel

Fl(a\]) = |/¢ + Cveje;r .

Sen = k, s hainoltre
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Fi(olj) = E;(ali) = Eq(alj)".

Esempio 4.2. Sen = k = 3, éimmediato verificare che

01 0 5 0 0 100
Fo=|1 00|, FGB)=[01 0] ,FR63=[0 10
00 1 00 1 05 1

e considerando I'Esercizio 4.1 s haFy, = Ej9, F1(5) = E1(5), mentre

Fo(5|3) = E2(5[3)" = E3(5[2) . O

Se B é la matrice ottenuta mediante una operazione elementare sui
vettori riga di A e se E e una matrice del tipo E;;, Ei(a) o E;(a|j),
alorarisulta

B =EA,
mentre se B € la matrice ottenuta mediante una operazione elementare

sui vettori colonna di A e se F € una matrice del tipo F;;, F;(«) 0
Fi(a|j), alorarisulta

B=AF.
Esempio 4.3. Datala matrice
1 4 1
0 1 3
A= 4 1 0|’
2 0 2

lo scambio del secondo vettore riga con il quarto vettore riga di A pud
€sSere espresso come

ExnA =

SO O
— o O O
o~ OO
oo = O
N = O =
O ==
N O W
O =N
— = O
W o N =
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mentre la somma del primo vettore colonna moltiplicato per 2 con il
terzo vettore colonnadi A pud essere espressa come

1 0 2
AF;(2|1) = 01 0]|=
00 1

N =~ O =
O ==
N O W
N =~ O
O ==
Sy 00 W W

4.2. Matrici ascala

UnamatriceR = (r;;) di ordine (n x k) € dettamatrice a scala se:

(i) 7; = O per ogni i > j;

(ii) 7(i41) = O perogni [ < j, quando r;; # 0 er; = 0 perogni [ < j.
Dungue una matrice & a scala se gli eventuali vettori riga uguai a0’

sono gli ultimi e la prima componente non nulla di un qualsiasi vettore

riga successivo a primo € in uno del vettori colonna successivi, rispetto

alla prima componente non nulla del precedente vettore riga

Evidentemente, le matrici triangolari superiori sono casi particolari di

matrici a scala. Inoltre le prime componenti non nulle di ogni vettore

rigadiverso da0' di R sono detti pivot.

Esempio 4.4. Lamatrice triangolare superiore R di ordine 3 data da

6 4 4
R=|0 2 1],
0 0 2
€ una matrice a scala. | pivot sono rispettivamente dati da r1; = 6,
roo = 2 ers3 = 2. Anchelamatrice R di ordine (5 x 6) datada

0 3 5 0

cooc o~
O
o W~

2
0
0
0

o O OO
o O OO

€ una matrice a scala. | pivot sono rispettivamente dati da r5 = 3,
roq = 2 €173 = 4. O
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Risultato 4.1. Per ogni matrice A di ordine (n x k) vagono le
proprieta:

(i) lamatrice A pud essere ridotta ad una matrice a scala R mediante una
successione opportuna di operazioni elementari sui vettori riga, ovvero
premoltiplicando A per una successione opportuna di matrici elementari
diriga;

(ii) larappresentazione di A mediante una matrice ascalaR non é unica;
(iii) tutte le rappresentazioni di A mediante matrici a scala hanno lo
stesso numero di vettori rigadiversi da0';

(iv) i vettori riga della matrice A sono linearmente dipendenti se e solo
se la rappresentazione di A mediante una matrice a scala R contiene
almeno un vettore rigapari a0';

(v) il numero di vettori di A (riga o colonna) linearmente indipendenti
sono pari al numero di vettori riga diversi da 0" nella rappresentazione
di A mediante una matrice ascalaR.

In base ala proprieta (i) del Risultato 4.1, per la rappresentazione di
A mediante unamatrice ascaaR vale I'espressione

R =PA,
dove
P=E,E,_...E;,

mentre E;, E,, ..., E; sono s opportune matrici del tipo E;;, E;(«) 0
E;(alj). Inoltre, se r rappresenta il numero di vettori di A (riga o
colonna) linearmente indipendenti s dimostrain modo analogo che

RQ=H,

dove H & una matrice diagonale a blocchi di ordine (n x k) datada
I Or>< k—r) )
H= < ( ,
O(n—r)xr O(n—r)x(k—r)

Q=FF....F,

mentre

eF,Fy,...,F; sono t opportune matrici del tipo F;;, Fi(«) o Fi(«lj).
Equivalentemente si ha dungue la rappresentazione (non unica) di A
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PAQ=H .

Per quanto riguarda il calcolo pratico di una matrice a scala R a
partire dalla matrice A, s supponga che il primo vettore colonna di A
diverso da 0 sia il j-essmo. In questo caso, mediante un eventuale
scambio di due vettori riga di A, si puo ricavare una nuova matrice la
cui la prima componente del j-esimo vettore colonna sia non nulla
Inoltre, mediante operazioni elementari di tipo (iii), S pud ottenere una
nuova matrice nella quale tutte le componenti della j-esima colonna
(eccetto la prima) siano nulle. Si pud applicare il medesimo
procedimento alla matrice costituita dai restanti (n — 1) vettori riga e
I'algoritmo hatermine quando i vettori riga rimanenti sono tutti pari a0"
oppure non vi sono ulteriori vettori riga. La matrice infine ottenuta € a
scala.

Per quanto riguarda invece il calcolo pratico della matrice P &
sufficiente considerare la matrice a blocchi (A |l,) ed effettuare su
guesta matrice le stesse operazioni elementari necessarie ad ottenere una
matrice a scala R a partire dala matrice A, da momento che
premoltiplicando (A | 1,,) per P si ha

P(Alln) = (PA|P) = (R[P)

e quindi lamatrice a blocchi risultante dal prodotto contiene nel secondo
blocco lamatrice P.

Analogamente, per il calcolo pratico delle matrice Q € sufficiente
considerare la matrice a blocchi (RT|1;)" ed effettuare su questa
matrice le stesse operazioni elementari necessarie ad ottenere la matrice
H, dal momento che

R _(RQY [(H
(n)e=(%)=(a)
e quindi la matrice a blocchi risultante dal prodotto contiene nel blocco
inferiore lamatrice Q.

Esempio 4.5. Datalamatrice A di ordine (3 x 4)

0 0 1 2
A=12 4 -2 0],
2 4 -1 2
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si puo considerare la seguente matrice a blocchi

00 1 2|10 0
A=(Alls)=2 4 =2 0]|0 1 0
2 4 -1 2|0 0 1

2 4 -2 0]0 1 0
Ar=EpA; =10 0 1 2|1 0 0],
2 4 -1 2|0 0 1

mentre sottraendo il primo vettore rigadal terzo vettorerigadi A, si ha

2 4 -2 0/0 1 0
As =Es(—=1|DA;=[0 0 1 2|1 0 0
00 1 2[0 -1 1

Inoltre, sottraendo il secondo vettore riga dal terzo vettore riga di As s
ottiene

2 4 -2 0] 0 1 0
Ai=Es(-12)As=[0 0 1 2| 1 o0 0],
00 00[-1 —-11

per cui unarappresentazione di A mediante una matrice a scalarisulta

2 4 -2 0
R=PA=[0 0 1 2
0 0 0 0
dove
0 1 0
P=E;3(—1|2)E5(—1]|1)E2 = 1 0 0
-1 -1 1

Inoltre, s ha
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Py
2
\
VRS
=
~_
|
OO OO ON
OO~ OO o -
O~ O OO~ N
— O o olom o

per cui scambiando il secondo eil terzo vettore colonnadi R; s ottiene

-2 4 0
1

Ry = R1F23 =

O OO RO O N
o= O OO
OO R OO O
—_— O O oOlo N

Sommando il primo vettore colonna a secondo vettore colonna di Ry si
ha

Ry = RoF(1]1) =

O OO RO O N
O = O =IO = O
OO = OO O =
_ O O oOlo N O

mentre sottraendo il primo vettore colonna moltiplicato per 2 a terzo
vettore colonnadi R; S ottiene

Ry = R3F3(—2|1) =

OO OO O N
O = O RO = O
CDCDP—‘[l\DOCDCD
_ O O ol N O
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Sottraendo il secondo vettore colonna moltiplicato per 2 a quarto
vettore colonnadi R, S ottiene

Rs; = RyF4(—2|2) =

cCo oo OoWN
O = O R IOF~=O
|
cor~ o oo
|
oo No oo

mentre dividendo per 2 il primo vettore colonnadi R; si ha

10 0 0
01 0 0
00 0 0 H
Re=R;F(1/2)=| 1/2 1T —2 -2 :( )
00 1 0 Q
01 0 —2
00 0 1

Dunques ha
Q = FasFy(1|1)Fs(=2[1)F4(=2[2)F,(1/2)

ovvero
/2 1 -2 -2
0 0 1 0
Q=110 1 o0 -2 =
0 0 0 1
4.3. Rango

Da momento che una matrice A di ordine (n x k) € costituita da n
vettori riga di ordine k£ o da k vettori colonna di ordine n, si definisce
rango (o caratteristica) di A e s indica con la notazione r(A), il
massimo numero di vettori riga o di vettori colonna linearmente
indipendenti in A.
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Dalle proprieta (iii)-(iv) del Risultato 4.1 si ha che il rango di una
matrice A € unico, per cui il massimo numero di vettori riga linearmente
indipendenti coincide con il massimo numero di vettori colonna
linearmente indipendenti. Inoltre, r(A) é pari a numero di vettori riga
diversi dal vettore 0" nella rappresentazione di A mediante una matrice
ascaa

Ddla definizione segue che il rango di una matrice A non pud
superare il numero delle sue righe o delle sue colonne, per cui

r(A) < min(n, k) .

Se r(A) = min(n, k) alora A assume rango massimo e A é detta a
rango pieno. Ogni matrice quadrata A di ordine k£ & a rango pieno
quando r(A) = k.

Esempio 4.6. Si consideri di nuovo la matrice A dell'Esempio 4.5. Dal
momento che A é di ordine (3 x 4) deve essere r(A) < min(3,4) = 3.
Inoltre, tenendo presente la rappresentazione di A mediante una matrice
a scala, la matrice R possiede due vettori riga diversi dal vettore 0T e
quindi r(A) = 2. Inoltre, dal momento che r(A) < 3, dlora A non é a
rango pieno. O

Risultato 4.2. Per il rango valgono le proprieta:

(i) ((AT) = r(A);

(i) se A e B sono matrici dello stesso ordine, alora s ha
r(A+B) <r(A)+r(B);

(iii) se A e B sono matrici conformabili s har(AB) < min(r(A),r(B));
(iv) r(ATA) = r(AAT) = r(A);

V) r(A ®B) =r(A)r(B).

Dalla proprieta (iv) del Risultato 4.2 s deduce che le matrici ATA e
AAT sono arango pieno se e solo sesi verificarispettivamente r(A) = k
or(A) =n.

Esempio 4.7. Si consideri lamatrice A di ordine (3 x 2) datada

A=

_ o
N O N
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Da momento che i due vettori colonna di A sono linearmente
dipendenti, alorarisultar(A) = 1. Inoltre s ha

T (2 4
AA_(4 8)’

mentre

AAT =

ot O Ot
o O O
ot O Ot

Le matrici ATA e AAT hanno entrambe un solo vettore colonna
linearmente indipendente e quindi r(ATA) = r(AAT) =1 =r(A). 0O

4.4. Deter minante

[l determinante & un numero reale, indicato con la notazione det(A),
associato a ogni matrice quadrata A = (8, @ ... &) di ordine k in
modo che siano soddisfatte le proprieta:

(i) det(A) éunafunzione lineare di ogni vettore colonna (risp. riga), nel
senso che seil j-esimo vettore colonna (risp. riga) di A € sommadi due
vettori colonna (risp. riga), ovverosea,; = b + ¢, s ha

det(ae; ... @gj... Q) =det(ae ... b... &)+ det(aer ... C... &)

cosi come se il j-esimo vettore colonna (risp. riga) € moltiplicato per
uno scalare «, alora

det(ae) ... adej ... o) = adet(aq ... o) ... Qek) ;

(ii) se si scambiano tra loro due vettori colonna (risp. riga) qualungque
det(A) cambiadi segno, ovvero

det(ae; ... @gj... Qef ... Qo) = —Oet(Be1 ... o ... Boj ... Bok);
(iii) sel @unamatrice identitadi qualsiasi ordine alora
det(l) =1.

Da queste tre proprieta il determinante risulta univocamente definito
come
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det(A) = Z (_1)%0(,71 J25e - 5Jk) 15,02, - - Ahjy

dove la sommatoria € estesa a tutte le possibili permutazioni
J1sJ2s -+, i degli indici 1,2,....k e v(j1,J2,---,Jk) € il numero di
trasposizioni che si devono eseguire sulla permutazione 51, jo, ... , ji Per
riportarla alla permutazione di base 1, 2, ..., k. Da questa definizione si
ottiene che se la matrice € di ordine 1 il determinante coincide con
I'unica componente della matrice stessa, mentre se la matrice & di ordine
2 il determinante risulta

det(A) = ar1a2 — arzas .

| procedimenti per calcolare il determinante di una generica matrice
guadrata verranno introdotti nella Sezione 4.5.

Da un punto di vista geometrico, il valore assoluto del determinante
puo essere interpretato come il volume dell'iper-parallelogramma in R*
individuato dai vettori colonna a,, a,, ..., a. di A. Questo volume &
identico a quello dell'iper-parallelogramma individuato dai vettori riga
al,,al,,...,al, di A. S consideri infatti come caso particolare la
matrice quadrata A di ordine 2 datada

A = (ay &) = <a“ a”) .

Q21 Qa22

Le lunghezze della base e dell'altezza del parallelogramma individuato
da a,; e a. risultano rispettivamente ||a.| e |as| sind, dove 6
rappresenta l'arco relativo ad a,; € a,2 (0 < 6 < 7). Tenendo presente
I'espressione di cos?, I'area del parallelogramma é data da

e - [|aez]| SiNO = [|au]| - [|ac2]|(1 — cos’0)"/? = |ar1az — arzax|
e quindi
|det(A)| = [|aa ]| - [|asz(| SING,

ovvero l'area del parallelogramma corrisponde a valore assoluto del
determinante.

Esempio 4.8. Si consideri lamatrice quadrata A di ordine 2 data da
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ema- ()

per cui det(A)=5. S ha [aul| =110 e |a| =+/5 mentre
(8s1, @e2) = 5. INOltre, se 6 rappresenta l'arco relativo ad a,; € a,., dlora
s ha cosf =+/2/2 e quindi sind =+/2/2. Dunque, l'area del
paralelogramma individuato da a,; e a, (vedi Figura 4.1) é pari a

l|lae1]| - ||ae2]| SN = 5 e coincide con |det(A)]. O
4,
27 a.z‘ _——'—— ”’l’
| 0o A —"a,
-4 -2 2 4
-2/
-4
Figura4.l

Risultato 4.3. Se A € una matrice quadrata di ordine &k, per il
determinante valgono le proprieta:

(i) se lamatrice ha due vettori riga (risp. colonna) uguali il determinante
enullo;

(ii) se un vettore riga (risp. colonna) & pari a vettore 0T (risp. 0), il
determinante & nullo;

(iii) det(AT) = det(A);

(iv) det(aA) = o*det(A);

(V) seA =dg(ai,as,...,a;) dloras ha
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o B

det(A) =

ai ,
i=1

(vi) se A = (a;;) @unamatrice triangolare allorasi ha
k
det(A) = det(dg(A)) = [ ] ai ;
i=1

(vii) se B € unamatrice quadratadi ordine k, allora
det(AB) = det(A)det(B) ;
(viii) se B € unamatrice quadrata di ordine ¢, allora
det(A ® B) = det(A)"det(B)? .
Una matrice quadrata A € detta non singolare se det(A) # 0. Ogni
matrice quadrata A non singolare & a rango pieno. Inaltre, il prodotto

con matrici non singolari non altera il rango, ovvero se A e B sono
matrici opportunamente conformabili rispetto al prodotto, alora

r(AB) = r(B)

r(BA) =r(B),
sedet(A) # 0.

Esempio 4.9. Si considerino le matrici quadrate A e B di ordine 2

definite come
1 1 3 1
a=(o2)e=(32):
per cui det(A) = det(dg(A)) = 2 edet(B) = 4. Inoltre si ha
5 3
AB = (4 4) ’

da cui det(AB) =8 = det(A)det(B). Dal momento che det(A) # 0,
risultar(AB) =r(B) = 2. O
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Esempio 4.10. Si considerino le matrici quadrate A e B di ordine 2

definite come
1 1 3 1
A=(o0)8=(5 2)

per cui det(A) = 0 equindi lamatrice A risultasingolare. Inoltre si ha

5 3
o-(33)

per cui r(AB) =1 #r(B) = 2. a

45. Calcolo del determinante

In generae il determinante di una matrice quadrata pud essere calcolato
per mezzo dellaregola di Laplace. Data una matrice quadrata A = (a;;)
di ordine k, si dice minore complementare della componente a;; la
matrice quadrata A ;) di ordine (k — 1) ottenuta eliminando I'i-esimo
vettoreriga e il j-esimo vettore colonna di A. Il complemento algebrico
(o cofattore) di una.componente a;; € lo scalare

A= (—1)"det(Auy)
ovvero il determinante del minore complementare cambiato di segno se
(7 + 7) edispari.
La regola di Laplace afferma che il valore di un determinante e

uguale ala somma dei prodotti delle componenti di un qualungque
vettore riga o colonna per i rispettivi complementi algebrici, ovvero

k k
det(A) = Z a;jAij = Z aijAij .
i=1 J=1

Esempio 4.11. Data la matrice quadrata A di ordine 3

0 1 1
A=1|2 4 -2,
2 4 -1
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si vuole sviluppare il determinante mediante la regola di Laplace
applicataa primo vettore riga. In questo caso si ha

4 -2
All - (—1)2det(A(11)) :det(4 _1> :4,

2 =2
A12 = (—1)3de[(A(12)) == —det<2 _1> = _2,

2 4

dacui
det(A) =0x44+1x(—-2)+1x0= —2.

Se invece s vuole sviluppare il determinante mediante la regola di
Laplace applicata al secondo vettore colonna, si hainoltre

0 1
AQQ:(—1)4det(A(22>):det<2 _1> = -2,

0 1

dacui di nuovo risulta
det(A)=1x(—2)+4x(—2)+4x2= —2. O

Per quanto riguarda il calcolo pratico del determinante di A, €
conveniente adoperare la rappresentazione di A mediante una matrice a
scala. In effetti, si tenga presente che vale |'espressione

R=E;E,_1...E1A,

dove E,E;_;...E; sono s opportune matrici del tipo E;;, E;(«) 0
E;(a|j) (vedi Sezione 4.2). Per laproprieta (vii) del Risultato 4.3 si ha

det(R) = det(E,)det(E, ). .. det(E; )det(A) ,

ovvero
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det(A) = det(E,) 'det(E,_;)"... det(E;) 'det(R) ,

Da questa relazione & immediato ricavare det(A) tenendo presente che
R = (r;;) € una matrice triangolare superiore quando A & quadrata
Quindi dalla proprieta (vi) del Risultato 4.3 si ha

k
det(R) = H Tii
i=1

mentre risulta det(E;;) = —1, det(E;(«)) = o e det(E;(a]j)) =1 dalle
proprieta (i)-(iii) che definiscono il determinante.

Esempio 4.12. Data la matrice A dell'Esempio 4.11, scambiando il
primo eil secondo vettorerigadi A s ha

2 4 =2
Al=EpA=10 1 1],
2 4 -1

mentre sottraendo il primo vettore riga dal terzo vettore rigadi A; s

ottiene
-2
1],
1

R=A, = E3(—1]|1)EpA.

O O N
O = o

AQ = E3<—1’1)A1 = (

per cui

Dal momento che det(R) = 2, det(Ei2) = —1 e det(Es(—1|1)) =1,
alora det(A) = —2, che conferma il risultato ottenuto nell'Esempio
4.11. |






Capitolo 5
Matrici inverse

5.1. Definizioni e notazioni

Data una matrice quadrata A di ordine k, e dettainversa di A esi indica
con A~! unamatrice dello stesso ordine tale che

AT'TA=AAT=1,.

Se A;; rappresenta il complemento algebrico della componente a;; di
A, s pud dimostrare che
1
-1 — A/
det(A)

dove A’ rappresenta la matrice aggiunta, ovvero la trasposta della
matrice dei complementi algebrici data da

A Ay .. Ap
A — A A ... Ap
Alk AQk- cee Akk

Dunque, A~! esiste se e solo se det(A) # 0, ovvero quando A & non
singolare. Inoltre, se A~! esiste alora & unica. Infine, se A € una matrice
guadratadi ordine 2 non singolare, alorarisulta

Al — 1 a2 —a12
a11G22 — Q12021 \ —@21 a1

Esempio 5.1. Se s considerala matrice quadrata di ordine 2
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a=(5 1)

aloradal momento chedet(A) = 1, risulta

4 (1 =1
A (_2 3).
In effetti s ha
4 (31 1 -1\ _ (1 0\ _
AA _(2 1)(-2 3)‘(0 1)"2
[ 1 -1 3 1\ (1 0)
A A<—2 3)(2 1)(0 1)'2' =

Risultato 5.1. Se A & una matrice quadrata non singolare di ordine k e o
€ uno scalare, per lamatrice inversavalgono le proprieta:

@)1 =1

(i) det(A~!) = det(A)~L;

(iii) (A1)~ = (AT

(iv) (AH~t = A;
V) (cA)t=atATL
(vi) dg(as, as, ..., a;)"t =dg(a;t, azl,... ,a;l).

Esempio 5.2. Se si considerala matrice quadrata di ordine 2 datada

A= (5 5).

(R )

Di conseguenzarisulta

det(A™') =1/4 = det(A)~'.

dloras ha
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Inoltre s ha

wn= (Y ) — e 0

Esempio 5.3. Se si considerala matrice diagonale di ordine 2 data da

a=(5 1)

A‘1:<1(/)2 1(/)4>. O

Risultato 5.2. Per lamatrice inversa valgono le ulteriori proprieta:
(i) se A e B sono due matrici quadrate non singolari dello stesso ordine,
alora

dloras ha

(AB)' =B 'A°!;

(ii) se A e B sono due matrici quadrate non singolari rispettivamente di
ordine k e ¢, dlora

AB)'=A"'1B!;

(iii) se A & una matrice quadrata di ordine k e B, C e D sono matrici di

ordine rispettivamente pari a (k x n), (n x n) e (n x k)
(A+BCD)'=A"'"-A'B(C'+DA'B)"'DA!;

(iv) se A @ unamatrice quadrata di ordine k e B e C sono due matrici di

ordine rispettivamente pari a (k x n) ed (n x k)

_ det(l, + A'BC)  det(l, + CA'B)
WA+BC) = —A) @A)

Esempio 5.4. Se si considerano le matrici quadrate di ordine 2
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2 1 1 1
a=(11)e=(o 1)
2 3
a3 1),
9 2 -3
we - (2 73).
Tuttaviarisulta anche che

(1 =1\ 4,4 (1 -1
() el )

B'A™! = (_f _§> = (AB)!.

dloras ha

dacui

dacui

Esempio 5.5. Se s considerano le matrici quadrate di ordine 2

(3 1) (4 ) e (1),

dlorarisulta

weatee— () 0) (L) O
:<g _D

det(l, + A-'BC)
det(A)

per cui

det(A + BC) = —6.
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5.2. Inversedi alcune matrici particolari

Se A & una matrice quadrata a blocchi di ordine &
A Ap
A=
<A21 A22>

tale che A1 e Ay, sono rispettivamente matrici quadrate di ordine h e
(k — h) non singolari, alorarisulta

Al /
Al — < 11 12> ’
Ao Ay

Al = (A — ApAG Ay,

dove

o= —ALARAL = —AJARA),,
A/21 = - AI22A21A1_11 = - A2_21A21A/11 )

Al = (A — AnALAL) L.

Inoltre se A1; e Ay SONo rispettivamente matrici quadrate di ordine
h e (k — h) non singolari, aloras ha

A, A _
olet<A11 A12) = det(A;;)det(Ay — Ay ATA L),
21 22

A A "
det< , ) — det(As)det(Ar — AnAzA)
As Agp

equindi se A1 = O oppurese Ay; = 0O

A11 O All A12
det = det = det(A;)det(Ay) .
<A21 A22> ( O A22> (Arr)det(As)

Esempio 5.6. Se s considera la matrice quadrata a blocchi di ordine 3
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2 110
Ar A T o1 '
dloras ha

AL AL 1/2  —1/2]1/2

Al = <A}1 A}2> =( 0 1 | -1

2L T -1/2 1/2 [1/2
Inoltre, dal momento che det(A;;) =1 e det(Ay — Ay Al AR) = 2,
dlorarisultadet(A) = 2. O

Data unamatrice ortogonaleI = (4, 2 ... -y;) di ordine k s ha
LT = () =i,

in quanto v ~; vale 1 sei = jevae0 sei # j. In modo analogo si pud
dimostrare che I'T'T = |, e quindi

r'=r’.
Adoperando questa relazione € immediato ricavare inoltre che
det(T") = +1.

Esempio 5.7. Se si considerala matrice ortogonale di ordine 2

r=(_is 3/3)

dloras ha

]

mentre risulta det(I") = 1. Analogamente, se s considera la matrice

ortogonale di ordine 2
r— 3/5 4/5 ’
4/5 —3/5
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aloras ha

eor= (3 )

mentredet(T") = — 1. a

5.3. Calcolo della matrice inver sa

I procedimento basato sull'espressione della matrice inversa dato nella
Sezione 5.1 puo risultare piuttosto laborioso e per il calcolo pratico di
A~! @ conveniente adottare la rappresentazione di A introdotta nella
Sezione 4.2, ovvero

PAQ =1y,

dove s étenuto presente che quando r(A) = k risultaH = 1.
Da momento che per n=+% s ha F;; =E;;, Fi(oe) =E;(ar) €
Fi(alj) = Ei(alf)T (vedi Sezione 4.1), dlora

Q=FFs...F, =EE,...E;

€ un prodotto di ¢ opportune matrici del tipo E;;, E;(«) 0 E;(«|j) (vedi
Sezione 4.2). Dunque per laproprieta (i) del Risultato 5.2 si ha

Q'=E'E}.. E'.
Inoltre, adoperando la proprieta (iii) del Risultato 5.2 si ottiene che
E;' =Ey,

Ei(al)) ™ = Ei( —alj),

ealoraQ~! esiste. Quindi, premoltiplicando per Q e postmoltiplicando
per Q! larappresentazione di A si ha

QPAQQ™' =QQ',

ovvero
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QPA =1y,

e per definizionerisultaA~! = QP.

Per quanto riguarda il calcolo della matrice A—! & dunque sufficiente
considerare la matrice a blocchi (A | 1) ed effettuare su questa matrice
le stesse operazioni elementari sui vettori riga necessarie ad ottenere la
matrice identita da A, da momento che premoltiplicando (A 1) per
QP s ha

QP(A|1x) = (I |QP) = (I |A™")

e quindi lamatrice ablocchi risultante dal prodotto contiene nel secondo
blocco lamatrice AL,

Esempio 5.8. Si consideri |lamatrice quadratadi ordine 3

In questo caso, formando la matrice a blocchi si ha

A= (Ally) =

N = O

1 1|1 0 O
1 210 1 0],
1 4|0 0 1

dacui scambiando il primo eil secondo vettorerigadi A, risulta

210 1 0

1 1
Ay =EpA; =10 1 0],
2 1 1

1({1 0
410 0

mentre sottraendo il primo vettore rigamoltiplicato per 2 al terzo vettore
rigadi A, Si ottiene

Az = Es(—2|1)A, =

OO
— =
O =N
O = O
N O =
—_= o O

Sommando il secondo vettore riga a terzo vettorerigadi Az si ha
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11 2(0 10
Ar=E;(112As=[0 1 1|1 0 0],
00 1|1 -2 1

mentre sottraendo il terzo vettore riga a secondo vettore riga di A, S
ottiene

11 2[0 1 0
As=Ey(-13)A, =0 1 0|0 2 -1
00 1|1 -2 1

Sottraendo il terzo vettore riga moltiplicato per 2 a primo vettore riga di
As risulta

11 0[-2 5 -2
Ag=Ei(-2]3)As=(0 1 0| 0 2 —1],
00 1] 1 -2 1

mentre sottraendo il secondo vettore riga a primo vettore riga di Ag S
ha

1 00]-2 3 -1
A; =E(-1]2A¢=10 1 0| 0 2 —1]|=(3/A™".
00 1| 1 -2 1

Dungue lamatrice inversadi A édatada

-2 3 -1
Al = 0o 2 —-1]. O
1 -2 1

5.4. Matrici inver se gener alizzate

E utile estendere il concetto di matrice inversa anche a matrici non
quadrate. In questo caso, data la matrice A di ordine (n x k), lamatrice
A~ di ordine (k x n) édettainversa generalizzata se

AATA=A.

Lamatrice A~ esiste sempre e non € unica.
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Risultato 5.3. Se A & una matrice di ordine (n x k) tale che r = r(A),
per lamatrice inversa generalizzata A~ valgono le proprieta:

i) r <r(A7) <min(n,k);

(i) AA e AA~ sono matrici idempotenti di rango r;

@iii) (I —A~A) e (I, —AA~) sono idempotenti rispettivamente di
rango (k —r) e (n —r);

(iv) se A e unamatrice idempotente allorasi haA~ = A.

Fra tutte le possibili inverse generalizzate & conveniente considerare
guellache s ottiene partendo dalla rappresentazione

PAQ = H

introdotta nella Sezione 4.2. Innanzitutto si noti che lamatrice HT & una
inversa generalizzatadi H, essendo

HH™H =H .

Inoltre, P~! e Q! sono definite in quanto inverse di prodotti di matrici
elementari (vedi Sezione 5.3). Dal momento che premoltiplicando per
P~! e postmoltiplicando per Q! la rappresentazione introdotta nella
Sezione 4.2 s ottiene

A=PHQ,
una matrice inversa generalizzata di A édatada
A" =QH'P.
In effetti risulta
AA“A = (PTHQ )(QHTP)(PTHQ ) =P 'HQ ' = A.

Per il calcolo pratico della matrice A~ = QHTP, & sufficiente quindi
ottenere le matrici P e Q come esemplificato nella Sezione 4.2.

Esempio 5.9. Si consideri lamatrice A di ordine (3 x 2) datada

A=

O ==
i)

In questo caso, formando la matrice a blocchi si ha
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A= (Alls) =

o O =
S = O

0
O ’
1

O ==

0
1
1

da cui sottraendo il primo vettore riga dal secondo vettore rigadi A; s
ottiene

Ay = Ex(—1|1)A, =

S O =
=)
O»I—l.—t
O = O
— o O

mentre sottraendo il secondo vettore riga dal terzo vettore riga di A,
risulta

1 0] 1 00
As =E5(—12)A;=[0 1|-1 1 0| =(H|P).
00| 1 -1 1

Dala precedente rappresentazione € inoltre evidente che Q =1,
essendo R = H. In definitivas ha

1
ot (1 0Y[/1 0 0\ _
AQHP(O 1)(010) 1
(100
-1 1 0)

In effetti A~ & una inversa generalizzata di A in quanto &€ immediato
verificareche AA"A = A. (I

0 0
10
11

Assumendo un ulteriore insieme di proprieta é possibile ottenere una
matrice inversa generalizzata definita in modo univoco. Data la matrice
A di ordine (n x k) talecher = r(A), lamatrice A* di ordine (k x n)
e dettainversa di Moore-Penrose se soddisfa alle condizioni:

(i) AATA = A;

(i) ATAAT = AT;
(iii) (AAT)T = AAT;
(iv) (ATA)T = A*A.
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Risultato 5.4. Se A & una matrice di ordine (n x k), per la matrice
inversadi Moore-Penrose A™ valgono le proprieta:

(i) AT esiste sempre ed € unica;

(i) ser(A) = k dloraA™ = (ATA)'AT e ATA = I;

(iii) ser(A) = naloraAt = AT(AAT)"LeAAT =1,,.

Le proprieta (ii) e (iii) del Risultato 5.4 permettono il calcolo pratico
della matrice inversa di Moore-Penrose quando r(A) = min(n, k). In
caso contrario si pud applicare il risultato che verra presentato nella
Sezione 8.3.

Esempio 5.10. Si consideri di nuovo la matrice A dell'Esempio 5.9. Dal
momento cher(A) = 2, dlora

N (21
wa=(13).

won = (25 ).

dacui s ha

per cui

+ . 2/3 1/3 —1/3
AT =(ATA) AT:<—1/3 1/3 2/3)'

Si noti che ATA = |,. O



Capitolo 6
Applicazioni lineari

6.1. Definizioni e notazioni

Si dice applicazione daR* aR" ogni corrispondenza che associa ad un
vettore x € R* uno ed un solo vettorey € R™. Una applicazione f da R*

a R" viene indicata con la notazione f : R* — R". Il corrispondente
y € R” di un vettore x € R* s diceimmagine di x tramitef e si scrive
y =f(x).

L'insieme D C R* dei vettori sui quali & definitaf & detto dominio di
f, mentre l'inseme C C R" delle corrispondenti immagini € detto
codominio di f.

Una applicazione da R* aR" & un vettore di ordine n di funzioni di
variabile vettoriale di ordine k, ovvero I'i-esima componente del vettore
Y= (y1y2... yn)" & unafunzione del vettore x = (z; x5 ... x;)" del
tipo

yi = fi(xr, z2, ..., 21) = fi(X),
dove f; : R¥ — R. Quindi si ha

Si(¥)
f(X) _ fQ(X)

Jn(X)

Se ogni vettore y € C' e I'immagine di un solo vettore x € D,
I'applicazione f & detta biunivoca ed esiste l'immagine inversa di y
tramite f che viene denotata come

x=f"y).
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Una applicazionef : R¥ — R” & dettalineare se:
(i) f(xy + X2) = f(X1) + f(X2) per ogni X1, Xy € D;
(i) f(ax) = of (x) perogni x € Dea € R.

Si pud dimostrare che per ogni applicazione lineare esiste una e una
sola matrice A = (a;;) di ordine (n x k) tale che I'applicazione stessa
puo essere rappresentata nellaforma

y = AX.

Esplicitando la precedente relazione, |'i-esima componente di y risulta
k
Yi = aX = Z aijTj ,
j=1

ovvero ogni applicazione lineare da R* a R™ & codtituita da n
combinazioni lineari delle componenti di x, i cui coefficienti sono dati
dalle componenti dei vettori rigaal,, al,, ..., al, dellamatrice A.

Nell'ambito delle applicazioni lineari sono di particolare importanza
le applicazioni daR* aR*. In questo caso la matrice A associata ad ogni
applicazione lineare € evidentemente una matrice quadrata di ordine k.
Una applicazione lineare da R* aR* & detta non singolare se la matrice
A e non singolare. Se A é non singolare I'applicazione € biunivoca.
Infatti, esistendo A~!, esiste I'immagine inversa x = A~'y, che risulta
ancora lineare.

6.2. Alcune applicazioni lineari particolari

Esistono alcune applicazioni lineari da R* a R* di particolare interesse,
anche dette trasformazioni, le cui proprieta sono ovviamente
determinate dalla conformazione dellamatrice A.

Latrasformazione di scala si ha quando A = dg(ay, as, ..., ax) con

a; >0perognii=1,2, ..., k. Dunquelatrasformazione di scala
a1
y=Ax=| ¥

apTr;
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determina in pratica una variazione nelle unita di misura di ogni singola
componente di x.
Latrasformazione di riflessione s haquando A = dg(aq, as, ..., ax)

cona;=1perogni j#i=1,2,...,kea; = — 1, 0vvero
T
y=AXx= —..%'7;
o

Questa trasformazione produce dungue un cambiamento di segno dell'i-
esima componente di X, che da un punto di vista geometrico corrisponde
aunariflessione dell'i-esima componente del vettore x.

La trasformazione ortogonale s ha quando A =T" & una matrice
ortogonale. La trasformazione ortogonale

y =I%

produce una rotazione rigida del vettori lasciando invariata la loro
normada momento che

vl = (y'y)'"? = (X'TTEx) 2 = (x"x) /2 = |x]] .

Ad esempio, datala matrice ortogonale di ordine 2

I (cos¢ —sin¢>

sing  cos¢

dove 0 < ¢ <2m, la trasformazione corrispondente produce una
rotazione antioraria pari a un arco ¢. Si noti inoltre che y =I'"x &
ancora una trasformazione ortogonale.

Infine, si consideri il caso in cui la matrice A € singolare e quindi
esiste ameno un vettore riga di A che pud essere espresso come
combinazione lineare dei vettori riga rimanenti. Si supponga dunque che
per qualchei = 1,2, ..., k risulti

k
T T
a,= ) o,
i1

per cui I'i-esima componente del vettorey e data da
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k

k
Yi = ax = Z Oéj(ajT'.X) = Z QajYj -

ji=1 ji=1

Dungue I'i-esima componente del vettore y € una combinazione lineare
delle rimanenti componenti. In altri termini, se A & singolare il
codominio dell'applicazione si trova su un iperpiano di R”.

Esempio 6.1. Al fine di valutare I'effetto delle applicazioni lineari daR?
a R? per diverse scelte di A, s consideri una figura contenuta in un
qguadrato di lato unitario e centrato nell'origine. Il quadrato e stato
riportato nella Figura 6.1. Se s assume la trasformazione di scala con
A =1y, il quadrato non viene ovviamente modificato dalla
trasformazione. Inoltre, se si considera la trasformazione di scala con

(32 0\ 3
A(o 3/2)5'2’
le dimensioni del quadrato vengono aumentate di una volta e mezzo

(vedi Figura 6.2). Nel caso in cui la trasformazione di scala sia basata
sulla matrice diagonale

A= (3(/)2 ?) — dg(3/2,1),

|la scala di ascissa viene aumentata di una volta e mezzo, mentre la scala
di ordinata rimane indterata (vedi Figura 6.3). Per la traformazione di

riflessione con
-1 0
A( 0 1)dg(—l,l),

s ottiene una riflessione del quadrato rispetto all'asse delle ordinate
(vedi Figura 6.4). Considerando la trasformazione ortogonale con

A_T_ V2/2 —\/2/2 :(cos(w/4) —sin(w/4)>
V2/2  \/2/2 sin(w/4)  cos(w/4) )’

s verifica una rotazione antioraria del quadrato pari all'arco ¢ = 7/4
(vedi Figura 6.5). Quando A & una matrice generica del tipo
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Figura6.1.

Figura 6.2.
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Figura 6.3.

Figura 6.4.
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Figura6.5.

Figura 6.6.
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Figura 6.7.

Figura 6.8.
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_(3/2 1)2
A= <1 /2 1 > ’
il quadrato viene contemporaneamente deformato, ruotato e variato

d'ampiezza (vedi Figura 6.6). Infine, quando A é singolare il quadrato
viene compresso in una retta. Ad esempio se s considera la matrice

singolare A data da
_(1/2 1/4
A—<1/4 1/8)

la trasformazione comprime I'intero quadrato nellarettay, = v, /2. O

6.3. Traslazioni

Dato un vettore b di ordine n s dice trasazione |'applicazione
f:R" — R" taleche

y=Xx+Db.
Latraslazione € una applicazione invertibile in quanto
Xx=y-—b,

ma non & una applicazione lineare.
Si consideri una applicazione lineare f : R* — R™ associata a una
traslazione, ovvero

y=Ax+b,

dove b € R". Nella terminologia corrente, la precedente applicazione
continua a essere detta, anche se impropriamente, applicazione lineare.
Se A ématrice quadrata di ordine £ non singolare, I'applicazione inversa
della precedente applicazione risulta

x=A"y—b).

Esempio 6.2. Se s considera di nuovo l'immagine contenuta nel
quadrato dell'Esempio 6.1, latraslazione con
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_(1/4
o= (1)
produce uno spostamento del quadrato di un quarto di unita nelle ascisse

e di un quarto di unita nelle ordinate (vedi Figura 6.7). L'applicazione
lineare associata alla traslazione con

A=(ua 1e) 0= (001)

produce una deformazione, rotazione e variazione d'ampiezza unite ad
uno spostamento del quadrato (vedi Figura 6.8). O

6.4. Proiezioni ortogonali

Data una matrice Z di ordine (nx k) tale che r(Z) =k, una
applicazione linearey = Ax con

A=2(Zz'2)"'ZT

matrice simmetrica di ordine n, & detta proiezione ortogonale. In effetti,
guesta applicazione proietta il vettore x sullo spazio vettoriale generato
dalle colonne di Z. Data la natura della matrice A, non vi e perdita di
generdita nell'assumere r(Z) = k, dal momento che in caso contrario &
sufficiente ottenere I'insieme delle colonne linearmente indipendenti di
Z e considerare questa nuovamatrice a posto di Z.

Quando k£ = 1, s ottiene per y I'espressione introdotta nella Sezione
1.6 nel caso in cui x venga proiettato su un vettore z. Infatti in questo
caso s ha

_ 1
A=22"27"7 = Wz T
dacui
1 T <X7 Z)
y = zz'x=-""17.
12| 12|
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Risultato 6.1. Se Z rappresenta un matrice di ordine (n x k) tale che
r(Z) = k, per lamatrice A = Z(Z"Z)~'Z" valgono le proprieta

(YA =AT,

(ii) A éidempotente;

(i) tr(A) =r(A) = k;

(iv) (1, — A) éidempotente;

Wmtr(l, —A)=r(l, —A)=n—k;

(vi) per ogni vettore x di ordinen s haAx L (I, — A)x.

Esempio 6.3. Se si considerala matrice

2 1
Z=1|1 1
0 0
& evidente che le colonne di Z generano R?, inteso in questo caso come
sottospazio vettoriale di R3. Inoltre risulta

1
A=2(Z2"z)'zZ"=|0
0

o = O
o O O

Di conseguenza qualsiasi vettore x = (x; z» 23)" di R? viene proiettato
su R? mediante I'applicazione linearey = Ax . In effetti s ha

T
AX = o
0
Inoltre si noti che
0
(Is—Ax=10
T3

e quindi (I3 —A) proietta qualsiasi vettore x su uno spazio i cui
elementi sono ortogonali agli elementi dello spazio generato dalle
proiezioni attraverso A, confermando in questo modo la proprieta (vi)
del Risultato 6.1. O

Esempio 6.4. Se s consideralamatrice
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1 0
Z=11 1
1 1
alorarisulta
1 0 0
A=2Z"2)'z"=1[0 1/2 1/2
0 1/2 1/2

Si noti che A e idempotente e risulta
tr(A)=2=r(2).

Inoltre
0 0 0
Is—A=10 1/2 —1/2
0 —-1/2 1/2

€ a sua volta una matrice idempotente con
tr(l; —A)=1=3-r(Z).



Capitolo 7
Sistemi lineari

7.1. Definizioni e notazioni

Un sistema lineare di n equazioni lineari in & incognite
a11x1 + apxo + ... +aypTp = by
a91%1 + a20%2 + ... + GopT = by
Ap1T1 + ApaT2 + ... + QppTp = bn

puo essere scritto pit semplicemente come

Ax=Db,
dove
aipr a2 aik Ty by
R I P I
a;ﬂ a;,,g a,.m ZL’k bn

In questo caso, A e detta matrice dei coefficienti, x € detto vettore delle
incognite, mentre b & detto vettore dei termini noti.

Obiettivo dello studio dei sistemi lineari € quello di determinare
I'esistenza ed eventuamente I'unicita di un vettore x che soddisfi alla
precedente relazione e che viene detto soluzione del sistema.

Sulla base della rappresentazione di A in termini di vettori riga, da
un punto di vista geometrico un sistema lineare pud essere considerato
come un insieme di n iperpiani traslati in R*, il cui i-esimo iperpiano
traslato é dato da

T = {x:a,x=b},
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dove a), rappresenta I'i-esmo vettore riga di A. Evidentemente la
soluzione del sistema lineare deve appartenere all'intersezione degli n
iperpiani traslati, ovvero si deveaverex € 71 N7 N ... N7,.

Esempio 7.1. Si consideri il sistemalineare di 3 equazioni in 2 incognite
2331 - 21‘2 = -2
Tl — Xy = — 1
1+ X9 = 3.

La matrice dei coefficienti e il vettore del termini noti sono quindi dati
da

2 =2 -2
A=[1 —-1],b=| -1
1 1 3

Da un punto di vista geometrico il sistema lineare pud essere descritto
da tre rette in R?. Si noti che le prime due rette del sistema sono
coincidenti e quindi I'intersezione delle tre rette € data dall'intersezione
della prima e dellaterzaretta, ovvero dal punto di coordinate

 — 1
={5)-
In questo caso la soluzione del sistema e unica. O

Esempio 7.2. Si consideri il sistemalineare di 3 equazioni in 2 incognite

2.%'1—2{[}2:—2
Ty — Ty = -1
4:171—4:]52:—4.

La matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti sono quindi dati
da

2 =2 -2
A=11 —-1],b=] -1
4 —4 —4

Di nuovo, da un punto di vista geometrico il sistema lineare pud essere
descritto da tre rette in R2. Le tre rette sono coincidenti e la loro
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intersezione € data dalla stessa retta. Di conseguenza esistono infinite
soluzioni, ovvero tutti i punti che giacciono su questa retta, e queste

soluzioni sono del tipo
8- 1)
X = ,
("5

conj3 e R. O

Esempio 7.3. Si consideri il sistemalineare di 3 equazioni in 2 incognite
21}1 — 21}2 = —2
Tr1 — X9 = 1
3:151 + 29 = 3.

Dunque la matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti sono dati
da

2 =2 -2
A=1|1 —-1],b= 1
3 1 3

Da un punto di vista geometrico il sistema lineare pud essere descritto
da tre rette in R2. Le tre rette non hanno nessun punto congiuntamente
in comune e quindi il sistema non ammette soluzioni. |

7.2. Sistemi lineari omogenei

Se per il vettore dei termini noti risultab = 0, il sistema lineare € detto
omogeneo e ovviamente ammette ameno la soluzione x = 0.
Considerando la rappresentazione di A in termini di vettori colonna, se
il sistema lineare omogeneo ammette soluzioni diverse dal vettore 0, per
X # 0s ha

k
Z e =0,
J=1

dove a,; rappresenta il j-esimo vettore colonna di A. Dunque, i vettori
colonna di A sono tra loro linearmente dipendenti, ovvero risulta
r(A) < k.
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In ultima analisi, un sistema lineare omogeneo ammette soluzioni
non nulle se e solo se r(A) < k, ovvero se il rango della matrice dei
coefficienti & inferiore al numero delle incognite. In particolare, se il
numero delle equazioni & uguale al numero delle incognite, ovvero se A
€ quadrata, il sistema lineare omogeneo ammette soluzioni non nulle se
esolo sedet(A) = 0.

Quando r(A) < k, l'insieme delle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo

A={x:Ax =0}
costituisce uno spazio vettoriale con dim(A) = k — r(A). In questo
caso, l'insieme delle soluzioni pud essere ottenuto attraverso I'uso delle
matrici inverse generalizzate. Dal momento cherisultaAA~A = A, sex

€ una soluzione del sistema lineare omogeneo anche A-Ax € una
soluzione essendo

AATAX=AXx=0.

Dunque, se B = (31 B2 ... Bx)" rappresenta un vettore arbitrario di
ordine &, una soluzione generale del sistema lineare omogeneo € data da

x=(y—AA)B.
In effetti risulta
A, —A"A)B=(A—-AA A)B=0.

Esempio 7.4. Si consideri il sistemalineare omogeneo di 3 equazioni in
3 incognite

$1—2$2—2$3:O

T —To+x3=0

21 — 229+ 223 =0.

Lamatrice dei coefficienti

1 -2 -2
A=11 -1 1
2 =2 2

e tale cher(A) =2 < 3 e quindi il sistema lineare omogeneo ammette
anche soluzioni diverse dal vettore 0. Di conseguenza lo spazio
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vettoriale delle soluzioni ha dimensione dim(A) =3 — 2 = 1. Inoltre
una inversa generalizzata A~ di A, ottenuta come evidenziato nella
Sezione 5.4, e data da

-1 2 0
A=]-1 10
0 0 0

Quindi, una soluzione generale del sistema lineare omogeneo risulta

—403
x=(Is-A"A)B=| —303 | ,
Bs

dove B = (31 2 33)" rappresenta un vettore arbitrario di ordine3. O

7.3. Sistemi lineari non omogenei

Nel casoin cui il vettore dei termini noti risulti b # 0, il sistema lineare
e detto non omogeneo. Per quanto riguarda la soluzione di sistemi
lineari non omogenei, € opportuno considerare la matrice a blocchi
(A|b). In effetti, se il sistema lineare non omogeneo ammette una
soluzione x, aloras ha

k
ija.j =Db ,
=1

ovvero b & una combinazione lineare dei vettori colonna di A e dunque
risulta r(A |b) =r(A). In questo caso vi sono tre possibili situazioni,
ovveros ha

r(Alb)=r(A) =k

e quindi il sistema lineare non omogeneo ammette una sola soluzione,
oppure s ha
r(Alb) =r(A) <k

e quindi il sistema lineare non omogeneo ammette infinite soluzioni. Al
contrario, se
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r(Alb)=r(A)+1,

dlorail sistemalineare non omogeneo non ammette soluzioni.

Nel caso particolare in cui il numero delle equazioni coincida con il
numero delle incognite, ovvero se n = k, il sistema lineare ammette
un'unica soluzione quando A & non singolare. Premoltiplicando per A~}
larelazione Ax = b si ottiene

x=A"'b.

In generale, quando r(A |b) =r(A) l'insieme delle soluzioni pud
essere ottenuto considerando una inversa generalizzata A~. Tenendo
presente che dalla proprieta (ii) del Risultato 5.3 s har(AA~) =r(A),
premoltiplicando per AA~ larelazione Ax = b si ottiene

AAAX=AAD.
Da momento che AA~A = A, dlora dalla precedente relazione deve
risultare Ax = AA~b, ovvero
x=A"b.
Si noti che deve sussistere anche larelazione b = AA~b. Una soluzione
generale del sistema e quindi data da
X=A"b+ (Ik —AiA),B.

dove B = (31 ... )" rappresenta un vettore arbitrario di ordine k.
In effetti si ha

AA D+ (I, —AAB) =AA b+ (A—AAA)B=Dh.

Se r(A|b) =r(A) =k, dlora l'inversa generalizzata pud essere
scelta come I'inversa di Moore-Penrose, dal momento che in questo caso
At = (ATA)!AT e quindi ATA = I, (vedi proprieta (ii) del Risultato
5.4). Di conseguenza si ha un'unica soluzione che pud essere ottenuta
premoltiplicando per A* larelazione Ax = b, ovvero

x=A%h.

Esempio 7.5. Si consideri il sistema lineare non omogeneo di 2
equazioni in 2 incognite dato da
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{E1—|—3$2:5
.’L'l—l‘gzl.

La matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti sono quindi dati

RS0}

I numero delle incognite & dunque pari a numero delle equazioni e A é

non singolare essendo det(A) = — 4. Dal momento che
A-l_ 1/4  3/4
1/4 —1/4 )"

|'unica soluzione del sistemalineare risulta

x:A1b=<f>. =

Esempio 7.6. Si consideri di nuovo il sistema lineare dell'Esempio 7.2.
Da momento cherisultar(A |b) =r(A) = 1, aloraessendo

(7 Y)

una soluzione del sistema lineare e data da

coa= (1),

Se B = (B 32)" rappresenta un vettore arbitrario di ordine 2, tutte le
restanti soluzioni sono date da

X=A"b+(l,—AA)B = (%; 1) ,

confermando il risultato dell'Esempio 7.2. (|

Esempio 7.7. Si consideri di nuovo il sistema lineare dell'Esempio 7.1.
Da momento cherisultar(A|b) =r(A) = 2, dloras ha
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A+ — (ATA)IAT — < 2/10  1/10 5/10)

—2/10 —1/10 5/10

e quindi I'unica soluzione del sistemalineare & data da

_ Ath — 1
X=A b—<2>,

confermando il risultato dell'Esempio 7.1. O

7.4. Calcolo della soluzione di sistemi lineari

Al fine di risolvere un sistema lineare non omogeneo quando n = k el
sistema ammette un'unica soluzione, ovvero x = A~'b, da un punto di
vista pratico & conveniente adottare un procedimento basato sulla
matrice a blocchi (A |b). Considerando il metodo di calcolo della
matrice inversa introdotto nella Sezione 5.3, € dunque sufficiente
effettuare sulla matrice a blocchi (A |b) le stesse operazioni elementari
di riga necessarie ad ottenere la matrice identita da A, dal momento che
premoltiplicando (A | b) per QP = A~! § ha

QP(A|b) = (I |QPb) = (I |A'b) = (14 | )

e quindi lamatrice a blocchi risultante dal prodotto contiene nel secondo
blocco esattamente |'unica soluzione del sistemalineare.

Esempio 7.8. S consideri il sistema lineare non omogeneo di 3
equazioni in 3 incognite

T+ To — X3 = 0

201 + 9 — 23 =1

Ty + 229 —x3=2.

La matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti sono quindi dati
da
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1 1 -1 0
A=[2 1 —-1],b=1|[1
1 2 -1 2
Da momento che det(A) = — 1 # 0 alorasi ha un'unica soluzione. In
questo caso, formando la matrice ablocchi (A | b) si ottiene
11 —-1|0
Ai=(Alb)={(2 1 —-1]1},
1 2 —-1]2

da cui sottraendo il primo vettore riga moltiplicato per 2 dal secondo
vettorerigadi A, s ottiene

1 1 -1]0
Ay =Ey(—2[DA; =0 -1 1[1],
1 2 -1]|2

mentre sottraendo il primo vettore riga dal terzo vettore riga di A,
risulta

11 -1
As=E3(-1DA; =0 -1 1
0 0

0
1
1 2

Inoltre, sommando il secondo vettore riga a terzo vettore riga di As S
ha

1 1 -1]0
A =Es(12)As=[0 -1 1|1],
0 0 13

mentre sommando il secondo vettore riga a primo vettore riga di A,
risulta

1 0 0]1
As =Ej(12A,=[0 -1 1|1
0 0 1|3

Inoltre, cambiando di segno a secondo vettorerigadi As; si ottiene
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10 0] 1
Ag=Ey(-DAs;=[0 1 —1|-1
00 1| 3

Infine, sommando il terzo vettore riga a secondo vettore riga di Ag
risulta

A7:E2(1’3>AG: = (|3|X> s

o O =
S = O

0
0
1

W DN =

per cui l'unica soluzione del sistemalineare € datada



Capitolo 8

Autovalori e autovettori

8.1. Definizioni e notazioni

Data una matrice smmetrica A di ordine &, s considerino lo scalare \ e
il vettore x # O di ordine k per cui vale larelazione

AX = AX.

In questo caso A e x si dicono rispettivamente autoval ore e autovettore
di A. Identiche definizioni possono essere date anche per una matrice
guadrata non simmetrica. Tuttavia, al fine di evitare alcune complessita
che sorgono in un approccio generale, nel seguito vengono considerate
per semplicita solo matrici simmetriche. In ogni caso, la teoria relativa
agli autovalori ed autovettori di matrici simmetriche riveste importanza
fondamentale, ad esempio nelle applicazioni di tipo statistico ed
€conometrico.
La precedente relazione puo essere riscritta come

(A= A)x=0,

che rappresenta un sistema lineare omogeneo nel vettore delle incognite
X. Questo sistema ammette soluzioni diverse dal vettore x = 0 se e solo
selamatrice (A — Al) ésingolare, ovvero ses ha

det(A —Al) =0
(vedi Sezione 7.2). Poiche lo sviluppo di questo determinante produce
un polinomio di grado k£ nella variabile )\, detto polinomio

caratteristico, la precedente relazione rappresenta un'equazione di grado
k nell'incognita A, ovvero

N+ N e A+ =0,
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che viene detta equazione caratteristica. Per il Teorema Fondamentae
dell'Algebra, I'equazione caratteristica ammette %k  soluzioni
A1, Ag, ..., A; distinte o coincidenti che sono dette autovalori di A. In
particolare, per k = 2 risulta

A —tr(A)\ + det(A) = 0.
Se )\; éun autovalore di A si hadunque
(A=X\x=0

e quindi ogni vettore x che soddisfa questa relazione e detto autovettore
di A associato all'autovalore );. Per quanto detto nella Sezione 7.2
riguardo ale soluzioni di sistemi lineari omogenei, I'insieme degli
autovettori associati all'autovalore )\; costituisce uno spazio vettoriale
A; chein questo caso viene detto autospazio di A associato a \;.

Esempio 8.1. Si consideri lamatrice simmetrica di ordine 2 data da
5 2
A= <2 2) .

5—A 2
2 2—-A

L 'equazione caratteristica

det(A—/\I):det< >:/\2—7>\+6:0

ha come soluzioni A\ =6 e X\ =1. Gli autovettori associati
al'autovalore Ay =6 & ottengono risolvendo il sistema lineare
omogeneo

(A—6)x=0
conx = (1 29)T, ovvero
— 21+ 2x9=0
2:131 - 4:172 =0 ’

per cui I'autospazio .A; & costituito da vettori del tipo x = (23 5)T con
B €R e geometricamente coincide con la retta z, = x1/2.
Analogamente gli autovettori associati al'autovalore Ay =1 s
ottengono risolvendo il sistema lineare omogeneo
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(A—1)x=0,
ovvero

41 + 219 =0

221 +22 =0,

da cui I'autospazio A, € costituito da vettori del tipox = (—3/2 3)" con
8 € R e geometricamente coincide con larettaz, = — 2x;. O

8.2. Proprieta degli autovalori e autovettori

Gli autovalori e gli autovettori risultano fondamentali nello studio di
una matrice simmetrica per la caratterizzazione che queste quantita
possono dare della matrice stessa, come si pud evincere dal seguente
risultato.

Risultato 8.1. Se A & una matrice simmetrica di ordine k, per dli
autovalori e gli autovettori valgono le proprieta:

(i) gli autovalori di A sono reali;

(i) se gli autovalori di A sono A, Ao, ..., A\, dlorarisulta

—

det(A) =T A tr(A) =) "\

k

i=1 i=1

(iii) dato o € R, la matrice A 4 al possiede autovalori pari a \; + o e
gli stessi autovettori di A;

(iv) il numero degli autovalori non nulli di A éuguale al rango di A;

(V) se \; #; sono due autovalori distinti di A gli autospazi
corrispondenti .A; e A; sono tra loro ortogonali, ovvero x'y = 0 per
ognix € A; ey € Aj;;

(vi) se \; € un autovalore di molteplicita r; della matrice A, alora
I'autospazio corrispondente A; hadimensionedim(.A4;) = r;.

Da momento che per la proprieta (i) del Risultato 8.1 gli autovalori
A, Ao, ..., Ax di una matrice simmetrica A sono reali, per quanto
riguarda la loro numerazione & convenzione scegliere |'ordinamento
decrescente, ovvero s assumeche \; > Ay > ... > AL,
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Esempio 8.2. Si consideri lamatrice simmetrica di ordine 3 data da

1
A=10
0

N O
N = O

L'equazione caratteristicarisulta

1-X 0 0
det(A—Al)=det| 0 2-x 1 |=o0,
0 12—

ovVvero
(1=XM(A=4Xx+3)=0

ed ha come soluzioni A\ =3 e X =A3=1. Risulta quindi
det(A) =3=MANA2A3 etr(A) =5=A1 4+ X+ As. O
Esempio 8.3. Si consideri lamatrice smmetrica di ordine 3 data da

6 0 2

A=10 0 0

2 0 3

L'equazione caratteristicarisulta

det(A—M)=det| 0 —-Xx 0 |=0

ovvero
— AN =9\ +14) =0

ed ha come soluzioni Ay =7e X\, =2e )3 =0.Si hainoltrer(A) =2
ed in effetti vi sono due autovalori non nulli. O

S indichi con A la matrice diagonale contenente sulla diagonale
principale gli autovalori A1, Ao, ..., A, eventualmente non tutti distinti,
di una matrice simmetrica A, ovvero A = dg(\i, Ag, ..., Ag). Inoltre,
sSiano A\, Aj,, ..., A;, (doveiy,io, ..., i, rappresenta una scelta ordinata
di h del primi k& numeri interi) gli h autovalori distinti di A con
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molteplicita r{,79,...,7, € tali che Zﬁzlrj: k. Sulla base delle
proprieta (v) e (vi) del Risultato 8.1, scegliendo h basi ortonormali degli
autospazi A, As, ..., A, associat agli h autovalori distinti, Si ottiene
un insieme di k£ autovettori ortonormali ~y, s, ...,y dei qual, i primi

r; sono relativi al'autovalore \;, i successivi ry sono relativi
al'autovalore \;,, ..., gli ultimi r;, sono relativi al'autovalore )\, .

Se s consideralamatrice ortogonaeI™ = (1 2 ... ), S ha
LTAT = (7] A) = (] Amy) = Avfv) = A,

in quanto, essendo ~y; un autovettore di A associato a \;, soddisfa
dlarelazione

A5 = Niyi s

e v/v; vde 1 se i=j e 0 atrimenti. Premoltiplicando e
postmoltiplicando I'TAT" rispettivamente per T" e I'" si ottiene infine

k
A=TAT" =Y Ny,
1=1

che é detta rappresentazione diagonale di una matrice smmetricaA.

La rappresentazione diagonale € valida qualungue sia l'ordine in cui
gli autovalori compaiono nella matrice A, purche gli autovettori
corrispondenti seguano o stesso ordine nella matrice I". Tuttavia, come
specificato in precedenza & usuale convenzione scegliere |'ordinamento
decrescente degli autovalori.

Si noti inoltre che se la matrice A ha autovalori A1, Ao, ..., A\, tutti
distinti, ogni autospazio .A; ha dimensione unitaria e quindi ammette
una sola base ortonormale +; (a meno del segno). Quindi la matrice I"
risulta determinata univocamente da A (a meno del segno) e aloro volta
le matrici A e I' determinano univocamente la rappresentazione
diagonale della matrice A. Al contrario, se la matrice A ha autovalori
coincidenti la matrice I" non €& unica e di conseguenza la
rappresentazione diagonale dellamatrice A non € unica.

Esempio 8.4. Si consideri lamatrice simmetrica di ordine 2 datada

A:G ;)
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L 'equazione caratteristica

2—-A 1

det(A—AI):det( AP

> =X —4\+3=0

ha come soluzioni \; =3 e )\, = 1. Poiche entrambi gli autovalori
hanno molteplicita unitaria, gli autospazi associati A; e A; hanno
dimensione unitaria, ovvero dim(.A;) = dim(A;) = 1. Gli autovettori
associati all'autovalore A; = 3 si ottengono risolvendo il sistema lineare
omogeneo

(A—3)x=0

conx = (1 x9)T, ovvero
—$1+IE2 =0
r1 — I9 :0,

da cui l'autospazio A; € costituito da vettori del tipo x = (3 3)T con
€ R e geometricamente coincide con la retta zo = z;. In questo caso
['unica base ortonormale di .4; (a meno del segno) e data dal vettore
normalizzato che si ottiene ponendo

Ix[|* =26° =1,

dacui 8= +/2/2 equindi v; = + (/2/2 v/2/2)T. Analogamente
gli autovettori associati all'autovalore A = 1 si ottengono risolvendo il
sistemalineare

(A—|)X:0,
ovvero

1 +x9=0

T+ 22 =0,

da cui l'autospazio A, & costituito da vettori del tipo x = (-3 8)T con
8 € R e geometricamente coincide con la retta o = — x;. Anche in
questo caso |'unica base ortonormale di A, (ameno del segno) e data dal
vettore normalizzato che s ottiene ponendo 23% = 1, per cui di nuovo
0=+ \/5/2 equindi v, = + (—\/5/2 \/§/Q)T. In praticalamatrice
ortogonale
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V2/2 V2
F_i<¢§/§ ¢§/§>

risulta univocamente determinata a meno del segno. |

Esempio 8.5. Si consideri lamatrice smmetrica di ordine 2 data da
5 0
A (39).

dmA—M):m<56A5EA):@—AP:o

L 'equazione caratteristica

ha come soluzioni A\ = Ay = 5. Poiché l'autovalore A\; =5 ha
molteplicita , = 2, per |'autospazio associato .4, risultadim(A;) = 2.
Gli autovettori associati a questo autovalore si ottengono risolvendo il
sistemalineare

(A=5)x=0
conx = (1 )", ovvero

0(E1 + 01'2 =0

0.%'1 + OZL‘Q =0 ,

da cui |'autospazio corrispondente coincide con tutto R? in quanto ogni
vettore x di R? soddisfa il sistema. In questo caso esistono infinite
coppie di vettori ortonormali 4, e 4y che costituiscono atrettante basi di
R2. Dunque, I'" pud essere una qualsiasi matrice ortogonale di ordine 2
(vedi Sezione 2.4). O

Risultato 8.2. Per gli autovalori e gli autovettori di particolari matrici
simmetriche valgono le proprieta:

(i) gli autovalori di una matrice diagonale sono le componenti stesse
della diagonale principale; inoltre se le componenti diagonali sono tutte
distinte allorarisultaI’ = I, ovveroy; = e; per j=1,2,...,k; in caso
contrario I = 1. non € |'unica scelta possibile per T

(ii) gli autovalori di una matrice idempotente sono uguali a1 o 0;

(iii) gli autovalori di una matrice ortogonale smmetricasono1 o — 1.
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Esempio 8.6. Si consideri lamatrice diagonale di ordine 3 data da

2 00
A=10 2 0
0 0 1
L 'equazione caratteristica
2—-A 0 0
det(A—Xl)=det[ 0 2-X 0 =(2-XN)’1=X)=0
0 0 1—A

ha come soluzioni A\ =Xy =2 e A3 =1. Gli autovettori associati
al'autovalore A\; = 2, con molteplicitar; = 2, si ottengono risolvendo il
sistemalineare

(A—2)x=0
conx = (x1 zo x3)", OVVEro

0$1+0:L‘2+0£L‘3:0
0x1 4+ 029 +0x3 =0
0331+0$2—333:0,

da cui l'autospazio corrispondente 4;, tae che dim(A4;) =2, é
costituito da vettori del tipo x = (3, 32 0)T con 3y, 3> € R. In questo
caso esistono infinite coppie di vettori ortonormali ~; e ~» che
cogtituiscono  dtrettante basi dell'autospazio e tenendo presente il
vincolo di normalizzazione

IX|I* = 57 + 65 =1

]pOsSsoNo essere scelte come

CoS¢ —sing
y1==x|sng | , o=+ cos¢ |,
0 0

dove 0 < ¢ < 2m. Inoltre, gli autovettori associati all'autovalore A3 = 1,
con molteplicitar, = 1, si ottengono risolvendo il sistemalineare

(A—)x=0,

ovvero
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1$1+0$2+0$3:O
Ox1 4+ 1lxzg +0x3 =0
O0xzy + 0xzy + 0x3 =0,

da cui l'autospazio corrispondente A,, tae che dim(A;) =1, é
costituito da vettori del tipo x = (00 35)" con 33 € R. In questo caso
['unica base ortonormale di .4, (a meno del segno) e data dal vettore
normalizzato che si ottiene ponendo

IX[I* =55 =1,
dacui g3 = £ 1equindi 3 = 4+ e;. S hadungue

cos¢ —sing 0
I'=+4+1| sng cos¢p O
0 0 1

Evidentemente, se ¢ = O risultal” = I3. O

Esempio 8.7. Si consideri la matrice idempotente simmetricadi ordine 3
data da

1 0 0
A=10 1/2 1/2
0 1/2 1/2
L'equazione caratteristica
1-X 0 0
det(A — Al)=det| 0 1/2—-X 1/2 =A1-))%*=0
0 /2 1/2-X
hacome soluzioni A\ = Ay = 1e X3 = 0. O

Esempio 8.8. Si consideri la matrice ortogonale simmetrica di ordine 2

datada
_(4/5  3/5
A= (3/5 —4/5> :

L'equazione caratteristica
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det(A — Al) :det<4/§/g)‘ _4%5_A> N —1=0

hacomesoluzioni \y = 1eXy = — 1. |

8.3. Rappresentazione dei valori singolari

Se s considera una generica matrice A di ordine (n x k) tale che
r(A)=r, s pud ottenere una rappresentazione analoga a quella
diagonale per matrici simmetriche discussa nella Sezione 8.2.

Si indichino con 11, 7, ..., 7 gli autovalori non nulli della matrice
simmetrica ATA e con 81,6, ...,8, i relativi autovettori ortonormali.
Inoltre si considerino la matrice diagonale A = dg(rll/Z, 721/2, . 75/2)
di ordine r e le matrici T=(66...6,) e S=ATA!
rispettivamente di ordine (k x r) e (n x r). Si pud dimostrare che S &
una matrice le cui colonne sono gli autovettori ortonormali
corrispondenti agli autovalori non nulli della matrice AAT. La
rappresentazione dei valori singolari € datada

A =SAT'.

Questa rappresentazione contiene come caso particolare la
rappresentazione diagonale A = TAT'" di una matrice simmetrica A
con autovalori non nulli. In effetti, essendo in questo caso

ATA = AAT = A2

A? = (TATT)(TATT) = TA’TT,

allora A? possiede gli stessi autovettori di A ed autovalori che sono gli
autovalori di A a quadrato. Di conseguenza risulta S=T =T e
A=A

La rappresentazione dei valori singolari permette anche di ottenere
una espressione per il calcolo della matrice inversa di Moore-Penrose di
A, ovvero

AT =TA'ST,
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In effetti le condizioni sull'inversa di Moore-Penrose risultano
soddisfatte per questa espressione di A*, dal momento che essendo

TTT=5's=1,
risulta

AATA = (SATT)(TAT'ST)(SATT) =SATT =A,
ATAAT = (TATISH)(SATT(TATIST)  =TAIST = AT,
(AAT)T = (SAT!TT)(TAS") = SS" = (SATT)(TA!ST) = AAT,
(ATA)T = (TASH)(SA!ITH =TTT = (TA'ST)(SATT) = ATA.

Esempio 89. Si consideri di nuovo la matrice A di ordine (3 x 2)
dell'Esempio 5.9. Evidentemente si har(A) = 2, mentre

A (21
A'A= <1 NE
Gli autovalori della matrice ATA risultano 7, =3 e » =1 e relativi

autovettori (a meno del segno) sono dati da &, = (1/2/2 v/2/2)T e
8, = (—/2/2 \/2/2)". Dunque s ha

A <\/§ 0) T (\/5/2 —\/5/2>’

0 1 V2/2 V22
mentre
V6/6 —\/2/2
S=ATA "= | \/6/3 0
V6/6 \/2/2

Larappresentazione del valore singolare € quindi datada



112 Introduzione all'algebra delle matrici

V6/6 —/2/2
o V3 0\ [ V2/2 V22
A =SAT' = %;2 \/5/2 < 0 1)(—ﬁ/2 ﬁ/2>'

Inoltre la matrice inversa di Moore-Penrose di A risulta

v e [ 2/3 1/3 —1/3
AT=TATS —<_1/3 1/3 2/3)’

coerentemente con i risultati dell'Esempio 5.10. O

8.4. Applicazioni di matrici

Il problema di definire una applicazione F : R"* — R™, che associa ad
una matrice X di ordine (n x k) una matrice Y = F(X) dello stesso
ordine, risulta piuttosto complesso. Per semplicita conviene ridurre di
nuovo l'analisi aladefinizione di applicazione di matrice simmetrica.

In primo luogo, data una matrice diagonale A = dg(a, as, ..., ay) di
ordine k£ e data una funzione f: R — R, s assume come f(A) la
matrice diagonale

f(A> = dg(f(al)af(GQ)a >f(ak)) .

Questa notazione (non troppo coerente) viene comunemente adottata in
letteratura, anche se f(A) rappresenta in effetti una matrice quadrata di
ordine k. Si noti che la matrice f(A) é definita per tutte le matrici
diagonali per le quali risultano definiti f(aq), f(a2),..., f(ag).

Esempio 8.10. Si consideri lamatrice simmetricadi ordine 2

A= (é g) — dg(1,2),

per cui risulta

eoin) = (0 o)) —daEo.ep@). O
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Estendendo |a precedente definizione, data una matrice simmetrica A
di ordine k con rappresentazione diagonade A = T'AT'" e data una
funzione f : R — R, si assume come f(A) lamatrice

F(A) =TF(A)TT.

Lamatrice f(A) risulta definita per tutte le matrici con autovalori per i
quali risultano definiti f(\1), f(A\2),..., f(\x). Poiché la precedente
espressione costituisce ancora una rappresentazione diagonale, f(A) é
una matrice simmetrica che ha lo stesso insieme di k& autovettori
ortonormali dellamatrice A e autovalori f(A1), f(A2),..., f(Ax).

Se s considera la funzione f(x) = x~!, applicando la precedente
definizione s ottiene che

A7l =Tdg\ L A, L O =TATIDT .
Poiche
A7IA = (CA'TT(TAT) =TT =1,

s deduce che l'inversa di una matrice simmetrica € una matrice
simmetrica con o stesso insieme di autovettori ortonormali e autovalori
che sono i reciproci degli autovalori della matrice originale. Ovviamente
A~! esiste se e s0lo se A & a rango pieno dal momento che solo in
questo caso si ha A\; #£ 0 per ogni ¢ = 1,2, ..., k. Quindi questi risultati
sono coerenti con la definizione di matrice inversa data nella Sezione
5.1.

Esempio 8.11. Si consideri lamatrice smmetricadi ordine 2

10 4
A=V 1),
per cui risulta

(3 e (Vi )

In questo caso si ha

_ _ 1/6 —1/6
AT =TA™T" = (—1/6 5/12) ’
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che ovviamente coincide con I'usuale matrice inversa. O

Se s considerala funzione f(x) = z!/2, applicando la definizione si
ottiene che

A2 =Tdg(\/2 A, AT = TAYTT
Poiché
AVZAY2 — (CAYVPTT)(CAY’TT) =TATT = A,

la matrice A'/2 & detta radice quadrata di A. Evidentemente A'/? esiste
seesolose\; > 0perognii=1,2,...,k.

Esempio 8.12. Si consideri la matrice smmetricadi ordine 2
A 3 V2 |
V2 o2
per cui si ha

(e )

In questo caso risulta
A1/2 :I\Al/Ql—\T — 5/3 \/5/3 )
V2/3  4/3
In effetti i ha

A1/2A1/2 — 3 \/5 —A. D
V2

2

Se s considera la funzione f(z) = 2~'/2, applicando la definizione
si ottiene che

ATV2 = mdg(A 2 A AT = TATTT
Poiche
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A_1/2A—1/2 — (I\A—l/QI\T)(l—\A—l/QI\T) —_ I\A—IFT — A—l

A~1/2 & detta radice quadrata di A~!. Evidentemente A~'/2 esiste se e
solose\; > 0perognii=1,2,...,k.

Esempio 8.13. Si consideri di nuovo la matrice dell'Esempio 8.12. In
guesto caso risulta

Al _patept_ [ 23 V26
—/2/6 5/6
In effetti si ha

12 pa-1/2 _ 1/2 —V2/4\ _
A A —(_\/5/4 3/4)—A . O






Capitolo 9
Forme quadratiche

9.1. Definizioni e notazioni
Dato un vettore X = (z; 2o ... ;)" di ordine k£ e una matrice
smmetricaA = (a;;) dello stesso ordine, il prodotto

ko k
XTAX = E Qi TiT
1

i=1 j=

e detto forma quadratica.
Nel trattamento delle forme quadratiche non e riduttivo assumere A
matrice simmetrica. In effetti, se A non & simmetrica, essendo

xTAx = x"ATx
S puo scrivere
1
XTAx = 3 xT(A +AT)x
e tenere presente che (A + AT) & unamatrice ssimmetrica

Se A =dg(ay, as, ..., a;) laforma quadratica corrispondente € una
somma ponderata di quadrati in quanto

k
XTAX = E a;x?
i=1

mentre se A = | la forma quadratica coincide con il prodotto interno
xTx. Inoltre, per le proprieta del prodotto di Cayley (vedi Sezione 3.1),
valgono leidentita

XTAX = tr(xTAX) = tr(Axx") = tr(xx"A) .
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Una forma quadratica e la matrice corrispondente sono dette definite
positive se per ogni X # 0 s ha

XTAX > 0,
mentre sono dette semidefinite positive se per ogni x si ha
XTAX > 0.

Se una matrice A e definita positiva si scrive A > O, mentre se una
matrice A € semidefinita positiva si scrive A > O. Queste definizioni
estendono il concetto di positivita nell'ambito delle matrici.

In modo analogo, una forma quadratica e la matrice corrispondente
sono dette definite negative se per ogni X # 0 s ha

xTAX < 0,
mentre sono dette semidefinite negative se per ogni x si ha
xTAX < 0.

Se una matrice A é definita negativa si scrive A < O, mentre se una
matrice A € semidefinita negativa s scrive A < O. Una forma
guadratica e la matrice corrispondente sono dette indefinite se non
possono essere classificate né come (semi)definite positive né come
(semi)definite negative.

Infine, con la notazione A > B s indica che A — B > O. Simili
definizioni valgono per le notazioni A > B, A < BeA <B.

Esempio 9.1. La forma quadratica associata alla matrice simmetrica di

ordine 2
1 0
A= Y)

& definita positivain quanto per ogni x € R? talechex # 0 si ha
XTAX = 2?2 + 25 > 0.

Laforma quadratica associata alla matrice

(4
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& semidefinita positivain quanto per ogni x € R? si ha
XTAX = a:% + x% —2mm9 = (21 — x2)2 >0,

essendo x"Ax =0 per i vettori x per cui risulta x; = z,. La forma
guadratica associata alla matrice

(b 9)

XTAX = 23 — 23,

ovvero

e indefinita in quanto s ha XTAX >0 se |z1| > |z2] € XTAX <0
atrimenti. (|

Esempio 9.2. Date le matrici ssmmetriche di ordine 2

A= 2) 20 1)

per ogni x € R? s ha
XT(A = B)X = 27 4 23 + 2z129 = (21 4+ 29)* > 0,

essendo X" (A — B)x = 0 per i vettori x per cui risultax; = — x5. Si ha
quindi A > B. O

Risultato 9.1. Per le matrici definite (semi)positive e (semi)negative si
hanno le proprieta:
(i)seA>0Os ha

0 < det(A) < det(dg(A)) = f[ i

(ii) gli autovalori di A sono positivi seesolose A > O;

(iii) gli autovalori di A sono non negativi see solo se A > O;
(iv) gli autovalori di A sono negativi seesolose A < O;

(v) gli autovalori di A sono non positivi seesolose A < O.
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Dalle proprieta (ii) e (iii) del Risultato 9.1 risultache A'/? esiste se e
solose A > O, mentre A~*/2 esiste seesolose A > O.

Esempio 9.3. Si consideri la matrice simmetrica

5 2
A= (2 2) .
Da momento che per ogni vettore x di ordine 2 talechex # 0 s ha

XTAX = 522 + 223 + dxyxy = 22 + 25 + (221 + 22)> > 0,

la forma quadratica associata ala matrice A & definita positiva. Inoltre,
la corrispondente equazione caratteristica

5—A 2

det(A—/\I):det< N

>:/\2—7)\+6:0

ha come soluzioni gli autovalori A\; =6 e Ay =1 e quindi in effetti
risulta Ay, Ay > 0. O

Infine, data la matrice A di ordine (n x k), per ogni x la forma
quadratica corrispondente ad ATA pud essere scritta come

xTATAX = (Ax)T(Ax) = ||Ax|*>0.

Inoltre risulta | Ax||? = 0 se e solo se Ax = 0, maquesto si verificasee
solo ser(A) = r(ATA) < k (vedi Risultato 4.2 e Sezione 7.2). Dunque,
s ha che ATA >0 se r(A) =k, mentre ATA >0 se r(A) < k.
Andogamente, si pud verificare che AAT > O se r(A) = n, mentre
AAT > O ser(A) < n.

9.2. Ellissoidi

Data una matrice simmetrica A > O di ordine k& e un vettore b dello
stesso ordine, si consideri I'equazione nel vettore x di ordine k tale che

(x—b)TA I (x—b)=¢
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con ¢ > 0. Il luogo geometrico che s ottiene a variare del vettore x
rappresenta un ellissoide in R*. Se k=2 il luogo geometrico
corrisponde all'usuale ellisse in R?.

L'ellissoide ha centro in b ed assi e cui direzioni sono determinate
dalle direzioni dei k autovettori ortonormali ~y;,~ys, ...,y associati ala
matrice A. Inoltre, le lunghezze degli ass sono pari a 2,/c); dove
A1, Ao, ..., A SOnO gli autovalori associati allamatrice A. Si noti inoltre
che a variare di ¢ si ha una famiglia di ellissoidi concentriche la cui
“ampiezza’ e funzione crescentedi c.

Da momento che A~! & l'inversadi una matrice simmetrica, tenendo
presente che A~!=TA"'T'T (vedi Sezione 8.4), lI'equazione
dell'ellissoide puo essere riscritta nel seguente modo

(X—b) TA'TT(x —b) =c.

Operando dunque la trasformazione ortogonale associata ad una
traslazione, ovvero

y=TT(x-b),
I'equazione dell'ellissoide si riduce a
yAly=c.

La precedente espressione rappresenta ancora un ellissoide con centro
b =0, con ass le cui direzioni sono determinate dal'inseme de &
autovettori ortonormali associati ala matrice diagonale A, ovvero
€, e,...,e, elecui lunghezze sono determinate dagli autovalori di A,
OVVEI0 A1, Mg, ..., A

In pratica quindi questa trasformazione modifica I'ellissoide originale
in un elissoide centrato nell'origine, della stessa forma e ampiezza del
precedente ma ruotato in modo che le direzioni dei suoi assi coincidano
con quelle degli assi cartesiani. Per questo motivo la trasformazione é
detta di diagonalizzazione delle forme quadratiche.

Da momento che A > O, esiste la matrice A~'/? tale che
Al =A"12A"12  (vedi Sezione 8.4). Quindi I'espressione
dell'ellissoide pud essere riscritta come

(x—b)TAT2A"12(x —b) =¢.

Operando la seguente applicazione lineare associata a traslazione
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u=A""%(x—b)
S ottiene inoltre
uu=c,

che geometricamente coincide con una ipersfera di raggio \/E centrata
in 0. In pratica quindi questa trasformazione modifica I'ellissoide
originale in un ellissoide centrato nell'origine, ruotato in modo che le
direzioni dei suoi assi coincidano con quelle degli assi cartesiani e
deformato in modo che le lunghezze di tutti gli assi risultino uguali. Per
guesto motivo la trasformazione € detta di sfericizzazione delle forme
guadratiche.

Esempio 9.4. Si consideri I'éllisse caratterizzata da

13/4  3+/3/4 <1>
A= b= ,
(3\/5/4 7/4 ) 2
con ¢ = 1. Gli autovalori di A sono dati da A\ =4 e Ay =1, mentre i
corrispondenti  autovettori sono dati da v, = (1/3/2 1/2)T e
v, = (—1/2 1/3/2)7. Di conseguenza I'ellisse & centrata in b ed ha il
primo asse di lunghezza 2+/c\; = 4 con un inclinazione pari al'arco
/6 rispetto alle ascisse, mentre ha il secondo asse di lunghezza
24/ cAy = 2 con unainclinazione pari al'arco 27/3 rispetto alle ascisse
(vedi Figura 9.1). Nél caso in cui ¢ =9/4 le dimensioni degli ass
dell'ellisse diventano rispettivamente 2,/cA; = 6 € 24/c)y = 3, owero
le dimensioni dell'ellisse aumentano di /c = 3/2 (vedi Figura 9.2).
Operando la trasformazione di diagonalizzazione delle forme
guadratiche, I'ellisse originale viene trasformata in una ellisse centrata
nell'origine, della stessa forma e ampiezza della precedente ma ructata
in modo che le direzioni dei suoi assi coincidano con quelle degli assi
cartesiani (vedi Figura 9.3). Operando la trasformazione di
sfericizzazione delle forme quadratiche, I'ellisse originale viene
trasformata in una ellisse centrata nell'origine, ruotata in modo che le
direzioni dei suoi assi coincidano con quelle degli assi cartesiani e
deformata in modo che le lunghezze di tutti gli assi risultino uguali e
pari a/c = 1 (vedi Figura9.4). O
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Esempio 9.5. Si consideri I'éllissoide in R? caratterizzato da

10 0 0
A=[0 4 o0 |,b=[0],
0 0 9/4 0

con ¢ = 1. Gli autovalori di A sonodati da; =1, s =4 e X3 =9/4,
mentre i corrispondenti autovettori risultano e, & e e3. In questo caso
gli autovalori non sono stati ordinati per semplicita di notazione degli
autovettori. Di conseguenza, |'ellissoide é centrato in b ed ha gli assi di
lunghezza 2v/chi =1, 2/cha=2 e 2y/ch3=3/2, mentre le
direzioni del suoi assi coincidono con quelle degli assi cartesiani. Due
grafici dell'éllissoide da differenti punti di vista sono riportati nelle
Figure 9.5 e 9.6. (|



Capitolo 10
Calcolo differenziale per matrici

10.1. Derivazionedi funzioni di variabile vettoriale

S considerino un vettore X = (x; x5 ... x;)" di ordine k ed una
funzione f(x) tale che f : R¥ — R, ovvero f rappresenta una funzione
di variabile vettoriale. Si definisce gradiente

081"_00
af(x) wiE
=Vfx)=1| 9= |,
OX :
1(x)

BJL’/\-

ovvero Jf(x)/0x rappresenta un vettore colonna di ordine k la cui -
esima componente é data dalla derivata di f fatta rispetto a z;, mentre si
definisce

= (5

Esempio 10.1. Se f(x) = a'x dove a = (a; ay ... a;)" rappresenta un
vettore di costanti di ordine &, tenendo presente che il prodotto interno &
dato da

k

Ty — ey

a'x =) az;,
=1

dloras ha
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o@x) 0 & 3
axi —8—%;@]1’]—(11,

dacui segue che

o(a'x)
oX

:a,

mentre
0@x) _ r
4
E immediato verificare inoltre che
o(xa)

ox a

mentre
o(xTa) ¢
ot @ =

Esempio 10.2. Se f(x) =x"x, tenendo presente la definizione di
prodotto interno di un vettore per se stesso

Ty 2
Kx=at,

k
J=1

s ha

AXX) 9 K,
or, w2 T

dacui segue che

A(xTx)
OX

= 2X,

mentre
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A(xTx)

v ox' . O

Esempio 10.3. Se f(x) = x"Ax con A = (a;;) matrice Ssmmetrica di
ordine k£ di costanti, esplicitando laforma quadraticasi ottiene

k k-1 k
XTAX = Z ajjw? + 2 Z Z ajix;T; ,
=1 j=11=j+1
per cui

O(XTAX)
8$i

k
=2 a;r; = 2aiT,x y
=1

dove a], rappresenta l'i-esimo vettore rigadi A. Quindi si ha

aj x

T T

OCAX) _ o[ asx | _gax,

OoX :

al x
mentre
I(xTAX) T
T 2X'A . O

Esempio 10.4. Sea e b sono vettori di costanti di ordine k, s ha

d(@'b) o(b'a) od(@a) 9(b'b) o
OxX ox  ox  ox

mentre

d@'b) ob'a) 9d@a) 9b'b) o 0
oxT oxT oxT oxT T
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10.2. Derivazione di funzioni di variabile matriciale

Si considerino unamatrice X = (z;;) di ordine (n x k) ed unafunzione
f(X) tae che f:R" — R, ovvero f rappresenta una funzione di
variabile matriciale. Ad esempio, una funzione di questo tipo e il
determinante, il quale associa a ogni matrice quadrata X di ordine k& un
numero reale det(X), ovvero risulta det( - ) : R¥ — R. In questo caso,
s definisce

of(X)  9f(X) 9f(X)
Oz 012 e Oxyy,
AfX)  9f(X) 9f(X)
OX : : :
of(X)  9f(X) 9f(X)
0xn1 O0xp2 T Oxp)

ovvero df(X)/0X rappresenta una matrice di ordine (n x k) la cui
componente di posto (i, j) & data dalla derivata di f fatta rispetto alla
variabile z;;, mentre si definisce

- (240

Risultato 10.1. Per quanto riguarda |a derivazione di acune particolari
funzioni di variabile matriciale, valgono i seguenti risultati:
(i) se X & unamatrice ssmmetricadi ordine k
0 det(X)
oX

dove X’ indicalamatrice aggiunta di X;
(i) se X e unamatrice smmetricadi ordine k taleche X > O

JIndet(X)

oX

(iii) se X ed A sono due matrici smmetriche di ordine &

OU(AX)  Otr(XA)
ox  ~ ox AT AA

equindi seA = I, s ottiene

=2X' —dg(X'),

=2X"t —dg(X™);
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8tr(X)_I .
ox M

(iv) se X & una matrice simmetrica di ordine k£ ed a € un vettore dello
stesso ordine

d(a"Xa)
oX

(v) se X & una matrice diagonale di ordine k, A € una matrice di ordine
(n x k) eB éunamatrice quadrata di ordine k

dIndet(X + ATA)
%

—=2aa' —dg(aa');

=dg((X +ATA) ™)

otr((X +ATA)"1B)
OX

(vi)se A é una matrice diagonale di ordine k£, X & una matrice di ordine
(n x k) e B @unamatrice quadratadi ordine k
dIndet(A + XTX)
oX

=dg((X + ATA) 'B(X + ATA) 1) ;

= 2X(A +XTX)t,

atr((A +XTX)'B)
ax

=2X(X +ATA)'B(X + ATA) !,

Esempio 10.5. Si consideri la matrice smmetricadi ordine 2
X — (3011 $12> ’
T21 T22
dove xo; = x19, per cui risultadet(X) = z11290 — x%,. Quindi si ha

0 det(X) 0 det(X
adEt(X) _ ( 81’1(1 Jx1o )> _ < 929 _23321>

X ddet(X)  ddet(X) —2x19 T11

O 022

ovvero
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0 det(X) _ 2( T22 —3321> . dg( L22 —!1721) —ox/ _ dg(xl)

oX —X12 T11 —I1 11

X — T2 —T21
—I12 T11

rappresenta la matrice aggiunta di X. Evidentemente il risultato € un
caso particolare di quello generale per k = 2. O

dove

Esempio 10.6. Si consideri di nuovo lamatrice X dell'Esempio 10.5ela
matrice smmetrica A di ordine 2

a a
A — 11 12 )
a21 22
In questo caso, essendo as; = a2, S ha

tr(AX) = anw11 + 2a1212 + a2

e quindi

otr(AX)  9tr(AX)
Or(AX) _ < B a(—) _ ( o 2‘“2) = 2A — dg(A)

X atr(AX)  9tr(AX) 2a19 a9

O Ow22

Evidentemente il risultato € un caso particolare di quello generale per
k= 2. O

10.3. Derivazione di applicazioni vettoriali

Si consideri una applicazione vettoriadle f : R¥ — R”*. Dal momento che
f & un vettore composto da k£ funzioni f; della variabile vettoriale
X = (z; 2y ... 7;)7, alora & possibile definire k? derivate. In questo
caso Si assume che
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ofix)  9f(x) 9£1(X)
9fos(x)  9fo(X) 0£2(X)
J(x) = O Oy 77T Oy ,
900 9f00) 01r(x)
811 (}LZ e aTk

ovvero J(x) rappresenta una matrice quadrata di ordine & la cui
componente di posto (i,j) € la derivata di f;(x) fatta rispetto a z;. Il
determinante di questa matrice é detto jacobiano di f e s indica con la
notazione .J (X).

Esempio 10.7. Data la matrice quadrata A = (a,;) di ordine k£ e un
vettore b= (b by... by)" dello stesso ordine, s consideri
I'applicazione lineare associata ad una traslazione y = Ax + b. Dal
momento che

k
Yi = QX+ b = Zaz’m +0b;,
=1

la. componente di posto (i, 7) di J(X) édatada

dax+b) 9 [ B
T—a—x] ;azlwl—i-bz = Qjj ,

per cui si pud concludere che
equindi che J(x) = det(A). O

10.4. Ottimizzazione di funzioni vettoriali e matriciali

Si considerino un vettore X = (x; x5 ... x;)" di ordine k e la funzione
di variabile vettoriale f(x) tale che f : R¥ — R. Innanzitutto, S noti che
esistono k? derivate seconde di f, ovvero tante quante sono le possibili
coppie di variabili (z;, z;). In questo caso si definisce matrice hessiana
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Prx) PIX >f(x)
Ox? 0x10zy " 0x10xs,
2 Prx) X > f(x)
( ) — w — 019011 0x3 Tt Omedxy
OXOXT : : : '
Prx X Pf(x)
Ox0x1 O0x, 019 tte éhf

ovvero H(x) e una matrice quadrata di ordine k, la cui componente di
posto (7, j) é data dalla derivata parziale seconda di f(x) fatta rispetto a
x; € z;. La matrice hessiana risulta simmetrica dal momento che nella
derivazione e indifferente I'ordine delle variabili.

Esempio 10.8. Si consideri la funzione di variabile vettoriae
f(x) =xTAx con A = (a;;) matrice smmetrica di ordine k. Tenendo
presente I'Esempio 10.3, lacomponente di posto (4, 7) di H(x) risulta

2(T T -
O“(x'Ax) 0 IXAx) @ (22%1:1) = 2a4,
=1

89@89@- N al’j 8:107 N 8—:1:]

dacui
H(x) =2A. a

Si supponga di dover determinare il vettore che massimizza o
minimizza la funzione f(x). A questo fine, in modo analogo a quanto
viene fatto nel caso di funzioni di una sola variabile, S considera
I'equazione vettoriale

af(x)
ox

Si pud dimostrare che ogni soluzione x,,, della precedente equazione pud
essere un punto di massmo o di minimo locade per f(x). Se
H(x,,) < O, alora x,, € un punto di massimo per f(x). Ovviamente
ogni minimizzazione pud essere ricondotta a una massimizzazione dal
momento che ogni vettore che minimizza f(x) massimizza — f(x). In
ogni caso, se H(x,,) > O, adlorax,, €un punto di minimo per f(x).

=0.

Esempio 10.9. Sia A = (a;;) una matrice di ordine (n x k) con
r(A)=k e sab= (b by... b,)" un vettore di ordine n. Si vuole
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determinare il vettore x di ordine k£ che minimizzala distanza ||b — AX||
tra b e Ax. Equivaentemente, si desidera ottenere il vettore x che
minimizzalafunzione di variabile vettoriale

f(x) = (b—Ax)T(b — AX) .

Sviluppando il prodotto interno, tenendo presente che x'Ab = bTAXx, si
ottiene

f(x) =b"b — 2bTAx +x"Cx,

dove C = (¢;;) = ATA & una matrice smmetrica Si noti che C > O
essendo r(A) = k (vedi Sezione 9.1). In questo caso si ha
df(x) _ ab'b) 5 O(bTAX) N O(x"Cx)
ox  OX OX OX
da cui uguagliando la precedente espressione al vettore O s ottiene il
sistemalineare

= —2ATb + 2Cx,

Cx=ATb,
che ha come unica soluzione
Xm =C'ATb = (ATA)'ATb.

Da momento che x,, € unico rappresenta senz'altro un punto di
massimo o di minimo assoluto. Per determinare se x,, € un punto di
minimo s consideri la matrice hessiana. In questo caso, dal momento
che I'i-esima componente del vettore V f(x) é datada

9/x) _ —2alb + 2chx = —2i: b +2Zk: ;
oz, a,; oKX = 2 aliby 2 iy,

mentre a,; € ¢}, rappresentano rispettivamente I'i-esimo vettore colonna
di A el'i-esimo vettorerigadi C, alora

2rx) 0 .
drdr; Oy \ 2;%[71 +2 12:1: cury | = 2cij .

S hainfine

H(x) =2C.
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Poiche H(x) > O per ogni x, allora H(x) risulta definita positiva anche
per il vettore x,,, che quindi rappresenta un punto di minimo. Si noti
infine che il vettore x,, € la proiezione ortogonale del vettore b sullo
spazio vettoriale generato dalle colonne di A (vedi Sezione 6.4). O

La massimizzazione o laminimizzazione di unafunzione di variabile
vettoriale pud essere ottenuta senza l'uso di metodi di differenziazione.
In effetti, quando possibile, pud essere pit efficace a questo fine
applicare appropriate disuguaglianze, che possono permettere anche la
massimizzazione 0 la minimizzazione di funzioni di variabile matriciale.

Esempio 10.10. Data la matrice simmetrica A > O di ordine k£ di
costanti, si consideri il cosiddetto rapporto di Rayleigh, ovvero la
funzione di variabile vettoriale

xTAx
X) = —.
00 = =5

Poiché per ogni scalare o # 0 risulta f(x) = f(ax), lafunzione f non
dipende dalla lunghezza del vettore x ma solo dalla sua direzione e
quindi si pud imporre che lalunghezza di x siatale che ||x|| = 1, ovvero
che x"x = 1. Dunque massimizzare o minimizzare f(x) equivale a
massimizzare 0 minimizzare la funzione x"Ax soggetta a vincolo
x'x = 1. Poiché A & una matrice smmetrica s pud considerare la
matrice diagonale dei suoi autovalori A = dg(Ai, Ae,...,\;) € la
matrice ortogonale dei suoi autovettori T = (7 o ... k). Sfruttando
quindi la rappresentazione diagonale A = T'AT'" (vedi Sezione 8.2), si
deve massimizzare o minimizzare la funzione x'T"'AI'"x soggetta a
X" = 1. In questo caso, posto y = (y; ¥2 ... yx)' € considerando la
trasformazione ortogonale y = I'"x da cui x = I'y (vedi Sezione 6.2),
si ottiene lafunzione

k
YAy =) Nyt
i—1

soggettaay I’y = y'y = 1. Essendo gli autovalori ordinati in senso
non decrescente risulta che
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k k k
DN S My =MD v =,
i1 i-1 i1

dal momento che

Inoltre
k k k
Do Z Y i =M )y = A
i=1 i=1 i=1

Dunque, il massmo valore del rapporto, ovwero A, s ottiene per
Y = € per cui il punto di massmo di f(x) & dato dax,, = I'e; = 7.
In modo del tutto analogo, il minimo valore del rapporto, ovvero Ay, S
ottiene per y,, = €, e quindi il punto di minimo di f(x) & dato da
Xn =T'e, = Y- O

Esempio 10.11. Data la matrice smmetrica X > O di ordine k e la
matrice smmetrica A > O di ordine & con componenti costanti, si
consideri la minimizzazione dellafunzione di variabile matriciale

f(X) = Indet(X) + tr(X'A) .
Aggiungendo e sottraendo la quantitalndet(A) si ha
f(X) = Indet(A) — Indet(X *A) 4 tr(X'A) .

La matrice X !A & simmetrica in quanto prodotto di matrici
simmetriche. Inoltre, se si considera gli autovalori dellamatrice X 'A s
ha

XAy = My,
per cui premoltiplicando quest'espressione per A'/2 si ottiene inoltre
C'C6 = )6,

dove C = X~ 1/2A!/2 mentre § = A'/2~. Da momento che C'C > O,
adlora dalla precedente relazione risulta A\ > 0 (vedi proprieta (iii) del
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Risultato 9.1) e quindi si haanche X'A > O. Seinoltre A1, X, ..., \;
rappresentano gli autovalori della matrice X ~'A, allora dalla proprieta
(i) del Risultato 8.1 si ottiene

k k k
F(X) = Indet(A) — InJT A + > A = Indet(A) +
i=1

i=1 i=1 i

—InX; +X\;)

Inoltre per un qualsias scalare o s ha — Ina + a > 1 con uguaglianza
se o = 1 edunque

f(X) =Indet(A) +

2

k
—InXi + \) > Indet(A) + k .
i—1

Nella precedente relazione s ha l'uguaglianza se A\; = 1 per ogni
1=1,2,...,k equindi, se I" rappresenta la matrice degli autovettori di
X~1A, il minimo di f(X) viene raggiunto quando

XA=T,I"T=IT" =1,,

ovvero quando X,, = A. O
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Operazioni sui vettori, 4-6
moltiplicazione per scalare, 5
sommadi vettori, 4

Operazioni sulle matrici, 31-34
moltiplicazione per scalare, 32
sommadi matrici, 32

Pivot, 52
Prodotto interno, 11, 42

di vettori, 11

di matrici, 42
Prodotto esterno, 44
Prodotto di Cayley, 37-41
Prodotto di Kronecker, 47
Proiezione ortogonale,

su vettori, 18

su spazi vettoriali, 88-89

Rango, 57
pieno, 57
Rappresentazione
con matrice ascala, 53, 64
dei valori singolari, 110
diagonale, 105
Regoladi Laplace, 63

Scalare, 1
Sistema lineare, 91-92
matrice dei coefficienti del, 91
non omogeneo, 95
omogeneo, 93
soluzione del, 91
soluzione generale del, 94, 96
vettore dei termini noti del, 91
vettore delle incognite del, 91
Sottomatrice, 26
Sottospazio vettoriale, 9
dimensione del, 10
Spazio vettoriae, 9, 13, 33
base di, 10
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generato, 10
normato, 13, 42
reale, 9

Teoremadi Pitagora, 15
Teoremadi Carnot, 14
Traccia, 34
Trasformazione, 80-82
di diagonalizzazione, 121
di riflessione, 81
di scala, 80
di sfericizzazione, 122
ortogonale, 81
Traslazione, 87

Vettore, 1
colonng, 1, 25
componenti del, 1
con componenti nulle, 2
con componenti unitarie, 2
differenza, 4
direzioneddl, 3
elementare, 2
lunghezza del, 3
normalizzato, 13
opposto, 1
riga, 25
somma, 4
verso del, 3

Vettori, 1
combinazione lineare di, 9
collineari, 6
diversi, 1
elementari, 2
linearmente dipendenti, 10
linearmente indipendenti, 10
ortogonali, 14
ortonormali, 14, 15
proiezioni di, 18
uguali, 1






