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Capitolo 1

Eventi e classi di eventi

1.1. Nozioni preliminari

Si consideri un esperimento (o un fenomeno) nei confronti del quale ci si trova in condizioni di
incertezza. L'incertezza ¢ determinata dal fatto che 1'esperimento (o il fenomeno) in questione sia
suscettibile di verificarsi secondo una pluralita di risultati, tali che uno (e uno solo) di essi si deve
necessariamente realizzare. In questo caso, I'esperimento (o il fenomeno) ¢ detto aleatorio.

L'insieme €2 i cui elementi rappresentano i possibili risultati dell'esperimento aleatorio, ¢ detto
spazio fondamentale (o insieme delle eventualitd) e il generico elemento w di €2 ¢ anche detto
eventualita. Ogni parte F di 2 identifica un evento e il risultato w realizza E se w € E. Inoltre, un
evento {w} composto da un solo risultato ¢ detto evento elementare. Infine, l'evento 2 viene anche
detto evento certo, in quanto si realizza sempre, mentre 1'insieme vuoto () ¢ detto evento impossibile.

Per quanto riguarda la cardinalita di €2, vi sono tre principali situazioni di interesse. Nel primo
caso, {2 ¢ finito con card({2) = n, ovvero contiene un numero finito n di risultati ¢ dunque si ha
Q ={wq,...,w,}. Nel secondo caso, {2 ¢ numerabile, ovvero contiene una infinitda numerabile di
risultati ¢ dunque Q2 = {w;,ws,... }. Infine, nel terzo caso, {2 ¢ non numerabile, ovvero contiene
un'infinita non numerabile di risultati.

e Esempio 1.1.1. (Testa e croce) Si consideri una moneta con le facce contrassegnate dai simboli
“testa” e “croce”, che viene comunemente adottata nel piu semplice gioco d'azzardo, detto appunto
testa e croce. Questa terminologia deriva dalle sagome che erano coniate su molte monete italiane dei
secoli passati, in quanto una faccia usualmente raffigurava il volto del re, mentre 1'altra riportava il
simbolo cristiano della croce. Simili terminologie sono comuni a molte culture, con un nome
generalmente derivante dalle raffigurazioni sulle facce dei conii. Ad esempio, nell'antica Roma i due
simboli venivano denominati “navis” e “caput”, dal momento che su alcune monete romane era
rappresentata una nave su una faccia e la testa dell'imperatore sull'altra. Analogamente, 1'uso nel
mondo anglosassone dei termini “head” e “tail” per i simboli sulle due facce deriva probabilmente
dalla moneta da dieci centesimi di sterlina, su cui erano rappresentate la faccia del monarca regnante,
ed un leone araldico con una coda in evidenza.

Figura 1.1.1. Una lira del 1863 raffigurante i simboli “testa” e croce”.

Com'e noto, il gioco consiste semplicemente nello scommettere su una delle due facce e nel lanciare in
aria la moneta. La faccia vincente ¢ quella mostrata dalla moneta dopo la caduta. Dunque, il gioco ¢ in
effetti un esperimento aleatorio. Se si indicano rispettivamente con w; € wo 1 risultati relativi al
verificarsi delle facce contrassegnate dalla testa e dalla croce, lo spazio fondamentale ¢ dato da
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Q= {wy, w2} e quindi Q ¢ finito con card(€2) = 2. Si osservi che esiste una certa arbitrarieta nella
scelta della codifica dei risultati. Ad esempio, molti autori preferiscono indicare in modo piu esplicito
1 due risultati solamente con i1 simboli ¢ e c. In questo caso, lo spazio fondamentale viene scritto
semplicemente come €2 = {¢, c}. O

e Esempio 1.1.2. (Gioco dei dadi) I dadi sono stati adottati a scopo di gioco d'azzardo fino
dall'antichita. La loro origine sembra risalire a circa 5000 anni fa nella regione dell'attuale India.
Riferimenti al gioco dei dadi sono contenuti nella Bibbia, e il gioco d'azzardo con tre dadi era molto
popolare nell'antica Grecia e soprattutto nell'antica Roma. Nel Medioevo il gioco con i dadi era uno
dei passatempi preferiti dei cavalieri. Molti problemi classici di calcolo delle probabilita si sono
originati dal gioco dei dadi (si veda Gordon, 1997, Hald, 1990). Addirittura, in quello che puo essere
considerato il primo trattamento della Teoria della Probabilita, ovvero nel Liber de Ludo Aleae
dell'italiano Gerolamo Cardano (1501-1576), il gioco dei dadi ¢ centrale nell'esposizione. Cardano
ebbe una vita avventurosa e molto travagliata, e fu anche un giocatore d'azzardo oltre che matematico,
tanto che nel Liber de Ludo Aleae (scritto verso il 1560, ma pubblicato postumo solo nel 1663) esiste
addirittura una sezione dedicata ai metodi per barare efficacemente (per una biografia di Cardano si
veda Ore, 1953).

o CARDANY

Figura 1.1.2. Gerolamo Cardano (1501-1576).

I dadi comunemente adottati nel gioco d'azzardo sono cubi con le facce marcate da k£ punti, dove
k=1,...,6,¢le somme dei punti su due facce contrapposte sono pari a sette (si veda la Figura 1.1.3).
Dadi di questo tipo sono stati adoperati anche dagli antichi etruschi, non solo per gioco, ma si suppone
anche per divinazione.

Figura 1.1.3. Comuni dadi da gioco e “sviluppo” di un singolo dado.

Se si considera un singolo dado, il gioco consiste nel far rotolare il dado su una superficie piana e
convenzionalmente viene preso come esito del lancio il valore che si viene a trovare sulla faccia
rivolta verso l'alto quando il dado termina il proprio movimento. Anche in questo caso il gioco ¢
dunque un esperimento aleatorio. Se si indica con wy, il risultato relativo al verificarsi della faccia
contrassegnata da k punti, si ha Q = {w;, ws, w3, ws,ws,ws} € quindi €2 ¢ finito con card(£2) = 6.
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Tenendo presente la discussione nell'Esempio 1.1.1, la codifica dello spazio fondamentale puo essere
data da Q = {1,2,3,4, 5,6}, interpretando tuttavia le cifre come simboli piuttosto che come numeri
naturali. In questo caso, l'evento che si verifichi un numero pari di punti ¢ dato da F = {2,4,6},
ovvero F ¢ la parte di () costituita da tutti i risultati relativi al verificarsi di una faccia contrassegnata
da un numero pari di punti. Inoltre, I'evento che si verifichi un numero di punti maggiore o uguale a 6
¢ dato da E' = {6}, che ¢ effettivamente un evento elementare ¢ che non deve essere ingenuamente
confuso con il risultato 6. Infine, 1'evento che si verifichi un numero di punti maggiore di 8 ¢ dato da
E = (), ovvero E ¢ un evento impossibile. O

e Esempio 1.1.3. Si consideri l'esperimento aleatorio che consiste nell'inserire in modo casuale m
palline in M celle. In questo caso, gli elementi di {2 sono in corrispondenza biunivoca con tutte le
possibili configurazioni di palline nelle celle. Se le palline sono distinguibili, allora 2 ¢ finito con
card(€2) = M™, mentre se le palline sono indistinguibili, allora card(€2) = (**"™'). Al fine di
rappresentare le varie configurazioni, almeno per valori modesti di m e M, si adottano di solito M
spazi fra (M + 1) barre per indicare le celle, mentre le palline vengono indicate come simboli
differenti all'interno delle barre se sono distinguibili e con un asterisco se sono indistinguibili. Ad
esempio, supponendo che M = 3 e m = 2, nel caso di palline distinguibili (che vengono indicate di
seguito con i simboli a € b), si ha card(2) = 32 = 9. Dunque, in modo leggermente informale anche
se efficace, 1 possibili risultati dell'esperimento aleatorio possono essere rappresentati come

wr=[ab] | [, we=|T]ab] |, w3=1]]]abl,
wi=lalb] [, ws=lal|b],ws=1]]alb],
wr=[bla|[,ws=b]|a],wo=1]blal.

Nel caso di palline indistinguibili si ha card(Q2) = () = 6, e in questo caso si ottiene

wr= [ | we= | x| |, ws= || [%],
wy= x| [, ws=|*] [*],ws=1]]*[x].

Si supponga che sia possibile inserire al piu una pallina per cella. Assumendo che m < M, se le

palline sono distinguibili si ha card({2) = (M]\ffln),, mentre se le palline sono indistinguibili allora
card(©2) = (). Se pone M = 3 e m = 2, nel caso di palline distinguibili risulta card(Q) = & = 6, ¢
1 possibili risultati dell'esperimento aleatorio possono essere rappresentati come

w=lalb] [,w=lal|b],ws=1]]alb],

wi=|blal [, ws=|b][al,ws=1]]bla].

3

Al contrario, nel caso di palline indistinguibili si ha card(Q2) = (2

) = 3, e si ottiene
wi= x| x| [,we=|*] x|, ws=]|*]x*].

Per i dettagli relativi al calcolo combinatorio relativo alle configurazioni di palline nelle celle del
presente esempio e per le corrispondenti applicazioni alla meccanica quantistica, si veda Feller (1968,
p.9) e gli Esercizi 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3. e 1.1.4. O

e Esempio 1.1.4. Si consideri una moneta con le facce contrassegnate dai simboli “testa” e “croce” e
l'esperimento aleatorio che consiste nel lanciare ripetutamente la moneta fino a quando non si presenta
il simbolo “testa”. Se si indica con w,, il risultato relativo al verificarsi del primo simbolo “testa” all'n-
esimo lancio, lo spazio fondamentale ¢ dato da 2 = {w;,ws,...} e quindi 2 ¢ numerabile. Tenendo
presente la discussione fatta nell'Esempio 1.1.1, una codifica piu immediata dello spazio fondamentale
¢ data da 2 = {1,2,...}. Considerando una situazione specifica, I'evento E tale che si verifichi il
primo simbolo testa ad un numero pari di lanci ¢ dato da £ = {2,4, ... }. Dunque, anche I'evento F ¢
numerabile. O
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e Esempio 1.1.5. Si consideri il tempo di attesa per un evento sismico in una determinata regione.
Ogni risultato relativo a questo fenomeno aleatorio ¢ del tipo “il tempo di attesa ¢ pari a ¢ unita
temporali” con ¢ > 0. Dunque, una formalizzazione dello spazio fondamentale ¢ data da 2 = [0, o],
per cui {2 non ¢ numerabile. Considerando una situazione specifica, l'evento tale che il tempo di attesa
sia compreso tra 1 e 3 unita temporali ¢ £ = [1, 3] e quindi anche I'evento E non ¢ numerabile. O

1.2. Classi di eventi e operazioni sugli eventi

Un insieme £ costituito da eventi di €2 ¢ detto classe di eventi. La classe costituita da tutti gli eventi
di ©, e dagli eventi () e €, ¢ detto insieme delle parti di 2 ed ¢ indicato con la notazione P(f2). Una
classe di eventi verra talvolta indicata con (FEj)res, dove I ¢ un opportuno insieme di indici,
eventualmente non numerabile. Se [ = {1,...,n}, per indicare la classe si adotta la notazione
(Ex)p_y- Se I ={1,2,...}, la classe ¢ detta successione di eventi e viene indicata con (E,),>1.
Infine, se I = {0, 1, ... }, per indicare la successione di eventi si adotta anche la notazione (E,,),>o.

Dal momento che in effetti gli eventi sono insiemi, le usuali operazioni insiemistiche possono
essere immediatamente considerate sugli eventi di 2. Tuttavia, ¢ opportuno dare a queste operazioni
una lettura nel presente ambito con adeguate terminologie e definizioni. Dati due eventi E e Es, si
dice che FE; implica F, ¢ si adotta la notazione E; C Es, quando il verificarsi di F; comporta
necessariamente il verificarsi di E5, ovvero se ¢ solo se un risultato che realizza F; ¢ anche un
risultato che realizza Es. Inoltre, due eventi F/y ¢ E5 sono detti uguali e si adotta la notazione
E, = FE5, quando il verificarsi dell'uno implica il verificarsi dell'altro e viceversa, ovvero se si ha
contemporancamente 1 C Fy e Ey C Ej. Infine, I'evento opposto (o evento contrario) di £ ¢ dato da

E‘={weQ:w¢E},

ovvero l'evento E° si verifica quando non si verifica E. In particolare, si ha Q¢ = ().
Data una classe di eventi (E} )iy di €2, I'evento unione ¢ dato da

B ={weQ: Ik elwe E},
kel

ovvero l'evento | .., F si verifica quando si verifica almeno uno degli eventi della classe. Nel caso in

cui la classe ¢ costituita da n eventi (E});_, di €, l'evento unione viene usualmente scritto come

UZ:lEk’ e se n = 2 l'evento unione viene indicato semplicemente con la notazione E; U Es. Infine,

quando si considera una successione di eventi (E,,),>1, I'evento unione viene indicato con UZO:lEn.
Data una classe di eventi (E}, )i di €2, I'evento intersezione ¢ dato da

(VB ={weQ:VkeLwe E},
kel

ovvero l'evento (., E} si verifica quando si verificano tutti gli eventi della classe. In modo simile a
quanto fatto per l'evento unione, nel caso in cui la classe sia costituita da n eventi, l'evento
intersezione viene scritto come ﬂzzlEk, e se n = 2 si adotta la notazione F N Es. Infine, nel caso di
una successione di eventi, I'evento intersezione viene indicato con ﬂzozlEn.

Esistono due utili relazioni, che prendono nome dal matematico inglese Augustus De Morgan
(1806-1871), autore fra l'altro del testo An Essay on Probabilities (1838), e che permettono di
esprimere un evento intersezione come un evento unione (e ViCeversa), ovvero

kel kel
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(Um):ﬂ@.
kel kel

Dati due eventi F; e F», l'evento differenza (o evento complementare di F» rispetto ad F4) ¢ dato
da

El\EQZ{WGQZWEEl,w¢E2}=

ovvero l'evento E; \ F» si verifica quando si verifica F e non si verifica Fs. In particolare, si ha
E¢ = Q\ E, mentre risulta evidente la relazione

E\\ Ey=E NES.

Si noti che se 1 C Es, allora si ha E; \ E2 = (), in quanto non ¢ possibile che si verifichi £, e non si
verifichi F» quando il verificarsi di F; implica il verificarsi di F». Inoltre, ¢ ovvio che '\ E = {), in
quanto ¢ impossibile 1'evento che si verifica quando contemporaneamente si verifica e non si verifica
E. Infine, se F; C Ejy, allora l'evento F; \ E, ¢ detto differenza propria.

e Esempio 1.2.1. Si consideri l'esperimento aleatorio che consiste nel lancio di un dado. Dati gli
eventi By = {1,2} e By = {1,2,3,4}, si ha E; C E,. Inoltre, risulta E = {3,4,5,6} e ES = {5,6},
mentre si ha £y U Ey = {1,2,3,4} e £y N Ey = {1,2}. Dato l'ulteriore evento E5 = {1, 5}, risulta
Ui_ Er = {1,2,3,4,5} e (;_, B = {1}. Infine, si ha E, \ Ey = (), mentre E, \ By = {3,4}. O

Gli eventi della classe (E})}_, sono detti incompatibili quando il verificarsi di uno di essi esclude
il verificarsi di tutti gli altri, ovvero quando Ej; N E; = () per ogni k # j = 1,...,n. Ovviamente, due
eventi E'; e F, sono incompatibili se £y N Fy = (). In particolare, E' ¢ E° sono eventi incompatibili,
cosi come ciascun evento elementare ¢ incompatibile con tutti gli altri eventi elementari di €2. Inoltre,
l'evento impossibile ¢ incompatibile con tutti gli altri eventi. Infine, se £, e F, sono incompatibili,
allora £ \ By = Ej.

Gli eventi della classe (E})}_, sono detti esaustivi quando uno di essi si deve necessariamente
verificare, ovvero quando | J;_, E), = €. Si dice che gli eventi della classe (E})}_, costituiscono una
partizione finita di 2 quando sono incompatibili e esaustivi. In modo analogo, gli eventi della
successione (F,,),>1, sono detti incompatibili quando E,, N E}, = () per ogni n # k = 1,2, ..., mentre
sono detti esaustivi quando |J -, E, = Q. Gli eventi della successione (E,),>1 costituiscono una
partizione numerabile di 2 quando sono incompatibili e esaustivi.

e Esempio 1.2.2. Si consideri il lancio di un dado. Gli eventi £y, = {1,3}, E» = {2,4,5} ¢ E5 = {6}
costituiscono una partizione finita di 2. Gli eventi Fy = {1,3,4}, Es = {2,4,5} ¢ E3 = {4,6} sono
esaustivi, anche se non costituiscono una partizione finita di €2. O

Data una successione (E,,),>1, si dice limite inferiore della successione 1'evento
o o
liminf, E, = | J () Ex
n=1k=n

ovvero l'evento liminf, F,, appartiene a tutti gli eventi della successione stessa ad esclusione al piu di
un numero finito di questi. Inoltre, si dice limite superiore della successione I'evento

limsup, E, = ﬁ [OJ E;,

n=1k=n
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ovvero l'evento lim sup,, F,, appartiene ad una infinita numerabile di eventi della successione stessa. Se
i due eventi liminf, F,, e limsup, F,, coincidono, allora si dice limite della successione 1'evento

lim E,, = liminf, F,, = limsup, F,, .

Inoltre, se F, C E, 1 per ognin = 1,2,..., la successione ¢ detta crescente, mentre se £, C E,
per ogni n = 1,2, ..., la successione ¢ detta decrescente. Successioni crescenti o decrescenti sono
dette monotone. Dalle precedenti definizioni risulta facile verificare che una successione crescente
ammette sempre limite, dato da

limE, = G E, .

n=1

cosi come una successione decrescente ammette sempre limite, dato da

li7anEn = ﬁ E, .

n=1

e Esempio 1.2.3. Si supponga di considerare un esperimento aleatorio che consiste nello scegliere
casualmente un punto su un segmento di lunghezza unitaria. In questo caso, lo spazio fondamentale
associato all'esperimento aleatorio ¢ dato da €2 = [0, 1]. Si consideri la successione (E,),>1 il cui
generico evento E, risulta E, = [0, 1(1 — ( — 1)")]. Dunque, si ha E,, = [0, 1] se n ¢ dispari, mentre

)
E, = {0} se n ¢ pari, da cui

liminf, F, = G ﬁ Ej, = G {0} = {0}

n=1k=n

timsup, B, — () U B = (110,31 = 0. 1]

n=1k=n n=1

Non esiste dunque il limite della successione in quanto liminf, &, e lim sup,, #,, non coincidono. Se si
considera invece la successione decrescente (E,,),>1 il cui generico evento risulta £, = [0,n7!], il
suo limite ¢ dato da

lim £, = ﬁ E, = {0},

n=1

in quanto, verificandosi l'evento elementare {0}, si verifica ciascun evento E,, della successione. Se si
considera invece la successione crescente (F,),>1 il cui generico evento ¢ E, = [0, %(1 —n ), il
suo limite risulta

n=1

in quanto, se si verifica l'evento [0, %], si verifica almeno un evento E,, della successione. O

Si noti che le operazioni definite per gli eventi possono essere estese in modo generale alle classi di
eventi, dal momento che in effetti classi di eventi costituiscono insiemi di insiemi. In particolare, date
due classi di eventi £ e &, si dice che £ € contenuta in & e si adotta la notazione & C &, se e solo
se per ogni evento F € & si ha E € &. Due classi di eventi &1 e & sono dette uguali e si adotta la
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notazione &1 = &, quando si ha contemporaneamente £ C & e & C &1. Se (Ex)res rappresenta una
classe di classi di eventi, dove I ¢ un insieme eventualmente non numerabile, la rispettiva unione ¢
definita come

& ={EcP@):3kecl,Ecé},
kel

mentre la rispettiva intersezione ¢ definita come

(& ={E€P(Q):VkeI,E€cé&}.
kel

Se I ={1,2,...}, in modo simile a quanto fatto per le successioni di eventi, si adotta la notazione
' . 1 . . . . . o0 o0
(€n)n>1, mentre l'unione e l'intersezione vengono indicate rispettivamente con | J,_ &, e [, —;En.

1.3. o-algebre

Considerato un esperimento aleatorio, anche se ogni parte di {2 pud essere interpretata come un
evento, certe parti potrebbero non essere interessanti ai fini di un determinato problema, oppure
potrebbero essere troppo complicate per essere analizzate. In ogni caso specifico, ¢ conveniente
dunque scegliere una classe di eventi non vuota, in modo che possieda caratteristiche di stabilita
rispetto alle principali operazioni insiemistiche. Una importante classe di eventi che gode di questa
proprieta ¢ la cosiddetta o-algebra.

Definizione 1.3.1. Si dice o-algebra di eventi una classe F non vuota di eventi di €2 tale che:
i)se £ € F,allora E° € F,
i) se (E,,),>1 ¢ una successione di eventi di F, allora ;- E,, € F. O

In pratica la o-algebra ¢ una classe di eventi “chiusa” rispetto alle operazioni di complementazione
e unione numerabile. Dunque, esempi immediati di o-algebre sono la classe P(€2), oppure la classe

{0,Q}.

e Esempio 1.3.1. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = {w1,ws,,ws}. Le possibili o-algebre che si
possono costruire da {2 sono date da

fl = {wa Q} 5 fQ = {Q)a {wl}a {WQ,W3},Q} P FI’) = {®7 {w2}7 {wlvw?)}; Q} 5
f4 = {(b: {w:’)}ﬂ {wl,("-)?}a Q} P f5 - {®7 {wl}v {w2}7 {w:’)}; {wlaw2}7 {wla (.4)3}, {w27w3}7 Q} i

Si noti che F; ¢ contenuta in tutte le altre o-algebre, mentre F; = P(£2) contiene tutte le altre. O

Proposizione 1.3.2. Ogni o-algebra F contiene la o-algebra {0, Q2}.

Dimostrazione. Dal momento che ogni o-algebra ¢ non vuota, esiste almeno un evento E € F.
Allora, dalla Definizione 1.3.1, si ha anche £ € F e EU E° = € F.Dunque, Q° =0 € F. O

Tenendo presente la precedente Proposizione, la o-algebra {(), 2} ¢ detta la piu piccola o-algebra
su 2. Al contrario, dal momento che per ogni o-algebra F su 2 si ha F C P(f2), allora P(2) ¢ detta

la piu grande o-algebra su €.

Proposizione 1.3.3. Se (E,),,>1 & una successione di eventi di F, allora ()", E,, € F.
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Dimostrazione. Dal momento che (E¢),>1 ¢ una successione di eventi di F,siha|J - E € Fe
di conseguenza (|J,_,E5)¢ € F. Dalla relazione di De Morgan si ha (),_, E, = (U, E%)°, da cui
segue la tesi.
O
Proposizione 1.3.4. Se F,, £y € F,allora B, \ E, € F.
Dimostrazione. Dal momento che Fy, F5 € F, anche Fy N K5 € F. La tesi segue dalla relazione

Ey\ By = By N ES. O

Attraverso le precedenti Proposizioni si deduce che la o-algebra ¢ una classe di eventi “chiusa”
rispetto alle principali operazioni insiemistiche considerate nella Sezione 1.2, ovvero rispetto alla
complementazione, all'unione e all'intersezione numerabile, e alla differenza. Inoltre, se (F,,),>1 ¢ una
successione di eventi di F anche gli eventi liminf, F,,, limsup, F,, e lim, F,, appartengono alla o-
algebra, in quanto sono definiti tramite unioni e intersezioni numerabili di eventi.

Proposizione 1.3.5. Se (F})rcr € una classe di o-algebre, allora I'intersezione F = (., F € una
o-algebra.

Dimostrazione. L'intersezione ¢ non vuota, dal momento che contiene almeno la o-algebra {(), {2}.
Se £ € F, allora E € Fj, per ogni k € I. Dunque, E° € F, per ogni k € [ e quindi E° € F. In
modo simile, se (E,),>1 € F, allora E, € Fj, per ogni n > 1 e k € I. Dunque, |, E, € Fj, per
ogni k € I equindi|J,-,E, € F. O

Anche se la precedente Proposizione assicura che l'intersezione di o-algebre ¢ ancora una o-
algebra, si noti che I'unione | J,,.; Fi. non ¢ in generale una o-algebra.

Nella Teoria della Probabilita risulta fondamentale considerare inizialmente una classe di eventi
con una struttura semplice con proprieta minimali e successivamente considerare una o-algebra che la
contiene. Piu esattamente, data una classe di eventi £ su €2, si dice o-algebra generata da &, e si indica
con o (&), la piu piccola o-algebra che contiene £. Dunque, se (Fj)rer € la classe di o-algebre tali che
& C Fi, allora

o) =()F-

kel

Evidentemente o (€) contiene, oltre a tutti gli eventi di £, anche tutti gli eventi che si possono ottenere
al piu da un insieme numerabile di operazioni effettuate sugli eventi di &.

e Esempio 1.3.2. Si consideri di nuovo 1'Esempio 1.3.1. Data la classe di eventi £ = {0, {w2,ws}},
allora &€ C F5 ¢ £ C F5. Quindi si ha

o= () Fa=Fa.

ke{2,5}
Si noti inoltre che

U Fr = {®7 {wl}v {w2}7 {w17w3}’ {w27w3}7 Q}

ke{2,3}

non ¢ una o-algebra. Ad esempio, la precedente classe non contiene I'evento

E = {wl,W3} N {wg,wg} = {u)g} . O
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1.4. Spazi probabilizzabili

Se F ¢ una o-algebra su €2, la coppia (€2,F) ¢ detta spazio probabilizzabile. Uno spazio
probabilizzabile puo essere costruito a partire da una classe iniziale £ di eventi di €2, in modo tale da
considerare la o-algebra F generata da &, ovvero F = o(£). Se la classe £ ¢ scelta in maniera
appropriata, o(&) soddisfa qualsiasi esigenza di carattere pratico, nel senso che contiene tutti gli
eventi sui quali normalmente si opera. In ogni caso, sussiste una certa arbitrarieta nella scelta della
classe iniziale, in quanto dipende dal criterio con il quale si considerano alcuni eventi interessanti e
altri eventi non interessanti.

Se @ ={wi,...,w,} ¢ finito, si puo scegliere la classe degli eventi elementari & = ({wy})}_;
come classe iniziale. In questo caso, F = o(&) = P(12). Risulta facile verificare che F contiene 2"
eventi, ovvero card(F) = 2". In modo analogo, se £ = (E}))}_, ¢ una partizione finita di (2, allora
F = o(€) e si ha di nuovo card(F) = 2".

e Esempio 1.4.1. Se si considera il lancio di un dado, allora si puo scegliere £ = ({k})¢_,, in modo
tale che si ha F = P(2) con card(F) = 2° = 64. Tuttavia, se l'interesse dell'esperimento aleatorio &
focalizzato solamente sul verificarsi di una faccia pari o dispari, si potrebbero considerare solamente
gli eventi F; = {1,3,5} e Fy = {2,4,6}, in modo tale che £ = {Ey, E»} costituisce una partizione
finita di 2. In questo caso, si ha

F = O-(g) = {Q)aElaE?;Q} 5
con card(F) = 22 = 4. O

e Esempio 1.4.2. Un esperimento aleatorio consiste nello spezzare casualmente un segmento di
lunghezza unitaria in due parti. Anche se in questo caso lo spazio fondamentale €2 = [0, 1] contiene
una infinitd non numerabile di eventi elementari, si pud considerare gli eventi £y = [0, 3[, E» = [}, 3]
e b3 = [%, 1], che rappresentano rispettivamente I'evento che il segmento sia stato spezzato nella parte
inferiore, centrale o superiore. Evidentemente, £ = { E'j, F, E5} costituisce una partizione finita di €2,

per cui
f = 0'(8) = {(Z),El,Eg,Eg,El UE2,E1 U Eg,EQ UEg,Q} .

Tuttavia, la ricchezza di eventi contenuta in €2 non viene effettivamente considerata a causa della
estrema semplicita della classe iniziale. O

Se 2 ¢ numerabile, ovvero = {wy,ws, ...}, si puod scegliere di nuovo la classe degli eventi
elementari £ = ({w;, })n>1 come classe iniziale. Dunque, si ha ancora F = o (&) = P(Q2).

Se €2 ¢ non numerabile, allora non ¢ opportuno considerare l'insieme delle parti P(£2), in quanto
questa classe risulta troppo ampia da probabilizzare (si veda il Capitolo 3). Quindi, ci si deve limitare
a scegliere una adeguata classe iniziale, in modo tale che o(&) contenga gli eventi di interesse per
l'analisi dell'esperimento aleatorio.

e Esempio 1.4.3. Si consideri lo spazio fondamentale {2 = R. In questo caso, la classe iniziale £ puo
essere scelta come la classe degli eventi del tipo a, b]. Se si considera dunque la o-algebra F generata
da &, ovvero F = o(€), & opportuno analizzare alcune categorie di eventi che appartengono a F. La
successione di eventi (E),),>1, dove E,, = |a — n1, b] appartiene a F, ed essendo questa successione
decrescente, il suo limite € dato da

limE, = ()]a—n"",b] = [a,b] .

n=1

Quindi, F contiene gli eventi del tipo [a, b]. Dal momento che
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ﬁa—n ya] = {a},

la o-algebra F contiene anche tutti gli eventi elementari. Inoltre, la successione di eventi (E,,),>1,
dove E,, = |a — n, b] appartiene a F, ed essendo questa successione crescente, il suo limite ¢ dato da

o
limE, = | J]a—n,b] =] - 00,b] .
n

n=1
Quindi, F contiene eventi del tipo | — oo, b]. In generale, si puo verificare che la o-algebra F generata
da & contiene tutti gli eventi del tipo |a, b, ]a, b], [a, [ e [a, b], gli eventi del tipo | — oo, b], | — o0, b],
[a, 00| e |a, 00|, oltre a tutti gli eventi elementari. Inoltre, F contiene tutti gli eventi ottenibili da un
insieme numerabile di operazioni insiemistiche su questi eventi. O

Nel linguaggio della Teoria della Misura, la o-algebra discussa nell'Esempio 1.4.3 ¢ detta o-
algebra di Borel, che prende nome dal matematico francese Emile Borel (1871-1956), uno dei pionieri
della Teoria della Misura e delle sue applicazioni alla Teoria della Probabilita. Generalmente, la o-
algebra di Borel ¢ indicata con B(R) e i suoi elementi sono detti Boreliani. Inoltre, la coppia
(R, B(R)) ¢ uno spazio misurabile. Si puo dimostrare che la costruzione della o-algebra di Borel puo
anche essere fatta a partire dalla classe degli insiemi aperti di R, dal momento che ogni insieme aperto
di R pud essere espresso come unione numerabile di insiemi del tipo ]a, b[ (si veda Dudley, 2004,
p-98). Questa costruzione ¢ equivalente a quelle fatte partendo da una qualsiasi classe di insiemi del
tipo |a, b|, ]a, b], [a, b] e [a, b], o da una qualsiasi classe di insiemi del tipo | — oo, b], | — 00, b, [a, o]
e |a,o0[. Se T C R, si adotta anche la notazione B(T) per indicare la o-algebra i cui elementi sono del
tipo BN T con B € B(R). Si noti infine che la costruzione di insiemi che non sono Boreliani ¢ molto
laboriosa (si veda Dudley, 2004, p.496) e dunque B(R) soddisfa pienamente alle esigenze di carattere
pratico.

Figura 1.4.1. Emile Borel (1871-1956).

1.5. Prodotto cartesiano di spazi fondamentali

Si considerino n esperimenti aleatori, a ciascuno dei quali risulta associato lo spazio fondamentale
Qp, dove k =1,...,n, e si combinino in modo da ottenere un unico esperimento aleatorio. In questo
caso, lo spazio fondamentale prodotto risulta essere il prodotto cartesiano

Q=0 x---xQ,,
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ovvero gli elementi di 2 sono tutte le possibili n-ple (wy,...,w,) tali che w; € Q4,...,w, € Q,. In
questo caso, se F; C Qy,...,FE, C Q,, si dice evento rettangolare un evento F dello spazio
fondamentale prodotto €2 i cui elementi risultano essere tutte le possibili n-ple (wi,...,w,) con
wy € Bq,...,w, € E,, ovvero

EFE=F x---xFE,.

Inoltre, l'evento Ej C €2 ¢ detto evento proiezione dell'evento rettangolare F su 2. Infine, se J ¢
una scelta di indici di I = {1,...,n}, un evento E' C 2 ¢ detto evento cilindrico se si verificano gli
eventi &, C Q, con k € J, ovvero

E=Fx---xF,,

dove F, = Eysek € J, mentre Fj, = Qpsek € I\ J.

Se (24, F1), ..., (2, F,) sono n spazi probabilizzabili corrispondenti agli n esperimenti aleatori,
la o-algebra prodotto F relativa allo spazio fondamentale prodotto €2 ¢ la o-algebra generata dalla
classe dagli eventi rettangolari di € e si scrive

F=Fx --F,.

La coppia (€2, F) ¢ detta spazio probabilizzabile prodotto. Inoltre, per quanto riguarda la costruzione
dello spazio probabilizzabile (€2, F), se 2 ¢ finito o numerabile, allora si puo scegliere 7 = P(€2). Se
invece almeno uno degli spazi fondamentali €2; ¢ non numerabile, allora anche €2 ¢ non numerabile. In
questo caso, F puo essere scelta come la o-algebra generata dagli eventi rettangolari di €.

Nella Teoria della Misura si considera usualmente lo spazio prodotto R" = R x --- x R. In questo
caso, la o-algebra di Borel su R" ¢ data da B(R") = B(R) ® --- ® B(R) e puo essere costruita a
partire dagli insiemi rettangolari di R™ del tipo |ai,b1] X -+ X |ay, b,] (0 in modo simile a quanto
visto nella Sezione 1.4, dal prodotto cartesiano di ogni tipo di intervallo o semiretta). Nel linguaggio
della Teoria della Misura, la coppia (R”, B(R")) € uno spazio misurabile prodotto. Infine, se T C R",
si adotta la notazione B(T) per indicare la o-algebra i cui elementi sono del tipo BNT con
B e B(R").

In generale, se si considera una classe di spazi fondamentali (£2;)ic;, dove I ¢ un insieme
eventualmente non numerabile, allora lo spazio fondamentale prodotto ¢ dato da

Q:HQk,

kel

ovvero in questo caso gli elementi di € risultano essere tutte le famiglie del tipo (wy)res tali che
wy € Q. per ogni k € I. Inoltre, si dice evento rettangolare un evento F dello spazio fondamentale
prodotto €2 i cui elementi risultano essere tutte le possibili famiglie (wy)xes tali che wy, € Ej, per ogni

k € I, ovvero
E=]]E:.
kel

Infine, se J ¢ una scelta di un numero finito di indici di I, un evento E C ) ¢ detto evento cilindrico
se si verificano gli eventi £}, C €2 con k € J, ovvero

E=]]F.
kel
dove F, = Exsek € J, mentre Fj, = Q. sek € I\ J.
Se ((%,Fr))rer € la classe di spazi probabilizzabili corrispondente alla classe di esperimenti

aleatori, la o-algebra prodotto F sullo spazio fondamentale prodotto €2 ¢ la o-algebra generata dalla
classe degli eventi cilindrici di €2 e viene scritta come
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F=Q)F:.

kel

Anche in questo caso, la coppia (€2, F) ¢ detta spazio probabilizzabile prodotto.

e Esempio 1.5.1. Si considerino due lanci di una moneta. Dal momento che ogni lancio ¢ un
esperimento aleatorio che ha come spazio fondamentale €, = {¢,c}, con k = 1,2 (dove al solito t e ¢
rappresentano gli esiti relativi al verificarsi delle due facce della moneta), lo spazio fondamentale
prodotto relativo all'esperimento aleatorio combinato risulta

Q=0 x Q= {(t,t), (t,¢),(c,1),(c,c)} .

La o-algebra prodotto ¢ data da F = F; ® Fy = P(Q), dove F; =P(Q2y) e Fo =P(y), con
card(F) = 2* = 16. Dunque, risulta

F={0,{t: )} {(t, )} {(e, D)} {(e, )} {5 0), (¢, )} {(5, 1), (e, 1) 3, {(E, 1), (¢, €)
{(t,0), (e, )} {(t, ¢), (e, )}, {(e, 1), (¢, )}, {(£,1), (L, €), (¢, 1)}
{@ 1), (&, ¢), (e )} A1), (e,1), (e, )}, {(E, €), (1), (¢, €) 3, 2

L'evento E = {(t,t), (¢,t)} ¢ rettangolare, dal momento che puo essere espresso come F = Fy X Es,
dove Fy = {t,c} ¢ un evento di §2;, mentre Ey = {t} ¢ un evento di (2. L'evento F ¢ anche
cilindrico, dal momento che E; = (21, ¢ pud essere rappresentato dunque come E = §2; x Es. Al
contrario, l'evento E = {(t,t), (t,c),(c,t)} non & rettangolare, in quanto non pud essere espresso
come prodotto cartesiano di eventi di €21 e 2s. O

e Esempio 1.5.2. (Schema di Bernoulli) Si analizza la generalizzazione dell'Esempio 1.5.1. Si
consideri un esperimento aleatorio con esito dicotomico, ovvero suscettibile di assumere due soli
risultati wy; e wo del tipo “successo” e “insuccesso”. Uno schema che sta alla base di molti modelli
probabilistici ¢ appunto la ripetizione di questo esperimento aleatorio per n volte. Lo spazio
fondamentale prodotto €2 = €2y x --- x €}, relativo alla combinazione degli n esperimenti aleatori
risulta allora composto da 2" elementi del tipo (wj,,...,w;j, ), dove j = 1,2 e k =1,...,n. In effetti,
(Wj,s-..,wj,) € il risultato dell'esperimento combinato tale che “w; si ¢ verificato nel primo
esperimento, ... , wj, si € verificato nell'n-esimo esperimento”. In pratica {2 ¢ costituito da tutte le 2"
possibili n-ple composte dai risultati w; e wo. Quindi, la o-algebra prodotto ¢ data da
F=F® - ®F, =P(Q) ed & pertanto costituita da 2>" eventi. Lo schema appena considerato puo
essere ulteriormente generalizzato considerando un'infinitd numerabile di ripetizioni dell'esperimento
aleatorio. In questo caso, lo spazio fondamentale prodotto 2 =[], €2, relativo alla combinazione
degli esperimenti aleatori risulta allora composto dalle successioni del tipo (wj, )n>1, dove j, =1, 2.
Inoltre, la o-algebra prodotto F = ), ~,F, puod essere costruita a partire dalla classe degli eventi

cilindrici. Risulta interessante notare che se 2, = {0, 1}, allora ogni elemento di 2 ¢ in effetti una
successione di simboli 0 e 1. Tenendo presente la rappresentazione binaria dei numeri in [0, 1], ogni
evento elementare di 2 puo essere quindi messo in corrispondenza con un numero in [0, 1]. Lo schema
considerato ¢ quindi equivalente all'esperimento aleatorio che consiste nello scegliere in modo casuale
un punto su un segmento di lunghezza unitaria (per un approfondimento di questi argomenti si
consideri Billingsley, 1995, p.1). Si deve infine sottolineare che il cosiddetto “schema delle prove
ripetute” ora descritto ¢ anche detto schema di Bernoulli, dal momento che fu introdotto dal
matematico svizzero Jakob Bernoulli (1654-1705), un membro della famosa famiglia di matematici e
fisici che include fra l'altro il fratello Johann Bernoulli (1667-1748) e il nipote Daniel Bernoulli
(1700-1782). Jakob Bernoulli ¢ l'autore di Ars Conjectandi (pubblicato postumo nel 1713), 'opera che
ha posto le basi del calcolo combinatorio e introdotto alcuni risultati fondamentali della Teoria della
Probabilita. O
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Figura 1.5.1. Jakob Bernoulli (1654-1705) e
frontespizio di Ars Conjectandi (1713).

e Esempio 1.5.3. Si consideri il tempo di attesa per un evento sismico in due determinate regioni.
Ogni risultato di questo fenomeno aleatorio ¢ del tipo “i tempi di attesa sono rispettivamente pari a ¢;
e to unita temporali”, dove t1,%2 > 0. Quindi, dal momento che lo spazio fondamentale relativo a
ciascun fenomeno aleatorio ¢ del tipo € = [0,00[ con k = 1,2, lo spazio fondamentale prodotto
risulta

Q:Ql XQQZ [0,00[X [0,00[
L'evento
E = {(tl,tg) et € [1,3],t2 S [4,00[}

¢ rettangolare dal momento che E = E; x E», dove Ey C 1 e Ey C 2y sono dati da Fy = [1,3] e
Ey = [4, 00]. Al contrario I'evento

E:{(tl,tg) €EQ:t1+ty € [0,3]},

ovvero “la somma dei tempi di attesa non supera le 3 unita temporali”, non ¢ dato dal prodotto
cartesiano di eventi di {21 e 2. Infine l'evento

E = {(tl,tg) et € [073]} >

ovvero “il tempo di attesa nella prima regione non supera le 3 unita temporali”, risulta esprimibile
come prodotto cartesiano ¥ = E; X (), dove E; C €2 € dato da Ey = [0, 3]. Quindi, F rappresenta
l'evento cilindrico che si verifichi £ nel primo esperimento aleatorio. Per quanto riguarda infine la o-
algebra prodotto, F ¢ in questo caso la o-algebra generata dagli eventi rettangolari del tipo £y X Ebo,
dove E) € Fi e Ey € F,, mentre F; e F» sono o-algebre di eventi rispettivamente costruite come
nella Sezione 1.4 nel caso di un solo esperimento aleatorio con spazio fondamentale di cardinalita non
numerabile. Se si considera infine il tempo di attesa per un evento sismico per regioni situate lungo un
intero meridiano, allora lo spazio fondamentale prodotto risulta € = [],.,€%, dove I rappresenta
l'insieme di posizioni sul meridiano. In questo caso, I ¢ un insieme che contiene un'infinitd non
numerabile di indici e F puo essere scelta come la o-algebra generata dalla classe degli eventi
cilindrici di €. O

1.6. Riferimenti bibliografici

Per quanto riguarda la storia della Teoria della Probabilita, si suggerisce di consultare i testi di Hald
(1998, 2003). L'approccio alla probabilita basato sulla Teoria della Misura ¢ estesamente considerato
nei testi avanzati di Ash e Doléans-Dade (2000), Billingsley (1995), Borovkov (2013), Foata e Fuchs
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(1998), Gut (2005), Rao ¢ Swift (2006), Resnick (2014) e Walsh (2012) e nei testi introduttivi di
Jacod e Protter (2004), Letta (1993), Rosenthal (2006) e Venkatesh (2012). Basandosi sul medesimo
approccio, i testi di Dudley (2004) e Kallenberg (2002) forniscono risultati e dimostrazioni in modo
dettagliato e sono opportuni per un lettore esigente. Per un approccio classico alla probabilita, si
dovrebbe consultare il fondamentale testo di Feller (1968). Per quanto riguarda le tecniche di
enumerazione ¢ il calcolo combinatorio si veda Graham et al. (1994).

1.7. Esercizi svolti

Sezione 1.1

e Esercizio 1.1.1. (Modello di Maxwell-Boltzmann) Si consideri I'esperimento aleatorio che consiste
nell'inserire in modo casuale m palline distinguibili in M celle. Si determini la cardinalita dello spazio
fondamentale €2 relativo all'esperimento.

Soluzione. Al fine di enumerare le configurazioni di palline nelle celle, si consideri il principio di
moltiplicazione. Questo principio afferma che in una sequenza di m scelte, per cui vi sono M;
alternative al primo livello, ..., M, alternative all'm-esimo livello, il numero di possibili modi in cui
possono essere fatte le scelte ¢ dato da []"; M. Nel caso specifico, si deve scegliere dove inserire la
prima pallina nelle M celle, ..., 'm-esima pallina nelle M celle. Dunque, card({2) = M™. Nel
modello di Maxwell-Boltzmann, inizialmente considerato nella fisica teorica, questa cardinalita ¢ in
effetti quella delle modalita in cui si possono disporre m particelle in M regioni spaziali. O

e Esercizio 1.1.2. Si consideri 'esperimento aleatorio che consiste nell'inserire in modo casuale m
palline distinguibili in M celle in modo tale da avere al massimo una pallina per cella, assumendo che
m < M. Si determini la cardinalita dello spazio fondamentale (2 relativo all'esperimento.

Soluzione. Per il principio di moltiplicazione considerato nell'Esercizio 1.1.1, si deve scegliere
dove inserire la prima pallina nelle M celle, la seconda pallina nelle rimanenti (M — 1) celle

disponibili, ..., I'm-esima pallina nelle ultime (M — m + 1) celle disponibili. Dunque, si ha
M!
Si osservi che se m = M, allora risulta card(2) = M. O

e Esercizio 1.1.3. (Modello di Bose-Einstein) Si consideri l'esperimento aleatorio che consiste
nell'inserire in modo casuale m palline indistinguibili in M celle. Si determini la cardinalita dello
spazio fondamentale {2 relativo all'esperimento.

Soluzione. Per ogni configurazione di palline nelle celle si pud adottare una rappresentazione per
mezzo di due simboli, ovvero le barre e gli asterischi. Piu esattamente, si considerano M spazi fra
(M + 1) barre per indicare le celle, mentre le palline indistinguibili vengono indicate con m asterischi
disposti fra le barre. Si tenga presente che il simbolo iniziale e finale in ogni configurazione deve
essere necessariamente la barra. Al fine di ottenere una configurazione, si deve dunque scegliere dove
inserire la prima pallina fra le (M — 1) barre interne, ovvero si hanno M possibili scelte. Si ottiene in
questo modo una sequenza di M simboli, ovvero (M — 1) barre e un asterisco. La seconda pallina
viene inserita fra gli M simboli precedenti, ovvero si hanno (M + 1) possibili scelte. Si ottiene quindi
una sequenza di (M + 1) simboli, ovvero (M — 1) barre e due asterischi. Iterando il procedimento,
I'm-esima pallina viene inserita fra gli (M +m —2) simboli precedenti, ovvero si hanno
(M 4+ m — 1) possibili scelte, ottenendo infine una sequenza di (M +m — 1) simboli, ovvero
(M — 1) barre e m asterischi. Le palline sono indistinguibili e quindi l'ordine in cui vengono inserite ¢
ininfluente. Dunque, dal momento che esistono m! possibili ordini di inserimento e per il principio di
moltiplicazione, si ha
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card(Q):M<M+1)x X (M+m—1) <M+m—1).

m! m

Nel modello di Bose-Einstein considerato nella meccanica statistica, questa cardinalita ¢ in effetti
quella delle modalita in cui si possono disporre m particelle indistinguibili in M regioni spaziali. I
modello si applica ad esempio ai fotoni ed atomi che contengono un numero pari di particelle
elementari.
O

e Esercizio 1.1.4. (Modello di Fermi-Dirac) Si consideri l'esperimento aleatorio che consiste
nell'inserire in modo casuale m palline indistinguibili in M celle in modo da avere al massimo una
pallina per cella, assumendo che m < M. Si determini la cardinalita dello spazio fondamentale €2
relativo all'esperimento.

Soluzione. Sulla base dell'Esercizio 1.1.2, dal momento che esistono m! possibili ordini di
inserimento di palline indistinguibili, si ha

M(M —1) x - x (M=m+1) _ (M)

m)

card(2) =

m

Nel modello di Fermi-Dirac, questa cardinalita ¢ in effetti quella delle modalita in cui si possono
disporre m particelle indistinguibili in M regioni spaziali, in modo che ogni regione contenga al
massimo una particella. Il modello si applica ad esempio ad elettroni, protoni e neutroni. O

Sezione 1.2

e Esercizio 1.2.1. Considerato lo spazio fondamentale 2 e la successione di eventi (E,),>1, si
verifichi che liminf, F,, C limsup,, F,, e che

limsup, F,, = (liminf, E})¢ .

Soluzione. Si assuma che w € liminf, £,. Tenendo presente la definizione di limite inferiore di
una successione di eventi, per qualche n si ha w € (), Ex e quindi risulta w € E}; per ogni k > n.
Dunque, si ha che we |J;_, Er per ogni n, ovvero w € [\~ U, Er = limsup, E,. Quindi,
liminf, F,, C limsup,, F,,. Inoltre, tenendo presente la relazione di De Morgan, si ha

lim sup, E,, = ﬁ (ﬁ Ek> = (U N Ek> (liminf, E)° . O
n=1 \k=n

n=1k=n

e Esercizio 1.2.2. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = [0, 2] e la successione di eventi (E,,);>1
tale che £, = [0,1 + ( — 1)""'n~!]. Si determini liminf,, E,, € limsup, E,,.
Soluzione. Si ha

—n 1 n pari
(5= u
0 1 —(n+1)"'] n dispari
e dunque risulta

liminf, £, = U 0,1—(n+1)"=10,1].

Analogamente, si ha
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Loj Ey = { {0,1 +(n+1)71 npari

—1 . .
et 0,1+n"] n dispari

e dunque risulta

o0

limsup, F,, = ﬂ 0,1 +n" ' =10,1].
n=1
Non esiste il limite della successione in quanto liminf,, £, e lim sup,, £, non coincidono. O

e Esercizio 1.2.3. Si consideri uno spazio fondamentale € e la successione di eventi (E,,),>1 tale che
FE,, = E sen ¢ pari, mentre F,, = F' se n ¢ dispari. Si determini lim inf,, F,, e limsup, F,,.
Soluzione. Si ha

(Er=()(ENEn)=()(ENF)=ENF
k=n k=n k=n

e dunque risulta

liminf, E, = | J(ENF)=ENF.

n=1

Analogamente, si ha

UE = (EVEL) =] EUVUF)=EUF
k=n k=n k=n

e dunque risulta
o0
limsup, E, = [ (EUF)=EUF .
n=1
Non esiste il limite della successione in quanto liminf,, £, e lim sup,, £/, non coincidono. O

Sezione 1.3

e Esercizio 1.3.1. Si consideri lo spazio fondamentale relativo al lancio di un dado, ovvero
0 =1{1,2,3,4,5,6}, e laclasse di eventi £ = { £, E»}, dove Ey = {1,2} e By = {2}. Si descriva la
o-algebra o(€) generata da £.

Soluzione. La g-algebra F = o(£) deve contenere gli eventi £y N Ey = {2}, By NES = {1} ¢
EfNES ={3,4,5,6} che costituiscono una partizione di €2, oltre agli eventi () e 2. Dunque, la o-
algebra richiesta ¢ data da

F={0,{1},{2},{1,2},{3,4,5,6},{1,3,4,5,6},{2,3,4,5,6},Q} . O

e Esercizio 1.3.2. Si consideri spazio fondamentale €2 e la classe di eventi £ = {E}, E»}. Si descriva
la o-algebra o () generata da &.

Soluzione. La o-algebra F = (&) puo essere costruita dalla partizione di €2 data dai 4 eventi
Ei1N By, BN ES, Ef N Ey e BN ES. La o-algebra F ¢ tale che card(F) = 2! e contiene tutti gli
eventi che si possono ottenere mediante le opportune unioni di eventi della partizione. In generale, se
si considera la classe di eventi £ = {F},..., E,}, la o-algebra F = (&) puo essere costruita dalla
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partizione di € data dai 2" eventi del tipo (,_, F}, dove F, = Ey sek € Je F,=E{sek eI\ J,
mentre J ¢ una scelta di indici di = {1,...,n}. In questo caso risulta card(F) = 27", O

Sezione 1.4

e Esercizio 1.4.1. Si consideri lo spazio fondamentale {2 = ]0, 1] e la classe di eventi F di €2 tale che
se I/ € F, allora E ¢ numerabile o £ ¢ numerabile. Si verifichi che F ¢ una o-algebra.

Soluzione. La classe F ¢ non vuota dal momento che E =]0,1] N Q € F ¢ numerabile. Dalla
definizione di F si verifica immediatamente che se £ € F allora E° € F. Inoltre, sia (F,),>1 una
successione di eventi di F. Tenendo presente che un'unione numerabile di eventi numerabili ¢ ancora
numerabile, se tutti gli eventi della successione sono numerabili si ha |J,—, E, € F. Al contrario, si
supponga che almeno un evento £}, della successione sia tale che £} ¢ numerabile. Dunque, si ha
(U2 B =N ES C Ef € F e quindi anche in questo caso risulta | J-, E,, € F. Si deve quindi
concludere che F ¢ una o-algebra. O

Sezione 1.5

e Esercizio 1.5.1. Si consideri lo spazio probabilizzabile prodotto (2, F) con 2 =Q; x Qs ¢ la
classe di eventi F; tale che se E' € )y, allora E¥ x {2s € F. Si verifichi che F; ¢ una o-algebra sullo
spazio fondamentale €2;.

Soluzione. Si osservi che F; € una classe di eventi cilindrici. La classe € non vuota dal momento
che F ¢ una o-algebra. Inoltre, se &/ € F; si ha

E°XxQy=(Ex ) eF

e quindi £¢ € F;. Infine, se (E,),>1 € una successione di eventi di F; si ha

Loj (En XQQ) = (

percui |J)~ | E,, € Fi. Dunque, F; ¢ una o-algebra. O

E’IL) XQQEfa
1

n=
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Capitolo 2
Misure di probabilita

2.1. Definizione assiomatica di probabilita

Il trattamento rigoroso della Teoria della Probabilita ¢ stato introdotto intorno al 1930 dal
matematico russo Andrej Nikolaevic Kolmogorov (1903-1987). Kolmogorov sviluppo il concetto di
probabilita assumendo la Teoria della Misura come metalinguaggio per la Teoria della Probabilita, in
modo da superare il dibattito fra quanti consideravano la probabilita come limite di frequenze relative,
ovvero la cosiddetta impostazione frequentista, e quanti cercavano un fondamento logico della stessa
(per un'analisi approfondita dei vari concetti di probabilita, si veda von Plato, 1994). Al contrario,
l'approccio proposto da Kolmogorov semplicemente definisce la probabilitd in modo assiomatico,
postulando in effetti che la probabilita sia una misura normalizzata (Kolmogorov, 1933). Risulta
quindi opportuno definire inizialmente il concetto di misura prima di introdurre quello di probabilita.

Figura 2.1.1. Andrej Nikolaevic Kolmogorov (1903-1987).

Definizione 2.1.1. Una applicazione p : F — [0, co[ € una misura su F se per ogni successione di
eventi incompatibili (E,),>1 € F si ha

M(GEn> :f:ﬂ(En)' O

La precedente definizione stabilisce che una misura ¢ una funzione non negativa su JF con la
cosiddetta proprieta della o-additivita (o additivita numerabile). Una misura ¢ detta invece additiva se
dati n eventi incompatibili (Ej)}_, € F, allora pu(U,_, Ex) = > p_11(Ex). Inoltre, se () =1 la
misura ¢ detta normalizzata. Nel linguaggio della Teoria della Misura, la terna (€2, F, 1) € detta spazio
misurato.
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Data l'importanza del concetto di probabilita, in modo leggermente ridondante, viene data di
seguito anche la classica definizione assiomatica di probabilita attraverso tre assiomi (che
evidentemente definiscono di nuovo la probabilita come misura normalizzata).

Definizione 2.1.2. Una applicazione P : F — [0, co[ ¢ una misura di probabilita (o semplicemente
probabilita) se:
i) P(FE) > 0perogni E € F,
i) P(Q) =1,
iii) per ogni successione di eventi incompatibili (E,),>1 € F siha

P( ) E) = iP(En) . O

n= n=1

In effetti, gli assiomi i) e iii) della Definizione 2.1.2 stabiliscono che la probabilita ¢ una misura o-
additiva, mentre 1'assioma ii) stabilisce che questa misura ¢ normalizzata a 1. La terna (2, F, P) ¢
detta spazio probabilizzato. Si noti che l'approccio assiomatico non fornisce il modo con cui
selezionare la misura di probabilita P. In pratica, l'individuo che analizza l'esperimento o il fenomeno
aleatorio esprime un “grado di fiducia” nei confronti degli eventi di F, che lo portano a definire una
data misura di probabilita. Ovviamente, un differente individuo potrebbe essere incline a specificare
un diverso “grado di fiducia” nei confronti degli stessi eventi di F, in modo tale da definire una
differente misura di probabilitd rispetto al primo individuo. Quindi, la scelta di P, ovvero la
costruzione di uno spazio probabilizzato, ha per sua natura un carattere arbitrario e sara discussa in
dettaglio nella Sezione 2.3.

2.2. Alcune proprieta della probabilita

Come conseguenza della definizione assiomatica di probabilita derivano numerose proprieta.
Alcune di queste proprieta sono enunciate di seguito.

Proposizione 2.2.1. Se (2, F, P) & uno spazio probabilizzato, si ha P((}) = 0.

Dimostrazione. Dal momento che 2 = Q2 U (), essendo €2 e () incompatibili, per l'assioma iii) della
Definizione 2.1.2 si ha P(§2) = P(2) + P(0) e quindi risulta P(()) = 0 tenendo presente 1'assioma ii)
della Definizione 2.1.2. O

Proposizione 2.2.2. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Se E € F, allora
P(E‘)=1—-P(E).

Dimostrazione. Dal momento che 2 = E U E°, essendo F e E° incompatibili, per 1'assioma iii)
della Definizione 2.1.2 si ottiene P(2) = P(F)+ P(E°), da cui si ha la tesi tenendo presente
l'assioma ii) della Definizione 2.1.2. O

e Esempio 2.2.1. (Problema dei compleanni) In modo simile all'Esempio 1.1.3, si considerino m
palline distinguibili inserite in modo casuale in M celle. Si supponga che ogni configurazione di
palline nelle celle sia ugualmente probabile, ovvero che per ogni evento elementare di {2 si abbia
P({wr}) = M. Si vuole determinare la probabilita di avere una configurazione con almeno due
palline in una cella. In questo caso, se I rappresenta l'evento di ottenere una configurazione con al piu

una pallina per cella, dal momento che esistono (M]”f[;n), di tali configurazioni se m < M, si ha
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M! 1
(M —m)! Mm™°

P(E) =

mentre P(E) = 0 se m > M. Dunque, la probabilita richiesta ¢ data da

M! 1

PO =1 = 3 oyt 3

se m < M, mentre P(E°) =1 se m > M. Risulta inoltre facile verificare che P(E°) ¢ una funzione
crescente di m per un dato M. Questi risultati possono essere utilizzati nella soluzione del cosiddetto
problema dei compleanni. Supponendo che m persone siano riunite in una stanza, questo problema
consiste nell'ottenere la probabilita di avere almeno due persone con il compleanno nello stesso giorno
dell'anno. Se si assume che tutte le configurazioni di compleanni siano ugualmente probabili e di
avere un anno pari a M = 365 giorni, la probabilita richiesta si ottiene immediatamente dalla
precedente espressione. In modo piuttosto controintuitivo, ¢ sufficiente che m = 23 persone siano
presenti nella stanza per ottenere che questa probabilita sia maggiore di % In effetti in questo caso si
ha P(E°) ~ 0.507. Si noti che P(E°) cresce rapidamente al crescere di m. In effetti se m = 50
persone sono presenti nella stanza, si ha P(E°) ~ 0.970. Per curiosita relative al problema dei
compleanni si veda Olofsson (2015, p.61). O

Proposizione 2.2.3. Sia (€2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Se Ey, E; € F e E; C E», allora
P(Ey\ Ey) = P(E,) — P(E)) .

Inoltre, si ha P(E;) < P(Es).
Dimostrazione. Dal momento che £} C F,, Es pud essere scritto come

Ey=FE iU (Ey\ E1),
dove F; e E5 \ Ej sono tra loro incompatibili. Dunque, per l'assioma iii) della Definizione 2.1.2 si ha
P(Ey) = P(Ey) + P(Ey\ Ev),

da cui segue immediatamente la prima parte. Essendo P(E;\ E;) > 0 per l'assioma i) della
Definizione 2.1.2, si ha la seconda parte. O

Come conseguenza della Proposizione 2.2.3, dal momento che per ogni £ € F si ha E C (), allora
P(E) < P(2) = 1. Tenendo presente 'assioma i) della Definizione 2.1.2, si pud quindi concludere
che 0 < P(E) < 1lperogni £ € F.

Proposizione 2.2.4. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Se F,, FE» € F, allora

P(E1UE,) = P(Ey)+ P(Ey) — P(E1NEy).

Dimostrazione. Tenendo presente le relazioni

E\UE, = FE U (Ey\ EY)

Ey, = (E1NEy)U(Ey\ Ey),

dal momento che i secondi membri delle due uguaglianze sono dati dall'unione di eventi incompatibili,
per l'assioma iii) della Definizione 2.1.2 risulta

P(E\U Ey) = P(Ey) + P(E» \ En)
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P(E,) = P(E, N Ey) + P(Ey\ Ey) .

Sottraendo membro a membro queste relazioni si ottiene la tesi. O

e Esempio 2.2.2. (Gioco del bridge) Il gioco del bridge ¢ stato frequentemente analizzato in termini
teorici dai matematici. Emile Borel ¢ stato addirittura I'autore, insieme al giocatore di scacchi e di
bridge André Chéron (1895-1980), di un manuale specifico, ovvero Théorie Mathématique du Bridge
a la Portée de Tous (1940). Nel gioco del bridge viene assegnata ad ogni giocatore una mano
composta da 13 carte scelte casualmente da un mazzo di 52 carte. Quindi, se si considera la mano di
carte assegnata ad un singolo giocatore, i possibili risultati sono dati da tutte le scelte di 13 carte dal
mazzo, ovvero card({2) = (i’g) Se si assume che nessun baro sia presente al tavolo di gioco, si puo
supporre che ogni mano di carte sia ugualmente probabile, ovvero che per ogni evento elementare si
abbia P({wy}) = (‘;’:2,)) . Si consideri dunque la probabilita di ottenere una mano che contiene l'asso,

il re, la regina, il fante e il dieci di almeno un seme di cuori o di quadri. Se si indica con E; e Fs gli
eventi tali che le cinque carte descritte siano presenti nella mano rispettivamente per il seme di cuori e

di quadri, allora si ha
47\ 52\ "
P(E)) = P(Ey) = .
ey =re) =y )(5)
a7

In effetti vi sono ( S ) mani equiprobabili che contengono le cinque carte d'interesse per il seme di
cuori e altrettante mani per il seme di quadri. Inoltre, si ha

- (3)(2)"

dal momento che vi sono (432) mani equiprobabili che contengono contemporaneamente le cinque
carte d'interesse del seme di cuori e del seme di quadri. Dunque la probabilita richiesta ¢ data da

P(E,UE,) = 2(487) (?2)_1 - (432) (‘g)_l ~ 0.001 .

Questo esempio richiede la conoscenza elementare dei metodi di enumerazione (per una introduzione
all'argomento si veda Graham et al., 1994). Ulteriori problemi relativi al gioco del bridge sono
considerati da Ash (2008) e da Feller (1968). l

Emil: BOREL e Andrt CHERON

THE MATHEMATICAL THEORY OF BRIDGE.
by
Emile BOREL and André CHERON
Transtated and edied by
Alec Trath,

THEORIE MATHEMATIQUE

BRIDGE

g f ® ¢
N v &

Figura 2.2.1. Frontespizio dell'edizione originale e dell'edizione inglese di
Théorie Mathématique du Bridge a la Portée de Tous (1940).
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La Proposizione 2.2.4 puo essere utilizzato in maniera ricorsiva per la determinazione della
probabilita dell'unione di n eventi. Ad esempio, dati tre eventi E;, Fs e Ej3, tenendo presente le
proprieta associativa e distributiva dell'unione di eventi e applicando tre volte la Proposizione 2.2.4, si
ottiene

P(EyUEyUE3) = P(EyUEy) + P(E3) — P((E1 U Es) N E3)
= P(Ey)+ P(E2) — P(E1 N Ey) + P(E3) — P((Ey N E3) U (B2 N E3))
= P(E\)+ P(Es;)+ P(E3) — P(EyNEy) — P(EyNE;) — P(E;NEs)+ P(EyNEyN Es) .

In generale, si puo ottenere la probabilita dell'unione di n eventi mediante la Formula di Inclusione
ed Esclusione considerata nel seguente Teorema. La formula ¢ stata introdotta da Abraham de Moivre
(1667-1754), uno dei padri della Teoria della Probabilita, anche se ¢ comunemente legata al nome del
matematico francese Jules Henri Poincaré (1854-1912). Abraham de Moivre nacque in Francia anche
se passoO la maggior parte della sua vita in esilio in Inghilterra, dove scrisse quello che puo essere
considerato il primo manuale di Teoria della Probabilita, ovvero The Doctrine of Chances pubblicato
nel 1718.

THE

DOCTRINE
CHANCES:

o R,
A b of Caboslaving the Pridabdl iy
uf Everes an Play,

R e S R SR R O e Vel B
Ity & v Mirwe. F.R.5
A PSS ST B N I S S S
Lo NDO K
Preind by B P, fog e Aafier. MDLCEVIIL

Figura 2.2.2. Abraham de Moivre (1667-1754) e
frontespizio di The Doctrine of Chances (1718).

Teorema 2.2.5. (Formula di Inclusione ed Esclusione) Sia (€2, 7, P) uno spazio probabilizzato.
Dati n eventi (Ej)}_, € F, si ha

P(O Ek> = Z (=118,

k=1
dove

Sin= >, PE,N...NE;).

1<pi<...<jr<n

Dimostrazione. La relazione pud essere verificata in modo laborioso per induzione. Per una
semplice dimostrazione basata sul valore atteso, si veda I'Esercizio 4.2.5. O

e Esempio 2.2.3. (Problema delle concordanze) Si considerino n celle numerate in cui vengono
inserite in modo casuale n palline a loro volta numerate, in modo tale che una cella contenga una sola
pallina. T possibili risultati sono dati da tutte le configurazioni di palline nelle celle e quindi risulta
card(2) = n!, ovvero gli elementi di €2 sono in corrispondenza biunivoca con le possibili
permutazioni dei primi n interi. Supponendo che ogni configurazione sia ugualmente probabile,
ovvero che per ogni evento elementare wy, € €2 si abbia P({w;}) = (n!)~!, si vuole determinare la
probabilita che almeno una pallina sia in una cella con un numero identico. Se Ej; rappresenta l'evento
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per cui la configurazione ¢ tale che la pallina numerata con k ¢ nella cella con il medesimo numero,
allora la probabilita in questione risulta P(|J,_,FE)). Dal momento che esistono (n —1)!
configurazioni per cui la pallina numerata con j ¢ nella cella numerata con j, allora si ha

p(gy) ="

Inoltre, esistono (n — 2)! configurazioni per cui la pallina numerata con j; ¢ nella cella numerata con
J1, mentre la pallina numerata con j5 € nella cella numerata con j». Dunque, si ha

(n—2)!
P(E; NE),) = o

In generale, per k = 1, ..., n risulta

(n—k)!
n!

PE;N...NE;) =

Dal momento che P(E; N... N E;,) ¢ costante per ogni k e che esistono (Z) possibili scelte di &
eventi fra n eventi, si ha infine

1
H .
In base alla Formula di Inclusione ed Esclusione, la probabilita richiesta ¢ quindi data da

n n -1 k+1
(Us) -

k=1

n

Sk = (k

) P(E; 0. By =

Per n abbastanza elevato la precedente probabilitd pud essere approssimata da 1 —e ! ~ 0.632 e
quindi, in modo piuttosto controintuitivo, la probabilita che almeno una pallina sia inserita in una cella
con lo stesso numero risulta maggiore di % Per ulteriori problemi relativi a giochi di rencontre si veda
Feller (1968). La prima analisi del presente problema ¢ dovuta al matematico francese Pierre
Raymond de Montmort (1678-1719), autore di Essay d'analyse sur les jeux de hazard (1708), una
delle prime trattazioni del gioco d'azzardo con metodi probabilistici. O

Figura 2.2.3. Frontespizio di
Essay d'analyse sur les jeux de hazard (1708).

Proposizione 2.2.6. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati n eventi (E},);_, € F, allora
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P (U Ek> > ml?X(P(Ek)) :

k=1

Dimostrazione. Dal momento che E;, C |J;_, E), per ogni k, allora P(Ey;) < P(U,_,E)) per la
Proposizione 2.2.3. Se la disuguaglianza ¢ valida per ogni P(E}), allora risulta valida anche per il
corrispondente massimo. O

Proposizione 2.2.7. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati n eventi (E£});_, € F, allora

P (ﬁ Ek> < min(P(Ey))
k=1

Dimostrazione. Dal momento che (,_; Ex C Ej, per ogni k, allora P((,_;Ex) < P(E}) per la
Proposizione 2.2.3. Se la disuguaglianza ¢ valida per ogni P(E}), allora risulta valida anche per il
corrispondente minimo. O

Il prossimo Teorema fornisce due utili disuguaglianze sulla probabilita dell'unione di n eventi.
Queste disuguaglianze hanno importanti applicazioni nella statistica matematica e furono introdotte
dal matematico italiano Carlo Emilio Bonferroni (1892-1960).

Teorema 2.2.8. (Disuguaglianze di Bonferroni) Sia ({2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati n
eventi (Ey);_, € F, allora

> P(Ey)— Y PE.NE)<P (U Ek> <> P(Ey).
k=1 1<k<j<n k=1 k=1

Dimostrazione. La maggiorazione ¢ ovviamente verificata per n = 1 ed ¢ valida per n = 2 per la
Proposizione 2.2.4. Inoltre, dalla medesima Proposizione si ha

k=1 k=2 k=2

Applicando di nuovo la Proposizione 2.2.4 risulta

P(OEk> SP(El)—I-P(EQUUEk) SP(El)—I—P(EQ)—l—P(OEk) .
k=1 k=3 k=3

Iterando il procedimento si ottiene la maggiorazione per induzione. La seconda disuguaglianza ¢
ovviamente verificata per n = 1 ed ¢ valida per n = 2 per la Proposizione 2.2.4. Di nuovo per la
medesima Proposizione e tenendo presente la precedente maggiorazione, si ha

P(O Ek> — P(E,) + P(U Ek> - (Ol (E, N Ey) )
k=1 k=1 k=1
zP(En)+P<nU1Ek> Y 1PE N E).

k=1 k=1

Applicando ancora la Proposizione 2.2.4, si ha
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n

P(O Ek> > P(E,) + P(En1) + P ([j Ek> N p(En By - f P(Ew 1N Ey).
k=1 =1

k=1 k k=1

Dunque, iterando il procedimento, si ottiene la seconda disuguaglianza per induzione. O

Proposizione 2.2.9. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati »n eventi (E})};_, € F, si ha

k=1 k=1

Dimostrazione. Dalla relazione di De Morgan, si ha

p(mE) :1_p<QE,g) |

Dalla precedente relazione e dal Teorema 2.2.8, si ottiene inoltre

P(ﬂ Ek> >1-) P(Ej)=1-) (1-P(Ey)) =) P(E)—(n-1)
k=1 k=1 k=1 k=1
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Nel caso che vengano considerate successioni di eventi, si possono ottenere un insieme di ulteriori
interessanti proprieta per la probabilita. I seguenti due Teoremi provano la “continuita” della misura di
probabilita.

Teorema 2.2.10. (Teorema della Convergenza Monotona) Se ({2,F,P) €& uno spazio
probabilizzato e se (E,),>1 € una successione crescente o decrescente di eventi di F, allora
lim P(E,) = P(imE,) .
n n
Dimostrazione. Si consideri una successione crescente. Si ha FE, C F,;; e quindi

P(E,) < P(E,1), ovvero la successione numerica (P(FE,)),>1 ammette limite essendo crescente e
limitata superiormente da 1. Si esprima FE,, come unione di eventi incompatibili, ovvero

E,=E U(E\E)U... U(E,\ E,1) :EIUO(Ek\Ekl)a

k=2
da cui
limE, = | J E, =B U (Bx\ Bra) .,
" n=1 k=2

essendo lim, F,, = Uff:lEn dal momento che la successione € crescente. Inoltre, si ha

P(E,) = P(Ey) + iP(Ek \ Ex-1) ,
=2

e quindi, data la o-additivita di P, risulta
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lim P(E,) = P(Ey) + iP(Ek \Ep1)=P (E1 U [j (B \ Ek_1)> = P(im E,,)
k=2 k=2

Si consideri una successione decrescente. Risulta dunque E, .1 C E, e quindi P(E, ;) < P(E,),
ovvero la successione numerica (P(FE,)),>; ammette limite essendo decrescente e limitata
inferiormente da 0. Se (E,),>1 ¢ decrescente la successione (E¢),>; € crescente, per cui dalla prima
parte si ha

lim P(ES) = P(lim EX)

e quindi dalla relazione di De Morgan

lim P(E,) = lim (1 = P(E;)) = 1 = P(im E}) = 1 - (U ) (ﬁ ) P(imE,),

essendo lim,, F,, = ﬂfLO:lEn dal momento che la successione € decrescente. O
Teorema 2.2.11. (Lemma di Fatou) Se (2, 7, P) & uno spazio probabilizzato e se (E,,),>1 € una
successione di eventi di F, allora
P(liminf, E,) < liminf, P(E,) < limsup, P(E,) < P(limsup, E,) .
Se la successione ammette limite, allora
lim P(E,) = P(limE,) .
Dimostrazione. Posto F,, = (\,_, E; ¢ D, = U,—, Ex, (F,)n>1 € una successione crescente di

eventi e (D,),>1 € una successione decrescente di eventi. Inoltre, si ha F,, C E, C D,. Dunque,
risulta

limF, = U F, = liminf, E,

n=1

lim D,, = (1) Dy = limsup,, E,, ,

n=1
mentre dal Teorema 2.2.10 si ha

lim P(F,) = P(limF,) = P(liminf, E,,)

lim P(D,,) = P(lim D,,) = P(limsup, E,) .

Dal momento che P(F;,) < P(E,) < P(D,) per ogni n, allora si ha la prima parte del Teorema. La
seconda parte del Teorema segue immediatamente dalla prima, in quanto se la successione di eventi
ammette limite, allora

P(liminf, E,,) = P(limsup, E,) . O
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Proposizione 2.2.12. Se (2, F, P) é uno spazio probabilizzato e se (E,),>1 & una successione di
eventi di F tale che P(FE,) = 0 per ogni n, allora

P(E_len) =0,

Inoltre, se (E,),>1 & una successione di eventi di F tale che P(E,) = 1 per ogni n, allora

p<ﬁE) -1

Dimostrazione. Dalla prima disuguaglianza di Bonferroni (Teorema 2.2.8) per ogni n si ha

P(L”J Ek> < ij(Ew =0,
k=1 k=1

e quindi dal Teorema 2.2.10 e dall'assioma i) della Definizione 2.1.2 segue la prima parte della
Proposizione. Dal momento che se P(E,) =1 allora P(E¢) = 0, dalla relazione di De Morgan e
dalla prima parte della Proposizione si ha

P(ﬁEn>:1—P<QE;;>:1. O

2.3. Costruzione di spazi probabilizzati

Dato uno spazio probabilizzabile (£, F), al fine di ottenere il relativo spazio probabilizzato
(Q, F, P), occorre assegnare a ogni evento £ € F un numero reale P(E) mediante una applicazione
P in modo coerente con i tre assiomi della Definizione 2.1.2. A questo fine, ¢ conveniente operare in
modo che, assegnate le probabilita a certi particolari eventi di F, risultino conseguentemente
determinate le probabilita di tutti gli altri eventi di F.

Se card(2) = n, allora Q2 = {wy,...,w,} ed ¢ sufficiente assegnare le probabilita a ciascuno degli
eventi elementari, ovvero

P{wr}) =pe k=1,....n,

affinche risultino determinate le probabilita di tutti i 2" eventi di F. Ovviamente, le probabilita di ogni
evento elementare devono essere assegnate in modo da soddisfare i tre assiomi. In altri termini,
occorre che p, >0 per ogni k =1,...,n e che >.;_;p, = 1. In questo caso, infatti, poich¢ ogni
evento I/ € F ¢ costituito dall'unione di una scelta di eventi elementari ed essendo gli eventi
elementari tra loro incompatibili, si ottiene che

P(E) =3 1p(wn)pe
k=1

dove 1p rappresenta la funzione indicatrice dell'evento E, ovvero 1p(w) =1sew € E e 1p(w) =0
altrimenti.

Nel caso in cui gli eventi elementari siano considerati equiprobabili, ovvero se si assegna p, = p
per ogni k = 1, ..., n, allora occorre che risulti p = n~! affinché np = 1. Quindi, risulta evidente che
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P(E) = 23" 100 = 2UE)

=1 n

S

Questo tipo di assegnazione di probabilita ¢ detta di Laplace, in quanto fu teorizzata in particolar
modo dal matematico Pierre-Simon, marchese de Laplace (1749-1827), autore di alcune delle prime
opere sistematiche di Teoria della Probabilita, ovvero Théorie analytique des probabilités (1812) ¢
Essai philosophique sur les probabilités (1814).

THEORIE
ANALYTHUE
DES PROBABILITES;

Fa M. LE COMTE LAPLACE,

Tk " 1
betaire e oot e i i B sw Ronpcaben o s,
e By rayalin 85 Ladren o de Coblmper, e drmbliminn desk
[ A ST e ——.
Halin ais

PARIS,
= Eoean .

e

Figura 2.3.1. Pierre-Simon, marchese de Laplace (1749-1827) e
frontespizio di Théorie analytique des probabilités (1812).

e Esempio 2.3.1. Si consideri il lancio di un dado. Se il dado non ¢ truccato risulta naturale assegnare
a ciascuno dei sei eventi elementari (corrispondenti a ciascuna faccia del dado) la stessa probabilita
p = . In questo caso, l'evento £ = {1,3,5} ha probabilita P(E) = 3, essendo composto dall'unione
di 3 eventi elementari. Se invece il dado ¢ stato truccato e si assegnano le probabilita P({wy}) = pk

tali che p; = ps = 3 ¢ po = p3 = ps = ps = 75, si ottiene

3
P(E):p1+]?3+p5:1- O

In modo analogo si procede nel caso in cui €2 € numerabile, ovvero se 2 = {wy, ws, ... }. Di nuovo,
se si assegnano le probabilita a ciascuno degli eventi elementari, ovvero

P{w,}) =py,n=1,2,...,

rispettando i vincoli p, > 0 per ogni n =1,2,... e >.>° p, = 1, risultano probabilizzati tutti gli
eventi £/ € F, in quanto ciascuno di essi ¢ costituito dall'unione di una scelta di un numero finito o di
una infinita numerabile di eventi elementari. In altri termini, si ha

o0

P(E) = Z 1p(wn)pn -

n=1

Si noti che, in caso di spazi fondamentali che contengono un'infinita numerabile di risultati, non ¢
possibile assegnare a ciascun evento elementare la stessa probabilita p > 0. In questo modo, infatti,
non converge la serie Y -, p. Viceversa, assegnando p = 0 ad ogni evento elementare, la serie in
questione converge ma risulta P(€2) = 0. In effetti, in questo caso l'equiprobabilita degli eventi
elementari risulta possibile solo quando la misura di probabilita non ¢ o-additiva, ma semplicemente
additiva, come risulta dal seguente esempio.
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e Esempio 2.3.2. Si consideri uno spazio fondamentale che contiene una infinita numerabile di
risultati, ovvero Q = {wy,ws,...} e si supponga di considerare per ogni E € F, l'applicazione
p: F — [0, 00] tale che

.. card(E N F})
p(B) = lim ——=—,
dove Fj = {wy,...,wy}. L'applicazione p rispetta l'assioma i) della Definizione 2.1.2 in quanto,

trattandosi del limite di un rapporto tra quantitd non negative, risulta u(E) > 0 per ogni E € F.
Inoltre, l'applicazione g rispetta anche I'assioma ii) della Definizione 2.1.2, in quanto
card(Q2 N Fy) = k e quindi
d(2N F
1(€) = lim card(2 N Fy) -1
k k

Tuttavia, l'applicazione p non rispetta 1'assioma iii) della Definizione 2.1.2. Infatti, per un evento
elementare {w,} si ha card{w,} NFy) =0 se n=k+1,k+2,..., e card{w,} N F}) =1 se
n=1,...,k, per cui

(i )) = tim AT

ovvero p assegna la stessa probabilita p = 0 ad ogni evento elementare e dal momento che

oo

/’L{wn _O</’L(Q):1a
=1

n

l'applicazione p non ¢ o-additiva. L'applicazione 4 risulta invece finitamente additiva, ovvero dati n
eventi incompatibili (Ey)7_, € F,siha

n . card(U}, (B N Fy)) card(E; N Fy,) .
u(UEJ‘)Zh ’ —E lm— E n(E
J=1

dal momento che

card (O (E;N Fk)> = i card(E; N Fy) .

J=1

Si osservi che se E = {ws,ws,...} si ha p(E) =3, mentre se E = {w;,ws,...} allora risulta
WE) = 3. O

Infine, se {2 ¢ non numerabile, in genere si sceglie un'opportuna classe iniziale di eventi £ e si
assegna la probabilita P(F) a ciascun evento F € £ in modo da soddisfare i tre assiomi della
Definizione 2.1.2. In questo caso, se la classe iniziale ¢ scelta appropriatamente, si puo infatti
dimostrare che esiste una sola estensione di P da £ alla o-algebra o(£). In altri termini, esiste un solo
modo di assegnare le probabilita agli eventi di ¢(€) in modo da rispettare gli assiomi e senza
modificare le probabilita assegnate agli eventi di £. Questo implica in pratica che, una volta
probabilizzati gli eventi di &, risultano probabilizzati univocamente anche tutti gli eventi di F = (&)
(si veda Dudley, 2004, p.91). Si osservi che esistono eventi in {2 a cui non ¢ possibile assegnare una

probabilita, anche se la dimostrazione dell'esistenza di tali eventi richiede addirittura I'Assioma della
Scelta (si veda Dudley, 2004, p.105).
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e Esempio 2.3.3. Si consideri lo spazio fondamentale {2 = ]0, 1]. In modo simile all'Esempio 1.4.3, la
o-algebra F puo essere costruita a partire dalla classe & degli eventi del tipo |a,b], dove
0 < a < b < 1. In questo caso, si puo verificare che

P(Ja,b))=b—a

¢ una misura di probabilita su £ che ha un'unica estensione a F = (&) (si veda Dudley, 2004, p.94).
Dunque, tenendo presente 1'Esempio 1.4.3, in base al Teorema 2.2.10 si ha

P([a,b]) = P(lim]a — nt b)) = lim P(Ja — n b)) = lim (b —a + n ) =b—a= P(a,b]).

In modo analogo, si ha
P(Ja,b]) = P([a,b]) = P(la,b]) = P(]a,b]) .

Inoltre, si ha P({a}) = 0, ovvero tutti gli eventi elementari hanno probabilita nulla. Di conseguenza,
anche un'unione numerabile di eventi elementari ha probabilita nulla. In generale, mediante le
proprieta viste nella Sezione 2.2, si possono ottenere le probabilita di tutti gli eventi ottenibili da un
insieme numerabile di operazioni insiemistiche sugli eventi del tipo ]a, b[, |a, b], [a, b] e [a, b], ovvero
si possono ottenere le probabilita di tutti gli eventi di F. O

Nella Sezione 1.4 ¢ stato visto che la o-algebra di Borel su R puo essere costruita a partire dalle
classi di intervalli del tipo ]a, b]. Nella Teoria della Misura, la misura A che assegna la lunghezza ad
ogni intervallo |a, b] di R, ovvero A(]a,b]) = b — a, & detta misura di Lebesgue. Le basi della Teoria
della Misura, che hanno permesso l'approccio assiomatico alla Teoria della Probabilita da parte di
Kolmogorov, sono state appunto introdotte dal matematico francese Henri Léon Lebesgue (1875-
1941) nella sua tesi di laurea Intégrale, Longueur, Aire (1902) sviluppata sotto la supervisione di
Emile Borel.

Figura 2.3.2. Henri Léon Lebesgue (1875-1941).

Infine, una volta costruito lo spazio probabilizzato (2, F, P) si dice che un evento E si verifica
quasi certamente (g.c.) rispetto a P se P(F) = 1. Analogamente, nel linguaggio della Teoria della
Misura, si dice che una proprieta ¢ valida quasi ovunque (q.o.) rispetto alla misura di Lebesgue se la
proprieta ¢ verificata eccetto che su insieme di misura di Lebesgue nulla.

e Esempio 2.3.4. Dato lo spazio fondamentale {2 = ]0, 1] ¢ la misura di probabilita P dell'Esempio
2.3.3, si consideri l'evento ' = Q2 N Q, dove Q rappresenta l'insieme dei numeri razionali. Dunque, E
¢ l'insieme dei numeri razionali in |0, 1]. Dal momento che card(E) = card(Q), allora l'evento E ¢
una unione numerabile di eventi elementari. Di conseguenza, si ha P(E) = 0 anche se l'insieme E ¢
denso in ]0, 1. Quindi, I'evento E° si verifica q.c. O
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e Esempio 2.3.5. (Insieme di Cantor) Dato lo spazio fondamentale 2 =]0,1] e la misura di
probabilita P dell'Esempio 2.3.3, si consideri I'evento E di €2 costruito in modo iterativo come segue.
Si rimuove l'intervallo centrale ]%, %[ da €2, ottenendo l'evento
10 1172
El - ]07 3] U [37 1] )

per cui risulta P(E;) = %. Successivamente, si rimuove l'intervallo centrale da ]0,%] e [2,1],

37
ottenendo 1'evento
_1n 1 2 1 2 718
E, =10, 5] U [ga g] U [ga 5] U [ga 1],

per cui risulta P(E,) = %. Continuando il procedimento, alla n-esima iterazione l'evento FE,, ¢
composto dall'unione di 2" intervalli disgiunti, per cui si ha P(E,) = 2"3~". Si consideri dunque
levento E = (.~ E,, che nel linguaggio di Teoria della Misura ¢ detto insieme di Cantor. In effetti,
questo insieme ¢ stato introdotto dal matematico tedesco Georg Cantor (1845-1918), uno dei padri

fondatori della Teoria degli Insiemi. Si osservi che F,.; C E,, e quindi la successione di eventi ¢
decrescente, per cui, tenendo presente il Teorema 2.2.10, si ha

P(E) = P(ﬂ En> = lim P(E,) = lim 22 = 0.
n=1

n

Dal momento che si puo dimostrare che £ € non numerabile (si veda Dudley, 2004, p.105), allora E ¢
un evento di probabilita nulla che contiene un'infinita non numerabile di risultati. In altre parole,
I'evento E° si verifica q.c. O

Figura 2.3.3. Georg Cantor (1845-1918) e
le prime cinque iterazioni per la costruzione dell'insieme di Cantor.

2.4. Probabilita condizionata

Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), supponiamo che si sia verificato l'evento Fy € F. Alla
luce di questa nuova conoscenza, ¢ ovvio che lo spazio fondamentale si riduce. I risultati possibili,
infatti, non sono piu tutte le eventualita che compongono €2, ma solo le eventualita che compongono
Ejy. Risultano dunque impossibili, e dovranno quindi avere probabilita nulla, tutti gli eventi di F che
sono incompatibili con Ej, mentre risulta certo, e dovra quindi avere probabilita unitaria, I'evento Ej.
In pratica, le probabilita dovranno essere riassegnate su F in modo da rispettare questi vincoli.

Definizione 2.4.1. Sia (2, F,P) uno spazio probabilizzato. Se E,E, € F ¢ P(Ey) >0, la
probabilita condizionata di F dato E ¢ data da



Capitolo 2 33

P(E N Ey)

Si noti che se P(Ey) =0, la probabilita condizionata non ¢ definita. Al variare di £ in F, la
probabilita condizionata P(E | Ey) descrive una misura di probabilita P( - | Ej) che & coerente con i
tre assiomi della probabilita, come risulta dalla seguente Proposizione.

Proposizione 2.4.2. Sia ({2, F, P) uno spazio probabilizzato. Se Ey, € F e P(Ey) > 0, allora
P(- | Ey) € una misura di probabilita su F.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che P( - | Ey) soddisfa i tre assiomi della Definizione 2.1.2.
Perogni £ € F

P(ENE) _

P(E | Ey) = P(E) =

in quanto P(E N Ey) > 0, mentre P(Ey) > 0 per ipotesi. Inoltre,

PQNE,) P(E)

P(E)  P(E)

P(Q| Ey) =

Infine, data successione di eventi incompatibili (E,),>1 € F, si ha

. PURB 0By PUR(B N )
P<U ol EO) - P(Eo) T P&

in quanto (E,, N Ey),>1 € una successione di eventi incompatibili. O

Dalla definizione di probabilitda condizionata segue il cosiddetto Principio delle Probabilita
Composte, il quale permette di esprimere la probabilita dell'intersezione di due eventi £, s € F nel
seguente modo

P(E, N E,) = P(B, | Ey)P(E;)
0, alternativamente, come
P(E,NEy)) = P(E, | E5)P(E,) .

Il Principio delle Probabilita Composte puod essere applicato in modo ricorsivo per determinare la
probabilita dell'intersezione di piu di due eventi. Per esempio, la probabilita dell'intersezione di tre
eventi £, Fs, F3 € F risulta

P(EyNE;NE3)=P((E1NEy)NE;)=P(Es | EyNEy)P(E; N Ey)
= P(Es | E\NEy)P(Ey | E\)P(E)) .

In generale, dati n eventi (Ej)}_, € F, si verifica per induzione che la probabilita della loro
intersezione risulta

(ﬂ E) =P(E, | E\NExN...NE, ) x - x P(Ey | E\)P(Ey).
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Teorema 2.4.3. (Legge delle Probabilita Totali) Se (€2, F, P) € uno spazio probabilizzato e se gli
eventi (E});_, € F costituiscono una partizione di 2 con P(E,) > 0 per ogni k =1,...,n, allora
per ogni E € F si ha

P(E) =Y P(E | EP(E).
k=1

Dimostrazione. Dal momento che £ C (), si ha

E=EnQ=En|JE.=J(EnE).
k=1 k=1

Inoltre, gli eventi (£},)}_, sono tra loro incompatibili e quindi anche le loro intersezioni con I'evento
E risultano incompatibili, per cui si ha

P(E) = P(O (EmEk)) = iP(EﬂEk) = iP(E | Ex)P(E}) . O
k=1 k=1 k=1

Dalla definizione di probabilita condizionata si pud esprimere la probabilita di un evento,
condizionata al verificarsi di un ulteriore evento, in termini della probabilita di quest'ultimo
condizionata al verificarsi del primo, ovvero se E1, F» € F e P(E;), P(Ey) > 0, allora

P(Ey | Ey)P(Es)

P(E2 | El) = P(El)

Questa riscrittura della probabilita condizionata da luogo alla celebrata Formula di Bayes, che prende
nome dal reverendo Thomas Bayes (1702-1761), matematico inglese autore di un saggio (pubblicato
postumo nel 1763) che ha posto le basi di moderne correnti di pensiero nella Teoria della Probabilita e
nella Statistica, ovvero Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances (si veda von
Plato, 1994).

Figura 2.4.1. Probabile ritratto di Thomas Bayes (1702-1761) e frontespizio
di Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances (1763).

Teorema 2.4.4. (Formula di Bayes) Sia ({2, F, P) uno spazio probabilizzato. Se gli eventi
(Ex)y_, € F costituiscono una partizione di 2 con P(Ej)) > 0 per ogni k£ =1,...,n, allora dato
E € Fcon P(E) > 0siha

P(E | E,)P(E,)  P(E| Ep)P(E)

P(Ey | E) = P(E) S P(E| E)P(E)
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Dimostrazione. Dalla definizione di probabilita condizionata, dal Principio delle Probabilita
Composte ¢ dalla Legge delle Probabilita Totali (Teorema 2.4.3) si ottiene immediatamente la tesi. [

Da un punto di vista formale, la Formula di Bayes sembra essere una mera riformulazione della
probabilita condizionata, ottenuta sulla base del Principio delle Probabilita Composte e della Legge
delle Probabilita Totali. Tuttavia, a causa di alcune sue interpretazioni logiche, come evidenziato in
precedenza, la formula di Bayes ha assunto una rilevante importanza applicativa, soprattutto
nell'ambito della statistica inferenziale (vedi von Plato, 1994). Per quanto riguarda la generalizzazione
della Legge delle Probabilita Totali e della Formula di Bayes, si rimanda al Capitolo 5.

e Esempio 2.4.1. Si considerino 1000 palline che sono inserite in 3 urne che contengono
rispettivamente 200, 700 e 100 palline. Se si suppone di considerare un'estrazione di una pallina da
un'urna scelta in modo casuale, allora lo spazio fondamentale risulta Q = {w;, ..., w1000}, dove wy
rappresenta il risultato relativo all'estrazione della pallina k-esima. Se si indicano con Ey, Fy e Fjs
rispettivamente l'evento che la pallina sia estratta dalla prima, seconda e terza urna, allora si ha
P(Ey) = i, P(E,) = {5 ¢ P(E3) = 15. Inoltre, si supponga che la prima urna contenga 20 palline
rosse, che la seconda urna contenga 35 palline rosse e che l'ultima urna non contenga nessuna pallina
rossa. Se si indica con E l'evento che una pallina rossa ¢ stata estratta, allora si ha P(E | Ey) = 110,

P(E | Ey) =5 e P(E | E3) =0. Dal momento che gli eventi Fy, E; e Ej costituiscono una
partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

3

11
=Y P(E|E)P(E

£ | B) P(Ey) = 200

Applicando inoltre la Formula di Bayes, si ¢ in grado di ottenere la probabilita P(E}) | E), ovvero la
probabilita dell'evento che la pallina sia stata estratta dalla k£-esima urna, condizionata all'evento che
sia stata estratta una pallina rossa. Si ottengono dunque le seguenti probabilita

PE|E)P(E) 4

P E) = =5 1
e

P(E, | B) = D& LDE(ZZ)P(E” = 1—71
mentre

P(E3| E) = PE|B)P(By) _

P(E)

In pratica, se ¢ stata estratta una pallina rossa, allora la pallina ¢ stata estratta dalla seconda urna con la
maggiore probabilita e dalla terza urna con la minore probabilita. O

e Esempio 2.4.2. (Paradosso delle scatole di Bertrand) Si considerino tre scatole in modo tale che la
prima scatola contenga due monete d'oro, la seconda scatola contenga due monete d'argento e la terza
scatola una moneta d'oro e una d'argento. L'esperimento aleatorio consiste nel considerare 1'estrazione
di una moneta da una scatola scelta in modo equiprobabile. In questo caso, se la moneta estratta ¢
d'oro si vuole conoscere la probabilita che anche la restante moneta sia d'oro. Ingenuamente, il neofita
¢ portato a pensare che questa probabilita sia pari a 5, non tenendo presente il presente contesto di
probabilita condizionata. Formalmente, se si indicano con Ky, FEy e Ej rispettivamente gli eventi che
la moneta sia estratta dalla prima, seconda e terza scatola, allora si ha P(E;) = P(E;) = P(Es3) = =
Inoltre, se E rappresenta l'evento che la moneta estratta sia d'oro, allora P(E | E;) =1 e
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P(E | E,) =0, mentre P(E | E3) = 5. Dunque, applicando la Legge delle Probabilita Totali si
ottiene P(F) = %, da cui la probabilita richiesta risulta
P(E| E)P(E) _ 2

P(E1|E): P(E) :ga

ovvero un risultato controintuitivo. Questo ¢ il motivo per cui il problema ¢ detto paradosso delle
scatole di Bertrand, dal momento che fu introdotto dal probabilista Joseph Bertrand (1822-1900) nel
suo testo Calcul des probabilités, pubblicato nel 1889. O

2.5. Indipendenza stocastica
Si considerino due eventi £ e Es tali che P(E;), P(E2) > 0. Dal momento che, sulla base della

definizione di probabilita condizionata, il verificarsi dell'evento FE; modifica generalmente la
valutazione probabilistica relativa all'evento Es, si puo allora concludere che

P(Ey;NEy)
P(Es | By) = ————— # P(E»).
(E> | Ev) P(E) # P(E)
Se questo non avviene, si deve verificare necessariamente che
P(Ey, N Ey)
P(E; | E) = ————= = P(Ey).
(£ | Ey) P(E) (E2)

In base a queste considerazioni ¢ naturale introdurre la seguente definizione di indipendenza
stocastica.

Definizione 2.5.1. Sia (2, F, P) uno spazio probabilizzato. Se Ey, Fy € F, gli eventi E; e Ey
sono detti stocasticamente indipendenti (o semplicemente indipendenti) se

P(E, N Ey) = P(E)P(Ey) . O

Si noti che la definizione di indipendenza dipende dalla misura di probabilita che viene adottata. In
altri termini, due eventi che risultano indipendenti con una assegnazione di probabilita, potrebbero non
esserlo con una differente assegnazione di probabilita.

e Esempio 2.5.1. Si consideri il lancio di un dado e gli eventi £y = {1,2,3,4}, Ey = {3,4,5,6} ¢
B3 ={2,4,6}. Se gli eventi elementari sono equiprobabili, ovvero se P({k}) =g per ogni
k=1,...,6,allora P(Ey) = P(E>) = % ¢ P(F3) = 4. Gli eventi E; ¢ E; non sono indipendenti in
quanto, risultando £y N Ey = {3,4}, si ha

P(E, N By = % £ P(E)P(By) = % |

Al contrario, gli eventi F; e E5 sono indipendenti in quanto, risultando 4 N E3 = {2,4}, si ha
1
P(EyNE;) = 3= P(Ey))P(E3) .

Se invece si considera una ulteriore assegnazione di probabilita P({k}) = p;, dove py =3 e
p2=... =ps = 15, allora si ha P(E;) =1 e P(F3;) = 3. In questo caso, al contrario di quanto
avviene con la precedente assegnazione di probabilita, gli eventi £y ¢ F3 non sono indipendenti in
quanto si ha
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P(ElﬁE:s):%?éP(El)P(Eﬁ:%- O

Proposizione 2.5.2. Sia ({2, F,P) uno spazio probabilizzato. Se FE;, E; € F sono eventi
indipendenti, allora anche le coppie di eventi EY e E,, E) e ES, EY e ES sono indipendenti.
Dimostrazione. Si considerino gli eventi £ e Ey. Dal momento che

Ey = (E1NEy) U (EfNEy),

dove (£ N Ey) e (Ef N E») sono eventi incompatibili, allora risulta

P(Ey) = P(ExNEy) + P(Ey N Ey) = P(E)P(Ey) + P(EY N Esy),
da cui
P(E{ N By) = P(Ez) — P(E)P(Es) = P(By)(1 — P(Ey)) = P(Es)P(EY) ,

che prova l'indipendenza di £ e Es. In modo del tutto analogo, dal momento che
E, =(EiNEy)U(E,NES),

si dimostra l'indipendenza di £ e ES. Infine, dal momento che £ N ES = (E; U E»)¢, si ottiene

P(E{NES)=1—P(E1UEy) =1—(P(Ey) + P(Ey) — P(E1NEy))
=1— P(E1) — P(E2) + P(E1)P(E,)
= (1 - P(E1))(1 - P(E,)) = P(EY)P(E;) ,

ovvero l'indipendenza di EY e E5. O
Proposizione 2.5.3. Se (2, F, P) & uno spazio probabilizzato, gli eventi () e Q2 sono indipendenti

da ogni altro evento £ € F.
Dimostrazione. Si ha

P(EN®)=P0)=P(E)P),
mentre
P(ENQ)=P(E)=P(E)P(Q),
dal momento che P(()) = 0e P(f2) = 1. O
Proposizione 2.5.4. Se ({2, F, P) & uno spazio probabilizzato, un evento £ € F ¢ indipendente da

se stesso se e solose P(FE) =00 P(FE) = 1.
Dimostrazione. Se F' ¢ indipendente da se stesso si ha

P(E)=P(ENE)=P(E)?,

da cui segue che necessariamente che P(E) = 0 0 P(E) = 1. L'affermazione inversa ¢ immediata. [

Definizione 2.5.5. Sia (€2, F, P) uno spazio probabilizzato. Gli eventi (E})}_, € F sono detti
reciprocamente indipendenti se

P(E; N E;) = P(E},)P(E;)

per ogni k # j=1,...,n, mentre sono detti completamente indipendenti se per ogni possibile scelta
1<j<...<jp<ndikeventiconk =2,...,n,siha
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P (ﬁ Ej,> = ﬁP(Ej,) . O
=1 =1

Evidentemente l'indipendenza completa ¢ una condizione molto piu restrittiva dell'indipendenza
reciproca. In effetti, al fine di verificare che n eventi sono reciprocamente indipendenti devono essere
soddisfatte (g) condizioni, mentre se gli eventi sono completamente indipendenti devono sussistere
(2" — n — 1) condizioni.

e Esempio 2.5.2. Si consideri un'urna contenente 8 palline contrassegnate dai primi 8 numeri interi.
Lo spazio fondamentale relativo all'estrazione aleatoria di una pallina dall'urna ¢ dato da
Q={1,...,8}, dove ogni risultato rappresenta l'estrazione della pallina contraddistinta dal
corrispondente numero. Se ciascuna pallina ha la stessa probabilita di essere estratta, ovvero se
P({k}) = § perogni k = 1,...,8, glieventi B} = {1,2,3,4}, E, = {2,4,6,8} ¢ E3 = {3,6} hanno
probabilita P(E,) = P(E,) = 3 e P(FE3) = 1. Essendo Ey N Ey = {2,4}, si ha inoltre

P(E1 N EQ) = P(El)P(EQ) - >

mentre, essendo F; N E3 = {3}, allora

1
P(E\ N By) = P(B)P(Es) = 5 .
Infine, essendo F> N E3 = {6}, si ha
1
P(E N By) = P(E)P(Es) = 5 .

Sulla base di questi risultati si pud concludere che 1 tre eventi sono reciprocamente indipendenti.
Tuttavia, gli stessi eventi non sono completamente indipendenti in quanto essendo £y N Ey N E3 = (),
risulta

P(E\ N By N Ey) = 0 # P(E))P(Ey)P(Es) = % |

Con la medesima assegnazione di probabilita, si considerino inoltre gli eventi F; = {1,2,3,4},
E,=1{1,5,6,7} e E5 =1{1,5,6,8}, per cui risulta ovviamente P(E;) = P(E,) = P(Es3) = % In
questo caso si ha
1
P(EyNEyNE3)=P{1}) = 3= P(E))P(E,)P(Es) .

Tuttavia gli eventi non sono completamente indipendenti in quanto

P(E, N Ey) = P({1}) = % £ P(B)P(B,) = i . O

2.6. Costruzione di spazi probabilizzati prodotto

Si considerino n esperimenti aleatori che danno luogo ad altrettanti spazi probabilizzati
(e, Fi, Py), dove k=1,...,n. Sia dunque = Qp x --- x €, il relativo spazio fondamentale
prodotto. Come evidenziato nella Sezione 1.5, se {2 ha cardinalita finita o numerabile, la o-algebra
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prodotto F puo essere scelta come l'insieme delle parti P(£2). In questo caso, per definire una misura
di probabilita P sugli eventi di F, ¢ allora sufficiente probabilizzare gli eventi elementari di 2. Se (2 ¢
non numerabile, allora il problema risulta notevolmente piu complesso. In effetti, se la o-algebra
prodotto F ¢ scelta come la o-algebra generata dalla classe £ degli eventi rettangolari, allora si pud
dimostrare che ¢ sufficiente probabilizzare gli eventi di £ per ottenere in modo univoco una misura di
probabilita P anche sugli eventi di F (si veda Dudley, 2004, p.255).

Una situazione di particolare interesse ¢ quella in cui ciascun esperimento aleatorio non ha
influenza sui rimanenti esperimenti aleatori, ovvero quando si richiede che

P(Ey X -+ X E,) = Hpk(Ek) ,
k=1

per ogni Fy € Fy,...,E, € F,. La misura P ¢ detta probabilitd prodotto ed ¢ indicata con
P=P ®---® P,. Si puo dimostrare 1'esistenza e l'unicita della misura di probabilita prodotto (si
veda Dudley, 2004, p.255). La precedente relazione definisce in effetti il concetto di indipendenza per
la classe di o-algebre (Fj)}_;.

Nella Teoria della Misura, dato lo spazio misurabile prodotto (R”, B(R")), la misura di Lebesgue
A" in R" assegna un “ipervolume” ad ogni insieme rettangolare |a, b1] X --- X |ay,, b,] di R", ovvero

N (Jay, bi] X -+ X Jan, ba]) = ﬁ)\(]ak,,bk]) .
k=1

La terna (R", B(R™), A") ¢ uno spazio misurato prodotto.

Se in generale ((€, Fi, Pr))rer, dove I € un insieme eventualmente non numerabile, ¢ una classe
di spazi probabilizzati, si pud dimostrare che sulla o-algebra prodotto F esiste un'unica misura di
probabilita P tale che

P (H Ek> =[] P(Er) .

keJ keJ

dove (E}))res € una qualsiasi classe di eventi cilindrici di €2 (si veda Dudley, 2004, p.255). In questo
caso, P ¢ detta probabilita prodotto e viene indicata con P = ), P Inoltre, la relazione definisce
il concetto di indipendenza per la classe di o-algebre (F)xes. Si noti infine che la terna (2, F, P) ¢
detta spazio probabilizzato prodotto.

e Esempio 2.6.1. Si lanci in modo indipendente un dado e una moneta e si consideri come unico
esperimento aleatorio la combinazione dei due esperimenti aleatori. Si supponga che il dado e la
moneta non siano truccati e quindi che le probabilita nei singoli spazi fondamentali €2; e {25 siano
assegnate ad ogni evento elementare come Pi({k}) = ¢, dove k=1,...,6, ¢ P,({j}) = 3, dove
j =t,c. Per ogni evento elementare {(k,j)} € Q = Q; x 2y, la probabilitd prodotto P = P, ® P,
risulta dunque

P({(k9)}) = PR PN = 5

Una volta assegnate le probabilita agli eventi elementari, risultano determinate anche le probabilita dei
212 eventi che compongono la o-algebra F = P(() relativa all'esperimento aleatorio combinato. In
particolare, la probabilita dell'evento E = {(1,c),(2,¢)} ¢ data da P(E)= ¢ ¢ la probabilita
dell'evento E = {(3,1), (4,1), (3,¢)} ¢ data da P(E) = }. Si osservi come l'assegnazione sia coerente
con le probabilita relative ai singoli esperimenti aleatori. Per esempio, l'evento cilindrico
E = {(2,1),(2,¢)} ha probabilita P(E) = ¢, che equivale appunto alla probabilita che nel lancio del

dado si sia verificata la faccia contrassegnata dal simbolo 2. O
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e Esempio 2.6.2. (Problema del Cavalier de Méré) Antoine Gombaud (1607-1684), detto Cavalier de
Méré, fu uno scrittore francese e accanito giocatore d'azzardo che pose uno dei primi problemi di
calcolo delle probabilita al matematico francese Blaise Pascal (1623-1662). 11 Cavalier de Méré
ripeteva 4 volte il lancio di un dado scommettendo che la faccia contrassegnata con 6 si sarebbe
verificata almeno una volta. In questo caso, lo spazio fondamentale ¢ dato da =y x --- x €y,
dove €. rappresenta lo spazio fondamentale relativo al k-esimo lancio. Supponendo che i lanci siano
effettuati in modo indipendente, si consideri l'evento Ej; che non si sia verificata la faccia 6 al k-esimo
lancio. Quindi, se F ¢ l'evento che non si sia verificata la faccia 6 a nessun lancio, e considerando
un'assegnazione equiprobabile per ogni lancio, si ha

P(E) = P(By x -+ x Ey) = ﬁPk(Ek) - <g)4

Dunque, la probabilita che la faccia contrassegnata da 6 si sia verificata almeno in un lancio ¢ data da

5 4
P(ES)=1-— (6) ~0.518 .

Figura 2.6.2. Pierre de Fermat (1601 o 1607/8-1665).

Il gioco era quindi leggermente favorevole per il Cavalier de Méré, che aveva intuito questo risultato
semplicemente dalla sua esperienza di giocatore d'azzardo senza ovviamente conoscere l'esatta
probabilita. Ingenuamente, il Cavalier de Méré suppose che, dal momento che 1 possibili risultati nel
lancio di due dadi sono 36 (ovvero 6 volte 1 risultati nel lancio del singolo dado), allora ripetendo
4 x 6 = 24 volte il lancio di 2 dadi, sarebbe stato ugualmente favorevole scommettere che “il doppio
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6” si sarebbe presentato almeno una volta. Tuttavia, con grande sorpresa, il Cavalier de Méré si
accorse empiricamente che la giocata non era favorevole e fu spinto a porre il problema a Blaise
Pascal, che successivamente ebbe uno scambio epistolare con l'altro grande matematico francese
Pierre de Fermat (1601 o 1607/8-1665), in cui viene ottenuta la corretta soluzione. Formalmente, lo
spazio fondamentale ¢ dato da 2 = ; x --- x {29y, dove in questo caso 2 rappresenta lo spazio
fondamentale relativo al k-esimo lancio congiunto dei due dadi e che quindi puo essere considerato a
sua volta uno spazio prodotto di due spazi fondamentali. Se E rappresenta I'evento che non si sia
verificato “il doppio 6” su nessun lancio congiunto dei due dadi, considerando un'assegnazione
equiprobabile per ogni lancio, allora si ha

24 35 24
P(E)=P(FE; X -+ X Fy) = P.(Ey) = | —=
(B) = P =1Tnwm) = (5)

Dunque, la probabilita che si sia verificato almeno in un lancio congiunto “il doppio 6 ¢ data da

. 35\
P(E°) =1 (36) ~ (0.491 .
Come aveva intuito il Cavalier de Mér¢, il gioco era quindi leggermente sfavorevole. Resta comunque
sorprendente come il Cavalier de M¢éré fosse giunto a queste conclusioni solo sulla base
dell'esperienza fatta al tavolo di gioco. Il problema posto dal Cavalier de Méré viene considerato
comunemente come il vero inizio della Teoria della Probabilita. Fra l'altro si deve notare che Pascal
incoraggio il matematico, astronomo e fisico Christiaan Huygens (1629-1695) a scrivere il trattato De
ratiociniis in ludo aleae (1657), largamente basato sullo studio probabilistico del gioco dei dadi. [
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Figura 2.6.3. Christiaan Huygens (1629-1695) e
frontespizio di De ratiociniis in ludo aleae (1657).

e Esempio 2.6.3. (Gioco della roulette) La roulette ¢ un gioco d'azzardo la cui introduzione ¢ stata
attribuita, almeno nella sua forma primitiva, a Blaise Pascal. Nella versione europea della roulette,
detta di tipo Monte Carlo, il gioco ¢ basato su un disco diviso in 37 settori di uguale ampiezza e che
sono numerati con 1 primi 36 interi e con lo zero. Alternativamente, nella versione americana della
roulette, detta di tipo Las Vegas, il disco ¢ diviso in 38 settori di uguale ampiezza e che sono numerati
con 1 primi 36 interi, con lo zero e con il cosiddetto doppio zero. I settori sono colorati
alternativamente in rosso e nero, mentre lo zero, cosi come il doppio zero quando ¢ presente, sono
normalmente colorati di verde. Il gioco consiste nel far ruotare il disco dal gestore del banco (il
cosiddetto croupier), che successivamente vi lancia una pallina. La pallina viene fatta ruotare in senso
opposto a quello della roulette e il numero vincente ¢ quello relativo al settore in cui cade la pallina.
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Le puntate vengono effettuate su un tavolo verde, su cui sono riportati i numeri della roulette, oltre a
varie possibilita di differenti scommesse.

2
Z
i
-

IMPAIR

Figura 2.6.4. Disposizione dei numeri sulla roulette
e sul tavole verde per una roulette di tipo Monte Carlo.

Ad esempio, si puo scommettere su Pair ou Impair, ovvero che il numero uscito sia pari o dispari, su
Manque ou Passe, ovvero che sia uscito un numero da 1 a 18 o un numero da 19 a 36, o su Rouge ou
Noir, ovvero sul colore del numero uscito. Esistono ulteriori possibilitd di scommessa, che sono
usualmente definite con termini specifici nel linguaggio caratteristico del giocatore d'azzardo.
Ovviamente, la procedura viene ripetuta numerose volte durante una serata di gioco. Anche se
apparentemente ¢ possibile considerare alla roulette una pluralita di differenti scommesse, in generale
il gioco pud essere riportato allo schema delle prove ripetute introdotto nell'Esempio 1.5.2. Ad
esempio, se si decide di puntare sul rosso durante la serata di gioco, allora si ha in effetti uno schema
di Bernoulli basato su n ripetizioni di un esperimento aleatorio con esito dicotomico (si veda
'Esempio 1.5.2), ognuna delle quali con spazio fondamentale €, = {w;,ws}, dove wy ¢ il risultato
che rappresenta 1'uscita di un numero colorato in rosso, mentre ws ¢ il risultato che rappresenta 1'uscita
di un numero colorato in nero o dello zero. Supponendo che il croupier sia onesto e la roulette sia
bilanciata, si puo considerare l'assegnazione di probabilita P({wi}) = £ ¢ Py({w.}) = 32 sullo
spazio fondamentale €2;. Dal momento che lo spazio fondamentale prodotto €2 ha cardinalita finita, la
misura di probabilita prodotto P si ottiene probabilizzando i 2" eventi elementari {(wj,,...,w;,)} di
(), ovvero

P({(wjﬂ e 7wjn ﬁ[ {w.]k}

dove j. = 1,2 e kK =1,...,n. Per un approfondimento delle strategie di gioco ottimali alla roulette
(nel senso di strategie che permettono di limitare le perdite) si consideri la trattazione di Billingsley
(1995, p.92). Si noti che nelle case da gioco europee la precedente assegnazione di probabilita puo
risultare modificata dalla possibilita di recuperare almeno in parte la giocata quando si presenta lo zero
(mediante le regole basate su la partage o en prison) e che nel presente esempio non ¢ stata adottata
per semplicita di esposizione. O

2.7. Lemma di Borel-Cantelli e Legge zero-uno di Kolmogorov

In questa Sezione vengono considerati due risultati molto celebrati che riguardano successioni di
eventi. Il seguente Lemma, che ¢ fondamentale per ottenere risultati teorici di convergenza, ¢ dovuto
al probabilista italiano Francesco Paolo Cantelli (1875-1966) e a Emile Borel.
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Teorema 2.7.1. (Lemma di Borel-Cantelli) Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), se (E,,)n>1 &
una successione di eventi di F tale che >~ ° , P(E,) < oo, allora

P(limsup, E,) =0.
Inoltre, se (E,,),>1 € una successione di eventi indipendenti di F tale che > | P(E,) = oo, allora
P(limsup,E,) =1.

Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 2.2.7 e il Teorema 2.2.8, dalla definizione di
limsup, F,, si ha

P(limsup,E,) < P (U Ek) Z
k=n k=n
per ogni n. Dal momento che Y -, P(E,) < oo per ipotesi, allora deve risultare
lim " P(E;) =0,
" k=n
da cui segue la prima parte del Teorema. Inoltre, tenendo presente la relazione di De Morgan, si ha
limsup, E, = ﬂ (ﬂ ) (U m Ek> (liminf, £} )¢,

n=1 \k=n n=1k=n
da cui

P(limsup, E,) =1 — P(liminf, E) .
Si noti che liminf, ES = |J,-, F,,, dove F,, =, Ef, mentre (F,),>1 ¢ una successione crescente
di eventi. Dunque, dal Teorema 2.2.10 e dall'indipendenza degli eventi della successione risulta
P(limsup,E,) =1 - P(limF,) = 1 — imP(F,) = 1 — lim [ [ P(Ef) = 1 = lim [ ] (1 - P(E})) .

n n n n n en

Tenendo presente la disuguaglianza 1 — z < e™*, per ogni n si ha

o0

[T - PE) <He (Br) — gLzl (B

k=n k=n

Quindi dal momento che >~ | P(E,) = oo e che P(E,) < 1 per ogni n, allora deve risultare

liTIZn io: P(Ey) =0
k=n
e dunque
tim T[ (1 - P(E0) 0.
da cui segue la seconda parte del Teorema. O

e Esempio 2.7.1. Si consideri lo schema di Bernoulli relativo ad un'infinita numerabile di ripetizioni
del lancio di una moneta bilanciata e il relativo spazio probabilizzato prodotto (€2, F, P). Se E,
rappresenta I'evento di ottenere una sequenza di almeno n volte il simbolo “testa”, si ha
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P(E,)=1-) 2F=2",
k=1

Se si considera la successione di eventi (E),),>1, allora risulta Y ° P(E,) =1 e quindi la prima
parte del Lemma di Borel-Cantelli implica che P(limsup, £,) = 0. In altre parole, una sequenza di
simboli “testa” di lunghezza arbitraria si presenta infinitamente spesso con probabilita nulla. Se inoltre
E, ¢ l'evento di ottenere il simbolo “testa” al (2n — 1)-esimo e al (2n)-esimo lancio, si ha
P(E,) = %. Gli eventi della successione (E,),>; sono indipendenti e risulta Y~ P(E,) = oc.
Quindi, dalla seconda parte del Lemma di Borel-Cantelli si ha P(limsup, E,,) = 1. In altre parole, una
sequenza di due simboli “testa” si presenta infinitamente Spesso con probabilita unitaria.
Analogamente, si puo verificare che una qualsiasi prefissata sequenza di lunghezza finita di simboli
“testa” e “croce” si verifica infinitamente spesso. Se 1 simboli “testa” e “croce” vengono messi in
corrispondenza biunivoca con i simboli “punto” e “linea” di un alfabeto Morse, allora il risultato
appena ottenuto ¢ stato interpretato in maniera pittoresca. Infatti, qualsiasi opera letteraria puo essere
rappresentata come una sequenza di simboli nell'alfabeto Morse. Quindi, adottando uno schema di
Bernoulli di lanci ripetuti della moneta, questa opera “verra scritta” dal lancio della moneta con

probabilita unitaria, purché il lanciatore sia abbastanza paziente. O
Teorema 2.7.2. (Legge zero-uno di Kolmogorov) Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), se
(E,)n>1 € una successione di eventi indipendenti di F, si consideri la successione di o-algebre
(Fu)n>1, dove F, =o0(&,) € & ={E,, Eny1,...}. Se E €, Fn, allora si ha P(E)=0 o
P(E)=1.
Dimostrazione. Si veda Gut (2005, p.20). O

e Esempio 2.7.2. Si consideri una successione di eventi indipendenti (E,,),>1 e sia dato l'ulteriore
evento

k=1

1 n
E, = Q:lim— 1 < ,
{we 17rlnnz B (w) < III}

dove x € R. In pratica, I'evento E, si verifica se il limite della frequenza relativa degli eventi della
successione che si verificano € minore o uguale a . Si noti che dalla definizione di limite si ha

EI:TQ“Q {weﬂ:ﬁglbﬂk(w)gx—%%}

Inoltre, tenendo presente la notazione del Teorema 2.7.2, si ha

1< 1
{weﬁzﬁglm(w)gx-l-%}efn.

g

n=

Dal momento che E, pud essere espresso come unione e intersezione numerabile di questi eventi,
allora dal Teorema 2.7.2 siha P(E,) = 00 P(E,) = 1 per ogni x. O

2.8. Riferimenti bibliografici

L'approccio assiomatico ¢ quello seguito nella maggioranza dei testi di Teoria della Probabilita,
come ad esempio quelli segnalati nella Sezione 1.6. Si deve comunque evidenziare che l'approccio
soggettivo alla probabilita, per quanto minoritario nei testi, ha notevole importanza in ambito
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statistico. Per una trattazione di questo approccio si dovrebbero consultare i classici testi di de Finetti
(1970, volume I e II) e Dubins e Savage (1965). Per una revisione degli approcci moderni alla
probabilita si veda il testo di von Plato (1994). I problemi tecnici connessi alla costruzione della
misura di probabilita sono estesamente considerati in Dudley (2004). Per quanto riguarda
l'esemplificazione del calcolo delle probabilita con spazi finiti o numerabili si dovrebbero consultare i
testi di Blom (1994), Gorroochurn (2012), Isaac (1995), Mosteller (1987) e Petkovic (2009), che
contengono numerosi problemi classici. Erickson (2010), Graham et al. (1994) e Lovasz (2003) sono
testi introduttivi al calcolo combinatorio con parti dedicate al calcolo delle probabilita con spazi finiti.
Infine, per una trattazione di paradossi e controesempi in probabilita, si veda i testi di Székely (1986),
Romano e Siegel (1986) e Wise e Hall (1993).

2.9. Esercizi svolti

Sezione 2.1

e Esercizio 2.1.1. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = {w;,ws, ... } e la g-algebra F = P(Q).
Inoltre, si assuma che

P(E) = i 15 (wk )Pk »
k=1

dove E € F, mentre p;, > 0 per ogni k = 1,2,... con Y ,_,p; = 1. Si verifichi che (Q2, F, P) ¢ uno
spazio probabilizzato.

Soluzione. Si deve dimostrare che P ¢ in effetti una misura di probabilita. Il primo assioma ¢
verificato, in quanto P ¢ una applicazione a valori non negativi. Per quanto riguarda il secondo
assioma, si ha

Infine, per quanto riguarda il terzo assioma, se (E,),>1 € F ¢ una successione di eventi incompatibili
si ha

P (U En> = 1y g wipe =) ) 1 (wW)pr =Y Y g (wipe = Y P(E,),
n=1 k=1 k=1n=1 n=1k=1 n=1

dove la permutazione delle sommatorie ¢ possibile in base al Teorema di Fubini. Dunque, (2, F, P) ¢
uno spazio probabilizzato. O

Sezione 2.2

e Esercizio 2.2.1. (Problema della segretaria distratta) In una segreteria vi sono n lettere e n buste
preparate con l'indirizzo del relativo destinatario. Una segretaria distratta pone le lettere in modo
casuale nelle buste. Si determini la probabilita che esattamente m lettere raggiungano correttamente il
destinatario. Al fine della soluzione dell'esercizio, si tenga presente la formula di Waring ovvero, se si
considera n eventi (Ej)}_,, la probabilita dell'evento F;, che si verifica quando esattamente m di
questi eventi si verificano ¢ data da

Pr) =3 (1) (=1,

k=m
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dove m € {0,1,...,n} e Si, ¢ definito nella Formula di Inclusione ed Esclusione con l'assunzione
che Sy, = 1. La formula prende il nome dal matematico inglese Edward Waring (1736-1798).

Soluzione. In questo caso, lo spazio fondamentale 2 ¢ equivalente a quello relativo a tutte le
possibili configurazioni di n palline distinguibili in n celle in modo tale che vi sia al massimo una
pallina per cella. Dunque, risulta che card(€2) = n!, ovvero gli eventi elementari di {2 sono in
corrispondenza biunivoca con le possibili permutazioni dei primi n interi. Inoltre, si puo scegliere
F =P(Q2). Dalle assunzioni fatte le n! configurazioni sono ugualmente probabili, ovvero ad ogni
evento elementare wy, € ) si assegna la probabilita P({w;}) = (n!)~!. Si denoti con E} l'evento che
la k-esima lettera sia correttamente posta nella rispettiva busta. Dunque, per ogni scelta di indici
1< <...<jr<nsiha

(n—k)!

P(E;N... NE;) ="

1 ..

e quindi, dal momento che vi sono (Z) possibili scelte di questi indici, risulta
ny (n—k)! 1
S = (1) (R L
T \k) Tl k!
La probabilita richiesta ¢ dunque data da
n k ( . l)kfm
P(F,) = —_
=3 (1) i

Ovviamente, dal momento che la classe di eventi (F,,)" _, costituisce una partizione di €2, risulta

S _oP(F,,) = 1. Inoltre, si osservi che la probabilita che nessuna lettera raggiunga correttamente il
destinatario ¢ data da

P =Y =

k=0

e quindi la probabilita che almeno una lettera raggiunga il destinatario ¢ data da

n n (_1)k+1
P(UEk> :1_P(FO):ZT’
k=1 ’

k=1

ovvero si ¢ ottenuto in modo alternativo il risultato fornito dalla Formula di Inclusione ed Esclusione.
Sulla base della serie esponenziale, per n abbastanza elevato, la probabilita che nessuna lettera
raggiunga correttamente il destinatario puo essere approssimata da e ! ~ 0.368. Quindi, la probabilita
che almeno una lettera raggiunga correttamente il destinatario pud essere approssimata da
1 — e ! ~ 0.632. Per una semplice dimostrazione della formula di Waring si veda I'Esercizio 7.4.3. O

e Esercizio 2.2.2. (Problema della segretaria distratta, seconda parte) Con le medesime assunzioni
dell'Esercizio 2.2.1, si determini la probabilita che almeno m lettere raggiungano correttamente il
destinatario. Al fine di ottenere la soluzione dell'esercizio, si dimostri il seguente risultato. Considerati
n eventi (Ey)}_,, la probabilita dell'evento A,, che si verifica quando almeno m di questi eventi si
verificano ¢ data da

P(A,) = Z <Z_—11) (=¥ ™S,

k=m
dovem € {1,...,n} e Sk, ¢ definito nella Formula di Inclusione ed Esclusione.
Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 2.2.1, risulta P(A,,)=>",_ P(F})). L'espressione

richiesta si ottiene dunque verificando la relazione
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P(Am—i-l) = P(Am) - P<Fm) .

perm = 0,1,...n — 1. In effetti, per le proprieta dei coefficienti binomiali, si ha

P(A) — P(E) =Y (Z:i) (— 1S~ 3 (Z) (—1)F"S,

k=m

(AT - ()]s
-3 (k . 1) (=1 S = P(Amia)

k=m+1 m

Inoltre, tenendo presente 1'Esercizio 2.2.1 si ha Sk, = (k!)~! e quindi la probabilita che almeno m
lettere raggiungano correttamente il destinatario ¢ data da

% (A7) S u

k=m

e Esercizio 2.2.3. Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P) e considerati due eventi F1, Ey € F, si
determini la probabilita che si verifichino esattamente m dei due eventi con m = 0, 1,2 e almeno m
dei due eventi conm = 1, 2.

Soluzione. Assumendo le notazioni degli Esercizi 2.2.1 e 2.2.2, si ottiene Sy =1 ¢
Si12 = P(E)) + P(E;), mentre Sy = P(E; N Ey). Dunque, sulla base dell'Esercizio 2.2.1, la
probabilita degli eventi F{), F} e F5 ¢ data da

P(F)=1—S812+4 S0 =1—P(E,UE,)

P(Fy)) = S12—259=P(E,UE,;) — P(E;NE,y),
mentre
P(Fy) = Sy9 = P(E1 N Ey).
Inoltre, sulla base dell'Esercizio 2.2.2, la probabilita degli eventi A; e A, ¢ data da

P(Al) = SLQ — 5272 = P(E1 U EQ)

P(AQ) = 5272 = P(E1 N EQ) . O

e Esercizio 2.2.4. Un dado bilanciato viene lanciato n volte. Si determini la probabilita che almeno
una delle facce non si verifichi.

Soluzione. Lo spazio fondamentale €2 ¢ equivalente a quello dato da tutte le possibili
configurazioni di n palline distinguibili in 6 celle. Dunque, si ha card({2) = 6" e si puo scegliere
F =P(Q2). Dalle assunzioni fatte le 6" configurazioni sono ugualmente probabili, ovvero ad ogni
evento elementare wy, € €2 si assegna la probabilita P({wy}) = 67". Si denoti con Ej, I'evento che la
k-esima faccia non si verifichi negli n lanci, dove kK = 1,...,6. Se si considerano indici distinti,
risulta P(E;) = 5"67", P(E;, NE;) =4"67", ..., P((h_,E;,) = 6" ¢ P(N._,Ex) = 0. In base
alla Formula di Inclusione ed Esclusione, la probabilita richiesta ¢ quindi data da
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()G -G)6)

B () ()

k=1

~
bl
1=
S
N————
Il

+()6)

dal momento che vi sono (2) possibili scelte di k facce fra 6 facce. O

Sezione 2.3

e Esercizio 2.3.1. (Dimostrazione probabilistica a la Paul Erdds) Una circonferenza ¢ suddivisa in due
insiemi che vengono rispettivamente colorati di bianco e di nero. La proporzione di bianco ¢ un quinto
della circonferenza. Senza avere informazione sulla struttura dei due insiemi, determinare se €
possibile inscrivere nella circonferenza un quadrato in modo tale che tutti i suoi vertici appartengano
all'insieme colorato di nero.

Soluzione. Una dimostrazione probabilistica ¢ un metodo di dimostrazione non costruttiva
dell'esistenza certa di un oggetto matematico mediante considerazioni probabilistiche. La tecnica ¢
stata introdotta dal matematico Paul Erdds (1913-1996) e viene spesso impiegata nella Teoria dei
Grafi. Per quanto riguarda il presente esercizio, senza perdita di generalita si consideri lo spazio
fondamentale 2 = [0,27[, in modo tale che ogni elemento di 2 rappresenta un punto sulla
circonferenza, e la relativa o-algebra F = B([0, 2x[). Si consideri inoltre la misura di probabilita
uniforme su €2, ovvero si assegni la probabilita P in modo tale che

_AB) _ A(B)
( )—m— o

per ogni B € F, e si assuma che i due insiemi considerati siano probabilizzabili rispetto a questa
misura. In questo caso, si selezioni in modo uniforme un evento elementare di €2 in modo tale che il
punto ottenuto rappresenta la posizione sulla circonferenza del vertice di riferimento del quadrato.
Inoltre, si indichi con E 1'evento che il vertice k-esimo del quadrato appartenga all'insieme colorato
di bianco, per cui si ha P(E)) = % per le assunzioni fatte. Dunque, 1'evento che tutti i vertici del

quadrato appartengano all'insieme colorato di bianco ¢ dato da E = ﬂizlEk. Dal momento che risulta
EC UizlEk e tenendo presente la disuguaglianza di Bonferroni, si ha

P(E) < P(U Ek> <Y P(E) = % :
k=1 k=1

Dunque, la probabilita di selezionare un quadrato con tutti i vertici che appartengono all'insieme
colorato di nero ¢ almeno pari ad % Si deve concludere che ¢ possibile inscrivere nella circonferenza
un quadrato del tipo richiesto anche se non se ne puo determinare la posizione. O

Sezione 2.4

e Esercizio 2.4.1. (Un problema di Lewis Carroll) Un'urna contiene una pallina di cui € noto che puo
essere bianca o nera. Un'ulteriore pallina bianca viene inserita nell'urna e successivamente una delle
due palline viene estratta. Se la pallina estratta ¢ bianca, si determini la probabilita che anche la pallina
rimasta nell'urna sia bianca.

Soluzione. Si indichi con E; l'evento relativo alla presenza di una pallina bianca nell'urna prima
dell'inserimento dell'ulteriore pallina bianca e si assuma che P(E;) = p dove p € [0, 1]. Ovviamente,
la probabilita che la pallina nell'urna sia nera ¢ data da P(E{) =1 — p. Inoltre, sia E, l'evento
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relativo all'estrazione di una pallina bianca dall'urna. Dunque, risulta P(E; | Ej) =1 e
P(E, | E{) = 1. Dal momento che gli eventi E; e E{ costituiscono una partizione dello spazio
fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

P(Es) = P(B, | EP(E) + P(B, | BY)P(Y) = 0

Considerando la Formula di Bayes si ha la probabilita richiesta, ovvero

PlEy | By) = P(E,) T p+1-

Dunque, in modo controintuitivo per un neofita risulta P(E) | Es) = % nel caso in cui p = % Infine,
si osservi che in questo esercizio ¢ stato considerato in effetti uno spazio fondamentale €2 costituito da
quattro eventi di una opportuna partizione in modo simile all'Esercizio 1.3.2, ovvero

Q={EiNEyEsNE;,E{NEy, E{NE5},

con F = P({2), mentre l'assegnazione di probabilita ¢ data da P(E; N Ey) = p, P(E; N ES) =0,
P(EfN E,) = % e P(ESNES) = %. Si noti che la sola conoscenza di P(E;), P(Es | Ey) e
P(E, | EY) permette di effettuare in modo coerente l'assegnazione di probabilita. Lewis Carroll,
pseudonimo di Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), oltre ad essere un famoso scrittore, autore fra
l'altro del celeberrimo Alice's Adventures in Wonderland, € stato anche un matematico con molti

interessi nella Teoria della Probabilita. O

e Esercizio 2.4.2. (Un test clinico) Un test ematico rivela la presenza di una patologia con probabilita
pari a p;, mentre produce falsi positivi con probabilita pari a p,. Se in una popolazione la probabilita
di avere la patologia ¢ pari a p, si determini la probabilita di avere la patologia dato che il test ematico
¢ risultato positivo.

Soluzione. Si indichi con E) 'evento relativo alla presenza della patologia, mentre sia E l'evento
relativo alla positivita al test. Si ha P(E;) = p e quindi P(Ef) =1 — p. Inoltre, P(Ey | E4) =p;
P(E, | Ef) = po. Dal momento che gli eventi E; e E{ costituiscono una partizione dello spazio
fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

P(EQ) = P(EQ | El)P(El) + P(EQ | Ei)P(E{) = p1p+p2(1 — p) .
Considerando la Formula di Bayes, la probabilita richiesta ¢ data da

p1p _ 1
pp+ p2(l —p) 1+( 1)@

P(Ey | Ep) =

1 _
p p1

Si osservi che la probabilita P(E) | E>) decresce al diminuire di p e all'aumentare del rapporto £2. Dal
momento che si ha P(E{|E;)=1— P(E;| E2), per questa ultima probabilita valgono
considerazioni inverse. Come esempio Iﬁatico, si assuma che p; = % e P = 1(1)—0, mentre p = ﬁ.

Dal momento che si ha P(E; | Ey) = 755 ~ 0.09, il test ematico ¢ fortemente inefficiente in questo

caso. Dunque, quando si considera una patologia abbastanza rara, si deve avere valori di p; molto
elevati e valori di p, molto bassi. In particolare, se si richiede che P(E; | Ey) > a per a € ]0, 1], deve

risultare

@Sl—a P '
D1 a 1l-p

. _ 9 1 .
Dunque, se si pone a = 15 € p = 1555, i deve avere
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Do 1
— < —— ~0.0001 . O
p ~ 8991

e Esercizio 2.4.3. (Paradosso di Simpson) Due trattamenti vengono assegnati in modo aleatorio ad un
gruppo di pazienti che comprendono sia donne che uomini. Se FE; rappresenta l'evento che il
trattamento sia efficace, F, rappresenta l'evento che sia stato assegnato il primo trattamento (quindi,
E5 ¢ T'evento che sia stato assegnato il secondo trattamento) e FEs rappresenta l'evento che sia stata
selezionata una donna (quindi, £ ¢ l'evento che sia stato selezionato un uomo), si verifichi che si puo
avere

P(E1|EQHE3)>P(E1‘ESHE3)

P(E, | ExNES) > P(E, | ESNES),
anche se
P(Ey | Ey) < P(Ey | EY) .

In altre parole, il primo trattamento puo essere piu efficace del secondo nei singoli gruppi di donne e
uomini, anche se ¢ vera l'affermazione opposta per l'intero gruppo di pazienti.

Soluzione. Si noti che sulla base dell'Esercizio 1.3.2 si pud considerare lo spazio fondamentale {2
costituito dagli otto eventi di una opportuna partizione, ovvero

Q={E1NE;NEs;,E{NEyNE3, E; N ESN E3, E{ N ESN E;,
ExNE,NES,E{NE;NES, EyNESNES, EfNESNES}
con F = P(£2). Si assuma l'assegnazione di probabilita

P(ElﬂEgﬂEg):pl,P(EfﬂEgﬂEg):pQ,P(ElﬂEgﬂEg):pg,P<EfﬁE§ﬂE3):p4,
P(ElﬂEngg):p5,P(EfﬂE2ﬁE§):pg,P(ElmEngg):p7,P(EfﬁE§ﬂE§):p8,

dovepr, > 0conk =1,...,8¢ Zzzlpk = 1. Dalla precedente assegnazione risulta in particolare
P(EsNEs)=pi+p, P(E5NE3) =p3s+ps, P(E2NES) =ps +ps, P(E5 N ES) =pr + s,
P(E1NEy) =p+ps, P(E{NEy) =p2+ps , P(E1NES) = ps + pr, P(EY N ES) = py+ ps
da cui si ha anche

P(Ey)=pi+p2+ps+ps, P(ES) =ps+pi+pr+ps.

Quindi, le prime due disuguaglianze considerate nell'esercizio sono equivalenti alle ulteriori
disuguaglianze
b1 > b3
PLtp2 Pzt s

D5 > br
ps+ps pr+Dps

mentre la terza disuguaglianza ¢ equivalente a

P11+ Ds < p3 + pr
pPL+pe+ps+Dps  P3s+Ps+Pr+Dps
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Queste tre disuguaglianze possono essere contemporaneamente soddisfatte. In effetti, non si puo in
generale sommare ordinatamente i numeratori e i denominatori di due disuguaglianze fra rapporti al
fine di ottenere una nuova valida disuguaglianza. Ad esempio, 1'assegnazione di probabilita p; = %,
Py = 31—0, p3 = 38_0° Py = 33—0, P5 = 33—0, Pe = %, pr = 3—10, Py = % verifica contemporanecamente le tre
disuguaglianze descritte. Il paradosso ¢ stato considerato in dettaglio dallo statistico Edward Hugh
Simpson (1922-2019), anche se era gia noto al famoso statistico George Udny Yule (1871-1951). [

e Esercizio 2.4.4. (Paradosso di Berkson) In una popolazione vengono scelti soggetti in modo
aleatorio al fine analizzare la presenza di due patologie. Sia E; l'evento che il soggetto selezionato
presenti la prima patologia e E» l'evento che presenti la seconda patologia. Dunque, (F; U Es)
rappresenta l'evento che il soggetto sia nel gruppo dei malati con almeno una patologia. Assumendo
che gli eventi F; ed F» siano indipendenti e che risulti P(FE}), P(E>) € ]0, 1], si verifichi che

P<E1|E2)<P(E1|E1UE2).

In altre parole, la probabilita che un soggetto nel gruppo dei malati manifesti la prima patologia ¢
maggiore della probabilita questo soggetto manifesti la prima patologia data la presenza della seconda
patologia. Dunque, apparentemente la disuguaglianza sembra suggerire una dipendenza fra le
patologie, anche se queste sono eventi indipendenti.

Soluzione. Dal momento che gli eventi F; e Es sono indipendenti si ha P(E; | E2) = P(FE).
Inoltre, dal momento che

P(Ey U Es) > max(P(Ey), P(Ey)) >0,
risulta

P(E)

B YV

>P(E1),

essendo P(F; U E,) € ]0,1[. L'apparente paradosso deriva dal fatto che le probabilita vengono
calcolate rispetto al gruppo dei malati, escludendo in effetti il gruppo dei soggetti sani, ovvero eventi
indipendenti possono non essere tali quando si considera eventi condizionati. Il paradosso prende il
nome dallo statistico Joseph Berkson (1899-1982), che ne aveva osservato gli effetti in alcuni studi
clinici. O

Sezione 2.5

e Esercizio 2.5.1. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = {1,...,n}, dove n ¢ un numero primo, e
sia F = P(2). Si assuma inoltre I'assegnazione di probabilita
d(E
P(E) = card(E)
n

per ogni € F. Si verifichi che, se F; e > sono eventi indipendenti, almeno uno di questi eventi ¢
l'evento impossibile o 1'evento certo.

Soluzione. Sia card(E;) =a e card(F2) = b, mentre card(F; N Ey) = c. Dal momento che
P(EyNEy) = P(Ey)P(E,), si ha cn=ab. Se ab =0, allora almeno un evento tra E; e Ey ¢
lI'evento impossibile. Al contrario, se ab # 0, allora n deve essere un divisore di ab essendo ¢ un
numero intero. Tuttavia, n ¢ un numero primo e quindi n ¢ un divisore di a o di b. Dal momento che
a,b < n, deve sussistere almeno una delle relazioni a = n e b = n, ovvero almeno un evento tra F; ¢
FE, ¢ I'evento certo. Se F; ¢ E5 non sono l'evento impossibile o 'evento certo, risulta controintuitivo il
fatto che per un numero primo quale n = 23! — 1 non esistono eventi indipendenti, mentre per
n = 23! esistono numerosi eventi indipendenti. Incidentalmente, si osservi che 23! — 1 & un numero
primo di Mersenne (che prende il nome dal matematico francese Marin Mersenne, 1588-1648). O
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e Esercizio 2.5.2. Sia dato lo spazio probabilizzato (€2, F, P), dove Q =[0,1] e F = B([0,1]),
mentre P =\ ¢ la misura di Lebesgue su [0,1]. Si consideri inoltre la successione di eventi
(En)n>0 € F con

277,
E,=JI@k-12"" k2.
k=1

Si verifichi che gli eventi della successione sono completamente indipendenti.
Soluzione. L'evento F,, ¢ un'unione di 2" eventi incompatibili di misura di Lebesgue pari a 2771,
ovvero per ogni n si ha

271
1
P(En) = Z/\([(Qk _ 1)2—11—1, k2—n]) — 9N 2—n—l _ 5 )
k=1

Se n; < ng, l'evento £, N E,,, ¢ 'unione di 2™ X om—m—l — gm—1l eyenti incompatibili di misura di
Lebesgue pari a 2™ ~!, e quindi risulta
- e 1
P(Em N Enz) = 2™ b x 27" b= Z = P(Em)P(Enz) :
Iterando il procedimento, se n; < my < ms, si osservi che l'evento E, N E,, N E,, ¢ l'unione di
2m2=1 5 gma=ma=l — 9m=2 eventi incompatibili di misura di Lebesgue pari a 271, da cui

1
P(E, NE, NE,)=2"%2x2""1= 5= P(E,,)P(E,,)P(E,,) .

In generale, se ny < ... < ny dove k > 1, I'evento ﬂleEm ¢ l'unione di 21 eventi incompatibili
di misura di Lebesgue pari a 27!, da cui

k k
P(ﬂ En,> =gl = o =TT P(E,,) -
1=1 1=1
Quindi, gli eventi della successione sono completamente indipendenti. O

Sezione 2.6

e Esercizio 2.6.1. Si consideri un'urna che contiene /V palline numerate da 1 a V. Dall'urna vengono
estratte con reimmissione n palline. Si determini la probabilita che il massimo numero estratto nelle n
estrazioni sia paria j,dove j = 1,..., N.

Soluzione. L'esperimento aleatorio analizzato ¢ relativo ad uno spazio fondamentale prodotto dato
da Q=0 x---xQ,, dove Q; ={1,..., N} rappresenta lo spazio fondamentale relativo alla k-
esima estrazione per k = 1,...,n. Dal momento €2 ha cardinalita finita, la o-algebra prodotto F puo
essere scelta come P(€2). Inoltre, dal momento che le estrazioni sono indipendenti, si puo considerare
la probabilita prodotto P =P ®---® P, con un'assegnazione equiprobabile su ogni spazio
fondamentale, ovvero P, ({j}) = N"! per k=1,...,n. Se Ej; rappresenta l'evento che venga
estratto un numero minore o uguale a j nella k-esima estrazione, ovvero Ej ; = {1,...,}, si ha
Py(Ey, ) = % Dunque, se F; = Ey j x --- x E, ;, ovvero E; rappresenta l'evento che venga estratto
un numero minore o uguale a j nelle n estrazioni, si ha

P(E,) - EPk(EkJ) -(2)"
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Infine, se E rappresenta I'evento che il massimo numero estratto nelle n estrazioni sia pari a j, dal
momento che £ = E; \ Ej_; con E;_; C Ej, la probabilita richiesta ¢ data da

mmzpwpfm@g:(%yl<%$)5 O

e Esercizio 2.6.2. (Test simultanei) In un procedimento giudiziario, un campione di DNA viene
confrontato con quelli presenti in un archivio relativo a n soggetti. Supponendo che la probabilita di
avere una corrispondenza del campione di DNA con quello di un soggetto dell'archivio per effetto
della casualita sia pari a p, si determini la probabilita di avere almeno una corrispondenza.

Soluzione. L'esperimento aleatorio analizzato ¢ relativo allo spazio fondamentale prodotto dato da
Q=0 x---xQ,, dve Q, ={0,1} ¢ lo spazio fondamentale relativo al k-esimo confronto fra
campioni di DNA, supponendo che gli eventi elementari {0} ¢ {1} rappresentino rispettivamente la
mancanza e la presenza della corrispondenza. La o-algebra prodotto F puo essere scelta come P(€2).
Inoltre, dal momento che si pud assumere che i campioni presenti nell'archivio diano luogo ad eventi
indipendenti, si considera la probabilita prodotto P = P, ® --- ® P, con l'assegnazione P;({1}) = p
e P.({0}) =1—pper k=1,...,n. Dunque, la probabilita di non avere nessuna corrispondenza ¢
data da P({(0,...,0)}) = (1 — p)" e dunque la probabilita richiesta risulta

1- P{(0,...,00) =1— (1—p)".

Anche nel caso in cui p ¢ un valore apparentemente trascurabile, si noti che per n elevato la
precedente probabilita potrebbe essere prossima all'unita. Ad esempio, per p = 107° e n = 10%, questa
probabilita ¢ circa pari a 1. Dunque, basandosi solamente sulla corrispondenza fra campioni di DNA,
per effetto della casualitda una persona innocente potrebbe essere sottoposta a giudizio se i risultati
probabilistici non vengono correttamente interpretati nel procedimento giudiziario. O

Sezione 2.7

e Esercizio 2.7.1. Dato lo spazio probabilizzato (€2, F, P), si consideri una successione di eventi
(E,)n>1 tale che P(E,) = n~2 e si determini P(limsup, E,,).
Soluzione. Si ha

iP(E"):i%<l+iﬁ:1+i(nil_%> =2<o00,

n=1 n=1 n=2 n=2

dal momento che la serie considerata nell'ultimo passaggio ¢ telescopica. Quindi, dalla prima parte del
Lemma di Borel-Cantelli si ha P(limsup, ;) = 0. O

e Esercizio 2.7.2. Si consideri lo schema di Bernoulli relativo ad una infinita numerabile di ripetizioni
di un gioco per cui alla n-esima ripetizione si vince 1 unita con probabilita fﬁ e si perde 2" unita
con probabilita 2#“ Evidentemente, il gioco ¢ equo dal momento che la perdita attesa ¢ pari alla
vincita attesa. Si commenti riguardo alla convenienza del gioco.

Soluzione. Se F, rappresenta l'evento di perdere alla m-esima ripetizione del gioco, tenendo

presente le proprieta della serie geometrica si ha

ZP(En):ZQn+1 <22—n:1<oo.
n=1 n=1 n=1

Dalla prima parte del Lemma di Borel-Cantelli risulta P(lim sup,, E,,) = 0, ovvero il giocatore perdera
infinitamente spesso con probabilita nulla. Inoltre, dall'Esercizio 1.2.1 si ha
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P(liminf, E;) =1 — P(limsup, E,) =1

e liminf, ES C limsup, ES, per cui P(limsup,E) =1, ovvero il giocatore vincera infinitamente
spesso con probabilita unitaria. Quindi, anche se il gioco ¢ equo la quantita di denaro vinta dal
giocatore tende a diventare infinitamente elevata. Tuttavia, si noti che il giocatore deve avere una
grande disponibilita per sostenere 1'eventuale ingente perdita alla n-esima ripetizione del gioco. O

e Esercizio 2.7.3. (Valori record) Si consideri 1 record personali di un atleta che possiede prestazioni
costanti nel tempo e in modo tale che i risultati in una gara sono indipendenti dalle restanti gare. Si
commenti riguardo alla probabilita che 1'atleta migliori il record personale nel tempo.

Soluzione. Si consideri la successione di eventi (F,),>; dove E, rappresenta l'evento che l'atleta
ottenga il record personale nella n-esima gara. Evidentemente, alla prima gara si ha P(FE;) = 1. Se si
considera le prime due gare, dal momento che le prestazioni dell'atleta sono costanti e i due risultati
sono indipendenti, il record puo essere ottenuto nella prima o nella seconda gara con la medesima
probabilita, ovvero P(Es) = % Sulla base di questo ragionamento, in generale si ha dunque che
P(E,) = n~'. Quindi, tenendo presente che la serie armonica diverge, si ha

iP(En) - i

n=1 n=1

=

S|

¢ dalla seconda parte del Lemma di Borel-Cantelli risulta P(limsup, F,,) = 1, ovvero l'atleta migliora
il record personale infinitamente spesso se riesce a mantenere le proprie prestazioni costanti nel
tempo. Si consideri l'ulteriore successione (E,,),>2, dove E,, rappresenta I'evento che l'atleta ottenga il
doppio record, ovvero due record personali in due gare successive. Con considerazioni simili a quelle
fatte in precedenza, si ha

1
P(E) = —\,
(Ex) n(n —1)
per cui
= = 1 = 1 1
PE)=S — = — - )=1<.
e =Y~ () e

Quindi, dalla prima parte del Lemma di Borel-Cantelli si ha P(limsup, F,) = 0, ovvero il doppio
record si presenta infinitamente spesso con probabilita nulla, in modo controintuitivo rispetto alla
prima parte dell'esercizio. Si noti che in questo caso gli eventi della successione non sono
indipendenti, ma questa assunzione non ¢ necessaria nella prima parte del Lemma di Borel-Cantelli. [J
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Variabili e vettori aleatori

3.1. Variabili aleatorie

Quando si analizzano esperimenti o fenomeni aleatori, le quantita di interesse sono comunemente
applicazioni dallo spazio fondamentale all'insieme dei numeri reali, che nella Teoria della Probabilita
sono dette variabili aleatorie. Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 3.1.1. Se (2, F, P) ¢ uno spazio probabilizzato, un'applicazione X : 2 — R ¢ detta
variabile aleatoria (v.a.) se lI'evento

X YB)={weQ: X(w) € B}
¢ tale che X !(B) € F per ogni B € B(R). O

Quindi, un'applicazione da 2 a R ¢ una v.a. se I'immagine inversa di ogni B € B(R) appartiene
alla o-algebra F. Nel linguaggio della Teoria della Misura una v.a. ¢ detta funzione misurabile.
Inoltre, si osservi che la definizione di v.a. non coinvolge la scelta della misura di probabilita
effettuata su F. In altre parole, una v.a. continua a rimanere tale anche se viene considerata una
differente scelta della misura di probabilita su F.

Se si considera lo spazio probabilizzato (2, F, P), la misura di probabilita indotta dalla v.a. X ¢
data da

Px(B) = P(X"'(B)).

La misura di probabilita Py ¢ detta legge (o distribuzione) della v.a. X.

Per quanto riguarda la notazione, si noti che le v.a. sono generalmente indicate con lettere
maiuscole (ad esempio X, Y e Z) e le rispettive leggi sono indicizzate di conseguenza. Inoltre, per
semplicita di notazione, I'evento X 1 (B) viene semplicemente indicato con {X € B} e la probabilita
P({X € B}) ¢ comunemente indicata con P(X € B). Questi leggeri abusi in notazione sono
universalmente adottati nei testi di Teoria della Probabilita. Inoltre, € usuale affermare che una v.a. si
“distribuisce” con una particolare legge, adottando una denominazione e una simbologia specifica per
la legge.

Proposizione 3.1.2. (R, B(R), Px) € uno spazio probabilizzato.
Dimostrazione. Occorre dimostrare che Py soddisfa i tre assiomi della Definizione 2.1.2. Per ogni
B € B(R) si ha ovviamente

Px(B)=P(XeB)>0.
Inoltre, risulta
Px(R)=P(XeR)=1.

Infine, data una successione di insiemi disgiunti (B,,),>1 € B(R), dal momento che ({X € B,,}),>1 ¢
una successione di eventi incompatibili, si ha
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n= n=1

PX< ) Bn> = P(X € G Bn> = P(O (X e Bn}> = iP(X €B,) = iPX(Bn) :

da cui segue la tesi. O

Se l'interesse ¢ dunque focalizzato sulla v.a. X, lo spazio probabilizzato (R, B(R), Px) diventa
centrale e, da un punto di vista pratico, lo spazio probabilizzato (€2, F, P) puo essere tralasciato.
Tuttavia, si dovrebbe notare che, mentre una v.a. determina univocamente la rispettiva legge,
l'affermazione contraria ¢ falsa. In altre parole, v.a. differenti potrebbero avere la medesima legge,
perfino se sono definite su spazi probabilizzati differenti. In particolare, se X e Y sono v.a. con leggi
date da Px e Py e se Pxy(B) = Py(B) per ogni B € B(R), allora si dice che le due v.a. sono uguali
in legge e si scrive

Xty

Si osservi inoltre che, se si ha un'applicazione X : 2 — S, dove S C R ¢ un insieme numerabile,
affinché X sia una v.a. ¢ sufficiente che I'evento

{X=2}={weQ: X(w) =2z}

appartenga a F per ogni z € S. In questo caso, la v.a. ¢ detta discreta. Per definire la legge di una v.a.
discreta ¢ sufficiente dunque considerare le probabilita P(X = x) per x € S, che definiscono la
cosiddetta legge essenziale della v.a. X. Inoltre, se card(S) = 1, la v.a. discreta ¢ detta degenere. Una
precisa classificazione delle v.a. sara considerata nella Sezione 3.2, cosi come le v.a. discrete saranno
considerate in dettaglio nella Sezione 3.3. Si noti inoltre che nel linguaggio della Teoria della Misura
una v.a. discreta che assume un numero finito di valori, ovvero quando si ha card(S) = n, ¢ detta
funzione misurabile semplice.

e Esempio 3.1.1. Si consideri lo spazio probabilizzato (2, F, P), dove 2 = {w;,ws} con F = P(Q2)
e P({wi}) = % per k = 1, 2. Si consideri inoltre la v.a. discreta X definita su € e tale che X (w;) =0
e X(ws) = 1. Essendo S = {0,1}, la legge essenziale di X risulta P(X = z) = { per z =0, 1. Sia

data l'ulteriore v.a. discreta Y definita su 2 e tale che Y(w;) =1 e Y (w2) = 0. Dunque, anche la

legge essenziale di Y ¢ datada P(Y = y) = % per y = 0, 1. Risulta evidente che le leggi essenziali di

X e Y sono identiche e quindi X £ Y, perfino se le v.a. X e Y differiscono per ogni evento
elementare di €2. Dato l'ulteriore spazio probabilizzato (€21, 1, P;), dove Q1 = {wq,ws, w3, ws} con
Fi=P() e P({wp}) =1 per k=1,2,3,4, se Z ¢ la v.a. discreta definita su €2; tale che
Z(w1) = Z(wg) =0 e Z(wsg) = Z(wg) = 1, la legge essenziale della v.a. Z ¢ identica a quella della

v.a. X. Quindi X £ Z, anche se la v.a. Z ¢ definita su un differente spazio fondamentale. La
precedente legge ¢ una delle piu semplici che si possono considerare e si ottiene per una specifica
parametrizzazione della legge di Bernoulli, che ¢ stata introdotta da Jakob Bernoulli. La legge di
Bernoulli ¢ un caso particolare della legge Binomiale analizzata nella Sezione 6.1. O

Dal momento che la costruzione della o-algebra di Borel B(R) puo essere fatta a partire dalla
classe di insiemi del tipo | — 0o, x], allora X ¢ una v.a. se l'evento {X <z} ={X €| — o0, z]}
appartiene ad F per ogni € R. In questo caso, a Py ¢ associata in modo unico la cosiddetta funzione
di ripartizione (fr.), che viene indicata con F'y ed ¢ data da

Fx(z) = Px(] — 00,2]) = P(X < x).

Dunque, l'uguaglianza in legge equivale all'uguaglianza delle f.r., ovvero se X e Y sono v.a. con fir.

date rispettivamente da F'y e Fy, allora X £YVse Fx(x) = Fy(x) per ogni z € R.
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e Esempio 3.1.2. Si consideri di nuovo la v.a. discreta X introdotta nell'Esempio 3.1.1. La fir. di X ¢
data da

0 z <0
Fx(z)=<3 0<z<1
1 rz>1

o, in forma piu concisa, da

Il grafico di F'x ¢ riportato nella Figura 3.1.1. O

1.0}

0.6 |

0.4 |
0.2 |

0.0 |

0.0 0.5 1.0

Figura 3.1.1. Funzione di ripartizione relativa alla legge di Bernoulli.

3.2. Proprieta della funzione di ripartizione

Per quanto detto nella Sezione 3.1, risulta evidente che la descrizione probabilistica della v.a. X ¢
incentrata sulle caratteristiche della corrispondente f.r. Sulla base della definizione, ¢ quindi
conveniente ricavare alcune proprieta relative alla fir.

Proposizione 3.2.1. Se F'x e la fr. relativa alla v.a. X definita sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P),siha0 < Fx(x) < 1perogniz € R.

Dimostrazione. Per definizione sussiste la relazione Fx(z) = P(X <z) con {X <z} e F e
quindi risulta 0 < P(X < z) < 1 per le proprieta della probabilita. O

Proposizione 3.2.2. Se F'x e la fr. relativa alla v.a. X definita sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), Fx énon decrescente.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che se = < y, allora Fiy(x) < Fx(y). Per definizione si hanno
le relazioni Fy(xz) = P(X < x) e Fx(y) = P(X < y). Inoltre, se w € {X < x} deve risultare anche
w € {X < y}. Dunque, siha {X <z} C {X <y}, e dalla Proposizione 2.2.3 si ottiene infine

Fy(r) = P(X <) < P(X < y) = Fx(y). O

Proposizione 3.2.3. Se F'x e la f.r. relativa alla v.a. X definita sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P),alloralim,_, Fx(x) =0elim, . Fx(z) = 1.
Dimostrazione. Si ha
lim Fy(z) = lim P(X <z)=1lmP(E,),

T——00 I——00
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dove (E,),>1 ¢ una successione decrescente di eventi il cui generico elemento ¢ dato da
E, ={X < —n}. Dunque, tenendo presente il Teorema 2.2.10 e la definizione di limite di
successione decrescente di eventi, risulta

lim P(E,) = P(lim E,) = P (ﬁ En) = P())=0.

In modo analogo, si ha

lim Fy(z) = lim P(X < 2) = lim P(E,),

Tr—00 Tr—00

dove (E,),>1 ¢ una successione crescente di eventi il cui generico elemento ¢ F, = {X < n}.
Dunque, risulta

lim Fy(a (U E) = =1. O

Proposizione 3.2.4. Se Fx e la f.r. di una v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P),
allora F'y é continua a destra.
Dimostrazione. Per ogni x € R, si deve dimostrare che per € > 0 si ha

lirg Fx(x+¢)= Fx(x),
e—0*

ovvero che

lim P(X <x+4¢)=P(X <x).

e—0t
Per un dato « € R, si consideri che

lim P(X <xz+4¢)= hmP(E )

e—0t

dove (E,),>1 ¢ una successione decrescente di eventi il cui generico elemento ¢ dato da
E, ={X < x+n"'}. Tenendo presente il Teorema 2.2.10 ¢ la definizione di limite di successione
decrescente di eventi, si ha

lim P(E,) = P (ﬁ E) =P(X<a). 0

Proposizione 3.2.5. Sia Fy la f.r. di una v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e
per e > 0 sia

AFx(x) = hrgl Fx(x+¢)— lim Fx(x —¢) = Fx(x) — lim Fx(x —¢),

e—0+ e—0+
owero A Fx(z) rappresenta I'ampiezza del salto di F'x(x) nel punto x. Si ha
AFx(z) =P(X =x).
Dimostrazione. Risulta

lim Fx(z —¢) = lim P(X <z —¢)=1limP(E,),

e—0t e—0t
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dove (FE,),>1 € una successione crescente di eventi il cui generico elemento ¢ dato da
E,={X <z —n"'}. Inoltre, dal Teorema 2.2.10 e dalla definizione di limite di successione
crescente di eventi, risulta

n=1

lim P(E (UE) P(X < z),

da cui

AFx(z)=P(X<z)—-P(X<z)=PX=1). O

Proposizione 3.2.6. Sia Fy la f.r. di una v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P).
L'insieme di punti di discontinuita di Fx e al piu numerabile.
Dimostrazione. Per ogni punto di salto x si consideri l'intervallo aperto

I, =] lirélFX(x—s),FX(:L’)[,

dove € > 0. Se y ¢ un ulteriore punto di salto tale che = < y, allora dalla Proposizione 3.2.2 si ha

Fx(l') S 111’(1)1 Fx(y—€) ,
e—0*

per cui gli intervalli I, e I, sono disgiunti. Quindi, l'insieme dei punti di salto puo essere messo in
corrispondenza biunivoca con un insieme di intervalli disgiunti, che per la Proposizione 3.2.1 sono
sottoinsiemi dell'intervallo [0, 1]. Quest'insieme ¢ necessariamente numerabile, dal momento che ogni
intervallo dell'insieme contiene almeno un numero razionale e i numeri razionali sono densi in ogni
intervallo di R. Dunque, 1'insieme dei punti di salto ¢ in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme
dei numeri razionali e quindi ¢ finito o numerabile. O

Si pud quindi concludere che la fir. Fly di una v.a. X non ¢ in generale continua a sinistra e che
risulta continua in z se e solo se P(X = x) = 0, mentre l'insieme dei punti di discontinuita, ovvero
l'insieme dei punti di probabilita non nulla, deve essere finito o al pit numerabile.

Ogni fr. Fx pud essere espressa in modo unico come la combinazione convessa di tre tipi
fondamentali di f.r., ovvero

FX:adFd+aacFac+ast=

dove ayg, e, a5 > 0 € ag + e + a5 = 1 (si veda Chung, 2001, p.1). In questo caso, Fy ¢ una fr.
costante a tratti con un insieme numerabile di punti di salto ed ¢ detta f.r. discreta. Formalmente, Fj; ¢
una fir. discreta se esiste un insieme numerabile S, tale che P(X = x) > 0 solo se = € S, per cui si
ha

=3 1w (W)P(X =u).

uesS

Inoltre, F,. ¢ una f.r. assolutamente continua, ovvero esiste una classe di funzioni non negative, il cui
generico elemento ¢ indicato con fx, che coincidono g.o. rispetto alla misura di Lebesgue, integrabili
su R rispetto alla misura di Lebesgue, e per cui si ha

x) = /_; fx(u)du

Infine, F ¢ una f.r. singolare, se non ¢ identicamente nulla e se la derivata di F esiste ed ¢ nulla q.o.
Una fr. singolare ¢ continua, ma non ¢ assolutamente continua e non ammette la precedente
rappresentazione integrale.
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Risulta immediato verificare che una v.a. discreta, come definita nella Sezione 3.1, possiede una
f.r. del primo tipo. Inoltre, una v.a. ¢ detta assolutamente continua se possiede una f.r. del secondo
tipo. Infine, una v.a. ¢ detta singolare se possiede una fir. del terzo tipo. Una v.a. ¢ detta mista se
possiede una fir. che ¢ data da una combinazione convessa di almeno due tipi di fir. Proprieta ed
esempi specifici di v.a. discrete e assolutamente continue saranno discusse a lungo nel presente
capitolo e nei prossimi capitoli. Al contrario, v.a. singolari sono poco impiegate nella pratica e non
saranno ulteriormente considerate. Tuttavia, si noti che questo tipo di v.a. riveste un'importanza
notevole nelle strategie di gioco ottimali in giochi d'azzardo quale la roulette. Questi argomenti sono
considerati in grande dettaglio da Billingsley (1995, p.101).

e Esempio 3.2.1. Si consideri la v.a. X con fir. data da

0 x <0
Fx(z)=q2 0<z<1
1 r>1

o, in forma piu concisa, da
Fx(r) = 21 (x) + Lo () .

Dal momento che

x
FX(III) = / 1]071[('&) du ,
—0o0
allora X ¢ una v.a. assolutamente continua. Evidentemente, in questo caso si ¢ scelto
fx(x) = 1)1(x), anche se sarebbe stata ugualmente corretta una scelta del tipo fx(x) = 1j01p ().
In effetti, le due scelte coincidono g.o., dal momento che l'insieme dei numeri razionali in ]0, 1] ¢
numerabile e la sua misura di Lebesgue risulta nulla. La legge associata a questa v.a. si ottiene per una
particolare parametrizzazione della cosiddetta legge Uniforme, che a sua volta ¢ un caso particolare
della legge Beta, che sara considerata in dettaglio nella Sezione 6.9. Il grafico della f.r. considerata ¢
riportato nella Figura 3.2.1. O

0.8 | 1
0.6 | |
0.4Ff ]
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Figura 3.2.1. Funzione di ripartizione relativa alla legge Uniforme.

e Esempio 3.2.2. Si consideri la v.a. X con fir. data da

0 x <0
Fx(z)=4q 2 0<z<1
1 z>1

o, in forma piu concisa, da
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20 +1
Fx(2) = = — Ljp((#) + Lpoci(2)
Si osservi che
1 1
Fx(z) = g Fa(z) + 5 Fae(z) ,

dove F}; ¢ la fir. discreta considerata nell'Esempio 3.1.2, mentre Fy,. ¢ la f.r. assolutamente continua
considerata nell'Esempio 3.2.1. Dunque, X ¢ una v.a. mista. Il grafico della f.r. considerata ¢ riportato
nella Figura 3.2.2. O
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Figura 3.2.2. Funzione di ripartizione relativa alla legge mista.

e Esempio 3.2.3. Si consideri l'espansione ternaria di « € ]0, 1], ovvero

n=1

o
3

n 9

S

w

dove ¢, = 0, 1, 2. Se x appartiene all'insieme di Cantor analizzato nell'Esempio 2.3.5 risulta ¢,, = 0, 2,
ovvero x ha un'espansione ternaria che non contiene la cifra 1. Sia inoltre N = min{n € N: ¢, = 1},
mentre sia N = oo se non esiste tale n, e si ponga

. 3 n<N
" 11 n=N"

Si consideri la f.r. data da

o bn
Fx(z) = Z; o T 1l (7)
dove 1 valori dei ¢, (e quindi dei b,,) sono quelli relativi all'espansione ternaria di x. Questa f.r. € in
effetti la funzione di Cantor, che in modo piuttosto pittoresco viene detta anche “scala del diavolo”. Si
puo dimostrare che la derivata di F'x ¢ nulla eccetto che nei punti che appartengono all'insieme di
Cantor. Dal momento che l'insieme di Cantor ha misura di Lebesgue nulla (vedi Esempio 2.3.5), la
derivata di F'x ¢ nulla q.0. e quindi F'x ¢ singolare (si veda Chung, 2001, p.13). Il grafico (ovviamente

approssimato) della f.r. ¢ riportato nella Figura 3.2.3. O
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1.0}

0.8 |
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2.3. Funzione di ripartizione di Cantor.

3.3. Variabili aleatorie discrete

Come evidenziato nella Sezione 3.1, la v.a. X ¢ detta discreta se € a valori su insieme numerabile
S. Se si definisce la funzione di probabilita (f.p.) della v.a. X come

px(z) = P(X =1),
in base a quanto visto nella Sezione 3.2, la f.r. di X puo essere scritta come

FX(IE) - Z 1}—00,93] (u)px(u) .

ueS

La f.p. px ¢ non nulla solo se = € S. L'insieme delle probabilita (px(z)),es costituisce la legge
essenziale di X definita nella Sezione 3.1. Inoltre, la f.r. F'x € costante a tratti, con punti di salto sugli
elementi z € S per cui si ha px(x) = AFx(z). Per ovvie ragioni di semplicita ¢ in pratica
conveniente lavorare con la f.p. piuttosto che con la f.r., dal momento che la f.p. definisce comunque
la legge essenziale della v.a. X.

Si noti che la legge della v.a. X puo essere anche scritta sotto forma di integrale, ovvero per ogni
B € B(R) si ha

P)((B) :/deV,
B

dove v(B) = card(BN S), ovvero v ¢ la misura che enumera gli elementi di un sottoinsieme di S.
Equivalentemente, risulta dunque

P(X € B)=) 1p(x)px(z).

z€eS

Dal momento che Q = | J,.¢{X = «}, ¢ immediato verificare che

pr(w) =1.

TES

e Esempio 3.3.1. Si consideri la v.a. X con f.p. data da
px(z) =277 T1y(z) .

In questo caso si ha S =N, mentre la legge essenziale ¢ data dall'insieme delle probabilita
(27"71) 0. Inoltre, considerando la serie geometrica, per a € ]0, 1[ & noto che
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e quindi, adoperando la precedente relazione con a = % si ha
o 1 o0
— - __
WACRRAEE
x=0 =0
Tenendo presente che per a € ]0, 1] si ha inoltre
n . 1— n+1
Sttt
— 1—-a

e, adoperando questa relazione con a = %, la fir. di X risulta

|z
=3 Yg@2 " =1 (@)Y 2 = (1 -2 ) 1 (),

ueS u=0

dove |z] denota il pit grande numero intero minore o uguale a x. Infine, la probabilita che la v.a. X
assuma un valore intero dispari ¢ data da

- c —2z—2 IS —x
;pX(QIE—}—l):;Q :Z;4 ==

La legge associata a questa v.a. si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge
Geometrica, che a sua volta ¢ un caso particolare della legge Binomiale Negativa considerata nella
Sezione 6.3. O

e Esempio 3.3.2. Sia S = (z,,),,>1 una enumerazione dei numeri razionali e si consideri la v.a. X con
legge essenziale data dall'insieme delle probabilita (27"),,>1, mentre la relativa f.r. risulta

il :xe] xn 2 "
n=1

Si noti che le probabilita relative alla legge essenziale sono in effetti identiche a quelle dell'Esempio
3.3.1, anche se definite su un differente insieme S. Tuttavia, la v.a. X del presente esempio ¢ in
qualche modo patologica, in quanto prende valori su una enumerazione dei numeri razionali che non ¢
unica e neppure “cronologica”. Inoltre, S ¢ un insieme denso su R. O

3.4. Variabili aleatorie assolutamente continue

Come detto nella Sezione 3.2., una v.a. X ¢ assolutamente continua se possiede una fur.
assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue. In questo caso, la f.r. della v.a. X puo essere

espressa come
= / fx(u)du

dove la funzione misurabile non negativa fy : R — [0, 00] ¢ detta densitd di probabilitd (d.p.) o
semplicemente densita. Come evidenziato nella Sezione 3.2, la d.p. non ¢ unica e quindi si dovrebbe
parlare piu propriamente di una versione della densita. Tenendo presente la mancanza di univocita, per
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l'utilizzo pratico ¢ comunque conveniente considerare la d.p. in quanto mostra generalmente
un'espressione molto piu semplice della relativa f.r. Per comodita si sceglie di solito la versione
continua di fx o, in alternativa, quella con il minor numero di punti di discontinuita. In questo caso, si
dice che X ammette una d.p. fx. Inoltre, dal momento che una f.r. ¢ differenziabile q.o. su R (si veda
Chung, 2001, p.11), allora risulta

Tenendo presente il Teorema di Radon-Nikodym (Teorema A.9), la legge della v.a. X puo essere
scritta sotto forma di integrale, ovvero per ogni B € B(R) si ha

Px(B)=P(X € B) = /BfX(x) dz .
In particolare, se B = |a, b] allora risulta
b
P(X €]a,b]) = Fx(b) — Fx(a) = / fx(z)dx .

Dal momento che P(X = z) = 0 per ogni « € R, essendo la v.a. X assolutamente continua, allora si
ha anche

b
P(X € [a,b]) = P(X €]a,b]) = P(X € [a,b]) = / Fr(@) dz .
Risulta infine

P(XGR):/OCfX(a:)d.rzl.

e Esempio 3.4.1. Si consideri la v.a. X con fir. data da
Fx(z) =2’ Lio1((x) + L oof(z) -

La v.a. X ¢ assolutamente continua € si ha
T
Fx(z) = / 3u” 1y 1(u) du .
—00

Inoltre, F'x ¢ derivabile q.o., dal momento che non ¢ derivabile solo se x =1, per cui si ha
P(X = 1) = 0. Dunque, una versione della d.p. ¢ data da

d
fx(z) = T Fx(z) = 322 1}071[(56) )
Inoltre, si ha
P(X €10.D = P(X € 0.2 = Fx(3) - Fx(0) = 5.

mentre
P(Xe€]-1,2)=Fy(2) - Fx(—1)=1.

La legge associata alla v.a. considerata si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge
Beta (si veda la Sezione 6.9). O
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3.5. Vettori aleatori

Quando si considera un'applicazione dallo spazio fondamentale a R", il concetto di v.a. puo essere
esteso immediatamente a quello di vettore aleatorio. Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 3.5.1. Se (2, F, P) ¢ uno spazio probabilizzato, un'applicazione X : 2 — R" ¢ detta
vettore di variabili aleatorie (v.v.a.) (o semplicemente vettore aleatorio) se 1'evento
X'B)={we: X(w) € B}
¢ tale che X !(B) € F per ogni B € B(R"). O
Un v.v.a. ¢ quindi dato da un vettore del tipo X = (X7, ... ,Xn)T, dove X4,..., X, sono v.a. La

v.a. Xj ¢ detta componente marginale del v.v.a. X, mentre la misura di probabilita Px indotta dal
v.v.a. ¢ detta legge congiunta. Se B = B; X --- x B,, con By, € B(R), si definisca inoltre I'evento

n

{XeB}={X1€B,....X, € By} = [ |{Xs € B} .
k=1

In particolare, si definisce

{ng}:{Xl le,'H;Xn an}: ﬂ{Xk Sxk‘}a

k=1
dove x = (x1,...,2,)T. Tenendo presente che la o-algebra di Borel su R" pud essere costruita a
partire dagli insiemi rettangolari del tipo | — 00, z1] X --- X | — 00, x,,], alla legge congiunta Px ¢

associata in modo unico la cosiddetta funzione di ripartizione congiunta (f.r.c.), data da
Fx(z) = Fx(z1,...,2,) = P(X <2)=P(X; <x,..., X;, < x,) .

Inoltre, la funzione di ripartizione marginale (f.r.m.) della k-esima componente marginale X ¢ data
da

FXk(xk) :P(Xk SLEk)ZP(Xl eR,..., Xy <uzp,..., X, ER),

perk=1,...,n.
Si puo verificare facilmente che la fir.c. di un v.v.a. ha proprieta analoghe a quelle della f.r. di una
v.a. In effetti, si ha 0 < Fx(z) < 1 per ogni z € R", mentre Fy(z) < Fx(y) se * = (z1,...,7,)" €

y= (y1,...,%n)" sono tali che x;, < y;, perogni k = 1, ..., n. Inoltre, risulta
lim Fx(z1,...,2,) =0
p—r—00
perogni k = 1,...,n, mentre
lim Fx(xy,...,x,) =1.

T1—00,. . .,Ln—00
Infine, per € > 0 si ha

Eli%’lJrFX(mla"'axk +57"'7ajn) - FX(IE) ’
da cui si puo dimostrare che Fx ¢ continua nel punto x se e solo se P(X = x) = 0.

In modo simile a quanto fatto per le v.a., si pud ottenere una classificazione dei v.v.a. a secondo
delle varie tipologie delle f.r.c. Tuttavia, per brevita saranno considerate nel seguito solo le due piu
importanti classi di v.v.a. Per quanto riguarda la prima classe, un v.v.a. ¢ detto discreto se ¢ a valori su
insieme S € R" finito o numerabile. La funzione di probabilita congiunta (f.p.c.) del v.v.a. X ¢
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definita come
px(x) = px(x1,...,2,) = P(X =2)=P(Xy =21,..., X, = 2y,) .

La f.p.c. px(x) ¢ non nulla solo se x € S e l'insieme delle probabilita (px(x)).cs costituisce la legge
essenziale di X. Per semplicita di notazione e di calcolo, risulta generalmente conveniente lavorare
con la legge essenziale di un v.v.a. discreto piuttosto che con la relativa fir.c. In ogni caso, in modo
simile a quanto visto nella Sezione 3.3, si puod ottenere la legge del v.v.a. X, ovvero per ogni

B € B(R") siha

P(XEB):/deV: Z 1p(z1, ..., z0)px (1, ... x0) ,
B

(15 ) ES

dove v(B) = card(B N ) e quindi l'espressione della f.r.c. ¢ data da

Fx(.CB) = Z 1]foo7x1]><---><]foo,xn}(ulv-",un)pX(ul,--wun) .

(U1 up)ES

Se il v.v.a. ¢ discreto, tale ¢ anche ogni componente marginale Xj. In questo caso, la funzione di
probabilita marginale (f.p.m.) della k-esima componente marginale X, ¢ data da

n

pXk(SCk) :P(Xl G]R,...,Xk :.:ck,...,Xn GR) = Z Z pX(.’El,...,SIZn) R
j;ﬁkaL']ESj

dove S) rappresenta la proiezione di S sul k-esimo asse cartesiano. L'insieme delle probabilita
(px,.(z1))z.es, costituisce la legge essenziale della v.a. Xj,.

Un v.v.a. X ¢ assolutamente continuo se possiede una f.r.c. assolutamente continua rispetto alla
misura di Lebesgue in R". In questo caso, per il Teorema di Radon-Nikodym (Teorema A.9), la legge
della v.a. X puo essere scritta sotto forma di integrale, ovvero per ogni B € B(R") si ha

Px(B) = / fx(z1,...,2) dzy...dx,
B
e quindi la f.r.c. del v.v.a. X puo essere espressa come

FX(QS):/ / ’fX(ul,...,un)dul...dun,

dove la funzione misurabile non negativa fx : R" — [0, 00| & detta densita di probabilita congiunta
(d.p.c.) o semplicemente densita congiunta del v.v.a. X. In modo simile a quanto visto nella Sezione
3.3., la d.p.c. non ¢ unica e quindi si dovrebbe parlare piu propriamente di una versione della densita
congiunta. Inoltre, dal momento che la f.r.c. & differenziabile q.o. su R", allora risulta

an

Ix(@) = fx(z1,...,2,) = oz,...0z,

Fx(itl,... ,.fEn) .

Di nuovo, si deve notare che ¢ conveniente lavorare con la d.p.c. di un v.v.a. assolutamente continuo
piuttosto che con la relativa fir.c. Se il v.v.a. ¢ assolutamente continuo, tale ¢ anche ogni componente
marginale Xj. In questo caso, la k-esima componente marginale X; ammette densita di probabilita
marginale (d.p.m.) data da

Ix (xr) = ] fx(z1,...,2n) day. .. dep_1dTpys. .. do,
Ro-

e Esempio 3.5.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X1, X5)T con fip.c.



Capitolo 3 67

1 I 1 T 1 1*.”13]*1‘2
px (21, 22) = (Z) (§> (Z) 10,1y (21) 10,1y (22) 101y (21 + T2)

Evidentemente, risulta S = {(0,0),(1,0),(0,1)}, mentre S; =S, = {0,1}. Dunque, la fp.m.
relativa alla prima componente marginale X ¢ data da

1 T 3 1*1?1
px, (1) = Z px(x1,m2) = <1) <1) 1{0,1}(331) )
T9ESs

mentre la f.p.m. relativa alla seconda componente marginale X5 risulta

1
px,(z2) = Z px (1, 22) = 3 1401y (22) .

J?]GS]

La legge associata al v.v.a. X ¢ un caso particolare della legge Multinomiale, mentre le leggi associate

alle v.a. X; e Xy si hanno per particolari parametrizzazioni della legge Binomiale (si veda la Sezione
6.5). O

e Esempio 3.5.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T che ammette la
seguente d.p.c.

f)((.iCl,.'EQ) = 24.’131(1 — T — SUQ) 1]071[(331)1]071[(332)1]071[(331 + 562) .

Le d.p.m. della prima e della seconda componente marginale sono rispettivamente date da

1—331
le (.CCl) = / 24331(1 — T — .CCQ) 1]071[(1'1) dﬁL‘Q = 12{131(1 — .’131)2 1]071[(1'1)
0

171‘2
fX2 (33'2) = / 24:61(1 — T — .’L'g) 1]071[(1‘2) d:l?l = 4(1 — 232)3 1}0,1[(562) .
0

La legge associata al v.v.a. X ¢ legata alla legge di Dirichlet, mentre le leggi associate alle v.a. X; e
X5 si hanno per particolari parametrizzazioni della legge Beta (si veda la Sezione 6.12). O

e Esempio 3.5.3. Si consideri il v.v.a. X = (X7, X5)" che possiede fir.c.
FX(ZL‘l, 932) = I’l’lil’l(l‘l, IQ) 1[0’1} (min(xl, wg)) + 1]1,00[(min(m1, (EQ)) .

Il v.v.a. X non ¢ ovviamente discreto € non ¢ neppure assolutamente continuo in quanto la f.r.c. non ¢

assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue in R?. In effetti, si ha che g}g’; ; ¢ nulla q.o.

Inoltre, si ha

Fx,(z1) = P(X1 <21, X2 € R) = w1 1o 5)(z1) + L1 oo(21) »

da cui
fx,(z1) = Ly(21)

ovvero la prima componente marginale ¢ una v.a. assolutamente continua. In modo simile si verifica

. . . c )
che anche la seconda componente marginale ¢ assolutamente continua e che X; = X5. Dunque, il
fatto che le componenti marginali siano assolutamente continue non implica che il v.v.a. sia
assolutamente continuo. O
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3.6. Indipendenza di variabili aleatorie
Risulta molto importante estendere il concetto di indipendenza che ¢ stato introdotto per un insieme
di eventi ad un insieme di v.a. definite sullo stesso spazio fondamentale. Si ha la seguente definizione

formale che in effetti ¢ una conseguenza della Definizione 2.5.5.

Definizione 3.6.1. Le v.a. Xi,..., X,, definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P) sono dette
stocasticamente indipendenti (o semplicemente indipendenti) se si ha

P(ﬁ {X; € Bk}) = ﬁP(Xk € By),
k=1

k=1
perogni B, € B(R)conk =1,...,n. O

Si noti che la precedente Definizione implica che ogni possibile scelta di k£ v.a. X ,..., X, con
k = 2,...,n risulta indipendente. Inoltre, posto X = (X1,..., X,,)T, dal momento che la costruzione

della o-algebra di Borel B(R) puo essere fatta a partire dalla classe di insiemi del tipo | — oo, z],
allora la condizione data nella Definizione 3.6.1 ¢ equivalente alla condizione

FX(xl,... ,xn) = P(ﬁ {Xk < :Ek}> = ﬁP(Xk < :Ek) = ﬁFXk(xk) .
k=1 k=1

k=1

Proposizione 3.6.2. Le v.a. discrete X7, ..., X, definite sullo spazio probabilizzato (€2, 7, P) sono
indipendenti se e solo se laf.p.c. px delv.vaa. X = (X1,..., X,,)T é data da

px (@1, ... zn) = [ [ px (ax)

dove py, € la f.p.m. della k-esima componente.
Dimostrazione. Se Xi,..., X, sono indipendenti, dalla Definizione 3.6.1 si ha come caso
particolare

pX(:z:l,.. xn = (ﬂ {Xk = :L'k}> = ﬁP(Xk = :L‘k) = ﬁpxk(xk) .
k=1 k=1

Inversamente, se ¢ vera la fattorizzazione, se il v.v.a. X prende valori su S € R" ¢ S} rappresenta la
proiezione di S sul k-esimo asse cartesiano, sommando opportunamente si ha

P(ﬁ {X; € Bk.}) = > ... > g (x)... 1p, (x)px (21, ..., T0)
k=1

1€51 EnESn

Z Z H]-BL T, HpXk xi)

11651 EnESn k=
n

_HZ]'B* .’EkpXk xk HPXkEBk

=1 xSk k=1

La precedente relazione ¢ equivalente alla condizione della Definizione 3.6.1 e implica la tesi. O

Proposizione 3.6.3. Le v.a. assolutamente continue X1, ..., X,, definite sullo spazio probabilizzato
(92, F, P) sono indipendenti se e solo se lad.p.c. fx delv.v.a. X = (X1,..., X,,)T é data da
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fX LTy, Hka wk

dove fx, élad.p.m. della k-esima componente.
Dimostrazione. Dal momento che la Definizione 3.6.1 ¢ equivalente alla relazione

Fx(z1,...,2,) = [[}-1 Fx,(x), allora ¢ sufficiente verificare che
fx( A ) = [L P
TiyeoeyTp) = Tiy-ery Ty T
KA dz1... 0y ankl X (@)
n d n
Hd— (k) :fok(:ck),
k=1 k=1
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

e Esempio 3.6.1. Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)T che ammette f.p.c.

1 /1\™2/3\"™
px(fvl,l’z):ﬁ(z) (Z) 1{0.,1}(5131)1{0,1}(332)-

Evidentemente, risulta S = {(0,0), (1,0),(0,1),(1,1)} ¢ S; =S, ={0,1}. La v.a. X; ammette
f.p.m. data da

1
px,(z1) = ) px(z1,22) = 5 Lo (z2),
T9E€ S,

mentre la v.a. Xo ammette f.p.m. data da
1 T 3 1—I2
px,(m2) = Y px(x1,22) (1) <Z) L1013 (22) -
T1€5;

Incidentalmente, si noti che il v.v.a. X possiede componenti marginali che hanno le stesse f.p.m. del
v.v.a. dell'Esempio 3.5.1, anche se la f.p.c. risulta differente. Essendo

pX(-Th«r?) = pX1($1)PX2($2) s

le via. X; e Xy sono indipendenti. Al contrario, ¢ immediato verificare che le v.a. X; e X,
dell'Esempio 3.5.1 non sono indipendenti. O

e Esempio 3.6.2. Si consideri il v.v.a. X = (X7, X5)" che ammette d.p.c.
fx(w1,20) = 4x129 L0 1((21) 10,11 (2) -

La v.a. X; ammette d.p.m. data da

1
fX] (._'El) = / 4{E19§'Q 1]071[(.T1) dmg = 2:1?1 1]0’1[(931)
0
e quindi per simmetria la v.a. X, ammette d.p.m.
Jxo(T2) = 229 1)1 ((22)

Essendo

Ix(w1,m2) = fx, (1) fx, (2) ,
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le v.a. X; e Xy sono indipendenti. Le leggi associate alle v.a. X; e X5 si hanno per particolari
parametrizzazioni della legge Beta (si veda Sezione 6.9). O

e Esempio 3.6.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X»)! che ammette d.p.c.
1
f)((.illl,.'le) = ; 1[071[(33% + .CC%) .

La legge associata al v.v.a. ¢ detta Uniforme sul cerchio unitario. La v.a. X; ammette d.p.m. data da

visat g 2
fx (w1) = /_ . Loaa(e)dey = — /1= a1y ()

e quindi per simmetria la v.a. X, ammette d.p.m.

2
fx,(z2) = J \/ 1 — a3 1]—1,1[(902) .

Le v.a. X; e X5 non sono indipendenti in quanto

fx (1, x2) # fx (1) fx, (x2) - [

3.7. Trasformate di variabili aleatorie

In molti casi ¢ necessario considerare una funzione di una certa v.a. (o di un certo v.v.a.), piuttosto
che la v.a. (o il v.v.a.) originale. Formalmente, dato lo spazio probabilizzato (2, F, P) e la v.a.
X :Q —R,se g: R — R ¢ una funzione misurabile, allora Y = g(X) ¢ detta trasformata della v.a.
X. Dal momento che g ¢ una funzione misurabile e che per ogni B € B(R) si ha

Y=(B)=X"(¢g7(B)),

allora segue immediatamente che Y ¢ una v.a. in base alla Definizione 3.1.1. Inoltre, la legge indotta
dalla v.a. Y ¢ data da

Py(B) = Px(g~'(B)) = P(9(X) € B) = P(X € g'(B)).

Dalla precedente relazione si puo ottenere la f.r. della v.a. Y qualora si ponga B =] — o0, y]. Inoltre,
identici risultati possono adeguati a trasformate di v.v.a., assumendo in questo caso che g : R — R™
sia una funzione misurabile. Anche se il problema di determinare la legge e la f.r. di una trasformata ¢
concettualmente semplice, la gestione di ogni caso specifico puo richiedere tuttavia una certa abilita di
calcolo.

e Esempio 3.7.1. Data la v.a. X, si consideri la trasformata Y = | X|. In questo caso, per ogni y > 0
si ha

PY <y)=PX e [-yyl)
e dunque
Fy(y) =P <y) = (Fx(y) — Fx(—y) + P(X = —y)) Ljo((¥)-
Quando la v.a. X ¢ assolutamente continua, allora risulta

Fy(y) = (Fx(y) — Fx(—¥)) 1jo.00[(%)

e quindi anche la v.a. Y ¢ assolutamente continua e ammette d.p. data da
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d
fry) = &y Fy(y) = (fx(y) + fx (=) Lo (4) -
Infine, se la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine, ovvero X £ _Xx , allora
fr() = 2fx(y) Lo (y) -
Nel caso particolare in cui
1
fx(z) = 2 1) qq(z),
si ha dunque
fY(y) = 1]0,1[(9) . [

e Esempio 3.7.2. Dato il v.v.a. X = (X1, X5)7, si consideri la trasformata Y = X; + X». Si ha
Fy(y)=PY <y)=PX1+ X2 <vy).

Quando il v.v.a. X ¢ assolutamente continuo, dalla precedente espressione risulta
00 00 oo Y=
Fy(y) = / / Ix(@1,m2) 1 y(z1 + 22) do1ds = / / [x (21, 22) dzyday

e quindi anche la v.a. Y ¢ assolutamente continua con d.p. data da

d

fy(y)zd—yFy(y)z/_ Frleny — o) de .

Nel caso particolare in cui
fx(z1,22) = Lo 1((w1) L) 11(w2)

si ha

1
fy(y) = /0 Lyp1(y — 21) dzy = min(y, 2 — y) Lgo(y) = (1 — |y — 1]) Lo 2/(y) .

In questo caso, la legge associata alla v.a. Y si ottiene per una particolare parametrizzazione della
cosiddetta legge Triangolare. Si noti inoltre che un metodo piu elegante per ottenere la legge di una

somma di v.a. sara considerato nel Capitolo 7.

O

Di seguito vengono considerati alcuni risultati utili per determinare la fr. e la d.p. di una
trasformata di una v.a. assolutamente continua. Successivamente, vengono analizzate estensioni di

questi metodi a trasformate di v.v.a. assolutamente continui.

Proposizione 3.7.1. Sia data la trasformata Y = ¢g(X) della v.a. X assolutamente continua

definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), con g funzione misurabile biunivoca. Se g € una

funzione crescente, allora si ha

Fy(y) = Fx(g7'(v)),

mentre se g € una funzione decrescente, allora si ha

Fy(y) =1-Fx(g'(v)) .
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Inoltre, la d.p. dellav.a. Y é data da
d

—gl(y)‘ :

@) = fx(g ' (v)) i

Dimostrazione. Se g ¢ crescente si ha

Fy(y) =P(g(X)<y)=P(X <g'(y) = Fx(g~'(¥)),

mentre se g ¢ decrescente si ha

Fy(y) =P(g(X) <y) =P(X 2 g '(y) =1-Fx(g' (1),
in quanto l'immagine inversa dell'insieme | — 0o, a] risulta [a, co[. La seconda parte della Proposizione

si ottiene immediatamente derivando le precedenti espressioni della fir. Fy. O

La precedente Proposizione pud essere estesa al caso in cui g non sia una funzione biunivoca, ma
risulti biunivoca su ogni elemento di una partizione finita By,..., B, di R, ovvero UZ:1Bk =R.
Sotto questa ipotesi si ha

= gi(x)
k=1

dove gi(z) = g(x)1p,(z) e dunque, applicando opportunamente la Proposizione 3.7.1, si verifica che
lad.p.di Y ¢ data da

n . i i
)= 3 1l ) | i)

e Esempio 3.7.3. Data la v.a. X assolutamente continua, si consideri la trasformata ¥ = X?. Dal
momento che la funzione y : x — z? & decrescente in B =] — 00,0] e crescente in By = |0, o0,
allora

fr () = (fx(/y) + fx(=/y)) 2\/ Ljo,00[(¥

Nel caso particolare in cui

1

fx(z) = 2 1]—1,1[(33) )

tenendo presente che la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine, si ha

fr(y) = % 1j0,1((y)

Proposizione 3.7.2. Sia dato il v.v.a. X assolutamente continuo definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P)esiag:R" — R" un difftomorfismo. La d.p.c. della trasformata data dal v.v.a. Y = g(X)
risulta

fr) = fx(g W) I (g W),

dove J (g *(y)) & lo Jacobiano relativo alla funzione g~! nel punto .
Dimostrazione. Per ogni B € B(R") si ha
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Py(B) :Px(gil(B)) :/ fx(itl,,xn) d$1d£l§'n
97'(B)
Tenendo presente il commento successivo al Teorema A.8, allora risulta

Py(B)Z/fo(g1(y1,---,yn))|J(gl(yl,---,yn))\dyl---dyn,

da cui segue la tesi. O

In modo simile a quanto visto per una singola v.a., la Proposizione 3.7.2 puo essere estesa al caso
in cui g sia un diffeomorfismo su ogni elemento di una partizione By, ..., B, di R", ovvero in questo
caso lad.p.c. del v.v.a. Y ¢ data da

Fe) =" Frlor @) 17 (a5 W)
k=1

dove gi(z) = g(z)1p,(x).

e Esempio 3.7.4. Dato il v.v.a. X = (X1, X5)"T assolutamente continuo, si vuole determinare la d.p.
della v.a. somma (X;+ X3). A questo fine ¢ conveniente considerare la trasformata
Y = (Y1,Y9)T = g(X), dove g(x)= (x1,71 + x9)". Dal momento che ¢ '(y) = (y1,%2 —v1)",
allora |.J (g1 (y))| = 1, e quindi

fr@W) = fy(yi,92) = fx(yi, 02 —y1) -
La d.p.m. della componente Y5 = X; 4+ X, ¢ dunque data da

T (12) = /_ Ix (1, y2 — 1) dyr

Ovviamente questo risultato coincide con quello ottenuto nell'Esempio 3.7.2. Si noti che, nel caso in
cui le v.a. X e X5 siano indipendenti, si ha

fv(y2) = /oo Ixi (W) fx(y2 — v1) dyr

Se si vuole determinare la d.p. della v.a. differenza (X; — X3), in modo simile si considera la
trasformata Y = (Y1,Ys)T = g(X), dove g(x) = (w1,21 — 22)T. In questo caso, la d.p.m. della
componente Yo = X; — X, ¢ data da

o
fri(ye2) = / x(yi, 91+ y2) dyr
—00
mentre se le v.a. X; e X5 sono indipendenti risulta

fv(y2) = /OO Ixi (W) fx (g1 + y2) dyr O

e Esempio 3.7.5. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X»)T, si vuole determinare la d.p.
della v.a. prodotto X;X5. A questo fine ¢ conveniente considerare la trasformata
Y = (Y1, Ys)" = g(X), dove g(x) = (w1, z122)". Dal momento che si ha g~ (y) = (y1, %)T, allora

1T (g7 ()] = |y1|™", e quindi
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fry) = fx (yl, %) L

1) |l

La d.p.m. della componente Y, = X; X5 ¢ dunque data da

Jvo(y2) = /OO fx <y1, %> Ldyl ,

00 Y1 |y1|

che nel caso in cui le v.a. X; e X5 siano indipendenti, si riduce a

fra(ye) = /OO fx,(y1) fx, (&) L dy: .

il |y1|

In modo simile, la d.p. della v.a. rapporto Y, = % ¢ data da

fra(y2) :/ fx (1, yaye) |yl dyr
mentre se le v.a. X7 e X5 sono indipendenti risulta
Frton) = [ f o) Pl don

Nel caso particolare in cui si considera la d.p.c. dell'Esempio 3.7.2, allora la d.p.m. della trasformata
Ys; = X X, risulta

1
Y 1
Jvo(y2) = /0 1]0,1[(—2) —dy; = —log(y2) 1jo,11(2) »

Y1/ n
mentre la d.p.m. della trasformata Y5 = % risulta
! 1 1
fr(y2) = | Lon(ny)yrdyn = 5 Lo (y2) + 3% L1 001 (42) - o
0 2

e Esempio 3.7.6. (Paradosso delle corde di Bertrand) Sia data la legge Uniforme sul cerchio unitario
introdotta nell'Esempio 3.6.3, ¢ si consideri la trasformata in coordinate polari Y = (Y1, Y2)T = g(X),

dove g7'(y) = (y1cos(ya), y1sin(y2))T. Poiche [J (g~ (y))| = 1, si ha

1
fr(y) = —n 1j0,11(y1) Ljo,2(42) -

Dunque, ¢ immediato verificare che le v.a. Y7 e Y5 sono indipendenti e che la d.p.m. di Y; ¢ data da
fvi(y1) = 2y1 Lo 11(y1)

mentre la d.p.m. di Y; ¢ data da

1
Jv(y2) = o 1)0,2+((2) -
La legge associata alla v.a. Y] si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge Beta (si
veda Sezione 6.9), mentre la legge associata alla v.a. Y5 si ottiene per una particolare
parametrizzazione della legge Uniforme. Questi risultati possono essere applicati per illustrare il
cosiddetto paradosso delle corde considerato da Joseph Bertrand nel suo testo Calcul des probabilités.
Il problema consiste nello scegliere “casualmente” una corda nel cerchio unitario e nel determinare la
probabilita che la corda sia piu lunga del lato del triangolo equilatero inscritto nel cerchio (ovvero di
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\/g). Il paradosso deriva dal fatto che nella formulazione del problema non ¢ ben definita la v.a.
d'interesse, ovvero si hanno differenti risultati a secondo del modo in cui viene selezionata la corda.
Ad esempio, se la corda viene scelta generando uniformemente un punto nel cerchio e in modo tale
che il punto corrisponda al punto medio della corda, allora la probabilita richiesta ¢ data da

3 1 1

Se invece si genera un punto casuale sul diametro perpendicolare al lato del triangolo equilatero e si
sceglie la corda perpendicolare a questo punto, allora se la legge della v.a. Z ¢ Uniforme su [ — 1, 1],
ovvero ammette densita data da f;(z) = 31—y 1)(2), la probabilita richiesta ¢ data da

1
Y um— 3 1 1 [2 1
1
-3
Se infine la corda viene scelta in modo che uno dei suoi estremi coincida con un estremo del lato del
triangolo e l'altro estremo abbia una distribuzione uniforme sulla circonferenza unitaria, allora la

probabilita richiesta ¢ data da

1 1 [% 1
P(\/2—2cos(Y2)2\/g):P(cos(Yz)§§> :P(%§Y2<5—W) :2_/6613/2:5. O
T
6

-6

Proposizione 3.7.3. Sia dato il vv.a. X = (Xi,...,X,)T con componenti indipendenti definito
sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Se Y = (Y1,...,Y,)T = g(X) & una trasformata misurabile
tale che Y, = gi(X}), le componenti del v.v.a. Y sono indipendenti.

Dimeostrazione. Dal momento che risulta

P(ﬁ {g(Xi) € Bk}> = P(ﬁ {Xi € 9;21(3/«)}> -1 P(Xy € g;'(By))
k=1 k=1 k=1

P(gr(Xx) € By)
e

per ogni B, € B(R) con k = 1,...,n, la tesi segue immediatamente dalla Definizione 3.6.1. O

3.8. Riferimenti bibliografici

Una trattazione esauriente ed elegante delle proprieta della funzione di ripartizione ¢ contenuta nel
classico testo di Chung (2001). Numerosi esempi di equivalenze in legge e su trasformate di variabili
aleatorie (o vettori aleatori) sono contenuti nei testi con esercizi svolti di Chaumont e Yor (2005),
Dorogovtsev et al. (1997), Grimmett e Stirzaker (2001) ¢ Hamming (1991). Infine, Devroye (1986) ¢
un testo dedicato alla generazione di variabili pseudo-aleatorie con molteplici esempi di equivalenze
in legge e proprieta delle trasformate.

3.9. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.
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Sezione 3.1

e Esercizio 3.1.1. Si consideri la funzione indicatrice 1z dell'evento E € F, ovvero 1p(w) =1 se
w € E e 1p(w) = 0 altrimenti. Si verifichi che X = 1z ¢ in effetti una v.a.

Soluzione. Dal momento che la o-algebra di Borel puo essere costruita a partire dalla classe con
elementi del tipo | — oo, z| ¢ sufficiente verificare la definizione di v.a. per questo tipo di insiemi. Si
osservi che risulta

0 ze€]—00,0]
X Y] —o0,2]) =¢ E¢ x€]0,1]
Q  xzell oo,

ovvero X (] — oo,x]) € F per ogni x € R. Dunque, X ¢ una v.a. Inoltre, risulta immediato
verificare che 1p ¢ una v.a. discreta con legge essenziale data da (P(E°), P(E)) con S = {0,1}.
Quindi, la v.a. X si distribuisce con legge di Bernoulli di parametro pari a P(E). O

e Esercizio 3.1.2. Si ottengano le espressioni delle funzioni indicatrici 1gc, 1png, € 1g,ugp, con
E E,E e F.

Soluzione. Evidentemente, risulta 1o = 1 per ogni w € {2, mentre 1p,up, = 1g, + 15, se E; e Es
sono incompatibili. Dunque, siha 1o = 15 + 1gc, da cui 1z = 1 — 1. Dalla precedente espressione
st ottiene anche 1) = 0 per ogni w € (2. Inoltre, ¢ immediato verificare che 15, np, = 15, 1g,. Infine,
esprimendo E; U E» come unione di eventi incompatibili, si ha

1pup, =1p)\g + 1e\E + 1B0E
da cui, aggiungendo e sottraendo 15, si ha infine

lpue, = Aen\g — lenE) + Ae\e +1E0E) — 1E0E = 15 + 15, — 151, . O

e Esercizio 3.1.3. Se (E};)}_, ¢ una classe di eventi di F, si verifichi che

n
1ﬂZ:1Ek - H 1E""
k=1

n
1y e =1-]J0-15).
k=1
Soluzione. La prima relazione ¢ valida per n = 2 sulla base dell'Esercizio 3.1.2. Inoltre, si ha
Inee = Yeteone, = e de.
ovvero si ottiene la prima relazione per induzione. Sulla base dell'Esercizio 3.1.2, si ha
1pup, = 1p + 1, — 1l =1-(1-1g)(1 - 1g,)
e quindi la seconda relazione ¢ valida per n = 2. Inoltre, risulta
Ly e = Y tpous, = Wyote, + 16— 1yogle, = 1- (1 =1 )(1 - 18,)

da cui si ottiene anche la seconda relazione per induzione. O



Capitolo 3 77

Sezione 3.2

e Esercizio 3.2.1. (Variabili aleatorie simmetriche) Si consideri una v.a. X con fir. Fy e tale che
X £ — X. Si verifichi che si ha

Fx(l')zl—Fx(—LL')+P(X:.CE)

In questo caso, la v.a. X ¢ detta simmetrica rispetto all'origine.
Soluzione. Dalla definizione di fir. e sulla base delle assunzioni fatte si ha

Fx(zr)=P(X<z)=P(-X> —z)=P(X> —2x)

=1-PX< —2)=1-PX< —z)+ P(X= —x)

=1-PX< —2)+P(—-X=z)=1-Fx(—z)+P(X =x).
Evidentemente, se X ¢ una v.a. discreta con f.p. data da px, si ha

px(z)=P(X=2)=P(—-X=2)=PX=—z)=px(—2x).
Inoltre, se X ¢ una v.a. assolutamente continua che ammette d.p. fx, la relazione considerata si riduce
aFx(z)=1— Fx(— ) erisulta
d

Fi(w) = - Fy(w) = - (1= Fx( = 2)) = fx(~ ). 0

e Esercizio 3.2.2. (Mistura di leggi) Si assuma che wy, € [0,1] per k=1,...,ne > ,_jw; = 1. Se
Fx,,...,Fx, sono fr. si verifichi che

r) =) wilx,(v)
k=1

¢ a sua volta una fir.
Soluzione. Dal momento che 0 < Fy,(z) < 1perogniz € Re k=1,...,n,siha Fx(z) >0e¢
Fx(z) < ,_jw; = 1. Inoltre, si osservi che risulta

lim Fy(x Zwk lim Fx, (z) =0

r——00 T——0Q

k=

e
llmFX Zwk lll’nFX}\( ) Zwk:1,
v k=1 k=1
essendo lim, ., Fx, (x) =0 e lim,_,Fx, (z) =1 per ogni k=1,...,n. Inoltre, se x < y si ha

Fx () < Fx,(y) e dunque
ZkaXk < ZkaXk (y) .

Quindi, F'x(x) ¢ effettivamente una fir. La legge considerata ¢ in effetti una combinazione lineare
convessa di leggi che viene usualmente denominata “mistura” di leggi. O

Sezione 3.3

e Esercizio 3.3.1. (Legge Logaritmica) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
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1 p*
= - ——1
pX(SC) log(l — p) T {1,2,..}($) >
dove p € ]0, 1]. Si verifichi che px ¢ in effetti una f.p.
Soluzione. Considerando la serie logaritmica, per a € |0, 1] si verifica che

Z%: log(l —a).

n=1

~—

>0perx €{1,2,... }e

_ P
px(@) = = log (1-p Z;_

x

Dunque, dal momento che px (z

M

=
I
—_

px ¢ una f.p. La legge associata alla v.a. X ¢ detta Logaritmica. O

e Esercizio 3.3.2. (Valori record, seconda parte) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

1

px(x) = m 1. 4 (2).

Si verifichi che py ¢ effettivamente una f.p. e si determini un'espressione per la f.r. Fx.
Soluzione. Tenendo presente le proprieta delle serie telescopiche, si ha

4 1 L 1 1 1
S - 1 —
I R (I BEEERS

k=1

e quindi

i;—lim 1— ! =1
k(k+1) n n+1)

k=1

Dunque, dal momento che px(z) > Operxz € {1,2,...} ¢

- — 1
;px(as) = ; 2@+ 1) =1,
px ¢ effettivamente una f.p. Inoltre, risulta
o0 £l
=31 %1) )Y m _ (1 . L:vJ1+ 1) 1 ().
Si osservi che un'assegnazione di probabilita di questo tipo ¢ stata in effetti considerata nell'Esempio
2.7.3 relativo ai valori record. l

e Esercizio 3.3.3. (Legge di Benford) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
r+1
px(x) = loglo( . ) 1, . 95() .

Si verifichi che py ¢ effettivamente una f.p. e si determini un'espressione per la f.r. Fx.
Soluzione. Tenendo presente le proprieta delle serie telescopiche, si ha
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> togn () = - Gogualk + 1)~ toguo(4)) = logia(n-+ 1)
k=1 k=1

Dunque, dal momento che px(z) > Operxz € {1,...,9} ¢

=]

pX(l‘) = 10g10(10) =1 ,

N

I
—_

px ¢ effettivamente una f.p. Inoltre, risulta

9 w41 Lz} w1
Fx(z) =) 1)_o4(u) logyg = Lgi(z) Y _logig — | T Loi(@)
u=1 u=1

u
= logio(|z] + 1) 1 g(x) + Ljgoof() -

La legge prende il nome dall'ingegnere statunitense Frank Albert Benford (1883-1948), anche se
introdotta originariamente dall'astronomo e matematico canadese Simon Newcomb (1835-1909). La
legge ¢ fondamentale nello studio della distribuzione della prima cifra significativa di un numero
aleatorio. O

e Esercizio 3.3.4. Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

(o) = (

n+x
n

) 27" 1o, (),

dove n € Z*, e si verifichi che px ¢ effettivamente una f.p.

Soluzione. Posto
" In+k
C, = 27k
()

si deve verificare l'identita C';, = 2". Per le proprieta dei coefficienti binomiali si ha

B ~(n+k—1Y\__, N (n+k—1\_
C, = ( )2 +Z( o )2

k=0 " k=0
183 k — k—1 2n — 1
_ 2 (”+ )2"“+Z(n+ )2—’“+(n >2—”
2 —~ n —~ n—1 n—1
1 1/2n 2n — 1 1
=5 Gn -3 27" Cn— 27" =~ Cn Cn— 5
2 2(n> * 1+(n—1) g Cn
da cui si ha I'equazione ricorrente C,, = 2C),_;. L'equazione ¢ evidentemente soddisfatta per C,, = 2"
e quindi l'identita richiesta ¢ verificata. Dunque, dal momento che px(z) > Operx € {0,1,...,n}e
n n n + T -
EEED MM ERSESE
=0 =0 n
px ¢ effettivamente una f.p. O

Sezione 3.4

e Esercizio 3.4.1. (Legge di Wigner) Si consideri la v.a. X che ammette d.p. data da
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2

fx(z) = 2 r?— 21, (),

dove r € |0, oo e se ne determini la fir.
Soluzione. Tenendo presente che

1 2
/\/r2—x2da::—x 7“2—932+T—arcsm(£),
2 2 r

si ha

x 2 x
FX(x) = / fX(U) du = W 1[7“,7"[(37)/ ‘ % r2 —u?du + 1[r,oo[(x)

1 1

1 . (T
= (5 + 37 r2 — 2 + - arcsm(;)) Ly p(m) + 1 of(2) -

La legge prende il nome dal fisico ungherese Eugene Wigner (1902-1995) e ha un ruolo fondamentale
nella teoria delle matrici simmetriche a coefficienti aleatori. O

e Esercizio 3.4.2. (Legge di Cauchy circolare) Si consideri la v.a. X con fir. data da

1 1 1+
Fx(z) = 3 + = arctan(1 — Z tan(g)) L rn((®) + Lig oo (2)

dove p € ]0, 1]. Si verifichi che Fx ¢ effettivamente una f.r.
Soluzione. Evidentemente, si ha lim, ., Fy(z) = 0 e lim, ., Fx(x) = 1. Inoltre, F'y ¢ continua

e risulta
d 1 1—p?

fx(a) = 7 F(@)

= — 1_ .
21 14 p2 — 2pcos(z) ()

Dal momento che per le assunzioni fatte su psihal — p> > 0e
1+ p>—2pcos(z) >1+p>—2p=(1-p)*>0

per x € | — m, 7|, fx ¢ una funzione a valori non negativi ¢ dunque Fx ¢ una fr. Questa legge ha
importanti applicazioni nell'ambito della statistica direzionale e ha questa denominazione a causa del
suo legame con la legge di Cauchy considerata nell'Esempio 4.1.4. O

Sezione 3.5
e Esercizio 3.5.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X1, X»)T con fp.c.

4
2 r1w 1y oy (20) 1,y (22)

pX(ﬂUla 332) = m

dove n € Z". Si determini le f.p.m. delle componenti marginali X e X5.
Soluzione. Tenendo presente che

ik: n(n+1) ’
k=1 2

la f.p.m. di X; ¢ datada
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4 2
px, (21) ZPX (z1,22) ( 1) 111,y (1) 2552 ml’l g oy (z1) -
To= 1

Inoltre, dal momento che px(z9, 1) = px(z1, x2) per simmetria, la f.p.m. di X, risulta

2

— 221 . O

Px, (:I)'g) -

e Esercizio 3.5.2. (Legge di Farlie-Gumbel-Morgenstern) Si consideri il v.v.a. discreto
X = (X1, X3)T che ammette d.p.c.

fx(m1,m2) = fx,(21) fx,(22) (1 + @(2Fy, (z1) — 1)(2Fx,(72) — 1)) ,

dove a € [ — 1,1], mentre Fy,, Fx, ¢ fx,, fx,sono rispettivamente le fr. e le d.p. delle v.a. X; e X».
Si verifichi che fx € una d.p.c.
Soluzione. Tenendo presente che

/ " a(e) 2Py (@2) — 1) day = 0,

si ha
o
/ fx(21,29) dwy = fx, (71) ,
—00
OVVero
o0 o o
/ / x(z1,22) derdxy = / fx,(x1)dzy =1,
—00J —0O0 —00
Dal momento che fx ¢ anche una funzione non negativa, allora ¢ effettivamente una d.p.c. O

e Esercizio 3.5.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T che ammette d.p.c.
fx(l'l, :L'Q) = (:Cl + o + 11311'2) e M1 1[0700[(1'1)1[0700[(562) .

Si determini la fir.c. del v.v.a. X e le d.p.m. delle componenti X; e Xos.
Soluzione. La fr.c. ¢ data da

Fx(z) = /_1/_1: fx(uy, ug) durdug = (1 —e ™ —e ™ 4 e 72772 1 1(21) Lo oo (22) -
La d.p.m. della prima componente marginale ¢ data da
fx,(z1) = /OOO fx(z1,22) dzy = €™ 1 oo((21)
e quindi per simmetria risulta

fx,(x2) = €7 1jg oof(22) - O

Sezione 3.6

e Esercizio 3.6.1. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X»)' che ammette d.p.c.
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2
f)((l'l, iL'Q) = ; (1 — 1‘% — .fl?%) 1[071[(1'% + $%) .

Si verifichi che le v.a. X; e X5 non sono indipendenti. Si consideri inoltre la trasformata in coordinate
polari Y = (Y1, Ys)" = g(X), ovvero g (y) = (yicos(y2), y1sin(y2))T, € si verifichi che le v.a. Y] e
Y, sono indipendenti.

Soluzione. La v.a. X; ammette d.p.m. data da

1_‘%% 2 2 2 8 2
Jx (z1) = / - (1—2] —x3)dry = 3V (1 —21)3 1)y (1)
o

e quindi per simmetria la v.a. X, ammette d.p.m.

Frolw) = /(1= 3P 1y ().

Le v.a. X7 e X5 non sono indipendenti in quanto
fx(zr,29) # fx, (1) fx,(22) -

Per quanto riguarda il v.v.a. Y, dal momento che |J (g~ (y))| = y1, la d.p.c. & data da

2
Sy (1, y2) = - y1(1 = 1) Lo (y1) Lo 2x((¥2) -

Dunque, la d.p.m. di Y; ¢ data da

2 2
fri(yr) = /0 - y1(1 = y7) Lo (1) dya = 41 (1 — 7)) L1y (1)

mentre la d.p.m. di Y5 ¢ data da

1

1
2
frva(y2) = /U — (1 Y1) Lo2n(y2) dyr = 2 Lioan((42)

Quindi, le v.a. Y; e Y5 sono indipendenti in quanto

Sy (W, 92) = fri(y1) fra(y2) -

Si deve concludere che trasformate di v.a. non indipendenti possono essere indipendenti. O

e Esercizio 3.6.2. Se X = (X, X», X3)T ¢ un v.v.a. assolutamente continuo che ammette d.p.c.
1 . : .
fx(z1, 22, 73) = 33 (1 — sin(z1)sin(w2)sin(z3)) Lo.2x( (1) L02x((T2) Ljo,27( (23)

si verifichi che le v.a. X;, X5 e X3 non sono indipendenti, anche se risultano reciprocamente
indipendenti.
Soluzione. La d.p.c. del v.v.a. (X1, X5)" ¢ data da

s 1 ) ) '
foxix) (1, 22) = / 33 (1 — sin(ay)sin(xz)sin(x3)) L 2x((71) Ljo 2r((T2) dT3
0
1
=12 Lj,2x((21) 10,27 (72) -

Per simmetria le d.p.c. fix, x,), f(x,,x5) € f(x,,x,) hanno la medesima struttura. Inoltre, si ha
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1 1

2
fx,(x1) = /0 = Ljo27((71) dzo = oy Ljo2q((21) -

Di nuovo, per simmetria le d.p. fx,, fx, € fx, possiedono la medesima struttura. Dunque, il v.v.a.
(X1, X2)T ha componenti indipendenti in quanto

foaxo) (@1, 02) = fx, (21) fx, (22) -

Data la simmetria, una simile considerazione vale anche per il v.v.a. (X1, X3)T e il v.v.a. (X9, X3)T.
Tuttavia, il v.v.a. X non ha componenti indipendenti in quanto

fx(z1,m2,m3) # fx,(21) fx, (22) fx, (23)

ovvero le componenti di X sono reciprocamente indipendenti, ma non indipendenti. O

Sezione 3.7

e Esercizio 3.7.1. (Legge Triangolare) Si consideri il v.v.a. X = (X7, X5)T che ammette d.p.c. data
da

fx(x1,29) = Lyg1p(21) Lo ,11(22)

e si determini la d.p. dellav.a. Y = X; — Xo.

Soluzione. Risulta immediato verificare che le v.a. X; e Xy sono indipendenti e ugualmente
distribuite con legge Uniforme su |0, 1[. Dunque, sulla base dell'espressione della d.p. per la v.a.
differenza di v.a. assolutamente continue, si ottiene

frin) = [ @+ v)dr= [ Loy Loae+9) 1) do.
ovvero, dal momento che risulta 1) ;((z)1lj0,1((2 +y) = L}y 1(z) se y €] —1,0[, mentre si ha

1}071[(56)1]071[(]7 + y) = 1]071711[(.77) SCy € ]O, 1[, allora

1 1—y
frly) = / 11 0(y) do + /O 10.1((y) da

=1 +y) Y10 + 1 =y) Loy(y) = (1= |y)) 1-11(y) -

Evidentemente, la legge della v.a. Y ¢ detta Triangolare a causa della morfologia della d.p. Tenendo
presente I'Esempio 3.7.2, si ha quindi X; — X £ Xq+ Xo — 1. O

e Esercizio 3.7.2. (Legge Triangolare, seconda parte) Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)T che
ammette d.p.c. data da

1
fx(w1,29) = 1 () (22) ,
e si determini lad.p. dellav.a. Y =

Soluzione. Le v.a. X; e X5 sono indipendenti e ugualmente distribuite con legge Uniforme su
| —1,1[. Selav.a. Z ¢ tale che Z = X; + X5, si ottiene

X1+ X5
s -

120 = [ @ fnG-nde= 1 [ 4@y - 01 ) de,

ovvero, dal momento che risulta 1)y ;{(2)1)_y 1j(z — =) = 1j_114.((z) se z € | —2,0[, mentre si ha
1 a(2)1)_14((2z — 2) = 1. 4((z) se z € ]0, 2], allora
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1 [+ 1 [
fz(2) = § /_1 Lp/(2) dz + 7 /1_Z Ljo2((2) dz
2 I S 1y (2) + & ; STHOE & _4|Z| 1 9(2) -
Inoltre, essendo Y = %, si ottiene
fr(y) =2f22y) = (1 = ly) -1,y (y) ,
ovvero, tenendo presente I'Esercizio 7.3.1, la legge della v.a. Y ¢ Triangolare. O

e Esercizio 3.7.3. Si consideri la v.a. X che ammette d.p. data da fx(x) = 1j9;((x) e si determini la

d.p. dellav.a. Y = cos(27X).
Soluzione. La trasformata g(z) = cos(27z) non € biunivoca per € |0, 1], ma puo essere espressa
come somma di funzioni biunivoche su una partizione, ovvero

9(@) = g1(x) 1y 1 ((x) + g2(2) 1y y(2)

1
2

dove g1 () = cos(2mx) e go(x) = cos(27w(1 — x)). Dunque, si ha

b

() = fx(gr'(y)) ‘d% 911<y)‘ + fx (92 (v)) ‘d% 95" ()

arccos(y)

ovvero, essendo g; '(y) = =L e gy ' (y) =1 — arcc;f(y)

, S1 ottiene

1

fr(y) = W\/ﬁ 11y .

e Esercizio 3.7.4. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X», X3)T che ammette d.p.c. data
da

fx (@1, 2, 23) = h(a} + 25 + 23)

per una funzione opportuna h, si determini la d.p.c. della trasformata in coordinate sferiche, ovvero
Y = (Y1,Ys,Y3)" = g(X), con

9 ' (y) = (y1 sin(ya)cos(ys), y1 sin(ys)sin(ys), yi cos(ys))"

e dove y; € 10,00, y2 € [0, 7] e y3 € [0, 27].
Soluzione. Dal momento che |.J (g7 (y))| = y?sin(y2), la d.p.c. ¢ data da

Sy () = yih(y7) sin(ya) 1o oo (y1) Lo, (Y2) Lo 2x1 (U3) -

Inoltre, si puo verificare che le v.a. Y7, Y5 e Y5 sono indipendenti. In effetti, la d.p.m. di Y; ¢ data da

T 27
P (1) = yih(yi) o oof (1) /0 /0 sin(y2) dyadys = 4myth(y7) Lo 00 (y1)

e, dovendo risultare dalla precedente espressione 47 [~ y1h(y})dy; = 1, la d.p.m. di Y, ¢ data da

o0 2w
) 1 .
frvo(y2) = sin(y2) 1[077[(3/2)/0 /0 yih(yi) dyrdys = 3 sin(y2) 1jox((v2) -

Infine, si ha
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9] ™ . 1
() = o) [ [ oiC)sinun) dindy = 5= Tpa(n)

per cui la d.p.c. puo essere fattorizzata come

Iy (@) = fvi(v) fro(v2) frs (43) 5

ovvero le componenti marginale del v.v.a. Y sono indipendenti. O

e Esercizio 3.7.5. (Convoluzione di v.a. a valori interi) Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)T con fp.c.
px € legge essenziale definita su N x N. Si determini la f.p. dellav.a. Y = X + Xo.

Soluzione. La legge essenziale di Y ¢ evidentemente definita su S = N. La f.p. della v.a. Y ¢ data
da

py(y) = P(X1i+Xo =y) = P(Xo =y — X1)

P{Xi=ztn{Xo=y—z}) = pr(:v,y—x)-

I
M=

8
Il
=}

Inoltre, nel caso in cui le v.a. X; e X siano indipendenti, risulta

Z px, (z)px, (y — ) -

La precedente espressione ¢ anche detta formula di convoluzione per v.a. a valori interi. O

e Esercizio 3.7.6. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X1, X»)T con fp.c.

px(w1,29) =27 15 3 (21) 110,y (22)

Si determini la f.p. dellav.a. Y = X + %

Soluzione. La v.a. Y ¢ discreta e pud assumere solamente valori frazionari. Dunque, la legge
essenziale ¢ definita su S = Q N ]0, 1], ovvero S ¢ un insieme denso su |0, 1[. Si assuma che y € S sia
una frazione irriducibile, ovvero che risulti y = 2, dove m,n € Z*, con m < m, sono coprimi.

Assumendo che k € Z*, si ha
XK _my X km
X1+X2_n a X1—|—X2_k:n

P({Xl = k:m} N {X1 + X2 = kn})

3
)~<
I

s
!
&

M 1M

PH{Xi=km}n{Xo=k(n—m)}).

B
Il

1

Dunque, se n = 2,3,... e m ¢ coprimo con n, la f.p. della v.a. Y ¢ data da

pY(n) prkmkn— 22 k"—2n_ ,

In modo notevole, la precedente probabilita non dipende da m, ovvero per tutte le frazioni

"LL con lo

stesso denominatore si ottiene la medesima probabilita. Inoltre, si osservi che nella Teoria dei Numeri
la cardinalita dei numeri coprimi con n ¢ data dalla funzione toziente di Eulero ¢(n). Quindi, dal
momento che py € una f.p. deve risultare
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che in effetti costituisce un caso particolare di una nota identita relativa alla serie di Lambert per la
funzione toziente. l



Capitolo 4

Valori attesi

4.1. Valore atteso di una variabile aleatoria

Il concetto di valore atteso ¢ fondamentale nella Teoria della Probabilita. Formalmente, si ha la
seguente definizione.

Definizione 4.1.1. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), si dice valore
atteso l'integrale

E[X] = / XdP
se esiste finito. O

La simbologia adottata nella precedente definizione ¢ basata sul termine inglese expectation o sul
termine francese espérance. Il valore atteso ¢ anche detto valor medio o speranza matematica. Inoltre,
il valore atteso della v.a. X ¢ spesso indicato con il simbolo 1y, o semplicemente con p quando il
contesto non si presta a fraintendimenti.

Si osservi che se X = 1g dove £ € F, allora risulta

b1l = [ ap = P(B).

ovvero la probabilita di un evento puo essere interpretata come un valore atteso. Tenendo presente il
Teorema A.8, il valore atteso pud anche essere espresso come

E[X] = /RdeX(x).

Dalla precedente espressione e dal Teorema A.10, se la v.a. X ¢ discreta a valori su insieme
numerabile S con f.p. px, il valore atteso si riduce a

E[X] = /Rxpx(x) dv(z) = Z:cpx(qr) ,
zeS

dove v ¢ la misura definita nella Sezione 3.3. Analogamente, se la v.a. X ¢ assolutamente continua e
ammette d.p. fx, il valore atteso si riduce a

E[X] = /_w 2 fx (@) de .

o0

Infine, se X e Y sono v.a. tali che X £V, allora si ottiene immediatamente che E[X] = E[Y].

e Esempio 4.1.1. Si consideri la v.a. discreta X analizzata nell'Esempio 3.3.1. In questo caso, il
valore atteso della v.a. X ¢ dato da
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X] = prx(w) = Z:L’Q””*l .
=0 =0

Tenendo presente che derivando ambo i1 membri della serie geometrica (si veda I'Esempio 3.3.1)
rispetto ad a si ottiene

f: f:
na
(1—a)2°
n=1 n=0 1 G)

allora, ponendo a = % nella precedente relazione, il valore atteso risulta

_ Ly 0

=0

l\DIr—l

e Esempio 4.1.2. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 3.4.1. In
questo caso il valore atteso della v.a. X ¢ dato da

1 1
3
E[X]:/xfx(:c)dm:?)/ dr == . O
0 0 4
Denotando con X = max(X,0) e X~ = — min(X, 0), il valore atteso puo essere scritto come

Dunque, il valore atteso esiste finito se si ha E[X ] < co e E[X ] < oo. Nel caso in cui uno dei valori
attesi E[X"] o E[X "] non sia finito, allora il valore atteso E[X] non ¢ finito. Infine, se entrambi i
valori attesi E[X | ¢ E[X | non sono finiti, allora il valore atteso E[X] non ¢ definito, in quanto si ha
la forma del tipo + oo — o0.

e Esempio 4.1.3. (Legge di Lévy) Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p.
data da

0.5 F

04 Ff

0.2 Ff

0.1Ff

0.0 f

0 1 2 3 4
Figura 4.1.1. Densita di probabilita relativa alla legge ridotta di Lévy.

La legge associata a questa v.a. prende nome dal probabilista Paul Pierre Lévy (1886-1971) e in
questo caso ¢ considerata nella versione ridotta (si veda la Sezione 6.6). La legge ha interessanti
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applicazioni nell'ambito finanziario e in fisica (per la genesi della legge, si veda la Sezione 9.4).

Risulta immediato verificare che E[X ] = 0, mentre
] © 1 4 e [*1
E[XT] = e 2 dy > —— e = dr >
| \/ o VT \/ o o V2 \/_
e quindi E[X] non ¢ finito. O

Figura 4.1.2. Paul Pierre Lévy (1886-1971).

e Esempio 4.1.4. (Legge di Cauchy) Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p.
data da

fx(x)zm-
0.3}
0.2 f
0.1}
0.0t
a2 o 2 a

Figura 4.1.3. Densita di probabilita relativa alla legge ridotta di Cauchy.

La legge associata a questa v.a. ¢ legata al nome del matematico Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).
Anche in questo caso la legge ¢ considerata nella versione ridotta (si veda la Sezione 6.6). La legge ha
importanti applicazioni in fisica e si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge ¢ di
Student (si veda la Sezione 6.10). Data la simmetria di fx risulta
> x
E X+ — E Xﬁ — —_— d =
X=X )= [ e

e quindi E[X] non ¢ definito. O
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Figura 4.1.4. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

4.2. Proprieta del valore atteso

Le seguenti Proposizioni ¢ Teoremi forniscono un insieme di proprieta, che riguardano alcune
disuguaglianze e le condizioni di esistenza sul valore atteso.

Proposizione 4.2.1. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, 7, P). Si ha
[E[X]| < E[|X]]

e quindi se E[| X|] esiste finito, allora anche E[X] esiste finito.
Dimostrazione. Dal momento che { X < | X|} g.c., allora dal Teorema A.6 si ha

EX] < [E[X]| = \ / Xdp\ < [ 1x1ap = E[X]),

da cui segue immediatamente anche la seconda parte. O

Proposizione 4.2.2. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Se
P(X € [a,b]) =1 dove a e b sono costanti, allora si ha a < E[X] < b. Quindi, se a,b < oo, allora
E[X] esiste finito.

Dimostrazione. Dal momento che {X > a} g.c., dal Teorema A.6 si ha

E[X]:/XdPZa/dP:a,
mentre, dal momento che {X < b} q.c., allora
E[X]:/Xdpgb/dp:b,
da cui segue anche la seconda parte. O

Se g: R" — R ¢ una funzione misurabile, risulta semplice generalizzare le Proposizioni 4.2.1 e
4.2.2 alla trasformata Y = g(X) del v.v.aa. X = (X1,..., X,,)". Piu esattamente, si ha che

[E[g(X)]| < E[lg(X)[]

e quindi se E[|g(X)]|] esiste finito, allora anche E[g(X)] esiste finito. Inoltre, se P(g(X) € [a,b]) =1,
siha a < E[g(X)] < b. Infine, la seguente Proposizione ¢ fondamentale in quanto permette di ottenere
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il valore atteso della trasformata Y = g(X) senza dover prima determinare la legge della v.a.
trasformata, come in effetti sembrerebbe necessario dalla definizione.

Proposizione 4.2.3. Data la funzione misurabile ¢g:R"™ — R, si consideri la trasformata
Y =g(X)delvva X = (Xi,..., X,)" definito sullo spazio probabilizzato (€2, F, P). Si ha

E[Y] = E[g(X)] :/ g(x1,...,x,) dPx (21, ..., 2)

n

se l'integrale esiste finito.
Dimostrazione. Dal Teorema A.8 si ha

E[Y]:/g(X)dP:/ng(:vl,...,mn)dPX(xl,...,:I:n)

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

In particolare, se X ¢ un v.v.a. discreto a valori su un insieme S e con f.p.c. px, dalla Proposizione
4.2.3 e dal Teorema A.10 si ottiene che

E[Y] = E[g(X)] = Z g(xl, ,l‘n)pX(fL‘l, 7mn) 5

(xlz- ..,:pn)ES

mentre se X ¢ un v.v.a. assolutamente continuo che ammette d.p.c. fx allora si ha

E[Y] = E[g(X)] :/ g(x1, ...,z fx(x1, ... ) dxy. . doy, .

n

e Esempio 4.2.1. Si consideri la v.a. assolutamente continua X con legge Uniforme che ammette d.p.
fx (@) = Lya(2)

e si consideri la trasformata Y = X?. Dal momento che la funzione y = % & crescente in |0, 1], allora
dalla Proposizione 3.7.1 risulta

fr(y) = % 1]0.,1[(1/)

e quindi

E[Y]:/O yfy(y)dy:%/() \/ﬂdy:%.

Il medesimo risultato puo essere ottenuto in modo immediato applicando direttamente la Proposizione
4.2.3, in quanto si ha

E[Y]:E[XQ]:/01x2fx(x)dx:/olx2dx:%. O

e Esempio 4.2.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T che ammette la d.p.c.

introdotta nell'Esempio 3.7.5. Nel medesimo Esempio ¢ stato verificato che la d.p. della trasformata
Y = X1X2 risulta

fr(y) = —log(y) 1)0,1(y)
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e quindi

1
1
ElY] = — / ylog(y)dy = 7 .
0
Tuttavia, applicando la Proposizione 4.2.3, si ha immediatamente

1 pl
1
E[Y] = E[XlXQ] :/ / 12 diL‘ld(EQ = 1 . O
0 J0

La seguente Proposizione fornisce un importante risultato sul valore atteso di una combinazione
lineare di v.a., nel senso che il valore atteso di una combinazione lineare di v.a. ¢ dato dalla
combinazione lineare dei valori attesi.

Proposizione 4.2.4. Se X = (Xy,...,X,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato

(2, F, P), si consideri la trasformata Y =a+ >_;_ b, X}, dove a € R e (by,...,b,)" € R" sono
costanti. Se E[X}] esiste finito per ogni £ = 1,...,n, si ha

k=1

Dimostrazione. Tenendo presente il Teorema A.6 si ha

E[Y]:/<a+Zkak> dP:a/dP+ka/Xde:a+ZbkE[Xk]’
k=1 k=1 k=1

da cui segue la tesi. O

In particolare, quando si considera la trasformata Y = a + b.X, dove a,b € R, dalla Proposizione
4.2.4 risulta

E[Y] =a+bE[X].
Inoltre, se si ha la trasformata Y = X — u, con 1 = E[X], allora segue che
EY]=E[X]—pu=0.

Infine, se si considera la trasformata Y = >, _, X}, nelle ipotesi della Proposizione 4.2.4 risulta

E[Y] = Zn:E[Xk] .

e Esempio 4.2.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)" introdotto
nell'Esempio 3.5.2. Si ha

1 1*161 2
E[Xi]| = 24/0 /o (1 — 21 — x9) dryday = s

1 pl—x
! 1
E[XQ] = 24/ / Zlflmg(l — 1 — ZL‘Q) dlL‘ldIEQ = g .
0 J0

Dunque, la media dellav.a. Y = X; + X, ¢ datada
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3
E[Y] = E[X; + Xo] = E[X4| + E[X;] = 5 O
La seguente Proposizione permette di ottenere il valore atteso di un prodotto di v.a. indipendenti,
nel senso che il valore atteso del prodotto di v.a. indipendenti ¢ dato dal prodotto dei valori attesi.
Proposizione 4.2.5. Se X = (Xi,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato

(2, F, P) a componenti indipendenti, si consideri la trasformata Y = [];;_; Xj. Se E[X}] esiste finito
perognik =1,...,n,siha

= ﬁ E[X].
k=1

Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.3 e il Teorema di Fubini (Teorema A.11) si

ha
= /HXk dP = / [[zrd(Px, @& Px,) = H/ . dPx, = [JE[X] .
k=1 R" k=1 k=17/R k=1
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Si osservi che non vale ovviamente l'inverso della Proposizione 4.2.5, ovvero, se si verifica che il
valore atteso di un prodotto di v.a. equivale al prodotto dei singoli valori attesi, questo non ci permette
di concludere che le v.a. sono indipendenti.

e Esempio 4.2.4. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X)T dell'Esempio 3.7.2.
Inoltre, nell'Esempio 4.2.2 ¢ stato ottenuto il valore atteso della trasformata Y = X; X. Il calcolo di
questa quantita puo essere ulteriormente semplificato. In effetti, dal momento che

Ix(z1,22) = fx, (1) fx, (22)

dove fx, (z1) = 1p1(21) e fx,(z2) = 1y [(:c2), allora le componenti marginali del v.v.a. sono
indipendenti. Inoltre, si ha E[X;] = E[X,] = 1 ¢ quindi la media della v.a. Y = X X, ¢ data da

E[Y] = E[X,X,] = E[X,]E[X,] = i | 0

e Esempio 4.2.5. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T dell'Esempio 3.6.3.

Risulta
1 :vl
X1X2 / / T1X9 d:Eld.CBQ =0 5

1—- 1]
mentre, data la simmetria rispetto all'origine della d.p. fx, (x1), si ha
9 1
E[X1] = —/ r1y/1 —2¥dr; =0.
™J-

Inoltre, dal momento che X; ¢ X, posseggono la medesima legge, allora si ha anche E[X5] =0
Risulta quindi E[X; X5] = E[X;]E[X3] anche se le v.a. X; e X non sono indipendenti. O



94 Valori attesi

Il seguente Teorema introduce una importante disuguaglianza per il valore atteso di una trasformata
Y = ¢g(X) di un v.v.a. X quando la funzione ¢ risulta convessa, ovvero se g ¢ definita su un insieme
aperto C' e

glau+ (1 = a)) <ag(u) + (1 - a)g(v)

per ogni u,v € C' e dove « € [0, 1]. La disuguaglianza prende nome dal matematico danese Johan
Jensen (1859-1925).

Teorema 4.2.6. (Disuguaglianza di Jensen) Data la funzione convessa g : R” — R, si consideri
la trasformata Y = g(X) del vwva. X = (Xi,...,X,)T definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P).Siha

9(E[X]) < E[g(X)].
Dimostrazione. Se g ¢ una funzione convessa, per ogni v esiste un ¢ = ¢(v) tale che
9(u) = g(v) + c(u —v)

(si veda Billingsley, 1995, p.545). Tenendo presente questa disuguaglianza con v = E[X] e le
proprieta del valore atteso, si ha

Elg(X)] = Blg(E[X]) + ¢(X — E[X])] = g(E[X]) + ¢ E[X — E[X]] = g(E[X]),
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O
e Esempio 4.2.6. Si consideri la v.a. X e la trasformata g(X) = | X|. Dal momento che ¢g ¢ una

funzione convessa, allora risulta |E[X]| < E[|X]|], ovvero si ha una ulteriore dimostrazione della
Proposizione 4.2.1, in questo caso basata sulla Disuguaglianza di Jensen. O

4.3. Momenti di variabili aleatorie
I momenti sono medie di particolari trasformate della v.a. in oggetto di studio, ovvero medie di
potenze, e che servono a caratterizzare la distribuzione della v.a. Piu esattamente si ha la seguente

definizione.

Definizione 4.3.1. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P), si dice momento di
ordine r, dove r = 0, 1, ..., l'integrale

E[X"] = / X"dP
se esiste finito. Si dice inoltre momento assoluto di ordine r I'integrale
BX[) = [ 1x]ap
se esiste finito. Infine, si dicono rispettivamente momento centrale di ordine r l'integrale
B[ — )] = [ (X ap

e momento centrale assoluto di ordine r l'integrale
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EX ) = [ 1X — ul" ap
se esistono finiti. O

I momento di ordine r della v.a. X ¢ spesso indicato con il simbolo jx ,, 0 semplicemente con i,
quando il contesto ¢ chiaro. Dalla Definizione 4.3.1 risulta evidente che py = 1, mentre si ha
w1 = p = E[X]. Ovviamente, i momenti e i momenti assoluti (cosi come i momenti centrali e i
momenti centrali assoluti) coincidono quando r ¢ pari. Risulta inoltre immediato verificare che il
primo momento centrale ¢ nullo (vedi Sezione 4.2). Il secondo momento centrale ¢ detto varianza e
viene indicato con la notazione

Var[X] = E[(X — 1)?].

o anche con la notazione %, che al solito viene ulteriormente semplificata con o quando non vi &
possibilita di fraintendimento. Infine, la radice quadrata della varianza o ¢ detta scarto quadratico
medio.

Tenendo presente la Proposizione 4.2.4, ¢ immediato verificare che fra i momenti centrali e i
momenti esiste la seguente relazione

r

T r rT— r— - r rT— r—
BIX =] = B[y () (— 0 XM = () (=0
k=0 k=0
In particolare, si ha
Var[X] = E[X?] — E[X]* = o — pi* .
Nel linguaggio della Teoria della Misura, i momenti sono evidentemente funzioni di norme, ovvero
E[[X]"] = [ X7 e E[[X — p|"] = [[X — w7
e Esempio 4.3.1. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 4.2.1. In

questo caso il momento di ordine r della v.a. X ¢ dato da

1

1
E[X"] :/ ' dxr =
0

Si ha dunque p = %, mentre il momento di ordine r coincide con il momento assoluto di ordine r
essendo {X > 0} g.c. Per quanto riguarda il momento centrale di ordine r della v.a., risulta

B = [ (o-3) ar=2p e (-1

e quindi E[(X — p)"] = 0 se r ¢ dispari, mentre
277’
r+1

Bl(X —p)] =

se r & pari. Dunque, si ha Var[X] = . Infine, risulta
1 s % 1 r 1 1 T 2—7‘
E[| X — pu]"] = dr = — - d — =) dz = . O
I 1] /0 T /0 (2 :1:) x+l (l‘ 2) T=

2
e Esempio 4.3.2. Si noti che v.a. con leggi differenti possono avere tutti i momenti coincidenti. Come
caso specifico si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette densita

1
x__
2
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1 1/3

Ix(z) = 6 e Lpsof(z)

e la v.a. assolutamente continua Y che ammette densita

1

fr(w) = G e (L sin(V3517) 1o (v)

Incidentalmente, si osservi che la legge associata alla v.a. Z = X'/3 si ottiene per una particolare
parametrizzazione della legge Gamma (si veda la Sezione 6.8). Dal momento che risulta

o
/ yre*yl/3 sin(\/§y1/3) dy=20,
0
allora segue immediatamente che E[X"] = E[Y"] per ognir = 0,1, .... O
Il seguente Teorema fornisce una importante disuguaglianza, che nella successiva Proposizione

permette di ottenere le condizioni di esistenza per i momenti. La disuguaglianza ¢ comunemente
attribuita al matematico e probabilista russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).

Figura 4.3.1. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).

Teorema 4.3.2. (Disuguaglianza di Lyapunov) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, 7, P). Se 0 < s < r, allora si ha

E[|X|"]* < E[IX[""".

Dimostrazione. Se {Y > 0} g.c., dalla disuguaglianza di Jensen (Teorema 4.2.6) con g(y) = y* e
a > 1, si ha E[Y]* < E[Y]. Dal momento che © > 1, ponendo a = * e Y = |X|* nella precedente
disuguaglianza, si ottiene

E[|X|"]" < E[IX]'],

da cui si ha immediatamente la tesi. O

Nel linguaggio della Teoria della Misura, la disuguaglianza di Lyapunov stabilisce in effetti che
1 X][s < [[X]lrse 0 <s <.

Proposizione 4.3.3. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (X2, 7, P). Se si ha
E[|X|"] < oo, allora E[X*] esiste finito per ogni k& = 1,..., 7.
Dimostrazione. Dal momento che £ < r, dalla disuguaglianza di Lyapunov (Teorema 4.3.2) si ha
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E[|X|"]'/" < E[IX|']"
Dunque, se E[|X|"] < oo, allora si ha E[|X|*] < oco. Tuttavia, dalla Proposizione 4.2.1 risulta che se

E[|X|¥] < oo, allora si ha anche E[X*] < 0. O

Tenendo presente la dimostrazione della precedente Proposizione, ¢ inoltre facile verificare che se
il momento di ordine r non esiste finito, allora non esistono finiti neppure i momenti di ordine
superiore. Inoltre, dal momento che Var[X] < E[X?], la varianza esiste finita se esiste finito il
secondo momento. In generale, ¢ immediato verificare che il momento centrale di ordine r esiste finito
se esiste finito il momento di ordine 7.

Si considerano di seguito alcune Proposizioni sulle proprieta della varianza.

Proposizione 4.3.4. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (Q, F, P). Se E[X?]
esiste finito, si ha

Var[X] < minE[(X — a)?].

aeR
Dimostrazione. Tenendo presente le proprieta del valore atteso, si ha

E[(X — a)’] = E[(X — p+ p— a)’] = B[(X — p)* + 2(X — ) (1 — @) + (1 — a)’]
= Var[X] + (1 — a)?

e, dal momento che Var[X] > 0 non dipende da a, il minimo della precedente quantita si ottiene per
a = . O

Proposizione 4.3.5. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Se E[X?]
esiste finito, la varianza della trasformata Y = a + bX, dove a,b € R, é data da

Var[Y] = Var[a + bX] = b* Var[X] .
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.4 si ha E[Y] = a + by, e quindi
Var[Y] = E[(a + bX — a — bp)*] = B*E[(X — p)?] = b* Var[X],
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O
In particolare, se Y = a + X, dalla Proposizione 4.3.5 si ha
Var[Y] = Var[a + X| = Var[X] .

Inoltre, se si considera la trasformazione

allora risulta

mentre

1 1
Var[Z] = gVar[X —pl = ;Var[X] =1.

Per questi motivi, la precedente ¢ detta trasformazione di standardizzazione.
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Il seguente Teorema fornisce una importante e utile disuguaglianza, che prende nome dal
matematico e probabilista russo Andrey Andreyevich Markov (1856-1922).

Teorema 4.3.6. (Disuguaglianza di Markov) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P). Se ¢ > 0, allora si ha

1
P(IX] 2 c) < ZE[IX]].
Dimostrazione. Si ha
E[|X]] = / | X|dP > /Cl{X|2c} dP = cP(|X| > ¢),

da cui segue immediatamente la tesi. l

Figura 4.3.2. Andrey Andreyevich Markov (1856-1922).

Il seguente Teorema fornisce una famosa e celebrata disuguaglianza introdotta dal matematico
russo Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), padre fondatore della scuola matematica russa e in
particolare mentore di Lyapunov e Markov.

Teorema 4.3.7. (Disuguaglianza di Chebyshev) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P). Se ¢ > 0, allora si ha

0.2

PX —p[2c) <= .

c2

— 1
(522 <
o c
Dimostrazione. Applicando opportunamente la disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6) alla v.a.
trasformata (X — p)?, si ha

Equivalentemente, se 02 < oo si ha

PX —ul > €)= P(X — ) > &) < S E[(X — )]

da cui segue la prima parte del Teorema. La seconda parte si ottiene in modo simile considerando la
N2
v.a. trasformata % |
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Figura 4.3.3. Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894).

La precedente disuguaglianza ¢ anche detta di Bienaymé-Chebyshev dal momento che in effetti fu
congiuntamente formulata da Chebyshev insieme allo statistico francese Irénée-Jules Bienaymé
(1796-1878). Si noti inoltre che la disuguaglianza puo essere facilmente generalizzata con i momenti
centrali assoluti, ovvero risulta

1 T
P(IX =l =) < ZE[X —pl].

Proposizione 4.3.8. Se X & una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) e se E[X?]
esiste finito, si ha Var[X] = 0 se e solo se X é degenere.

Dimostrazione. Se X ¢ degenere, allora risulta {X = a} g.c. per una data costante a € R. In
questo caso, si ha

mentre
Var[X] = (a — E[X])?P(X =a) =0.
Inversamente, se Var[X] = 0, applicando la disuguaglianza di Chebyshev, per ogni ¢ > 0 si ha
P(|X — al 20)§Z—22:0,
ovvero {X = a} q.c. O

4.4. Covarianza e matrice di varianza-covarianza

Il concetto di momento puo essere esteso in modo generale a un v.v.a. In effetti, si ha la seguente
definizione formale.

Definizione 4.4.1. Dato il v.va. X = (Xy,...,X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), si dice momento misto di ordine (ry,...,7,), dovery =0,1,... ek =1,...,n, l'integrale

E[X/'... X" = /X;'l...X;;n dP

se esiste finito. Inoltre, si dice momento centrale misto di ordine (rq,...,r,) l'integrale
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E[(X1 — px,)" o (X — pix,)™] = /(X1 —px,)" e (X — px,)" dP

se esiste finito. O

Si osservi che, scegliendo opportunamente gli indici (1, ...,r,), si possono ottenere i momenti di
qualsiasi ordine di tutte le possibili scelte delle componenti marginali. Ad esempio, ponendo 7, = 1 e
rp =0 per ogni l # k =1,...,n, si ottiene E[X}]. In particolare, risulta fondamentale considerare i
momenti per vettori bivariati di v.a. Piu esattamente, dato il v.v.a. X = (X, XQ)T, il momento misto &
dato dall'integrale

E[X, X, = / X1 X,dP

se esiste finito. Analogamente, il momento misto centrale, detto usualmente covarianza, ¢ dato
dall'integrale

Cov[X1, Xo] = B[(X1 — px,) (X2 — pix,)] = / (X1 — px, ) (X2 — px,) dP

se esiste finito. La covarianza viene anche usualmente denotata con il simbolo oy, x,. Tenendo
presente il Teorema A.6, risulta immediato verificare che

Cov[X1, Xo] = E[X; Xo] — B[X1]E[X>],

mentre ovviamente Cov[X7, X7] = Var[X;]. In Teoria della Misura, il momento misto e la covarianza
sono prodotti interni, ovvero E[ X X] = (X3, X3) e Cov[X; Xo] = (X7 — pux,, Xo — px,)-

Il seguente Teorema introduce una famosa disuguaglianza che permette fra l'altro di ottenere le
condizioni di esistenza della covarianza e che prende nome dal matematico tedesco Otto Ludwig
Holder (1859-1937). Tuttavia, la disuguaglianza dovrebbe piu correttamente essere denominata di
Rogers-Holder, dal momento che ¢ stata introdotta indipendentemente e contemporaneamente anche
dal matematico inglese Leonard James Rogers (1862-1933).

Teorema 4.4.2. (Disuguaglianza di Holder) Sia dato un v.v.a. X = (X, X5)? definito sullo
spazio probabilizzato (2, 7, P). Se r, s € ]1, 00[ sono costanti tali che 1 + 1 =1 e se E[|X;|"] < oo
e E[| X1|*] < oo, allora

IE[X1X5]| < E[| X1 Xo|] < E[| X1V E[| Xo|]* .

Inoltre, I'uguaglianza si ottiene se e solo se {b; X1 = b2 X5} q.c.

Dimostrazione. La prima disuguaglianza segue dalla Proposizione 4.2.1. Al fine di dimostrare la
seconda disuguaglianza, si noti che la funzione  — — log(x) ¢ convessa. Dunque, se « € [0, 1], dalla
definizione di funzione convessa si ha

—loglau + (1 —a)v) < — alog(u) — (1 —a)log(v) = — log(u®v'™®)
per ogni u, v € |0, oo[. Quindi, dalla precedente disuguaglianza si ottiene
u v < au+ (1 —a)v.

Infine, dal momento che la funzione z — — log(z) ¢ strettamente convessa, l'uguaglianza si ha se e
solo se u = v. Adoperando dunque la precedente disuguaglianza con o« = % el—a= %, posto

| Xy
Y, =
E[| X1|"]
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| Xo|®
Y, = ,
E[| Xo|*]

tenendo presente che E[Y]] = E[Y32] = 1, allora si ha

v 1/s 1 1 1 1
EV,Y, ") < —EMi]+ ZE[Ya = -+ = =1.
T S T S

Infine, sostituendo opportunamente, dalle proprieta del valore atteso si ottiene immediatamente la
prima parte del Teorema. Inoltre, 'uguaglianza si ottiene se e solo se {Y; = Y2} q.c., ovvero, tenendo
presente che

[ Xul” X
E[[X1"]  E[|b1X4]"]
e
[ Xol* 5o X[
E[|Xof]  E[[baXo[*]
quando si ha {b1 X7 = by X5} q.c. O

Nel caso particolare in cui r = s = 2, la disuguaglianza si riduce a
E[X1X:]* < E[XT]E[X3],

e viene detta disuguaglianza di Schwarz in onore del matematico tedesco Karl Hermann Amandus
Schwarz (1843-1921). Anche in questo caso si dovrebbe parlare di disuguaglianza di Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz, in quanto la versione elementare della disuguaglianza ¢ stata introdotta da
Cauchy e successivamente estesa dal matematico russo Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-
1889). La disuguaglianza di Schwarz implica inoltre che Cov[X7, X5] esiste finita se esistono finiti i
momenti E[X?] e E[X3]. Infine, si noti che in Teoria della Misura la disuguaglianza di Holder
stabilisce che [(X1, Xo)| < || X1 ||| Xollrse 2 + 1 =1.

Il seguente Teorema introduce un'altra celebrata disuguaglianza che discende dalla disuguaglianza
di Holder e che prende nome dal matematico tedesco Hermann Minkowski (1864-1909).

Teorema 4.4.3. (Disuguaglianza di Minkowski) Sia dato un v.v.a. X = (X1, X5)T definito sullo
spazio probabilizzato (2, F, P). Se r > 1 e se E[| X1]"] < oo e E[| X5|"] < oo, allora
E[|X0 + Xo|'TV" < E[IX0 [TV + B[ Xa|']" .

Dimostrazione. Se E[| X; + X»|"] = 0 la disuguaglianza ¢ immediatamente verificata. Si consideri
quindi il caso in cui E[|X; + X5|"] > 0. Tenendo presente che per ogni w,v € R vale la
disuguaglianza |u + v| < |u| + |v|, siha

E[|X1 + Xa|"] = E[| X1 + Xa| - | X1 + Xo| '] S E[(IX1] + [ Xa]) - [ X1 + Xo| 7]
= E[|X0] - [X1 + X7+ E[1X] - [ X1 + X .
Inoltre, dalla disuguaglianza di Holder applicata alle v.a. | X1| e | X1 + X»|" ! risulta
E[[Xa] - X1+ Xo '] S E[IX0'TVE[ X0 + XYY = E[1XGTE[ X0 + XY,

dal momento che, essendo % + % = 1,sihaanche (r—1)s=re % =1- 71 In modo simile risulta
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E[|Xs] - X1 + X "™'] < E[| X[ ]V E X + Xl )71
Dunque, si ha
E[IX, + Xel'] < (B[X0 [T + B[ Xl B[ X + Xl

da cui discende immediatamente la tesi. O

Nella Teoria della Misura, la disuguaglianza di Minkowski stabilisce in effetti la cosiddetta
disuguaglianza triangolare, ovvero || X1 + Xo|, < || X1, + [| X2||:-
Si considerano di seguito alcune Proposizioni sulle proprieta della covarianza.

Proposizione 4.4.4. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)" definito sullo spazio probabilizzato (Q2, F, P),
se X; e X, sono indipendenti e se E[X] e E[X] esistono finiti, allora si ha Cov[ X, X5] = 0.
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.5 si ha

E[X1X,] = E[X4]E[X3],

da cui segue immediatamente la tesi. O

Si deve notare che non ¢ in generale valido l'inverso della Proposizione 4.4.4, ovvero se si verifica
Cov[X1, X5] =0 non si puo concludere che le due componenti del v.v.a. X = (X7, X5)T sono
indipendenti. In effetti, come sara visto in seguito, la covarianza dipende dal'intensita del legame
lineare tra le due componenti del v.v.a. X. Se tali componenti sono indipendenti, non esistendo tra
loro nessun tipo di legame, non esiste nemmeno un legame di tipo lineare e quindi la covarianza
risulta nulla. Al contrario, se le due componenti hanno covarianza nulla, si pu¢ solamente affermare
che non esiste tra loro nessun legame di tipo lineare, ma questo non esclude che esista un legame di
tipo differente.

e Esempio 4.4.1. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T. Si supponga che la
componente marginale X; ammetta d.p. data da

fx,(z1) = %1]1.,1[(5151)

e che X, = X?. Dal momento che
B = 5 [ erae= e )
=— [ 2'dz=—— —
SN 2(r+1)
e quindi E[X[] = 0 se r & dispari, mentre

1
r+1

E[Xi] =
se r ¢ pari. Dunque, si ha
Cov[X1, Xo] = E[X7] — E[Xi]E[X}] = 0
anche se X ¢ una trasformata di X; e dunque X; e X5 non risultano ovviamente indipendenti. O
Proposizione 4.4.5. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P),

se Yy =a; + b X1 e Yy =ayg+ by Xy, dove ay,as, by, by € R sono costanti, e se Cov|[ Xy, X,] esiste
finita, allora
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COVD/l, }/2] = COV[CL1 + lel, as + bQXQ] = blbg COV[Xl, XQ] .
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.4 si ha

COV[Yi, 1/2] = E[(a1 + b1X1 — E[a1 + lel])(CLQ + bQXQ — E[CLQ + bQXQ])]
= b1b2 E[(Xl — E[Xl])(XQ — E[XQ])] = blbg COV[Xl, XQ] ,

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

In particolare, per Y1 = a1 + X; e Yo = as + X5, dalla Proposizione 4.4.5 si ha
COV[Y&, }/2] = COV[CLl + Xl, as + XQ] = COV[Xl,XQ] .

Viene introdotto di seguito un importante indice che risulta fondamentale nel valutare il grado di
dipendenza lineare tra due v.a. Piu esattamente, dato il v.v.a. X = (X, X5)! definito sullo spazio
probabilizzato (2, F, P), se X; € X» sono v.a. non degeneri tali che E[X?] e E[X?3] esistono finiti, si
dice coefficiente di correlazione tra X; e X la quantita

00X, Xy
PX1, Xy = .
0X10X2

Tenendo presente la Proposizione 4.4.5 e la Proposizione 4.3.5, se si considera le v.a. standardizzate

Xi1—n Xo—lix, « - . .
7y =M e 7, = 229 s immediato verificare che
ox, 0X, >

E[21Z2] = 02,2, = PZ,Z5 = PX1,Xs »

ovvero il coefficiente di correlazione rappresenta in pratica la covarianza tra le v.a. standardizzate.
Inoltre, quando px, x, = 0 le v.a. sono dette non correlate. Ovviamente, questo si verifica se e solo se
ox,x, = 0. Dalle seguenti Proposizioni risultano le principali proprieta del coefficiente di
correlazione.

Proposizione 4.4.6. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)" definito sullo spazio probabilizzato (Q2, F, P),
seY), =a;+ b X1 eYy =as+ byXs, dove ay,as, by, by € R, e se X; e X5 s0n0 v.a. non degeneri tali
che E[X?] e E[X2] esistono finiti, allora

py.y, = sgn(bibz)px,,x, -
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.4.5 e la Proposizione 4.3.5 si ha

bibaox, x,

0K o (biby) pys x, - O
|b1|O'X]|b2|O'X] g ( 1 2)pX , X

PYLY: =

Proposizione 4.4.7. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)" definito sullo spazio probabilizzato (Q2, F, P),
se X; e X, sono v.a. non degeneri tali che E[X?] e E[X3] esistono finiti, si ha |px, x,| < 1. Inoltre,
lpx, x,| =1seesolose {Xy =a+bX,}qg.c.0{Xo= —a—0bX;,}q.c.dove

X

0X

a=px, — tx
1

_ 09Xy

O'X1
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i . . . X— Xo—pix,
Dimostrazione. Se si considera le v.a. Z; = ;T”Xl e Zy=-"'n

1 2
E[Z}] = 0y, = 1 ¢ E[Z3] = 0y, = 1, dalla disuguaglianza di Schwarz si ha E[Z)Z,]* < 1. La prima
parte della Proposizione ¢ verificata dal momento che E[Z;Z;] = px, x,. Tenendo presente la

dimostrazione del Teorema 4.4.2, 'uguaglianza si ha se e solo se {Z; = Z>} q.c. 0 {Z1 = — Z5} q.c,
da cui segue la seconda parte della Proposizione. O

, dal momento che

e Esempio 4.4.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)" dell'Esempio 3.5.2. Si
ha

1 11—z 1
E[XlXQ] = 24/ / .’E%xg(l — I — 332) d$1d1132 = — .
0 Jo 15
Inoltre, ¢ stato visto nell'Esempio 4.2.3 che E[X;] = 2 ¢ E[X,] = 1, mentre risulta

1 1—$1 1
E[X%] = 24/0 /0 :E:f(l — 1z — 9)dxrdry = 5

e
1 pl—ax 1
E[Xg] = 24/ / 123(1 — 1 — 29) dopday = —
Dunque, si ottiene o = — L1 0% =Leocl =2, percuirisulta _ V6 O
que, X1,Xo = T 75:0x, = 25 €0x, = 75 P PX1,X» = 7§ -

In generale, considerato il v.v.a. X = (Xy,...,X,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P), se E[X}] esiste finito per ogni k=1,...,n, il vettore delle medie ¢ definito come
px = (px,, .-, pox,)", mentre se Cov|[X}, X;| esiste finito per ogni k = j=1,...,n,la matrice di
varianza-covarianza ¢ definita come

2
O-X] UX17X2 te UX17X71
2
EX _ 0')(?7)(1 0'?(2 . O'X%,Xn
; : :
O-XmX] O-Xn-,X2 e O-X,L

Il determinante det(X'y) ¢ detto varianza generalizzata del v.v.a. X. Al solito, queste notazioni
vengono ulteriormente semplificate con y ¢ X' quando non vi € possibilita di fraintendimento.

e Esempio 4.4.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5, X3)! che ammette la
seguente d.p.c.

fx(z1, 2, 23) = (L + (1 = 221)(1 — 222)) L) 11(21) Lj0,1((22) Ljo,1((23) -

Si ha

111
E[X1 X = / / / z122(1+ (1 — 221)(1 — 229)) dz1dxodrs = % ,
0 Jo Jo

mentre

1 p1 pl
E[Xl] = /0 /O /0 1’1(1 -+ (1 — 2.2171)(1 — 2.1‘2)) dridxodrs = %
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E[Xl] = /0 /0 /0 l'l(l + (1 — 2%1)(1 — 2x2))dx1dx2dx3 = =

Inoltre, per simmetria si ha E[X5] = E[X] e E[X3] = E[X7}]. Si noti che

[x(z1, 22, 23) = fx, x, (21, 22) fx, (23) ,

dove
fxx, (@1, 22) = (1 + (1 = 221)(1 — 229)) Ljo,1(21) Lj0,1((72)
e
Jx,(23) = L9 11(x3) -
Quindi, il v.v.a. (X1, X5)T e la v.a. X3 sono indipendenti. Inoltre, si ha E[X3] = 5 e E[X3] =
Dunque, si ha infine che p = (1, 1, )7, mentre
0%(1 0X1,X, O0X1,X3 1_12 % 0
Y= 0X,,X, 0%(2 0X,,X; = % % 0 O
0X3,X1 0X3.X, 0%(3 0 0 %

La seguente Proposizione fornisce un importante risultato sulla varianza di una combinazione
lineare di v.a.

Proposizione 4.48. Se X = (Xi,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P) con matrice di varianza-covarianza data da X, si consideri la trasformata
Y=a+>,_bpX;doveacReb=(b,...,b,)" €R"sono costanti. Se Cov[X}, X;]| esiste finita
perognik =1,...,n,siha

Var[Y] =b"Xb .

Dimostrazione. Tenendo presente il Teorema A.6 e la Proposizione 4.2.4, risulta

Var[Y] = E[(a + Zkak —a— Zbk [X1])? Zbkz X — E[Xy]))?]

Zbk (Xi — E[Xx]) +ZZ bibj (X — E[X)])(X; — E[X)])]

k=1j#k=1

b7 Var[X,] + Z Z bib; Cov[ Xy, X;] = b7 X0,
k=1 k=1j#k=1

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O
Dalla Proposizione 4.4.8 si deduce che la matrice di varianza-covarianza ¢ semidefinita positiva. In
effetti, dal momento che b' X'b & una varianza di una v.a., per ogni b diverso dal vettore a componenti

nulle si ha b7 Xb > 0, ovvero la condizione che definisce una matrice semidefinita positiva. Inoltre,
dalla Proposizione 4.4.8 si ha che la varianza di una somma di v.a., ovvero Y = > _7'_, X}, risulta

Var ZUXk—i_ZZ X, X;

k=1j#k=1

e quindi, se le v.a. sono non correlate, si ha
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In particolare, per n = 2 si ottiene
Var[X; + X;5] = Var[X,] + Var[X;] + 2Cov[ X, X5],
mentre

Var[ X — X3] = Var[X;] + Var[X;3] — 2Cov[ X7, Xo] .

e Esempio 4.4.4. Si consideri di nuovo il v.v.a. analizzato nell'Esempio 4.2.3 e nell'Esempio 4.4.2. 1
precedenti risultati consento di determinare la varianza della v.a. trasformata ¥ = X; + X, senza
doverne determinare la relativa distribuzione. In effetti, tenendo presente i risultati dell'Esempio 4.4.2,
si ottiene Var[X; + Xs] = % Inoltre, risulta anche Var[X; — X,| = 7—75 O

Un v.va. X = (Xi,...,X,)" definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P), ¢ detto linearmente
degenere se la trasformata Y = a + Y ,_,b; X}, ¢ degenere. In pratica, se un v.v.a. ¢ linearmente
degenere, esiste una componente del v.v.a. che ¢ una combinazione lineare delle rimanenti (n — 1)
componenti. Da un punto di vista geometrico questo implica che la distribuzione di probabilita sia
concentrata su un iperpiano a (n — 1) dimensioni. Se X ¢ un v.v.a. linearmente degenere, allora dalla
Proposizione 4.3.8 si ha

Var[Y]=0"Xb =0,

ovvero X non ¢ definita positiva. Di conseguenza, si ha che il rango di X' ¢ inferiore a n e quindi
det(X) = 0. Quanto detto appare evidente nel caso di due variabili. In effetti, quando n = 2, si ha

det(X2) = 0%,0%, — 0%, x, = 0%, 0%,(1 = P, x,) -

Dunque, se X ¢ un v.v.a. linearmente degenere, dalla Proposizione 4.4.6 si ha |py, x,| = 1 e quindi
det(X') = 0. Al contrario, se X non ¢ un v.v.a. linearmente degenere, dalla Proposizione 4.4.7 si ha
|px, x,| < 1equindidet(X) > 0, ovvero X'y risulta definita positiva.

4.5. Riferimenti bibliografici

Un approccio non usuale alla Teoria della Probabilita basato su una assiomatizzazione del valore
atteso ¢ contenuto in Whittle (2000). I testi avanzati, quali Ash e Doléans-Dade (2000), Athreya e
Lahiri (2006), Brémaud (2020), Gut (2005), Khoshnevisan (2007), Resnick (2014) e Shiryaev (2016)
considerano estesamente il concetto di valore atteso. Per quanto riguarda una trattazione approfondita
delle disuguaglianze nella Teoria della Probabilita, si dovrebbero consultare i testi di Boucheron et al.
(2013) e Lin e Bai (2010).

4.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.
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Sezione 4.1
e Esercizio 4.1.1. Si consideri la v.a. X tale che P(X > 0) = 1. Si verifichi che
E[X] :/ P(X > z)dx
0

Si dimostri inoltre che, nel caso di una v.a. discreta X con legge essenziale definita su N, la
precedente espressione puo essere riformulata come

:iP(XZx).

Soluzione. Dalla definizione di valore atteso si ha

:/XdP:// l]OO7X](£C)d£CdP:// 1[1,00[(X)dxdp-
0 0

Sulla base del Teorema di Fubini l'ordine di integrazione puo essere invertito e quindi

//1[1,00 dex—/ P(X > 2) da

Si osservi che, essendo E[X] = E[X "] — E[X | e applicando il precedente risultato rispettivamente a
E[X "] e E[X ], per una v.a. X si ha in generale

00 0
E[X] :/ P(Xz:u)dx—/ P(X <z)dz
0 —00
Se si considera una v.a. discreta X con legge essenziale definita su N, ¢ semplice verificare che la
funzione P(X > x) ¢ costante a tratti. In particolare, questa funzione assume valore P(X > k + 1) in
ogni intervallo |k, k& + 1], dove k € N. Dunque, dalla espressione ottenuta per E[X] si ha

E[X]:kZO/k P(XZx)dm:kZOP(XZkJrl):;P(XZQS). 0

e Esercizio 4.1.2. (Legge Zeta) Si consideri la v.a. discreta X con legge Zeta (detta anche legge di
Zipf, si veda I'Esempio 7.2.7), ovvero la f.p. di X ¢ data da

dove s € |1, col. Si ricorda che

[y

n=

dove R(s) € |1, oo, rappresenta la funzione Zeta di Riemann. Si determini il valore atteso E[X].
Soluzione. Si ha

STTLENSUNE I SCR)
;xc ~ (s ;x (s)

e dunque E[X] esiste finito solo se s € |2, oo[, mentre risulta E[X] = co se s € |1, 2]. O
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e Esercizio 4.1.3. Se ¢ S = (x,,),,>1 una enumerazione dei numeri razionali, si consideri la v.a. X con
legge essenziale data dall'insieme delle probabilita (27"),,>1 e con fir.

il o] (TR)27"

n=1

Si determini il valore atteso E[X].
Soluzione. Dal momento che I'enumerazione dei numeri razionali non ¢ unica, il valore atteso
dipende da questa enumerazione e quindi non ¢ definito in modo univoco. O

Sezione 4.2

e Esercizio 4.2.1. Si consideri una v.a. X simmetrica rispetto all'origine e la funzione misurabile
g : R — R. Si assuma inoltre che g( — z) = — g(x) per ogni = € R, ovvero che la funzione g sia
dispari. Si verifichi che risulta E[g(X)] = 0.

Soluzione. Tenendo presente che X £ _x , siha
Elg(X)] = E[g( = X)] = E[ - g(X)] = —E[g(X)],

da cui si ottiene immediatamente la relazione E[g(X)] = 0. O

e Esercizio 4.2.2. (Relazione fra media geometrica e media aritmetica) Date le successioni (x,,),>1 €
(pn)n>1,dove z, > 0ep, > 0pern =1,2,..., mentre Y -, p, = 1, si verifichi che

H ry < Z TpPn

n=1

con metodi probabilistici.
Soluzione. Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

Z pn]-{:v,, Z pn]-{log (zn)

Evidentemente, si ha

- Z log(xn)pn
n=1

00
- § LTnPn -
n=1

Dal momento che la funzione esponenziale ¢ convessa, dalla disuguaglianza di Jensen si ottiene

00 o0
=[]« <Ele*] =D zupn,
n=1 n=1

ovvero si ha la nota disuguaglianza fra la media geometrica e la media aritmetica. O

e Esercizio 4.2.3. Si consideri il v.v.a. X = (X, XQ) tale che le v.a. X; e X5 sono indipendenti e
con la medesima legge. Inoltre, si assuma che {X; > 0} g.c. e {X, > 0} g.c., mentre E[+ -] < oco. Si

verifichi che E[%] >1 eE[%] > 1.
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Soluzione. Dal momento che la funzione g(x) = z~! & convessa su RT, dalla disuguaglianza di
Jensen si ottiene

=1.

E[é} _ E[Xl]E[i} > E[X)]

X5 Xy E[X5]

Inoltre, dal momento che X; £ Xy, per simmetria si ha anche E[%] > 1. Il risultato & solo

apparentemente paradossale, in quanto si deve tenere presente che le relazioni ottenute sono riferite a
valori attesi di rapporti di v.a. € non a rapporti numerici. O

e Esercizio 4.2.4. Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da
fx(x) = e "1 () e si determini il valore atteso E[| X|], dove |x| denota il piti grande numero
intero minore o uguale a x € R.

Soluzione. Tenendo presente le proprieta della serie geometrica, si ha

E[|X]] = /OOO [z] e " dw = i/ﬂnﬂne—l’ de = (1— e ine_”

n=0 n=0

(1—e1)2 e—1"

Si osservi che |z] < z per x € R e per le proprieta del valore atteso deve risultare E[| X || < E[X]. In
effetti, essendo E[X] = 1siha 15 < 1. O

e Esercizio 4.2.5. (Formula di Inclusione ed Esclusione) Si verifichi la Formula di Inclusione ed
Esclusione (Teorema 2.2.5) mediante le proprieta del valore atteso.

Soluzione. Sviluppando il prodotto considerato nella relazione per funzioni indicatrici ottenuta
nell'Esercizio 3.1.3 per I'unione di eventi, si ha

n n
k+1
Wym =110 =100 =3 (=D > 11,

k=1 k=1 1<ji<...<jr<n

n

k+1
- ( - 1) * Z lEjlﬁ...ﬂE]‘k )
k=1 1<ji<...<jr<n

dove si ¢ tenuto presente anche l'espressione per l'intersezione di eventi ottenuta nel medesimo
esercizio. Dunque, per le proprieta del valore atteso si ha

n

Ely gl=> (=D Y Ellgn. g,

k=1 1<i<...<jr<n

Dal momento che E[1z] = P(F), la Formula di Inclusione ed Esclusione risulta immediatamente
dalla precedente relazione. O

e Esercizio 4.2.6. Se X ¢ v.a. discreta con fip. data da px(z) =27"1y, (x), si consideri la
trasformata
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x4 2%
YV =gX)=(-1)%12,
g(xX) = (~ 1" %
Si verifichi che E[Y'] non ¢ definito anche se
> gl@)px(x) = =) —— = log(2) <oo.
=1 =1

Soluzione. Si tenga presente che la v.a. Y ¢ discreta e assume valori positivi se X assume valori
interi dispari e viceversa. Dunque, per x = 2k — 1 si ha

= 2%kl = 1 11
(Y] kz_;( ) Qk_lpx(k' ) ;2k—1>2;k 00,
mentre per x = 2k si ha
By = S (cur E en =Ly Lo
“— 2k 24~k ’
ovvero E[Y] non ¢ definito. O

Sezione 4.3

e Esercizio 4.3.1. (Disuguaglianza di Cantelli) Si consideri la v.a. X tale che E[X|=pu ¢
Var[X] = 02 < 00. Se ¢ > 0, si verifichi che

202
P(|X_H|ZC)§m-

2

Soluzione. Si ponga Y = X — p, per cui E[Y|=0 e Var[Y] =0°. Tenendo presente la

disuguaglianza di Markov, per a > 0 si ha
o? +a?

PY>e)=P(Y +a>c+a)<P{(Y +a)*>(c+a))< Cra)

E[(Y +a)’] =

(c+a)?

Il secondo membro della disuguaglianza viene minimizzato per a = Z- e, sostituendo questo valore

nella precedente espressione, si ha

o
PY >
Vo<
In modo analogo, si ottiene che
2
o
P(-Y >
(-Y20< 5"

e, combinando le due disuguaglianze, si ha

202
PY ze)+ P(=Y ze)=P(Y|z¢) < ——— .

Infine, si noti che la disuguaglianza di Cantelli ¢ preferibile a quella di Chebyshev quando
202 o?

0-2+62—02’
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ovvero quando ¢ < o. l

e Esercizio 4.3.2. (Disuguaglianza di Chernoff) Considerata la v.a. X, se ¢ > 0 si verifichi che
P(X >¢) < e ¥x(0)
dove

Yx(c) = sup (ct — log(E[e'¥]) .

t>0

Soluzione. Tenendo presente la disuguaglianza di Markov, per ¢ > 0 si ha

oy ~ Ele”]
P(X >c)=P(eX > e < T
Dalla precedente espressione risulta dunque
EleX s
P(X>c) < inf@ = e ¥x()
t>0 el

Si noti che la disuguaglianza di Chernoff pud fornire un estremo superiore di ordine esponenziale.
Considerando un caso specifico, si assuma che la v.a. assolutamente continua X ammetta d.p. data da
fx(x) = e "1 (). In questo caso, se t € [0, 1] si ha

1

E[e"] :/ e dr = ——
] 1—¢

per cui ¢¥x(c) = ¢ — 1 — log(c) se ¢ > 1, ovvero la disuguaglianza di Chernoff ¢ data da
P(X>c¢) < ce L,

Si noti che il valore esatto ¢ dato da P(X > ¢) = e “. La disuguaglianza prende il nome dallo
statistico e fisico Herman Chernoff (1923-). O

Sezione 4.4

e Esercizio 4.4.1. Si consideri una v.a. discreta X tale che {X > 0} g.c. e E[X?] < oco. Si verifichi
che

™

[X]?
E[X?]

P(X >0) >

Soluzione. Considerando la v.a. Y = 1)y .((X), si ha

E[Y?] = E[1)9,0[(X)*] = E[1}g,c((X)] = P(X > 0)

E[XY] = E[X Lg.(X)] = E[X 1p,(X)] = E[X]
Dunque, dalla disuguaglianza di Schwarz si ottiene
E[X?E[Y?] = E[X*|P(X > 0) > E[XY]* = E[X]?,

da cui segue la disuguaglianza richiesta. O
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e Esercizio 4.4.2. (Disuguaglianza di Chebyshev bivariata) Si consideri il v.v.a. X = (X1, Xo)T.
Assumendo che 0%, 0%, < 00, si verifichi che per ¢ > 0 risulta

1
P({IX1 = px,| = cox, FULIXs — x| > cox}) < 5 (14 4/1= 0%, x,) -

Xi—p Xo— . .
_IU‘XI e Jy = QO'TZXZ’ essendo pz, 7, = px,.x,, la disuguaglianza da

PUIZI >} U{1Z2 2 e}) < 5 (14T 0,1

Tenendo presente la disuguaglianza di Markov, si ha
P({|Z1] > c} U{|Z2| > ¢}) = P({Z} > c*} U{Z} > *})
1
= P(max(Z},23) > ¢*) < — Elmax(2}, Z3)] .
c

Soluzione. Posto Z; =

dimostrare si riduce a

Inoltre, dal momento che per z,y € R si ha

1 1
max(z?,y?) = 3 (2* 4+ y* + [2° —y?|) = 3 @+ v+ |z 4yl |z —y)

ed essendo E[Z?] = E[Z3] = 1 € E[Z125] = pz,.2,, dalla disuguaglianza di Schwarz si ottiene

Elmax(7}, Z)] = 1 + s E| 2+ 26| -2~ %)) < 1 + 5 VE[(Zi + ZPE(Z — Zo)]

:1+~/1_p221722’

da cui segue immediatamente la disuguaglianza richiesta. O

e Esercizio 4.4.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T che ammette d.p.c.
data da

fx(@r,@e) = (L4 car) (1 + cag) —¢) e ™72 1y (1) L 0f (w2)

dove ¢ € [0, 1]. Si determini il coefficiente di correlazione px, x,.
Soluzione. Si ha

E[Xi] = / / (L +cex)(1 4 czg) — ¢) e 27N dyyday = / xie Mdr; =1
o Jo 0
e dunque per simmetria risulta anche E[X5] = 1. Inoltre, risulta
E[X%] - / / 33%((1 + C.’El)(l + C.’EQ) — C) €_Il_x2_cxlxz d.’L‘ld,CCQ = / [L’% 6_3:1 da:l = 2
0o Jo 0

e quindi E[X3] = 1. Dalle precedenti espressioni si ha Var[X;] = Var[X;] = 1. Inoltre, se ¢ # 0
risulta

E[XlXQ] = / / 131:172((1 + C:IZ‘1)(1 + Cl‘g) - C) e Himhmen: dl’1d$2
0 0

> (1 e 1
:/ z1(1 4 cx1 + ¢) o day — IR ,
0 (14 cxq)? c c

dove
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Ei(z) = /_I idu

o U

rappresenta la funzione integrale esponenziale. In questo caso, si ha

e1/c ‘ 1
PX, Xy = — Eil —— | —1.

Cc C

Se ¢ = 0 risulta immediato verificare che le v.a. X; e X, sono indipendenti e quindi px, x, = 0.
Inoltre, si puod verificare che px, x, ¢ una funzione decrescente di ¢ e quindi si ha
px,.x, € [—eEi(—1)—1,0]. O

e Esercizio 4.4.4. (Identita di Hoeffding) Dato il v.v.a. X = (X1, X5), si verifichi che
COV[X] = / / (F)((ilj'l,.CBQ) - FXl(itl)FXQ(.ng)) d$1d.i[32 ,

assumendo che E[X;] < 0o e E[X3] < o0.
Soluzione. Si consideri l'ulteriore v.v.a. Y = (Y1, Y5)T tale che X ¢ indipendente da Y e X Ly.
Risulta immediato verificare che

E[(X; — Y1)(X2 — Y3)] = 2Cov[X] .

Inoltre, si ha

o0

X1 -V =/ (s o0 (1) = i, oo (1)) dy =/ (oo (Y1) = 1o (X)) dn

(o.¢] —00

e, in modo simile,

Xy~ Yy = / (1) (V) — 1)y (X)) dis

oo

Infine, si noti che

E[(]-]—oom](yl) - 1]—00,x1](X1))(1}—00,mz}(YQ) - 1]—00,wz}<X2))] =
= 2E[(l]—oo.,rl](Xl)l]—OO,xz](XQ) - 1]—00.,1'1](Xl)l]—OO,:L'z]<X2))]
= 2(Fx(w1, m2) — Fx,(21)Fx,(22)) -

Tenendo presente tutte le precedenti relazioni, sulla base del Teorema di Fubini si ottiene l'identita
richiesta. La relazione prende il nome dallo statistico probabilista finlandese Wassily Hoeffding
(1914-1991). O

e Esercizio 4.4.5. (Coefficienti di asimmetria e curtosi) Si osservi che il coefficiente di asimmetria di
una v.a. X tale che E[X?] < oo ¢ definito come
E[(X — pix)’]

brx=——735"",
Ox

mentre se E[X*] < oo il coefficiente di curtosi & definito come

_ 4
gy = HIX )]
Ox
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Si consideri il v.v.a. (X1,..., X,,)T a componenti indipendenti con la medesima legge della v.a. X.
Data la trasformata Y = Zzlek, si determini 31y e Ba)y.

Soluzione. Risulta immediato verificare che uy = nuy e o3 = no%. Per quanto riguarda il
coefficiente di asimmetria, dall'assunzione di indipendenza e dal Teorema Multinomiale si ha

n

E[(Y — uy)’] = ZXk - Z,ux = Z (Xk — px))”)

k=1

SESHIEN) T

g1t A gn=

Tenendo presente che gli addendi nella sommatoria che contengono i fattori E[X}; — pux| =0 si
annullano, mentre E[(X} — 1x)%] = E[(X — px)?] per k = 1,...,n dal momento che le componenti
del v.v.a. X sono equivalenti in legge alla v.a. X, risulta

EI(Y — )] = S E[(Xs — )] = nE[(X — jix)’]
k=1

da cui

E[(Y — )] _ nE[(X —ux)’] _ Bix

Bl,y - O'% — mgg{ = \/E .

Per quanto riguarda il coefficiente di curtosi, si ha

n

E[(Y — uy)Y] = ZXk - ZNX = (X) — pix))']
kzl
- Z <]1 )UE (X =]

Dal momento che
E[(X), — px)*(X; — px)’] = E[(Xi — px)?JE[(X; — px)’] = oy

ed esistono (g)(g) =3n(n —1) addendi di questo tipo nella sommatoria, tenendo presente le

osservazioni fatte per il coefficiente di asimmetria si ha
E[(Y — py)"] = nE[(X — px)'] + 3n(n — 1o
Si deve dunque concludere che

_E[(Y — )] _ nE[(X — i)' +30(n - Dok, | ox 3
ﬁQ,Y - 4 - 9 4 — 3 + .
Oy n-oy n

Risulta interessante osservare che lim,0;y =0 e lim,5,y = 3. In effetti, questi valori del

coefficiente di asimmetria e curtosi corrispondono a quelli di una v.a. con legge Normale ridotta (si
veda I'Esempio 7.1.8). O
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Valori attesi condizionati

5.1. Valore atteso condizionato

Prima di introdurre formalmente in modo generale il concetto di valore atteso condizionato ¢
opportuno definire il valore atteso condizionato di una v.a. rispetto ad un evento. Tenendo presente la
Proposizione 2.4.2, si ha dunque la seguente definizione.

Definizione 5.1.1. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) e l'evento E; € F
tale che P(Ey) > 0, si dice valore atteso condizionato all'evento Ej l'integrale

1

E[X | Ey] :/XdP(- | Ey) = PlEy) /s XdP
0
se esiste finito. O
Si osservi che dalla Definizione 5.1.1 si ha in effetti
E[X 1]
E[X | By = ———%
[ ’ 0] P(E())
Se X = 15 dove E € F, allora risulta
E[1z1 E[1 P(ENE
E[].E | EO] _ [ E EU] _ [ EﬁEo] o ( 0) _ P(E | EO) ’

P(Ey) — P(E)  P(Ey)

ovvero la probabilita condizionata di £ dato Ej pud essere interpretata come un valore atteso
condizionato. Inoltre, ¢ immediato verificare che il valore atteso condizionato all'evento E esiste
finito se il valore atteso E[X] esiste finito dal momento che E[X 15| < E[X].

e Esempio 5.1.1. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 3.2.1 e si
consideri l'evento £y = X '(]0, 3[). Dal momento che

1

3 1
0

3 1
E[XIE]:/md:L‘:—,
o= 18

si ha

1
E[X | Eol = . O
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La successiva definizione introduce la definizione di valore atteso condizionato ad una o-algebra,
nel caso in cui la o-algebra sia generata da una classe di eventi che costituiscono una partizione di §2.

Definizione 5.1.2. Sia data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P). Sia inoltre
(E))n>1 una partizione di €2 tale che P(E,) > 0 per ogni n = 1,2, ... e sia F\ la o-algebra generata
dalla partizione. Se E[X] esiste finito, si dice valore atteso condizionato alla o-algebra Fj la v.a.

E[X | Fol = Y E[X | E,]1g,. O
n=1

Dalla precedente definizione, ¢ immediato verificare che E[X | Fy] € una v.a. che assume valore
E[X | E,] per ogni w € E,,, dove n =1,2,.... Dunque, E[X | F;] ¢ una v.a. discreta che assume
valorisu S = (E[X | E,]),>1 con legge essenziale data dall'insieme delle probabilita (P(E},)),>1.

e Esempio 5.1.2. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 5.1.1 e si
consideri la partizione di 2 data da {E;, E»}, dove B, = X*I(] —00,3[) ¢ By = X Y([3,00[). Siha
Fo = {0, Ey, E»,Q}. Inoltre, si ha P(Ey) = £ e P(E») = 2, mentre E[X | By] = § ¢ E[X | Ey] = 2
In questo caso, il valore atteso condizionato E[X | Fo] e una v.a. discreta che assume valori su

= {1, 2} con legge essenziale data dall'insieme delle probabilita {, 2}. O

Dalle Definizioni 5.1.1 e 5.1.2, tenendo presente che per un insieme opportuno di indici / C N
ogni Ey € F( puo essere rappresentato come

Ey=|JE.,

nel

si ha

/ ELX | 7 dP = E[X | En]/E 15 dP = iE[X | B, P(E, N Ey)

Ey
= E[X | E,|P(E,) =) E[X1p]= / XdP= [ XdP,

nel nel nel Y En Ey
OvVvero

E[E[X | Fo]1g]) =E[X 1g] .

Si osservi che nel caso in cui Fy = €2, la precedente relazione stabilisce che il valore atteso della v.a.
E[X | Fo] ¢ pari al valore atteso della v.a. X, ovvero E[E[X | F;]] = E[X]. Inoltre, se si ha anche
X = 1y e tenendo presente che

E[lg] = / 1pdP = P(F),
Q
si ottiene la generalizzazione della Legge delle Probabilita Totali (Teorema 2.4.3), ovvero

P(E):/QlEdP ZE[1E|E ZPE|E E,) .

Inoltre, la medesima relazione permette di introdurre la seguente definizione generale di valore atteso
condizionato.
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Definizione 5.1.3. Sia data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e sia Fy C F
una o-algebra. Se E[X] esiste finito, si dice valore atteso condizionato alla o-algebra F, un membro
della classe di v.a. che coincidono q.c. rispetto a P e tali che per ogni E € F\ soddisfano la relazione

/ E[X | F]dP= | XdP. O
E() EU

L'esistenza del valore atteso condizionato alla o-algebra F; ¢ assicurata dal Teorema di Radon-
Nikodym (Teorema A.9). Inoltre, se si ha la trasformata Y = g(X) del v.vaa. X = (Xq,..., X,)T
definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P), il valore atteso condizionato alla o-algebra F viene
ovviamente definito mediante la relazione

/ Elg(X) | Fol dP = / g(X)dP
Ky

Ey

per ogni F € Fy. Infine, nel caso in cui £y = 2 e X = 1 si ottiene una ulteriore generalizzazione
della Legge delle Probabilita Totali (Teorema 2.4.3), ovvero

P(E) = [ BlLe | FiJdP = EE[Le | 7).

5.2. Proprieta del valore atteso condizionato

Le seguenti Proposizioni ¢ Teoremi forniscono un insieme di proprieta che riguardano il valore
atteso condizionato alla o-algebra.

Proposizione 5.2.1. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) e sia
Fo C F una c-algebra. Se la v.a. X ¢ tale che X 1(B) € F, per ogni B € B(R), allora si ha
{EIX | ] = X} q.c.

Dimostrazione. Risulta immediata dalla relazione della Definizione 5.1.3. O

Proposizione 5.2.2. Se X = (Xi,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(2, F, P), si consideri la trasformata Y =a + >_;_,by X dove a € R e (by,...,b,)" € R" sono
costanti. Se F, C F & una o-algebra e se E[Y]| < oo, si ha {E[Y | Fo] = a+ > ,_bkE[X} | Fo]}

q.c.
Dimostrazione. Tenendo presente la Definizione 5.1.3, per ogni Ey € Fj si ha

/E[Y‘fo]dP:/ a + kak dP:a/ dP-l—ka Xde
Ey Ep k=1 Ey k=1 Y Eo
:a/ dP+ka/ E[X). | Fo]dP
Ly k=1 Y Eo

:/ (a+ > b BLX, | o)) dP,
Eqy k=1

da cui segue la tesi. O

Il seguente Teorema fornisce le versioni condizionate delle principali disuguaglianze ottenute in
precedenza per il valore atteso.
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Teorema 5.2.3. Si ha:
i) (Disuguaglianza di Jensen condizionata) Data la funzione convessa ¢ : R" — R, si consideri la
trasformata Y = g(X) del v.v.a. X = (X3, ..., X,,)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e
sia Fy C F una o-algebra. Risulta {g(E[X | Fo]) < E[g(X) | Fol} q.c.
i) (Disuguaglianza di Lyapunov condizionata) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P) e sia Fy C F una c-algebra. Assumendo che 0 < s < r, allora risulta
(EIIX]* | RV* < E[X] | R} g.c.
iii) (Disuguaglianza di Holder condizionata) Si consideri il v.v.a. X = (X1, X»)T definito sullo
spazio probabilizzato (2, F, P) e sia Fy C F una o-algebra. Se r, s € |1, oo[ sono costanti tali che
141 =1, allorarisulta {[E[X1X> | Fo]| < E[|Xa|" | Fo]V"E[| Xa|* | Fo]'/*} q.c.

Dimostrazione. Le dimostrazioni sono analoghe a quelle dei Teoremi 4.2.6, 4.3.2 ¢ 4.4.2, dal
momento che le dimostrazioni sono basate su disuguaglianze fra numeri reali. O

Nel caso in cui si consideri la v.a. X e la trasformata g(X) = | X|, dal momento che g ¢ una
funzione convessa, allora dalla parte i) del Teorema 5.2.3 risulta {|E[X | F]| < E[|X]| | Fo]} q.c.,
ovvero si ottiene la disuguaglianza condizionata corrispondente a quella della Proposizione 4.2.1. 1l
seguente Teorema fornisce una classica scomposizione della varianza di una v.a.

Teorema 5.2.4. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, 7, P) e sia Fy C F
una o-algebra. Se E[ X] esiste finito, si ha

E[X] = E[E[X | Fo]] ,
mentre se E[X?] esiste finito, si ha
Var[X] = E[Var[X | Fy]| + Var[E[X | Fy]],

dove Var[X | Fy] = E[X? | Fy] — E[X | Fo)%

Dimostrazione. La prima parte risulta immediata ponendo FEj = () nella relazione data nella
Definizione 5.1.3. Per quanto riguarda la seconda parte, posto Y =X —E[X |F] e
Z = E[X | Fo] — E[X], si osservi che

Var[X] = E[(Y + Z)?] = E[Y?] + E[Z?] + 2E[Y Z] .

Si puo verificare che {E[Y Z | Fy| = ZE[Y | Fo]} q.c. se Z ¢ una v.a. tale che Z~!(B) € F; per ogni
B € B(R). Tenendo presente le Proposizioni 5.2.1 e 5.2.2 risulta inoltre {E[Y | Fy] = 0} g.c. e di
conseguenza si ha {E[Y Z | Fy] = 0} q.c., ovvero dalla prima parte del Teorema si ottiene

E[YZ] =E[E[YZ | F)]=0.
Essendo {E[Y" | ] = 0} q.c., risulta
E[Y?] = E[E[Y? | F]] = E[Var[Y' | Fo]] = E[Var[X | Fo]],
dal momento che
Var[X | Fy] = E[X? | Fo] — E[X | Fo]? = E[(X — E[X | Fo])? | Fo] -
Infine, dalla prima parte del Teorema si ha
E[Z?] = E[(E[X | Fo] — E[X])*] = E[(E[X | Fo] - E[X]) | Fo] = Var[E[X | Fo]] ,

da cui segue la tesi. O

Si osservi che dal Teorema 5.2.4 si ha
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X =Y +E[X | F),

con Y = X — E[X | Fy] e dove E[YE[X | 7]] = 0. In altri termini, la v.a. E[X | Fy] puo essere
considerata come la “proiezione” della v.a. X su JF con il relativo “complemento ortogonale” dato
dallav.a. Y.

Teorema 5.2.5. Sia dato un v.v.a. X = (X, X»)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e
sia Fy C F una o-algebra. Se E[X?] e E[X?] esistono finiti, e se la v.a. X; & tale che X;1(B) € F
per ogni B € B(R), si ha

E[(X; — X1)?] = E[Var[X, | Fo]] + E[(E[X; | Fo] — X1)7] .
Inoltre, si ha
E[(X, — X1)%] > E[Var[X, | Fo],

dove l'uguaglianza si ottiene se { X; = E[ X5 | Fy]} q.c.

Dimostrazione. Posto Y = Xy —E[Xy | Fy)] e Z =E[Xs | Fy] — X1, dal momento che
X71(B) € Fy per ogni B € B(R), la prima parte si dimostra in modo simile al Teorema 5.2.4. La
seconda parte ¢ immediata, dal momento che E[(E[X | Fy] — X1)?] > 0 e l'uguaglianza ¢ ottenuta
quando {E[X2 ’ fo] — Xl = 0} q.c. O

Si osservi che il Teorema 5.2.5 fornisce in effetti una versione generale del Teorema di Rao-
Blackwell comunemente adottato nell'inferenza statistica. Il Teorema prende il nome da due famosi
statistici, ovvero David Harold Blackwell (1919-2010) e Calyampudi Radhakrishna Rao (1920-). Per
maggiori informazioni sul Teorema di Rao-Blackwell, si veda Lehmann e Casella (1998).

Teorema 5.2.6. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e si consideri
le o-algebre F, e F; tali che FyCF CF. Se E[X]| esiste finito, allora si ha
{E[E[X | AA] | Fo] = E[X | Fol} g.c.

Dimostrazione. Posto Y = E[X | 7], tenendo presente la disuguaglianza di Jensen condizionata
(Teorema 5.2.3, i), si ha

E[Y] < E[|Y]] = E[[ELX | ][] < E[E[X] | )] = E[[X]] < oo

Dunque, per ogni Ey € F( dalla Definizione 5.1.3 si ha

/E[nyo]dP:/ YdP.
EO EU

Inoltre, di nuovo dalla Definizione 5.1.3 e tenendo presente che Ey € Fy C Fi, si ha

/ E[X | F]dP= | XdP.
E() EU

Dalle precedenti espressioni si ha

/ E[Y | FldP = | XdP,
E() EU

da cui segue la tesi. O

Il precedente Teorema ¢ anche detto della “Proprieta della Torre” e generalizza in effetti la prima
parte del Teorema 5.2.4.
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5.3. Valore atteso condizionato ad una variabile aleatoria

Si osservi che la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) induce in effetti una o-
algebra Fx, C F datada

Fx,={Ec€F:E=X;'(B),BeBR)}.

Di conseguenza, considerato il v.v.a. X = (X1, X5)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P), si
puo introdurre il valore atteso condizionato della v.a. X5 (alla v.a. X;) come

E[Xs | Xi] = E[Xs | Fx,] -

Dunque, tenendo presente la Definizione 5.1.3, se E[X>] esiste finito, E[X> | X;] ¢ un membro
della classe di v.a. che coincidono g.c. rispetto a P e tali che per ogni B € B(R) soddisfano la
relazione

/ E[X, | X1]dP :/ X,dP.
X7'(B) X;'(B)

1

Inoltre, dalla precedente relazione, si puo verificare che esiste una funzione h(z;) = E[X; | X1 = 4],
detta valore atteso condizionato della v.a. X all'evento {X; = x1}, tale che se P(X;!(B)) >0
risulta

/ ngP:/ E[Xg|X1:x1]dP:/h(xl)dPX](ml).
X-(B) X-1(B) B

1 1

Si assuma ora che il v.v.a. X sia discreto a valori su insieme numerabile S € R2, con f.p.c. data da
px(z1,x2) e f.p.m. date da px,(x1) e px,(z2). Siano inoltre S; e Sy le proiezioni di S sugli assi
cartesiani. Per B = {1}, dove ovviamente x; € Sy, si ha

XodP = Topx (1, 22) ,
/Xll(B) x;Q

mentre
/ h(%l)dPXl(iL’l) = E[XQ | X1 = £E1]pxl<1'1) .
B

Dunque, sulla base delle precedenti relazioni il valore atteso condizionato della v.a. X5 all'evento
{X1 =21} con z; € Sy, ¢ in questo caso dato da

E[X2|X1 :l'l] = Z;[;QM
72655 px, (71)

e Esempio 5.3.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X7, X3)T dell'Esempio 3.5.1. Si noti che
S ={(0,0),(1,0),(0,1)}, mentre S; = S5 = {0, 1}. Dunque, dal momento che E[X,] = { < oo, si
ha
0 2
E[X2|X1:0]: ZZCQL_

T9E€5,

) .’132) _
bx, (0) 3
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E[X, | Xi=1]= Z@M

=0. O
L9ESy pX] (1)

Si assuma invece che il v.v.a. X sia assolutamente continuo con d.p.c. data da fx(x,z9) e d.p.m.
date da fx, (z1) e fx,(x2). Inoltre, si consideri l'insieme

D = {(x1,29) € R* : fy, (x1) =0} .

Risulta P(X € D) = 0 e quindi per ogni B € B(R), grazie al Teorema di Fubini (Teorema A.11), si
ha

/ XodP :/ zafx(x1, x2) dr1dxs :/ ( T2 Sl x2) d$2> fx,(x1) dzy
X71(B) Rx B po\Jr = fx(z1)

-/ ( £ % dmz) fu(ar)doy = [ )Py (o)

e dunque

EXy | X1 =x1] = [ a9 @y, 2)

e

e Esempio 5.3.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T dell'Esempio 3.5.2.
Dall'Esempio 4.2.3 risulta E[X] = § < oo ¢ dunque, se z; € 0, 1], si ha

1—x
2 1-—
E[X, | X, = 21] :/ 2 (1) gy =
0 ]_—l'l 1—371 3

ovvero in questo caso il valore atteso condizionato della v.a. X, all'evento {X; = 21} ¢ una funzione
lineare di x;. In modo simile, dal momento che dall'Esempio 4.2.3 risulta E[X;] = % < 00, Se
x9 €10, 1], si ottiene

1—xs 2

2 6x 1 1— 2
EIX; | Xo = = 1 (1= dri =
[1| 2 932] /0 (1—:1:2)2( 1_932) I 5 s

ovvero il valore atteso condizionato della v.a. X; all'evento { Xy = x5} ¢ a sua volta una funzione
lineare di . O

Nel caso in cui B = R, dal Teorema 5.2.4 si ottiene
E[X5] = E[E[X> | Xi]]

se E[X>] esiste finito. Inoltre, posto Var[Xs | X;] = E[X3 | X;] — E[X | X1]?, di nuovo dal Teorema
524siha

Var[X,] = E[Var[ X, | Xi]] + Var[E[X, | Xi]],
se E[X?] esiste finito. Infine, dal Teorema 5.2.5 si ha

E[(X; — X1)?] = E[Var[X, | Xi]] + E[(E[X; | X1] — X1)?]

E[(X; — X1)’] > E[Var[X, | Xi]],
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dove l'uguaglianza si ottiene se { X; = E[X, | Xi]} ¢.c.

e Esempio 5.3.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T dell'Esempio 3.5.2.
Tenendo presente I'Esempio 5.3.2. e 'Esempio 4.2.3, si ha

1 1
E[X;] = EIELX; | X\]) = 5 (1 - E[Xi) =
coerentemente con quanto visto nell'Esempio 4.2.3. In modo simile, si ottiene
1 2
E[X1] = B[E[X | Xo]] = 5 (1 - B[Xo]) =

in accordo con quanto visto nell'Esempio 4.2.3. Inoltre, si ha

1-z 2 2
ro2 1-—
E[Q(g | X1 = 931] - / - (1 i ) dzy = ( $1_) ,
0 1 — I 1 — I 6

da cui

Var[Xg | Xl] — (1 _6X1) . (1 —9X1) _ (1 —1;(1) _

Inoltre, tenendo presente I'Esempio 4.4.2, si ha

EVar(X, | X = -2 BI(L— Xa)’] = o= (1 - 2B[X] + E[X})) = -

1 1 1
Var[E[XQ | Xl]] = § Var[l — Xl] = § Var[Xl] — ﬂ ,

da cui risulta

Var[Xa] = E[Var[X; | X,]] + Var[E[X, | X1]] = % ,

in accordo con i risultati ottenuti nell'Esempio 4.4.2. O

e Esempio 5.3.4. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T che ammette la
seguente d.p.c.

1 — ok (@ —21)? =5 (21-1)?
= — 1

27| | c

[x(z1,22) 1g\foy (1) -

Sulla base dei risultati ottenuti, si puo ottenere il valore atteso E[X5] senza calcolare esplicitamente la
d.p.m. della v.a. X5 (che in questo caso ¢ un'operazione abbastanza complessa). Tenendo presente le
proprieta della legge Normale descritte nella Sezione 6.7, la d.p.m. della v.a. X; risulta

fa@) / " (@) day = —— e B 1P /°° L aplea
X1 1) — X 1,42 9 = -
e \Z 2m —o0 \/ 27T|$1|

e

d.CBQ

S

ovvero la v.a. X7 si distribuisce con legge Normale di parametri 4 =1 e 0 = 1 (si veda la Sezione
6.7). Si ha
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o0

E[X, | X, = 2] :/

[x(z1,22) R .
—o00 \/ 27T|I‘1|

. —ﬁ(ﬂb—xl)?
2
00 fX] (‘Tl)

d.]?g = d.]?g =,

OVVEero

E[X,] = E[E[X, | X1]] = E[X zye W gy =1,

1] \/%/

e dunque il valore atteso della v.a. X5 ¢ stato ottenuto senza conoscere la legge corrispondente.
Evidentemente, si puo calcolare anche la varianza della v.a. X5 senza determinarne la legge. O

5.4. Leggi condizionate

Si consideri il v.v.a. X = (Xi, X5)T definito sullo spazio probabilizzato (£, F, P). Si supponga
inizialmente che il v.v.a. X sia discreto a valori su insieme numerabile S € R?, con fp.c. data da
px(x1,x2) e f.p.m. date da px,(x1) e px,(z2). Siano inoltre S; e Sy le proiezioni di S sugli assi
cartesiani. Dato l'evento {X; =z} con 21 € S1, P(- | X1 =z1) ¢ in effetti una misura di
probabilita (vedi Sezione 2.4) eper B € B(R)

PX,H(B)N{X) =x1})

PX2|X1=~"E1(B) = P(X;l(B) | X1 =a1) = P(X) =)

¢ detta legge condizionata della v.a. X, all'evento {X; = z;}. Dunque, si puo definire la f.p.

condizionata della v.a. X5 all'evento { X; = x1}, con z; € S}, come
PX($1, 562)
Py Xy=ny (T2) = P(Xo =22 [ Xy = 21) = m

Risulta facile verificare che px,|x,—,, (22) ¢ in effetti una f.p. e che la sua definizione ¢ coerente con
quella di valore atteso condizionato della v.a. X all'evento {X; = z;}, dal momento che, per quanto
visto nella Sezione 5.4, risulta

E[X, | X1 = 1] = ) @opx, x,=r (02) -

19ESy

e Esempio 5.4.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X, X5)' dellEsempio 3.5.1. La fp.
condizionata della v.a. X, all'evento {X; = 0} ¢ data dunque da

px(0,1) 2\ " 1\ "
Px,|x,=0(T2) = o (0) = (g 3 L1y (22) s

mentre la f.p. condizionata della v.a. X5 all'evento { X; = 1} risulta

pX(17 332)
_ =—7=1
ng\Xl_l(xl) o (1) {0}(»’[72) )
ovvero le leggi associate alle v.a. condizionate si ottengono per particolari parametrizzazioni della
legge Binomiale (si veda Sezione 6.5). O

Il modo con cui ¢ stata costruita la legge condizionata nel caso di un v.v.a. X discreto perde di
senso quando l'evento {X; = z1} ¢ di probabilita nulla. In generale, non sempre esiste una legge
condizionata della v.a. X5 all'evento {X; = z;}, anche se gli esempi di non esistenza sono artificiosi
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e non fondamentali nell'uso della teoria (per maggiori dettagli, si veda Wise e Hall, 1993, p.159). Nel
caso in cui il v.v.a. X sia assolutamente continuo con d.p.c. data da fx(z1,z2) e d.p.m. date da
fx,(z1) e fx,(z2), si pud definire la d.p. condizionata della v.a. X5 all'evento { X; = z1} come
fx(z1,m2)
X0 X122, (02) = == 1gpa\p(71, 72) ,
| fX1 (xl) )

(si veda la Sezione 5.3 per la definizione dell'insieme D). Il Teorema di Radon-Nikodym (Teorema
A.9) assicura in questo caso l'esistenza della legge condizionata della v.a. X5 all'evento {X; = 21},
ovvero per ogni B € B(R) si ha

PX2|X1:I1(B) = /E;fXﬂXl—xl(:—E?) dxs .

Si dovrebbe evidenziare che la d.p. condizionata non ¢ unica e quindi, al solito, si dovrebbe parlare di
una versione della densita. Inoltre, la sua definizione ¢ coerente con quella di valore atteso
condizionato della v.a. X5 all'evento { X; = x1}, dal momento che per quanto visto nella Sezione 5.4
risulta

E[Xp | X1 =x] = /xzfx2|xlz1($2)d$2 -
R

e Esempio 5.4.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T dell'Esempio 3.5.2. La
d.p. condizionata della v.a. X, all'evento {X; = z;} ¢ data dunque da

- fx(@,m) 2 (1_ x2

sz\X1:£L’1 (LI)'Q) - fX1 (-771) o 1— T 1-— 1

mentre la d.p. condizionata della v.a. X all'evento { Xo = xo} risulta

) Ljo1((21) 0,12, ((22) 5

fX1|X2=a:2(~’U1) = f)})((ﬁﬁ(l:;j;) - (1 Ex;2)2 (1 1 ?m) 1]071[(”"2)1]071%2[(551) ’

ovvero le leggi associate alle v.a. condizionate si ottengono per particolari parametrizzazioni della
legge Beta (si veda la Sezione 6.12). O

e Esempio 5.4.3. Sia data la legge Uniforme sul cerchio unitario introdotta nell'Esempio 3.6.3. La d.p.
condizionata della v.a. X; all'evento { Xy = x5} ¢ data dunque da

_ fx(zr, @)

1
sz\Xlle(@) = Fx(z1) = 2\/@ 1}—\/1——:1:?,\/@[(552) >

mentre per simmetria la d.p. condizionata della v.a. X all'evento { Xy = x5} risulta

1
Fxix0=m (11) = N Ly (@)

ovvero le leggi associate alle v.a. condizionate sono Uniformi (si veda la Sezione 6.12). O

5.5. Riferimenti bibliografici

Una trattazione approfondita del concetto di valore atteso condizionato ¢ contenuto in Williams
(1992), Rao (2005) e Steyer e Nagel (2017). Altri testi dove ¢ possibile trovare un'esauriente analisi
dei problemi tecnici legati al valore atteso condizionato sono Cohen e Elliott (2015), Dudley (2004),
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Kallenberg (2002) e Stroock (2013). Per controesempi nell'ambito del valore atteso condizionato si
veda Wise e Hall (1993).

5.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume 1'esistenza
di uno spazio probabilizzato (€2, F, P) e di una o-algebra Fy C F, a meno che non venga specificato
diversamente.

Sezione 5.1

e Esercizio 5.1.1. Sia dato lo spazio probabilizzato (€2, F, P), dove Q =]0,1] ¢ F = B(]0,1)),
mentre P = A ¢ la misura di Lebesgue su |0, 1]. Si consideri inoltre la partizione £ di (2 tale che
E={By,...,B,}, dove By = |aj_1,ar] eap=0<a; <... <a,=1,esiaFfy=PE) C Flao-
algebra generata da £. Se E € F, si determini la probabilita condizionata P(E | By) = E[1g | By],
dovek=1,...,n,e P(E | Fy) = E[1g | Fo)-

Soluzione. Si noti che risulta

P(Bk) = )\(]ak,l,ak]) =ar — Q-1 .

Dunque, dalla definizione di valore atteso condizionato ad un evento si ha

P(E|Bk):;/ak 1p(x) dz = 2EOBe)

Qg — k-1 Jap_, ap — Qk—1

Inoltre, tenendo presente la definizione di valore atteso condizionato alla o-algebra Fy, P(E | Fy) ¢
data da

< ~ANENB
P(E|Fo) =S P(E | B1g =3 2EOB0 4
k=1 =1 Ok~ Q-1
Quindi, P(E | ) ¢ una v.a. discreta che assume valori su S = (P(E | By))}_; con legge essenziale

data dall'insieme delle probabilita (P(B},))}_,. Inoltre, essendo E[1z] = P(B,) si ha

E[P(E | Fo)] = i % E[lp] = i AE N By)
k=1 -1 k=1

:/\<Em ' Bk> —MENQ) =AE) =PE),
k=1

dal momento che gli eventi di £ sono incompatibili. O

e Esercizio 5.1.2. Si assuma che la v.a. X e la g-algebra F siano indipendenti, ovvero che
P{X <z}NEy) =P(X <z)P(E)y)

perogni z € Re Ey € Fy. Si verifichi che risulta {E[X | Fy] = E[X]} q.c.
Soluzione. Dalla definizione di valore atteso condizionato, per ogni Fy € F si ha

/E[nyo]dpz XdP:/XlEOdP:E[XlEO].
Ey Q

Ey
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Dalle assunzioni fatte la v.a. X e la v.a. 1p, sono indipendenti e quindi per le proprieta del valore
atteso si ha

E[X1p] = E[X|E[1p],
da cui
L/EML%MP:HM/H%dP:/EMH%M%i/EWMP.
E, Q Q Ey

Dunque, dalla precedente relazione segue l'identita richiesta. O

Sezione 5.2

e Esercizio 5.2.1. Sia dato lo spazio probabilizzato (2, F,P), dove Q =1]0,1] ¢ F = 5(]0,1]),
mentre P = X ¢ la misura di Lebesgue su |0, 1] e si consideri inoltre la o-algebra Fy = {0}, E, E°,Q}
dove £ =10,3]. Se X = (X1, X,)" ¢ un v.vaa. tale che X;(w) = 1p(w) e Xy(w) = w per w € §, si
determini il valore atteso E[(Xy — X7)?] e i valori attesi E[Var[X> | Fy]] e E[(E[X> | Fo] — X1)?]. Si
verifichi inoltre I'identita fra il primo valore atteso e la somma dei rimanenti valori attesi.

Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 3.1.1, si osservi innanzitutto che X;'(B) € F, per ogni
B e B(R).Siha

1 1 1 1
E[(XQ_X1)2]:/ (w—lE(w))de:/ w2dw—2/3wdw+/gdw:g.
0 0 0 0

Inoltre, essendo P(E) = £ ¢ P(E®) = 2, segue

wl—

E[X,1 | 1
E[XﬂE]zM:S/ wdw = ¢
0

P(E)
(§
Bx, | g = Helel 3, 2
DN A
mentre
E[X2 1] 3 1
€

E[X31g] 3 [! 13
E[X: | E)= =22 =" | Pdw=— .
(X5 | E] P(E) 2[ w” dw o

Dal momento che F ¢ una o-algebra generata da una partizione, allora risulta

1 2
E[Xy | Fo] = E[Xo | E]1p + E[Xp | EX|1p = o 1p + 5 1p
€
2 2 2| e 1 13

da cui, tenendo presente che 11 = 0 per ogni w € (),
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Var[X2 | fo] = E[X% | fo] — E[XQ | fo]Q
= (E[X3 | E] - E[Xz | E*) 1p + (E[X3 | E°] - E[X | EP°) 1.

1 1
=15+ —1p.
08 EtagrtE
Quindi, si ha
1 1 1 1 . 1
E[Var[X; | Fol] = Bl 1o + 5 1] = 755 P(B) + 5= P(EY) = .

Inoltre, risulta

B(E[X, | 7o = X1)"] = E[(5 15 + §1p — 15)"] = [ 15+ § 1i]
25 4 19
= —P(F — P(E°) = —
36 (B) + 9 (E°) 36

e quindi 1'identita richiesta ¢ verificata. O

Sezione 5.3

e Esercizio 5.3.1. (Paradosso di Borel) Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)!
che ammette d.p.c. data da

fx(x1,22) = Lo y(21 + 22) L) 17 (72)
e si verifichi che risulta E[X, | X; = 0] = 3. Si consideri inoltre il v.v.a. Y = (Y7,Y3)T dove
Y = 2R e Y, = X, esi verifichi che siha E[Y; | V1 = 1] = 3.
Soluzione. La d.p. marginale della v.a. X risulta

fx,(21) = / L1 (21 + 22) 11y (22) dao

oo

1 1-xy
= / 1 10(21) das +/ Lgy)(z1) dwg = (1 — [21]) L=y gy (21)
- 0

x1
da cui

o0 1 (1 + 562)1[0.1] (z2)
EXs | X1 =m1] = / T2 — ’
(X2 [ X4 1] (=) 1y (1)

1y g(z1) [* 1y (2) [0 1—x
= 7 7 [ — 1 _ .
1+ 2 /I1 Tz dez + /O T2 4 -1 (71)

Quindi, siha E[X, | X; = 0] = % Per quanto riguarda la trasformata Y = g(X), si ha

g (W) = (el —1),p)",
dove y; € [1,00[ e 92 € [0, 1]. Dal momento che |J (g7 (y))| = y2, la d.p.c. del v.v.a. Y ¢ data da
Sy (W1, v2) = y2 Lo.11 (y1y2) 110,11 (2)

da cui

1

o u 1
frvi(y) = / Y2 10,11 (y1y2) 110,11 (y2) dy = /0 Yo L1 oo (y1) dy2 = %7 11 00((y1) -
- 1

o0
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Dunque, risulta

EY: | Y1 =y = / Yo Y2 1o, i](ylyQ) [0,1] (y2) iy,
- 2 1y, [(yl)

21/

1
2
= 2y} 1[1,0@[(y1)/0 Y3 dzy = 3 Yt Lo (1) -

Dalla definizione di Yj, si osservi che in effetti l'evento {X; =0} ¢ “equivalente” all'evento
{Y1 = 1}. In modo controintuitivo si ha quindi che

2 1

BV | Vi=1]= 2 #B[X; | Xy =0] = .

anche se Xy = Y5. L'apparente paradosso deriva dal fatto che i valori attesi condizionati sono stati
ottenuti rispetto a eventi di probabilita nulla. O

e Esercizio 5.3.2. Si consideri il v.v.a. X = (X1, ..., X,,)T le cui componenti sono indipendenti e con
la medesima legge. Si assuma inoltre che Y = 7', Xj. Si verifichi che {E[X} | Y] =n"'Y} q.c.
perognik =1,...,n

Soluzione. Dalla definizione di valore atteso condizionato, perogni B € Rek =1,...,nsiha

—1 B

Dunque, dal momento che X; e X}, sono equivalenti in legge, risulta E[X}1y-1(p5)] = E[X11y-1(p)],
ovvero tenendo presente la precedente relazione si ottiene

P(E[Xy | Y] = E[Xy1 | Y]) =1

per ogni k = 2,...,n. Dunque, si ha q.c.

E[X, | Y] = ZE[X|Y ZX|Y E[Y |Y] = iy.

Questo risultato puo essere esemplificato mediante la seguente applicazione statistica. Se la v.a. X, si
distribuisce con legge di Bernoulli di parametro pari a p, allora E[X}] = p e Var[X}]| = pq. Inoltre, &
immediato verificare che la v.a. Y si distribuisce con legge Binomiale con parametri n e p (si veda la
Sezione 6.1) e quindi E[Y] = np e Var[Y] = npq. Dunque, dalla precedente relazione si ha

EIELY | Y]] = - EV] =p

Var[E[X; | Y]] = % Varfy] = 2.

Quindi, nella terminologia della statistica inferenziale, sia la v.a. X che la v.a. E[X} | Y] sono

stimatori corretti del parametro p. Inoltre, posto x = (x1,...,2,)", pery = 0,1,...,n risulta
X=z}n{YV =y b P (1 — p)lme n\
(o) = P A Z ) Mg BEZ0) 2 ) () ag ).
=¥ (y)py(l—p)”‘y Y
dove S, = {(z1,...,@n) 2, = 0,1,k =1,...,n,> ,_,zr =y}, ovvero la v.a. Y ¢ uno stimatore

sufficiente del parametro p, dal momento che legge condizionata del v.v.a. X all'evento {Y = y} non
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dipende da p. Tuttavia, Var[X}] > Var[E[X}, | Y]] e quindi lo stimatore E[X}, | Y] ¢ piu efficiente
dello stimatore X}. Questo risultato segue dal fatto che lo stimatore E[X}, | Y] viene ottenuto dal
condizionamento di uno stimatore corretto ad uno stimatore sufficiente. In effetti, in questo esempio ¢
stata considerata un'applicazione del Teorema di Rao-Blackwell. O

e Esercizio 5.3.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)' che ammette d.p.c.
data da

1
(1 + 22 4 x3)?

Ix(z1,20) =

e si determini E[ X, | X7 = x1] e Var[ Xy | X7 = x4].

Soluzione. Si ha
& 1 1
fro(@r) = / ey =

oo M(1 2 +23)? 2/(1+a7)?”

da cui
i 21/ (1 + 22)3
E[Xy | X1 =21 = LV dzy, =0,
dal momento che la funzione integranda ¢ dispari. Quindi, si ottiene
> 2y/(1+ x3)3
Var[Xo | Xi = 21] = : Lo doy =1+ a7 .
Xz [ Xi =] /_OO 27r(1+3:%+:v%)2 2 Tt
Si osservi che
E[X5] /OC ! d
= rTo —F——— To =
2 . 25 (1t a2 2
e in effetti risulta E[E[ X5 | X]] = 0. Tuttavia, si ha
o 1
E[X :/ T3 ———— dxy = 00
[X5] B P sy L

e quindi Var[X] non ¢ finita. In effetti, essendo X £ X, per simmetria, si ha
E[Var[X, | Xi]] = E[l + X}] = 1 + E[X}] = 00.

Dunque, puo essere Var[Xs | X; = x1] < oo per ogni x1, anche se E[Var[ X, | X;]] = oc. O

Sezione 5.4

e Esercizio 5.4.1. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette d.p.c.
fx(@1,22) = @1(2 — 1) € Ljg oo (T1) L gy 00 (T2) -

Si determini la legge condizionata della v.a. X all'evento { X; = x;} e i valori attesi E[ X5 | X; = ]
e Var[ Xy | X; = z4].
Soluzione. Si ha

fX] (ZL‘l) = / T (9’32 — ,_'L‘l) €_$2 1[0700[(1‘1) d:L‘Q = e_”"l 1[0,00[(1‘1) 5

T
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da cui risulta

x1, X B
P () = ZELT) ey ().

le(xl)

Inoltre, si ha

E[Xy | X1 =24 = / xo(T9 — 271) e~ @mm) gy = 21 + 2,

T

ovvero il valore atteso condizionato ¢ una funzione lineare. Infine, si osservi che risulta
o0
2 2 —(wy— 2
EX5| X1 =2 = / 22(zy — 1) e day = 22 4 42 46,
T

da cui Var[ X,y | X1 =x1] = 2. O
e Esercizio 5.4.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X»)' che ammette d.p.c.

1
fx(z1,22) = 3 11 4 (2] + 23)

e si determini la legge condizionata della v.a. X, all'evento { X} = x1}.
Soluzione. Si ha

1 \/4—1? 1 \/1—:1;?
fx,(z1) = 5/ — 1 _g9)(x1) dzy — 3| — 1) (1) dxo

2 2
= 3_71' 4 — :1:% 1[,272] (.771) — 3_7T 1-— :U% 1],171[(1171) ,

da cui risulta

fx X ($2) _ 1[174] (.CI?% + l‘%)
A 2¢/4— 22 1 gy (z1) — 2¢/1— 221y 5 (21)

dove x; € [ —2,2]. Si noti che la legge condizionata ¢ Uniforme se |z1| € [1,2], mentre ¢ data dalla
mistura di due leggi Uniformi se z; € [ — 1, 1]. O

e Esercizio 5.4.3. (Leggi coniugate) Per quanto riguarda le notazioni adottate in questo esercizio, si
veda la descrizione della legge Binomiale nella Sezione 6.1 e della legge Beta nella Sezione 6.9. Si
consideri il v.v.a. X = (X7, X5)T tale che la v.a. marginale X si distribuisce con legge Beta ridotta
con parametri pari a o, 3 € ]0, oo[, ovvero X; ammette d.p. data

o
B(a, §)

mentre la legge condizionata della v.a. X all'evento {X; = z;} ¢ Binomiale con parametri pari a n e
x1, ovvero la f.p. condizionata ¢ data da

Ix (z1) = 2t = 1) Ly (2)

n
X2

pXQ‘Xlle(xQ) - < ) SU:{Z(l — .1:1)"_“ 1{0717”.771}(.'132) .

Si determini la legge condizionata della v.a. X; all'evento { Xy = z5}.
Soluzione. Si assuma che B; e Bs siano due eventi tali che By, Bo € B(R). Si osservi che
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1
P(X, € By) = =l — ) day .
(X1 € Bi) B(a, 8) A),l[ﬂBl i ™) i

Inoltre, risulta

P(Xy € By, X3 € By) = E[15,(X1)15,(X2)] = E[E[1p,(X1)15,(X2) | Xi]]
= E[15,(X1) E[15,(X2) | Xi]].

Dunque, posto Sy = {0, 1,...,n}, per il Teorema di Fubini si ottiene
P(X1 € B, Xy € By) = / ( Z pX2|X1—1‘1($2)> fx,(z1) dx
B, ToE€S5N By

- Z /BPXQXI—xL(CUQ)fXI(xl)dm,

29€55N By

n 1 / rota—1 —zo+[—1
= T 1—2)" P day
Z (932) B(a, ) 10,1[NB; ! ( )

T2ES5N By

da cui

P(X;€B))=P(X1 ER, Xy €By) = Y

T9€55N By

( n ) B(x, +§(,;z, ;)@ +h)

T2

Dunque, si ha

n 1
P(X B, Xy = = Tota—1 1— n—xg-i-[)’—ld 1
( L& 5L A IQ) (.132) B(a’ﬁ) /}071@31 Ty ( xl) X1 Sz(xQ) >

mentre la f.p. della v.a. X, ¢ data da

px,(2) = (

n) B(zy+ a,n — x4+ () 16, (1) .

) B(av ﬁ)
Infine, per x5 € S, risulta

1
B(Jig-i-Oz,TL—iEz-Fﬁ)

P(Xl € Bl | Xy = ZEQ) = / :L,ferchl(l - xl)n—xg-i-ﬁ—l dl‘l ’
10,1[NBy

ovvero la legge condizionata della v.a. X; all'evento { Xy = x4} ¢ la legge Beta ridotta con parametri
paria (x2 + a) e (n — x9 + 3 — 1) e quindi si ottiene la seguente d.p. condizionata

1
T2 + o, — 22+ f3)

fX1|X2:I2(x1) = xglgﬁ_a_l(l - xl)n_xﬁ_ﬂ_l 1}071[(371) .
B(

Questo ¢ un esempio tipico nella Statistica Bayesiana. La legge relativa ad X ¢ detta a priori, mentre
la legge condizionata di X; all'evento {X, = x5} ¢ detta a posteriori. Si osservi che in questo
esempio la legge a priori e quella a posteriori appartengono della stessa famiglia. In questo caso, si
dice che la legge di X; e la legge condizionata di X5 all'evento { X; = x1} sono coniugate. O
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Capitolo 6
Principali leggi

6.1. Legge Binomiale

Si consideri un esperimento aleatorio con esito dicotomico, ovvero, utilizzando la terminologia dei
giochi d'azzardo, suscettibile di assumere due soli risultati w; e w9 del tipo “successo” e “insuccesso”
di un ipotetico giocatore. Se si ripete n volte l'esperimento aleatorio, il corrispondente spazio
fondamentale prodotto ¢ dato da 2 = 2y x --- x ,,, dove Qi = {w;,ws}. Quindi, Q2 ¢ costituito da
2" eventi elementari che coincidono con tutte le possibili sequenze di lunghezza n (distinte anche per
'ordine) di wy € wo.

Si supponga inoltre che gli esperimenti aleatori siano condotti in modo indipendente e che
l'assegnazione di probabilita su €2 sia data da P.({wi}) =p ¢ P.({ws}) =1—p=gq, dove
p €]0,1]. In altre parole, l'assegnazione di probabilita ¢ la stessa per ogni esperimento aleatorio.
Dunque, la misura di probabilitd prodotto P si ottiene probabilizzando 1 2" eventi elementari
{(wjy, ... wj,)} di Q come

dove jr =1,2¢k=1,...,n.
Si consideri la v.a. X : 2 — S, che ad ogni realizzazione dell'esperimento combinato associa il
corrispondente numero di “successi”, ovvero il numero di risultati del tipo w; contenuti in ogni

(Wjys ... wj,) € Q. Lav.a. X ¢ evidentemente di tipo discreto e si ha S = {0, 1,...,n}. Sinoti inoltre
che la probabilita di ciascun evento elementare di 2 in cui compaiono x “successi” e (n — x)
“insuccessi” ¢ pari a p“q" ", dove z =0, 1,...,n. Inoltre, vi sono (;f) eventi elementari di questo

tipo, che sono distinti solo per l'ordine in cui 1 “successi” e gli “insuccessi” si alternano. Dunque, la
f.p. della v.a. X ¢ datada

px(z) = (Z) P°q" " Lo, ().

La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge Binomiale di parametri n e p e si denota usualmente con
B(n, p). Inoltre, nel caso particolare in cui n = 1, la legge viene detta legge di Bernoulli di parametro
p, anche se entrambe le leggi sono state introdotte da Jakob Bernoulli.

Si osservi che px ¢ in effetti una f.p., in quanto dall'espressione del binomio di Newton si verifica
immediatamente che

n

iopx(fv) = (Z) P =(p+q)" =1.

=0

La v.a. X puo essere interpretata anche come una somma di n v.a. indipendenti X}, ognuna con
legge di Bernoulli di parametro p, ovvero si ha X = Y ,_, Xj.. Questa affermazione sara dimostrata
con un metodo semplice ed elegante nell'Esempio 7.4.3. Dunque, dal momento che ¢ immediato
verificare che E[X;] = p e Var[Xj;] = pq e, tenendo presente le proprieta relative alla media e
varianza di somme di v.a. indipendenti, si ottiene
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E[X] = zn:E[Xk] =np

Var[X] = ZVar[Xk] =npq .
k=1

Questi risultati saranno anche verificati con un differente metodo nell'Esempio 7.2.4.

0.15 -
0.10 +
0.05 -

0.00 |eeesecccccscscsie ::n-.-......---::.-v

Figura 6.1.1. Funzione di probabilita per la legge Binomiale e
(n,p) = (50, %), (50, %), (50, %) (rispettivamente in rosso, verde ¢ blu).

6.2. Legge di Poisson

Si consideri una successione (p,,),>1 di elementi di |0, 1], in modo tale che la successione (npy,)n>1
converga ad una costante A € |0, co[ e si ponga inoltre g, = 1 — p,,. Dunque, la successione (p;,),>1
deve necessariamente convergere a 0. Per ogni n si consideri inoltre la successione (g,,(x)).>0, dove

_ [ (pa we{0,1,..n}
gn(x)—{o x € N\{0,1,...,n}

In altre parole, (g,(x))s>0 € il prolungamento su N della legge Binomiale B(n,p,). Se
x€{0,1,...,n}siha

n 1 a1 k
. — Ton—T _ nzf;l_nn—:l: 1— 2.
gn () (x) Pndy, p (npn)" (1 — pa) ]IIO( n)

Tenendo presente che se (a,,),>1 € una successione di numeri reali tale che lim,a,, = a si ha

n
lim(l-l—%) =e”,
n

n

allora risulta

n
lim (1 — p,)" = lim (1 - %) _—
n n n

Inoltre, si ha

lim(1—p,) =1
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(-~

lim (1 - —) =1,
" =0 n

da cui si ottiene infine

. \ AT
hrrln gn(x) =€ i
Dunque, si puo considerare la v.a. X con f.p. limite data da

A
px(z) =e A ) 1n(2) .

Lav.a. X ¢ discreta e prende valori su S = N. La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge di Poisson di
parametro A e si denota usualmente con P()). La legge prende nome dal matematico francese Siméon
Denis Poisson (1781-1840), che ne ha considerato le prime applicazioni, anche se la legge era gia nota
a Abraham de Moivre. La legge di Poisson sara ottenuta in modo piu elegante nell'Esempio 8.1.7.

Si noti che px ¢ in effetti una f.p., in quanto dall'espressione della serie esponenziale si ha

gk
S
&
I
[
L
()
5%
I
[
L
®
>
I
-

=0 =0

La media della v.a. X ¢ data da
E[X]:e_’\iw—xze_’\i A :)\e_’\iﬁz)\
" (x —1)! x! '
Inoltre, tenendo presente che E[X (X — 1)] = E[X?] — E[X] ed essendo

> 2\ x 2\ o) 2\
EX(X-D]=e?) z@-1) 5 =) S= A% MY S =N,
=0 £ =2 '

si ha E[X?] = A2 + \. Dunque, risulta Var[X] = \. Questi risultati saranno anche verificati con un
differente metodo nell'Esempio 7.2.5.

0.30
0.25 |
0.20
0.15
0.10 [ . .
0.05

0.00 8 o @ ® ‘e eecltoe » o o2 20000000 00 o o]

0 5 10 15 220 2
Figura 6.2.1. Funzione di probabilita per la legge di Poisson e
A = 2, 5,10 (rispettivamente in rosso, verde e blu).
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6.3. Legge Binomiale Negativa

Si consideri di nuovo un esperimento aleatorio con esito dicotomico, suscettibile di assumere due
soli risultati w; e wsy, che al solito rappresentano “successo” e “insuccesso” di un ipotetico giocatore, €
si ripeta l'esperimento aleatorio in modo indipendente sino a quando non si siano verificati k
“successi”. Anche se l'esperimento aleatorio combinato ha termine in pratica dopo che si sono ottenuti
k “successi”, da un punto di vista formale ¢ conveniente considerare una infinitd numerabile di
esperimenti aleatori. In altre parole, si assume lo spazio prodotto Q =[]~ €, dove ogni singolo
spazio fondamentale ¢ dato da €, = {w1,w>}. Dunque, gli elementi dello spazio fondamentale
prodotto 2 sono tutte le successioni del tipo (wj, ),>1, dove j, = 1, 2. Tenendo presente la discussione
effettuata nella Sezione 2.6, se si effettua l'assegnazione di probabilita su €2, in modo tale che
P,({wi}) =pe P,({we}) =1— p=gq, dove p € |0, 1], la probabilita prodotto P = @), , P, esiste
ed ¢ unica.

Si consideri la v.a. X : 2 — S, che ad ogni elemento di €2 associa il numero di esperimenti aleatori
che si devono effettuare oltre il k-esimo esperimento per ottenere k “successi” (in effetti, affinche si
verifichino k£ “successi”, si devono effettuare almeno k esperimenti). Si assuma inoltre che
k=1,2,.... La v.a. X ¢ evidentemente di tipo discreto e risulta S = N. La probabilita di ciascun
evento elementare di 2 a cui corrispondono (k — 1) “successi” nei primi (kK + x — 1) esperimenti
aleatori e per cui si ha di nuovo “successo” al (k + z)-esimo esperimento aleatorio risulta pari a p*q®.
Inoltre, vi sono (k?;f;l) eventi elementari di questo tipo e che sono distinti solo per l'ordine in cui i
“successi” e gli “insuccessi” si succedono. Dunque, la f.p. della v.a. X ¢ data da

pete) = (777 ) e 1t

La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge Binomiale Negativa di parametri £ ¢ p e si denota
usualmente con BN (k, p). Inoltre, nel caso particolare in cui & = 1, la legge viene comunemente
detta legge Geometrica di parametro p, anche se qualche autore definisce come legge Geometrica
quella relativa alla v.a. (X + 1).

Si osservi che px ¢ effettivamente una f.p. Infatti, considerando la serie binomiale negativa, per

a €]0,1[eb € R ¢ noto che
~[(b+n-1 W
E: n_ (1—

n=0
e quindi si ha
c i~ (ke =1 o N~ (ke -1Y o —k
dopx(w)=p" ) (7, T ) =p") ¢ =p1-qF=1.
=0 =0 - =0 v

La v.a. X puo essere interpretata come una somma di k£ v.a. indipendenti X;, ognuna con legge
Geometrica di parametro p, ovvero risulta X = ZI;’:lX ;- Questa affermazione sara dimostrata molto
semplicemente nell'Esempio 7.4.4. Dunque, risulta (si tenga presente I'Esempio 4.1.1)

o0

q q
E[X/] :prqx = =
=0 (1_Q)2 b

Inoltre, per a € ]0, 1] si ha
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da cui
ELX(X — D) = p (e — ) = 2L =20
j j —_ = p r\axr — q = = —_—
=0 (1 - q)3 p2
e quindi
q
Var| X;:| = = .
x) =4

Dunque, per le proprieta relative alla media e varianza di somme di v.a. indipendenti si ha

k kq
E[X] = ) ELX)] =
=1

J

k
k
Var[X] = ZVar[Xj] = p—g :
=1

Questi risultati saranno anche verificati con un differente metodo nell'Esempio 7.2.6.

0.30 [
0.25 [ e
0.20 |
0.15 | *
0.10 [
005 et EIT e,

0.00*’. ® ®© 0o 00 06 8 5 06 06 00 00 0 0 0 o

Figura 6.3.1. Funzione di probabilita per la legge Binomiale Negativa e

(k,p) = (5, ), (5, %), (5, 15) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

Risulta inoltre interessante ottenere la f.p. limite per k& — oo, qualora (p;)r>1 sia una successione
di elementi di ]0, 1], tale che l'ulteriore successione (kp; 'qy)r>1 converga ad una costante A € ]0, 00|
e dove g, = 1 — py. Sinoti che (py)r>1 deve necessariamente convergere a 1. Per x € N si ponga

k+xz—1\ . . 1 (kg \* a\ o J
gk(l“):( k1 )pquza<ﬁ) (1+p—k) HO 1+E
J:

e per ogni k si consideri la successione (g ()).>0. Dal momento che

.\ " kpya "
lim(1+—k> :nm(1+’“—") =,
k Pk k k

mentre risulta
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si ha

A A

limg,(x) =€ " —,

k 9x(x) x!
ovvero la f.p. limite & quella di una v.a. con legge di Poisson P(\). Questo risultato sara ottenuto in
modo piu elegante nell'Esempio 8.1.8.

Si osservi infine che il parametro £ pud in generale assumere un qualsiasi valore positivo non
necessariamente intero, anche se in questo caso la genesi della v.a. non si ottiene dallo schema degli
esperimenti ripetuti. In effetti, la serie binomiale negativa puo essere definita per ogni k positivo e le
proprieta ottenute in precedenza possono essere estese anche a questo caso.

6.4. Legge Ipergeometrica

Si consideri un'urna composta da N palline di cui D sono rosse e (N — D) sono nere. Si suppone
ovviamente che D sia un intero positivo tale che D < N. Si consideri inoltre I'esperimento aleatorio
che consiste nell'estrarre in blocco n palline, dove n ¢ un intero positivo tale che n < N. Lo spazio
fondamentale €2 relativo all'esperimento risulta costituito da (]X ) risultati che corrispondono a tutte le
possibili scelte di NV palline a gruppi di n. Se si suppone che l'estrazione sia regolare, allora si pud
considerare un'assegnazione equiprobabile, ovvero la probabilita di ciascun evento elementare di §2
risulta pari a (]X) -

Si consideri la v.a. X : 2 — S, che ad ogni risultato associa il numero di numero di palline rosse
estratte. La v.a. X ¢ di tipo discreto e si ha inoltre S = {max(0,n — N + D), ..., min(n, D)}. Gli
estremi dell'insieme S derivano dal fatto che, se n > N — D almeno (n — N + D) palline estratte
devono essere rosse, mentre se n > D si possono estrarre al piu D palline rosse. Inoltre il numero di
eventi elementari per cui si hanno z palline rosse estratte risulta (”)("~"), che corrisponde al
numero di scelte di D palline rosse a gruppi di = combinate con le scelte di (N — D) palline nere a
gruppi di (n — x). Dunque, la f.p. della v.a. X ¢ data da

D (N—D)
La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge Ipergeometrica di parametri n, D ¢ N, ¢ si denota
usualmente con Z(n, D, N).

px(x) =

0.20 -

0.15

0.10 -

0.05

0.00 7-ool:...oooo-o.o:lo.oool: -----

Figura 6.4.1. Funzione di probabilita per la legge Ipergeometrica e
(n, D, N) = (40, 50, 200), (40, 100, 200), (40, 150, 200)
(rispettivamente in rosso, verde e blu).
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Si osservi che py ¢ effettivamente una f.p. Infatti, se a,b,c € N allora 1'identita di Vandermonde

afferma che
()20

k=0

= () B(D)(0 ) -0) ()=

L'identita di Vandermonde si ottiene per un caso particolare della funzione ipergeometrica, che
conferisce dunque il nome alla legge.

Sulla base dell'espressione della f.p. relativa alla legge Ipergeometrica Z(n — 1, D — 1, N — 1), la
media della v.a. X ¢ data da

min(n,D) (D) (N—D) nD min(n—1,D—1) (D—l) ( N-D ) nD

da cui, si ha

E[X] = gzt in—x/ _ 7 x _nflf:v _ny
x=max(0,n—N+D) (]X) N wmax(O;N-i-D—l) (]7;]711) N

e, tenendo presente l'espressione della f.p. relativa alla legge Ipergeometrica Z(n — 2, D — 2, N — 2),
si ha inoltre

min(n,D) D\ (N-D
BIX(X - 1)] = ﬂx—DLQ%%LZ
z=max(0,n—N+D) n
_aD-1D-1) "UET (P (NE) _ abm-1)(D-1)
N(N o 1) x=max(0,n—N+D—-2) (]7;7:22) N(N - 1)

da cui

nD N—D N —n

ValXl = N ~v-1-

La legge Ipergeometrica puo essere ottenuta anche come legge condizionata. Piu esattamente, date
N v.a. indipendenti X}, ognuna con legge di Bernoulli di parametro p, si consideri le v.a.
X = Z,?:le eY = Zglek- La f.p. condizionata della v.a. X all'evento {Y = n} ¢ data da (si
veda I'Esercizio 6.4.1)

O ()
pX|Y:n( ) (]X)pnqN_n 15( ) (];]) 15( )

Risulta interessante ottenere la f.p. limite per N — oo, qualora (Dy)y>1 sia una successione con
Dy < N per ogni N e tale che la successione (N 1Dy )y>1 converga ad una costante p € |0, 1[. Per
ogni N, si consideri l'insieme (gn(z))?_,, dove gn(x) € il prolungamento su {0, 1,...,n} della legge
Ipergeometrica Z(n, Dy, N). Se z € S, si ottiene

) (") [T o(Dx = BTG (N — Dy — k)

€Tr) =
(o) ™) z (N =)
e TG d) | R O
z e(1— %)

Dal momento che si ha
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dove ¢ = 1 — p, mentre

si ottiene

ovvero la f.p. limite ¢ quella di una v.a. con legge Binomiale B(n, p).
Si osservi infine che se le palline sono estratte dall'urna reimmettendo dopo ogni singola estrazione
la pallina nell'urna, ovvero in caso di estrazioni indipendenti, allora la legge della v.a. X che

rappresenta il numero di palline rosse estratte ¢ Binomiale B(n, %)

6.5. Legge Multinomiale

Nella presente Sezione viene introdotta la generalizzazione dell'esperimento aleatorio analizzato
per la legge Binomiale. Piu esattamente, si considera un esperimento aleatorio suscettibile di k
possibili risultati e si ripete n volte 1'esperimento aleatorio, in modo tale che lo spazio fondamentale
prodotto associato ¢ dato da Q2 = €y x -+ x Q,, con ; = {w1,...,wi}. Quindi, 2 & costituito da k"
eventi elementari che coincidono con tutte le possibili sequenze di lunghezza n (distinte anche per
I'ordine) di wy, ..., wg.

Si supponga che gli esperimenti aleatori siano condotti indipendentemente e che 1'assegnazione di
probabilita su (2; sia la stessa per ogni esperimento aleatorio, ovvero che risulti P({w;}) = p; € ]0, 1]
per ogni [ =1,...,n con j=1,..., k. Ovviamente, si deve avere Z?:lpj = 1. In modo simile a
quanto visto nella Sezione 6.1, la misura di probabilita prodotto P si ottiene probabilizzando i1 k"
eventi elementari {(wj,, ... ,w;,)} di 2 come

n

P({(wjis--»wi)}) = [T Ail{wi}) s
=1
dovej;=1,...,kel=1,...,n.

Si consideri il v.v.a. X : Q — S, che ad ogni risultato associa il vettore z = (1, ..., z;)', dove x;
rappresenta il numero di elementi del tipo w; in ogni (wj,, ..., w; ) € Q.M vva X = (X,..., X;)" e
evidentemente di tipo discreto e S C R” ¢ tale che

k

S={(x1,...,21) : xj € {0,1,...,n},2x'j:n}.

=

Inoltre, la probabilita di ciascun evento elementare di €2 in cui si compare x; volte il risultato wy, ...,
xy, volte 1l risultato wy, (dove E;?:lxj = n), risulta pari a H?Zl p’fj. Dal momento che vi sono
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( n ) n!
XT1... Tk H?:lxj!

di tali eventi elementari e che sono distinti per l'ordine in cui gli eventi wy, ..., wy si succedono, la
f.p.c.del v.v.a. X ¢ datada

k
n J
pX(l‘) = px(acl, ,.’L'k) = ( ) pj-J 15(1’1, ,:L’k) .
T1... Tk =1

Si noti che I'insieme S ¢ contenuto su un iperpiano di R* e che in effetti risulta {Z§:1X ;=n}q.c.,

ovvero il v.v.a. X ¢ linearmente degenere. La legge relativa al v.v.a. X ¢ detta legge Multinomiale di
parametri n e p = (py,...,pr) ", € si denota usualmente con M (n, p). Si osservi che px ¢ in effetti
una f.p.c., in quanto per il teorema multinomiale si ha

k k n
)es 1... Tk =1 =1

(z1,...,2)€S (21, .y Tp

Si puo dimostrare facilmente che la legge della componente marginale X ; ¢ Binomiale 5(n, p;) (si
veda 1'Esempio 7.4.1). Inoltre, in modo analogo alla legge Binomiale, il v.v.a. X puo essere espresso
come somma di n v.v.a. indipendenti, ognuno dei quali con legge Multinomiale M (1, p) (si veda
I'Esempio 7.4.5). Sulla base di questa osservazione, in modo simile a quanto fatto per la legge
Binomiale, si puo provare che il vettore delle medie del v.v.a. X ¢ dato da ;x = np, mentre la matrice
di varianza-covarianza ¢ data da

¥ = n(diag(p) — pp') ,

con varianza generalizzata che deve necessariamente risultare det(X') = 0. In modo alternativo, questi
risultati possono essere ottenuti tenendo presente I'Esempio 7.4.2.
Si osservi infine che per k =2 e p = (p1, p2)" la legge M(n,p) ¢ in effetti “equivalente” alla

legge B(n,p1), dal momento che si ha {Xs =n — X;} ¢.c., mentre risulta (m"m) = (;) e
p2 = 1 — p;. Piu esattamente, si dovrebbe affermare che, se la v.a. Y ¢ distribuita con legge Binomiale
B(n, p1), allora risulta (X, X5) L (Y,n-Y).

6.6. Leggi con parametri di posizione e di scala

Si osservi innanzitutto che due v.a. X e Z, con rispettive f.r. F'x e F, sono dette dello stesso tipo
se esistono due costanti a, b € R per cui

Xta+07,

ovvero quando F(z) = Fx(a + bx) per ogni x € R. Si consideri dunque una v.a. X con f.r. data da

rotn =0(%52).

dove G ¢ una fir., mentre a € R e b € ]0, oo[. In pratica, per una data f.r. G, la precedente relazione
descrive una famiglia di leggi al variare di a e b. Inoltre, a ¢ detto parametro di posizione e b ¢ detto

parametro di scala. Se si consideri la trasformazione Z = %, risulta

Fz(2) =P(Z <z2)=P(X <a+bz)=Fx(a+bz) =G(2)
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per ogni z € R. In altre parole, le due v.a. X e Z sono dello stesso tipo. Inoltre, ¢ evidente che la
precedente trasformazione consente di ottenere la v.a. Z con fir. che non dipende dai parametri a e b.
Per questo motivo si dice che la v.a. Z possiede la legge ridotta (o legge standardizzata) all'interno
della famiglia di leggi. Analogamente, la v.a. Z viene comunemente detta standardizzata, anche se in
modo leggermente improprio. In effetti, questa definizione dovrebbe essere solamente adottata per la
trasformazione di standardizzazione, ovvero quando si ha a = puy e b = ox. In pratica, risulta quindi
conveniente lavorare con la legge ridotta e successivamente considerare la famiglia di leggi che si
ottiene al variare dei parametri di posizione e di scala (questo ¢ il motivo per cui negli Esempi 4.1.3 e
4.1.4 sono state considerate le leggi ridotte). Infine, se la legge ¢ caratterizzata da altri parametri oltre
a quello di posizione e di scala, questi vengono detti parametri di forma.

Se X ¢ una v.a. assolutamente continua, allora la d.p. di X ¢ esprimibile attraverso la d.p. della v.a.
standardizzata, ovvero

fx(z) = %fz(x;a> :

mentre per quanto riguarda la fir. risulta ovviamente

Fy(z) = FZ(m - “) .

Si noti infine che il momento di ordine r della v.a. X ¢ esprimibile attraverso i momenti della v.a.
standardizzata Z, ovvero

s = ELX] = El(a+b2)] =B (1) @02 = 3 (7 ) a6z,

k=1 k=1
da cui px = a + buyz. Analogamente, il momento centrale di ordine r della v.a. X risulta
E[(X — jix)] = El(a +bZ — a — byuz)'] = VE[(Z — uz)'].
da cui oi = bQO'%. In particolare,se a = uxy eb = oy, allorapuy =0e oy = 1.

e Esempio 6.6.1. (Legge di Gumbel) La legge introdotta dal matematico tedesco Emil Julius Gumbel
(1891-1966) ¢ associata alla f.r.

r—a

Fx(x) =e€"¢ o

dove a € R e b € |0, 0o[. Evidentemente, una v.a. X che possiede la precedente f.r. ¢ assolutamente
continua e ammette d.p. data da

fx(@)=—e 77"
Se si considera la trasformazione Z = %, si ha
=z
Fy(z)=¢e°

ovvero la fir. della v.a. standardizzata Z non dipende dai parametri a e b. Inoltre, la v.a. Z ammette
d.p. data da

f2(2) = e

Si pud verificare infine che y17 = v e 0% = =, dovey = — [;*log(z)e "dz ~ 0.577 rappresenta la

costante di Eulero-Mascheroni. Si ha dunque px = a + b7y, mentre 0% = % O
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Figura 6.6.1. Densita di probabilita per la legge di Gumbel e
(a,b) = (0,1),(2,1),(0,2) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

e Esempio 6.6.2. (Legge di Weibull) L'ingegnere e statistico svedese Ernst Hjalmar Waloddi Weibull
(1887-1979) ha introdotto la legge a cui ¢ associata la fr.

Fy(z) = (1 _ 6*(’3”)k) 1o.00((2)

dove a € R, b €]0,00[ e k € ]0,00|[. Evidentemente, una v.a. X che possiede la precedente fir. &
assolutamente continua e ammette d.p. data da

k _ k—1 sea\k
fX(x) = g (x b a) €_<T) 1]a,oo[(m) .

X—a
b

Se si considera la trasformazione Z =

, sl ha

k

Fz(2)=(1—¢e7") Ljgn(2)

ovvero la fir. della v.a. Z non dipende dai parametri a e b. Tuttavia, la f.r. continua a dipendere dal
parametro k, che quindi risulta essere un parametro di forma. Inoltre, la v.a. Z ammette d.p. data da

fz(2) = okl 1]0700[(2) )

Si puo verificare che py =T(1+ k') e 02 =T(1 +2k71) —T(1+ k~1)2, dove I rappresenta la
funzione gamma di Eulero (si veda la Sezione 6.8 per una precisa definizione di questa funzione). Si

ha iy = a + bI'(1 + k1), mentre 03 = b*(T'(1 + 2k~ 1) = T(1 + &k 1)?). O
2.0 |
1.5
0.0 N——————
0.0 o5 1o 15 20

Figura 6.6.2. Densita di probabilita per la legge di Weibull e

(a,b,k) = (0,1, %), (0,1,2),(0,1,5) (rispettivamente in rosso, verde e blu).
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6.7. Legge Normale

Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da

Fx(z) = 1 o2 @=p? ’

V210

dove 1 € R e 0 € ]0,00[. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Normale di parametri i e o, e
viene indicata comunemente con N (p, o). La legge & anche detta Gaussiana in onore del matematico
tedesco Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) che ne studio le applicazioni, anche se in effetti la
legge fu introdotta da Abraham de Moivre.

Figura 6.7.1. Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

X—u
o

Se si considera la trasformazione di standardizzazione Z = ,s1ha

QS(Z) = fZ(Z) = \/%

ovvero la d.p. della v.a. Z non dipende dai parametri i € o, che in effetti sono rispettivamente 1
parametri di posizione e di scala. Si noti che ¢ (e di conseguenza fx) ¢ in effetti una d.p. essendo

00 2 00 OO 0o 21
(/ o317 dz> — / / e 107 dzdy = / / re " drdf = 2r ,
e oo -0 o Jo

sulla base della trasformazione in coordinate polari. La legge associata alla v.a. Z ¢ detta legge
Normale ridotta. Si noti che la notazione ¢ per la d.p. f7 ¢ universalmente adottata, cosi come la
notazione

per la f.r. Fz. Di conseguenza, la f.r. di X ¢ data da

Fy(z) = @(x;”) .

Dal momento che la v.a. Z ¢ simmetrica rispetto all'origine si ha E[Z] = 0, mentre
Var[Z] = E[Z%] = / e dy =

Si ha dunque E[X] = p e Var[X] = 02, che rende piu chiaro il motivo per cui si adotta la notazione
N (1, 0?) per indicare la legge Normale.
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Figura 6.7.2. Densita di probabilita per la legge Normale e
(1,0) = (—1,3),(0,1), (1,2) (rispettivamente in rosso, verde e blu).
6.8. Legge Gamma

Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da

— k— z—a
£x@) = 57 (50) ¢ Bu@)

dove a € R e b € |0, 00[, mentre k € |0, 00[. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Gamma di
parametri a, b e k, e viene indicata comunemente con G(a, b, k). Se si considera la trasformazione di

standardizzazione Z = be 4 siha

1

ZFle? 1y9,0((2) »

ovvero la d.p. della v.a. Z non dipende dai parametri a e b, che rappresentano rispettivamente i
parametri di posizione e di scala, mentre k ¢ dunque un parametro di forma. La legge associata alla
v.a. Z ¢ detta legge Gamma ridotta. Si osservi che f (e di conseguenza fy) ¢ in effetti una d.p.,
essendo

la nota funzione Gamma di Eulero (da cui ovviamente prende il nome anche la legge). La funzione
Gamma ¢ stata introdotta dal grande matematico svizzero Leonhard Euler (1707-1783), che viene
comunemente italianizzato in Eulero. La fir. relativa alla v.a. Z ¢ data da

FZ(Z) = %k) ’V(k‘ia Z) 1]0,00[(2) >

dove
z
v(k,z) = / ub e " du
0
rappresenta la cosiddetta funzione Gamma incompleta. Di conseguenza, la f.r. di X ¢ data da

Fx(z) = ! V(k?a & ; a) L0 () -
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Dal momento che risulta I'(k 4+ 1) = kI'(k), si ha

1 o ., TDkk+1)

E[Z?] = ﬁ/omzl”le_zdz: % = k(k+1),

da cui si ha anche Var[X] = k. Di conseguenza, si ha anche E[X] = a + bk e Var[X] = b%k.

Si noti che la legge Gamma contiene numerosi casi particolari di rilevante importanza sia pratica
che teorica. Ad esempio, per k£ = 1 si ottiene la cosiddetta legge Esponenziale, e in questo caso la v.a.
X ammette d.p. data da

1 s
fX(:E) - g e’ 1](1,00[(1') >

con relativa f.r. data da
FX('T) = (1 - 6_%) l]a,oo[(x) :

Inoltre, pera =0eb=2ese k= § doven = 1,2,..., si ottiene la legge Chi-quadrato con n gradi
di liberta, che viene indicata di solito con x?2. In questo caso la v.a. X ammette d.p. data da

1 T %”’1 1
=—|= ] :
Si ha inoltre E[X] =n e Var[X] = 2n. Tenendo presente I'Esempio 3.7.3 e dal momento che
F(%) = ﬁ, ¢ immediato dimostrare che la legge del quadrato di una v.a. X con legge Normale
ridotta A(0, 1) ¢ Chi-quadrato x?. Inoltre, la v.a. X con legge X2 si pud esprimere come una somma
dei quadrati di n v.a. indipendenti con legge Normale ridotta A/(0, 1) (si veda 'Esempio 7.3.4).

1.0}

0.6
0.4
0.0

0 1 2 3 4

Figura 6.8.1. Densita di probabilita per la legge Gamma e
(a,b,k) =(0,1,1),(0,1,2), (0, 1, 3) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

6.9. Legge Beta

Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da

o) = R (552 (-5
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dove a € R e b € |0, 00[, mentre o, 8 € ]0, 00[. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Beta di
parametri a, b, « e 3, e viene indicata con BE(a,b,,3). Se si considera la trasformazione di
standardizzazione Z = %, si ha

fz(2) = Ha+p)

INCIINCE)

ovvero la d.p. della v.a. Z non dipende dai parametri a e b, che rappresentano rispettivamente i
parametri di posizione e di scala, mentre o ¢ 3 sono dunque parametri di forma. La legge associata
alla v.a. Z ¢ detta legge Beta ridotta. Si osservi che f (e di conseguenza fy) ¢ in effetti una d.p.,
essendo

z‘)‘fl(l — z)ﬁfl 1y0,1(2)

B(a, B) = 7£((Z)£(§)) = /0 w1 —w)? L du

la funzione Beta di Eulero (da cui ovviamente prende il nome anche la legge).

La d.p. fz (e di conseguenza la d.p. fx) puo assumere svariate morfologie al variare di « e 3. In
particolare, per a = 3, f7 € simmetrica, per o, 8 € |1, 00|, fz € campanulare, per o, 5 € |0,1[, fz ¢ a
forma di U, mentre f & crescente o decrescente se o € |0, 1[0 5 € ]0, 1].

La fir. relativa alla v.a. Z ¢ data da

FZ(Z) = Iz(avﬂ) 1]0,1[(Z) + 1[1,00[(2) >

dove

I(a, ) = % /OZ w1 —w) du

rappresenta la cosiddetta funzione Beta incompleta regolarizzata. Dunque, la f.r. di X ¢ data da
FX(aj) = I% (Oé, 6) l}a,a—&—b[(m) + 1[a+b,oo[(x) :

Si noti che nel caso particolare in cui = =1, la legge associata alla v.a. X ¢ detta legge
Uniforme su Ja, a + b[, e quindi la v.a. X ammette d.p. data da
1
fX(:E) = g 1]a,a+b[(aj) 5

con corrispondente f.r. data da

z
b
Dal momento che I'(k + 1) = kI'(k), si ha

E[z) = L@t ) /0 A=) e = O

FX(I) = l}a,a-&-b[(m) + 1[a+b,oo[(x) .

()T () A
a1 L(a+ ) ! a+1 1 ala+1)
B2 = gt 70 T = e e D

da cui si ha anche

af

V= G APt 51 D)
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La media e la varianza della v.a. X sono quindi date da

a
E[X]:a+ba+ﬁ

mentre

2.5

2.0 r

1.5

1.0 v

0.5

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 6.9.1. Densita di probabilita per la legge Beta e
(a,b,a,0) =(0,1,4,2),(0,1,2,2),(0,1,2,4)
(rispettivamente in rosso, verde e blu).

3.0
25f
20
1.5
1.0 |

0.5}

0.0}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.9.2. Densita di probabilita per la legge Beta e
(aaba a:/g) = ( 717 %,2) (07 17 éa %) (05 1727 2)
(rispettivamente in rosso, verde e blu).

La legge Beta nella forma ridotta pud essere ottenuta considerando la v.a. data dal rapporto - ilz ,

dove Z; e Z5 sono due v.a. indipendenti con legge Gamma ridotta, rlspettlvamente di parametrl aef.
Si consideri dunque la trasformata (Y1, Y2)! = g(Z1, Z2), dove g(z1, 20) = (=2, 22)T. Dal momento

che risulta g~ (y1,10) = (1””22 ,y2) T, allora [J (g7 (y1, 12))| = 1|yf/ 5, € quindi

Y1Yy2 2]
f(YhYz)(y) = f(Zl’ZZ) (1 — 9 y2) (1 — y1)2

Z1 +Zz

Z1
+

La d.p.m. della componente Y; = ¢ dunque data da



Capitolo 6 149

Y1Y2 |Z/2| ny2 |y2|
= —2 __dy, = K ——d
fri(y1) / f(ZhZQ)(1 yl,yz) 1— )2 Yo / fz <1 y1>fzz(y2) 1—y)? Yo,

ovvero, sostituendo opportunamente, si ha

faln) = m Y1 —y) 1]071[(3/1)/0 ngrﬁ_l T dys
T
- % i (=) ()

che risulta essere appunto la d.p. di una v.a. distribuita con legge Beta ridotta di parametri o e 3.

6.10. Legge t di Student e £’ di Snedecor

Le cosiddette leggi ¢ di Student e F' di Snedecor sono frequentemente utilizzate nell'ambito della
Statistica inferenziale classica. Si consideri le v.a. indipendenti X; e X, distribuite rispettivamente
con leggi x3 e x2, elav.a.

TLl_le ny X1

X = = —= .
n;ng ny Xo

Risulta evidente che la v.a. X ¢ assolutamente continua. Al fine di ottenere la legge della v.a. X, si
consideri innanzitutto la v.a. Y = % Tenendo presente I'Esempio 3.7.5, la v.a. Y ammette d.p. data

da

fr(y) = / " (@) f ()] da

= L 3=l T M-l ,—1(4y)e

—2%(”1+"2)F(%)F(%) y21 1]0,00[(3/)/0 2\ e 2UtVT g4
F ni+no

= % y%mfl (1 + y)f%(mﬁLng) 1}0’00[(y) .

Dunque, lav.a. X = Z—fY ammette d.p. data da

NI

F n1+ne %TLl . n — (7L1+TLQ)
et = s () et (1 ) T .

n2

()T

Figura 6.9.1. Ronald Aylmer Fisher (1890-1962).
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La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge F' di Snedecor con n; e ny gradi di liberta, e viene indicata
comunemente con F;, ,,. La legge dovrebbe essere piu correttamente denominata di Fisher-Snedecor,
dal momento che fu inizialmente introdotta dallo statistico e genetista inglese Ronald Aylmer Fisher
(1890-1962) e poi applicata dal matematico statunitense George Waddel Snedecor (1881-1974).

Si tenga presente che, se ny = 3,4, ...,si ha

0 = gy | (3) et = g -
4T(%) Jo N2

mentre, se no = 4,5, ..., risulta

_9 1 © sx\3e-3 ., I‘(%— ) 1
E[X, ]:—81"(”72)/0 (5) e rdx = e = CEPITER

Dunque, sulla base della definizione della v.a. X e dal momento che X; e X, sono indipendenti, si
ottiene

na

ELX) = ZEXEXG ) = 2

seny =3,4,...,¢

Qn%(m + ng — 2)
sl (?12 — 2)2(712 — 4) ’

2
n
2
1

VarlX] = = E[XT]E[X, ] - E[X]* =

se ny = 4,5,.... Dunque, se ny = 1,2 la media non ¢ finita, mentre se no, = 1,2, 3,4 la varianza non
¢ finita.

0.8

0.6

0.2 [

0.0}
L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 6.10.1. Densita di probabilita per la legge F' di Snedecor e
(n1,n9) = (5,5),(7,10), (15, 10) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

In secondo luogo, si consideri le v.a. indipendenti X; e X5 rispettivamente con legge N'(0,1) e
legge x> elav.a.

_ X
vV ?’L_lXQ .

E evidente che la v.a. X ¢& assolutamente continua. Al fine di ottenere la legge della v.a. X, si osservi
2
che la va. Y = HTX; si distribuisce con legge di Snedecor F7,, dal momento che la v.a. X7 si

distribuisce con legge Chi-quadrato x?. Dunque, si ha

X =
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RN G ) VAR A (e
fr(y) = m (0 (1 + ﬁ) 110,00((%)

poiché F(%) = ﬁ Inoltre, tenendo presente che X £ _ X, eche X = sgn(Xl)\/? , sulla base
della discussione successiva alla Proposizione 3.7.1 si ha

e ()

La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge ¢ di Student con n gradi di liberta, e viene indicata
comunemente con t,,. La distribuzione venne introdotta dallo statistico inglese William Sealy Gosset
(1876-1937), che pubblico il risultato sotto lo pseudonimo di “Student” dal momento che la birreria
presso la quale era impiegato vietava ai propri dipendenti di pubblicare articoli, affinché questi non
divulgassero segreti di produzione. Si noti inoltre che per n = 1 si ottiene la legge di Cauchy (si veda
Esempio 4.1.4).

0.4 ““““““““““““““““
0.3
0.2
i/ \
0.0 | ]
s 2 1 o 1 2 3

Figura 6.10.2. Densita di probabilita per la legge ¢ di Student e
n = 2,5, 20 (rispettivamente in rosso, verde e blu).

Tenendo presente la definizione della v.a. X, dal momento che X; e X5 sono indipendenti e che
E[X;] = 0e E[X, ?] & finito se n = 2,3, ..., la media della v.a. X ¢ data da

E[X] = /nE[X/JE[X, *] = 0,

se n = 2,3,.... Inoltre, dal momento che si ha E[X?] = 1 e per quanto visto in precedenza in questa
Sezione si ha E[X;'] = 15 sen = 3,4,..., allora
VarlX] = E[X?] = nE[X}E[X;"] = ——
n p—
se n=3,4,.... Dunque, se n =1 la media non ¢ definita, mentre se n = 1,2 la varianza non ¢
definita.
6.11. Legge Normale Multivariata
Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, ..., X,,)T che ammette d.p.c. data da

fX(:U) - det(Zﬂ'E)_% 6_%(33—“)1'271(‘%_“) ’
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dove x = (x1,...,7,)T, mentre p € R" rappresenta il vettore delle medie € X ¢ la matrice di
varianza-covarianza, che si assume definita positiva. La legge associata al v.v.a. X ¢ detta legge
Normale Multivariata di parametri ;2 ¢ X, e viene indicata comunemente con N, (1, X).

Si osservi che fx ¢ in effetti una d.p.c. Infatti, considerando il cambio di variabile y = boR (r —p)
dove y = (y1,...,yn)T e con Jacobiano dato da det(X)2, si ha

/ e 2@ "I g — det(X)? / e 2V dy = det(X)? / / (H e—%yf) dy:...dy,
n n R R k=1

= det(Z)" H/ e 2V dy, = (2m)? det(ZD)* = det(2r2)* .
—1JR

Inoltre, la d.p.c. risulta costante per tutti 1 vettori x che appartengono al luogo geometrico
(x —pu)"X(x — ) = ¢, con ¢ €]0,00[, ovvero & costante su un iper-ellissoide. Questo iper-
ellissoide € centrato in y, con assi le cui direzioni sono determinate dalle direzioni degli autovettori di
2} e le cui lunghezze sono pari a 2\/K , dove )\ rappresenta il k-esimo autovalore di Y, con
k=1,...,n.

Se X ¢ un v.v.a. con legge Normale Multivariata, la legge di ogni scelta (ji,...,7x) di k v.a.
(Xj,...,X;)" con k=1,...,n—1, & ancora Normale Multivariata con vettore delle medie e
matrice di varianza-covarianza costituiti rispettivamente dalle medie e dalle varianze e covarianze
delle v.a. marginali che lo compongono (si veda 1'Esempio 7.3.1). Da questo segue ovviamente che
ogni componente marginale X ¢ distribuito con legge Normale N (py,, ag(k). Risulta inoltre valido
per una legge Normale Multivariata la seguente Proposizione.

Proposizione 6.11.1. Il vva. X = (Xi,...,X,)" con legge N, (u,X) possiede componenti
reciprocamente indipendenti se e solo se X' € una matrice diagonale.
Dimostrazione. Se X possiede componenti marginali indipendenti la dimostrazione ¢ immediata in

quanto l'indipendenza implica assenza di correlazione € quindi ox,x, = 0 per ogni k # j=1,...,n.
Inversamente, se ox,x, =0 per ogni k# j=1,...,n, allora risulta det(2nX) = [];_,2n0%, ¢
21 =diag(oy?,...,0%°), dacui
n 2
- (zr — px,)
(o= )T =) = 30
k=1 X,

Sostituendo queste espressioni nella d.p.c. del v.v.a. X si ottiene infine

) = 1 X _ - (xk_:uXk)Q
P [T v/2mo, p( /; 20%, )
n o ) n
:H;GXP<— (1620#) =TI Fx(xn)

k=1 27T0Xk

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

In pratica la Proposizione 6.11.1 afferma che nel caso di v.v.a. con legge Normale Multivariata,
l'assenza di correlazione fra le v.a. marginali ¢ condizione sufficiente e necessaria per l'indipendenza
delle stesse.
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6.12. Legge di Dirichlet

In questa Sezione viene introdotta la generalizzazione multivariata della legge Beta ridotta. Si
consideri il v.v.a. assolutamente continuo Z = (7, ..., Z,)T che ammette d.p.c. data da

_ _ F(Oéo) - o—
fz2(2) = fz(z1,...,20) = mkl_[lzk 115(21,-~~,Zn) )

dove z = (z1,...,2,)T, mentre @ = (aq,..., ;)T & un vettore di parametri tale che oy, € ]0, oo per
n
k=1,....neap=> ,_jap, ¢

S={(z1,-.r2) 1 2 €]0,1[, Y 2z =1}
k=1

Si osservi che l'insieme S ¢ contenuto su un iperpiano di R” e che in effetti risulta {>",_, Z; = 1}
q.c., ovvero il v.v.a. Z ¢ linearmente degenere. La legge associata al v.v.a. Z ¢ detta legge di Dirichlet
di parametro «, e viene indicata comunemente con D(«). La legge prende nome dal matematico
tedesco Johann Peter Dirichlet (1805-1859). Inoltre, f7 ¢ in effetti una d.p.c., essendo

HZ:lF(O‘k) / - ap—1
e — z dzy...dz,
['(ap) SH g '

k=1

la funzione Beta multivariata.

Al fine di determinare le proprieta del v.v.a. Z ¢ conveniente estendere un risultato visto in
precedenza per la legge Beta ridotta. Sia X = (X1,...,X,)T un v.v.a. con componenti marginali
indipendenti, in modo tale che la v.a. X} ¢ distribuita con legge Gamma G(0, 1, o). Inoltre, si
consideri la trasformata Y = (Y1,...,Y,)T = g(X), dove

T
o) = | =2 Tl N,
n AR n ) 9
D k=1Tk D k—1Tk £

per cui risulta gil(y) = (ylym ooy Yn—1Yn; (1 - Zz;iyk)yn)T ¢ dunque |J(gil(y))| = yﬁfl- Dal
momento che

. 1 ap—1 _—=x
Ix(@1, ..., 2n) = H it e 110 o0f (1)

allora si ha

ay—1
1 n—1 . n—1 n 1
fy(yl, ,yn) = m (H ykk 1) (1 - Z:W:) ynU 16 o 1T(y17 7yn—1)1]0,:x:[(yn) >
k=1 ;

dove

n—1
T = {(yla"wynfl) C Yk S ]071[7zyk S 1} .
k=1

Dunque, posto V = (Y1,...,Y,, 1)  siha
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1 n—1 . n—1 a,—1 -
fV(yla'-'vy —1) = Tn yaki 1-— Yk ]_T(yh___’y _1)/ yOCO*le*yn dy
! szlr(ak) b ; n 0 n n

k=1
a,—1
F(O[O) n—1 - n—1
=TT n N Y 1- Yk ]-T(yla'-'aynfl)'
Hk,:lr(ak’) <k1 g ;
Il v.v.a. linearmente degenere (Z1,...,2,)" = (Y1,...,Y, 1,1 — ZZ;%Y/@)T si distribuisce quindi

con legge di Dirichlet D(«).

Dal precedente risultato e tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.9, la componente
marginale Z; del v.v.a. Z si distribuisce con legge BE(0,1, oy, g — ay;). Inoltre, ogni scelta
(J1y-eoygi) di k va. (Zj,...,Z;)" con k=2,...,n—1, si distribuisce ancora con legge di
Dirichlet. Infine, dal medesimo risultato si pud anche dimostrare che il vettore delle medie del v.v.a. Z
¢ datoda = aioa, mentre la matrice di varianza-covarianza risulta

1
Yy =— (apdi — aalt
Oz%(ao Y (ap diag(a) — '),

con varianza generalizzata che deve necessariamente risultare det(X') = 0.

Si osservi infine che per n = 2 e a = (ay, as)" la legge D(a) ¢ in effetti “equivalente” alla legge
BE(0,1,aq,a9), dal momento che si ha {Z, =1— Z;} g.c. Piu correttamente, se la v.a. Y si

distribuisce con legge Beta BE(0, 1, a1, oy ), allora si ha (27, Zs) £ (Y, 1-Y).

6.13. Riferimenti bibliografici

Una trattazione enciclopedica delle leggi di probabilita e delle loro applicazioni nelle varie
discipline ¢ contenuta nella serie di volumi di Johnson et al. (2005), Johnson et al. (1994, 1995, 1997)
¢ Kotz et al. (2000). Inoltre, una esposizione piu sintetica di questi argomenti ¢ data in Forbes et al.
(2011). Per quanto riguarda le leggi relative a variabili aleatorie discrete, si dovrebbero consultare
anche 1 testi di Charalambides (2005) e Johnson e Kotz (1977).

6.14. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.

Sezione 6.1

e Esercizio 6.1.1. Due monete bilanciate vengono lanciate n volte in modo indipendente. Si determini
la probabilita di ottenere lo stesso numero di volte la faccia contrassegnata dalla testa per entrambe le
monete.

Soluzione. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X, che descrivono il numero di volte che si
ottiene la faccia contrassegnata dalla testa rispettivamente per la prima e la seconda moneta. Le v.a.
X1 e X, sono entrambe distribuite con legge Binomiale B(n, %) Tenendo presente le proprieta dei
coefficienti Binomiali, e in particolare la relazione che assicura che la f.p. di una v.a. con legge
Ipergeometrica ¢ in effetti tale, la probabilita richiesta ¢ data da
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P(X) = X)) = zn: P(X, = 2)P(Xy = z) = 272" zn: (2)2
=0 =0
"~ /n n 2n
=22 ()= ()
Sulla base della formula di Stirling, si ha inoltre che
(2n> o2 B
n Jan’
ovvero la probabilita richiesta tende a zero per n — oo. O

e Esercizio 6.1.2. (Problema delle scatole di fiammiferi di Banach) Un matematico possiede una
scatola con n fiammiferi in ognuna delle sue due tasche. Il matematico prende un fiammifero da una
delle due scatole, scelta con la medesima probabilita, finché non trova una scatola vuota. Si determini
la media del numero di fiammiferi rimasti nell'altra scatola.

Soluzione. L'esperimento aleatorio ¢ equivalente a quello del lancio di una moneta equilibrata fino
a quando si ottiene (n + 1) volte la faccia contrassegnata dalla testa o dalla croce. In effetti, una
scatola viene trovata vuota dopo che sono stati estratti n fiammiferi e viene effettuato un ulteriore
tentativo. Se la v.a. X rappresenta il numero di lanci che vengono effettuati, allora X ¢ discreta con
legge essenziale definita su S = {n +1,...,2n + 1}. Dunque, l'evento {X = x} si verifica se si &
ottenuto n volte la faccia contrassegnata dalla testa (o dalla croce) nei primi (z — 1) lanci e il
medesimo risultato al lancio z. Tenendo presente la legge Binomiale e che la probabilita di ottenere
(n + 1) volte la faccia contrassegnata dalla testa ¢ uguale a quella relativa alla croce, la f.p. della v.a.
X ¢ datada

r—1\/1\" "1 o
px(z) =2 B 3 L, oneny () = n 2 Lo, oy ()

n
Si osservi che pyx ¢ in effetti una f.p., dal momento che sulla base dell'Esercizio 3.3.4 si ha
2n+1 n
Z (x_]‘)Q—I-‘rl:Z(n_'_x) 2—TL—$:1.
r=n+1 n =0 n

Inoltre, si ha

E[X] = x ( ) 27" =(n+1) ( ) 27"
r=n+1 n r=n+1 n+ 1
2n+-2
z—1
=2(n+1) ( ) 27",

ovvero, aggiungendo e sottraendo in modo opportuno e tenendo di nuovo presente 1'Esercizio 3.3.4, si
ottiene

e (85 (102 ()2

r=n-+2

—2n+1) (1 _(@n+2)@n+ 1) (2”) 2—2"—2> —2n+1)— (2n+1) (2"> o-2n

(n+1)2 n n
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Se la v.a. Y rappresenta il numero di fiammiferi rimasti nella scatola non vuota, allora risulta
Y =2n+ 1 — X e dunque la media richiesta ¢ data da

E[Y] =2n+1—E[X] = (2n + 1)(27:‘)22“ —1.

Tenendo presente I'Esercizio 6.1.1, si ha infine
2n+1

Jn

Questo classico problema ¢ attribuito al matematico polacco Wladyslaw Hugo Dionizy Steinhaus
(1887-1972) ed ¢ riferito al grande matematico polacco Stefan Banach (1892-1945), che era un
accanito fumatore. O

E[Y] 1.

Sezione 6.2

e Esercizio 6.2.1. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X distribuite rispettivamente con legge di
Poisson P(A1) e P(A2). Si determini la legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + Xy = n}
conn € N.

Soluzione. Tenendo presente la Formula di Bayes, la f.p. condizionata della v.a. X; all'evento
{X1+ Xy =n}e¢datada

P(X1+XQIH|X1:ZC1)P(X1:$1)
P(X1+X2:n)

Pxy X+ X=n(T1) = P(X1 =21 | X1 + Xp =n) =

_ P(X2 :n—xl)P(Xl :acl)
P(X1+X2:n)

L1, my (1) .

Inoltre, sulla base dell'Esercizio 3.7.5, la f.p. dellav.a. Y = X; 4+ X, ¢ datada

- e
— x! (y — x)!

o (AL A)Y
()\1+)\2)( 1 y' 2) ]-N(y),

:ei

ovvero la v.a. (X7 + X5) ¢ distribuita con legge di Poisson P(A; 4+ Ag). Sulla base di questi risultati si
ha

e~ N A

. (n—x1)! 21! 1 (1’ )

= v G 01 (@
n!

n )\1 o1 )\1 n—ax;
(331) <A1 + )\2) ( )\1 + )\2) {071-,...,n}($1) R

ovvero la v.a. X; condizionata all'evento { X; + Xy = n} si distribuisce con legge Binomiale 5(n, p)

dove p = AI%Q. O

Px, |X1+X2=n($1)

e Esercizio 6.2.2. (Problema della segretaria distratta, terza parte) Si ottenga il limite della
successione (g, (z)).>0, dove

> (F)EE 2 eq0,1,...,n}
k=x
0 x € N\ {0,1,...,n},
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ovvero del prolungamento su N della legge considerata nell'Esercizio 2.2.1.
Soluzione. Se x € {0,1,...,n} siha

gn — Z

n—x

e quindi risulta
1 o

.Cl)k:

11m gn(x

Dunque, si puo considerare la v.a. X con f.p. limite data da

px(e) = = (),
ovvero la v.a. X ¢ distribuita con legge di Poisson P(1). Quindi, per n abbastanza elevato, la
probabilita P(F},) considerata nell'Esercizio 2.2.1 puo essere approssimata con px (1m). O

Sezione 6.3

e Esercizio 6.3.1. (Legge Ipergeometrica Negativa) Si considerino le v.a. indipendenti X; e Xo
rispettivamente con legge Binomiale Negativa B(k;, p) e B(k2, p). Si determini la legge condizionata
della v.a. X7 all'evento {X; + Xo =n} conn € N,

Soluzione. In modo simile all'Esercizio 6.2.1, la f.p. condizionata della v.a. X; all'evento
{X1+ Xy =n}eédatada

P(XQ =n— :vl)P(Xl = :El)
pX]\X]Jer:n(xl) = P(Xl _|_ X2 — n) 1{0717"'7n}(x1) '

Dal momento che la v.a. (X; + X3) ¢ distribuita con la legge Binomiale Negativa B(k; + ko, p) (si

veda 1'Esempio 7.5.5), risulta
k1+1E1—1 k2+7L—CE1—1
)

_(x1) = 1 x1) .
PX, 1%+ Xo=n (T1 I {0.1,...n3 (1)
k1+ko—1

Al fine di descrivere la legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + X9 = n}, si consideri
un'urna composta da N palline di cui D sono rosse ¢ (N — D) sono nere. Si suppone ovviamente che
D sia un intero positivo tale che D < N. L'esperimento aleatorio consiste nell'estrarre una pallina per
volta in modo casuale e senza reinserimento. Le palline vengono estratte fino a quando non si
ottengono m palline rosse, dove m ¢ un intero positivo tale che m < D. Si consideri dunque la v.a. X
che rappresenta il numero di palline nere estratte prima di ottenere m palline rosse. Si dimostra
facilmente che la f.p. della v.a. X ¢ data da

m+z—1\ (N—-m—zx
( m—1 )( D—m )
N
()
La legge relativa alla v.a. X ¢ detta Ipergeometrica Negativa di parametri m, D e N. La legge

condizionata della v.a. X all'evento {X; + X2 = n} ¢ quindi Ipergeometrica Negativa di parametri
m==ky,D =k +ky—1eN =k + ks +n — 1. Infine, si noti che per k&; = k» = 1 si ha

1
DX X1+ Xo=n (T1) = p—— Lo, my(z1),

px(z) = 10,1, .v—py(2) .
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ovvero la legge condizionata ¢ in questo caso la legge Uniforme discreta su {0,1,...,n} (si veda
'Esercizio 7.2.2). O

e Esercizio 6.3.2. (Problema del collezionista di figurine) Si supponga di voler collezionare un
insieme di figurine di n tipologie distinte. Le figurine sono confezionate in buste che contengono una
singola figurina. Le buste vengono acquistate una per volta in modo indipendente e la probabilita che
una busta contenga una figurina di una determinata tipologia ¢ identica per tutte le tipologie ad ogni
acquisto. Se la v.a. X rappresenta il numero di buste acquistate per completare la collezione, si
determini E[X] e Var[X].

Soluzione. Si consideri il vettore di v.v.a. (Xi,...,X,), dove la componente marginale X},
rappresenta il numero di buste acquistate per collezionare la k-esima tipologia di figurina dopo che
sono state collezionate (k — 1) tipologie. Dunque, sulla base delle assunzioni le componenti del v.v.a.
sono indipendenti e si ha X = Zzle . Inoltre, risulta X, = Y;. + 1 dove la v.a. Y}, ¢ distribuita con
legge Geometrica di parametro ”’T’”l Quindi, si ha

EX]=Y EY,+1]=Y ——— =nY = =nH,,
X =2 EM+1=2 oy =25,

dove H, rappresenta I'n-esimo numero armonico. Per le proprieta dei numeri armonici si ottiene
inoltre che

1
E[X] = nlog(n) + yn + 2 +0(n 1),

dove v ~ 0.5772 rappresenta la costante di Eulero-Mascheroni. Risulta anche

Vaﬂ)q ::EE:VﬁﬂY%]ZZEE:Z;QQE;i;SE ::nj£:7lg;k

k=1 k=1 k=1
n n
1 1
::nQE %5__n z;—'n H%Q nfﬂu
k=1 k=1

dove H, > rappresenta I'n-esimo numero armonico del secondo ordine. Si noti che

2,2
Var[X] < n*H, 5 < n*¢(2) = 7r6n
e dunque dalla disuguaglianza di Chebyshev si ottiene anche
2
P(|X —nH,| > < —. O
(| nH,| > cn) < 62

e Esercizio 6.3.3. (Proprieta dell'assenza di memoria) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
px(z) =pg" 'lpa. 4 (2),

dove p€]0,1] e ¢ =1—p. Si osservi che risulta X =7 +1 dove Z ¢ distribuita con legge
Geometrica di parametro p e, in effetti, alcuni autori definiscono come legge Geometrica quella
relativa alla v.a. X. Si verifichi che la legge della v.a. X possiede la proprieta dell'assenza di memoria,
ovvero che

PX>z+y|X>z)=P(X>vy),

dove x,y € {1,2,...}. Si verifichi inoltre che la legge considerata ¢ l'unica a soddisfare questa
proprieta fra quelle definite sui numeri naturali.
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Soluzione. Dal momento che

P(X > 54y | X > 0)— P({X>]:z;&yiz){X>a:}) _ P(;i;i;y)’

posto g(x) = P(X > x), la proprieta dell'assenza di memoria puo essere riformulata attraverso la
seguente relazione funzionale

g(r+y) = g(x)g(y) .

Tenendo presente che per a € ]0, 1] si ha

perz € {1,2,... } risulta

g(:v):1—P(X§x):1—2pq“_1:qx.

u=1

Quindi, ¢ immediato verificare che la legge considerata possiede la proprieta dell'assenza di memoria.
Al fine di verificare I'unicita, si consideri una qualsiasi v.a. Y con legge essenziale definita su Z* e,
senza perdita di generalita, si ponga P(Y =1) =pe ¢ =1— p. Posto h(y) = P(Y > y) e tenendo
presente la relazione funzionale che caratterizza 'assenza di memoria, pery € {1,2, ...} si ha

h(y) = h(y = 1h(1) = h(y = 2)h(1)* = ... = h(1)’ =¢".

Dunque, h = g e la legge della v.a. Y coincide con quella della v.a. X. Infine, si puo verificare che
per lav.a. Z con legge Geometrica vale una proprieta di assenza di memoria del tipo

PZ>zx+4+y|Z>z)=P(Z >y). O

Sezione 6.4

e Esercizio 6.4.1. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X, rispettivamente con legge Binomiale
B(ni,p) e B(ng, p). Si determini la legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + X, = k} con
ke {O,...,m +n2}.

Soluzione. In modo simile all'Esercizio 6.2.1, la f.p. condizionata della v.a. X; all'evento
{X;+ Xy =k} ¢datada

. P(X2 =k — ZL‘1)P(X1 = Z‘l)
le\X1+X2:k($1) = P(Xl T X, = k:)

1g(x1),

dove S = {max(0,k — na),...,min(k,n;)}. Inoltre, sulla base dell'Esercizio 3.7.5, la f.p. della v.a.
Y = X; + X, ¢datada

Yy
ni x n—x n2 y—x no—y+x
i =3 (") () )
=0 Y

o - 0’17"'7y
=0 x y—x

n1 + Ng
Yy

)py (1—=p)" "™ 101 (),
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ovvero la v.a. (X; + Xo) ¢ distribuita con legge Binomiale B(n; + ns, p). Dunque, sostituendo

opportunamente risulta
(5) (<)
X k’*{L‘l
" 1g(z1) .

pX]‘X]‘FXQZk’(:Ul) = (7L1+TL2)
k

La legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + Xo = k} ¢ dunque la legge Ipergeometrica
:Z(k,7ll,NQ %—712). O

Sezione 6.5

e Esercizio 6.5.1. Si consideri il v.v.a. X = (X1,..., X};)" con componenti marginali indipendenti e
tali che la v.a. X; ¢ distribuita con legge di Poisson P();). Si determini la legge condizionata del

v.v.a. X all'evento {Z§:1Xj =n}conn € N.

Soluzione. Tenendo presenti le considerazioni fatte nell'Esercizio 6.2.1, la f.p.c. condizionata del
v.v.a. X all'evento {Z§:1Xj =n} ¢ datada

L PX; = =)
P X =n)

dove x = (z1,...,21)" € S = {(21,...,2x) : x; € {0, 1,...,n},2§:1xj = n}. Dal momento che la

Pxjyt X =n(T) 1s(),

v.a. Z§:1X ; si distribuisce con legge di Poisson P(Zle)\j) (si veda I'Esempio 7.5.4), risulta

x;

A i
e ™3 n : Aj ]
| _ x;! 1 _ J 1 .
Pxizt,x,(®) T () s(z) (m%)H PIEPY )

n! =1

La legge condizionata del v.v.a. X all'evento {ZI;ZIX ; =n} ¢ quindi Multinomiale M(n, p), dove
_ T A '
p=(p1,...,pr) conp;= ST O

e Esercizio 6.5.2. Si consideri il lancio di 12 dadi da gioco equilibrati, supponendo che i lanci siano
fatti in modo indipendente. Si determini la probabilita che ogni faccia si presenti due volte.

Soluzione. Si consideri il v.v.a. X = (X1,..., X4)T, dove la v.a. X}, rappresenta il numero di volte
che si ¢ presentata la faccia contrassegnata con k punti. La legge del v.v.a. X ¢ Multinomiale di
parametri 12 e (1 ) %)T Quindi, se px rappresenta la f.p.c. del v.v.a. X, la probabilita richiesta ¢

6’...
data da
12 1\"? 1925
2.....9) = -) = ~ 0.003 .
Px(2,--,2) (2...2)(6) 550872

Sezione 6.6

e Esercizio 6.6.1. (Legge di Burr del terzo tipo) Si consideri la v.a. X con fir.
T\ P\ ¢
Fx@) = (1+(7) ) Low@),

dove b, p, q € ]0, ool. Si verifichi che F'x ¢ una fir.
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Soluzione. Si osservi che F'x ¢ effettivamente la fir. di una v.a. assolutamente continua dal

momento che
B = [0 (1)),

ovvero X ammette d.p. data da

=20 ()Y e

Risulta immediato Veriﬁcare che il parametro di posizione ¢ dato da a = 0. Dunque, se si considera la
trasformazione Z = <-, si ha

S

Fz(z) = (1 + Zﬁp)iq 1]0.,00[(2) >

ovvero la fir. della v.a. standardizzata Z non dipende dal parametro b, che quindi risulta essere un
parametro di scala. Dunque, p e ¢ sono parametri di forma. La legge prende il nome dallo statistico
Irving Wingate Burr (1908-1989). O

Sezione 6.7

e Esercizio 6.7.1. Si consideri la v.a. X con legge Normale N(0,02) e si determini E[e**] dove
a € R
Soluzione. Mediante il completamento di quadrato, si ha

E[e*t] = / ¢ da = o307 / e w200 gy
2o 2o

Si osservi che la funzione integranda nell'ultima espressione ¢ la d.p. di una v.a. con legge Normale
N (ao?,0?) e dunque risulta

E[e™] = €297 | O

e Esercizio 6.7.2. (Legge Normale asimmetrica) Si consideri la v.a. X che ammette d.p. data da
fx(x) = 2¢(z)®(ax),

dove a € R. Si verifichi che fx ¢ in effetti una d.p.
Soluzione. Si noti che fx ¢ una funzione a valori positivi. Inoltre, risulta

/Z Fx(@) da = 2 /: 6(2)0(az) dz + 2 /OOO 6(2)0 (o) dz
:2/OOOQS(—:L')CI)(—aw)dx-I-Q/OOOqﬁ(:E)(I)
—9 /OOO 6(2)0( — az) dz + 2/000 6(2)0 (o) dz

essendo ¢ una funzione pari. Quindi, tenendo presente che ®(z) + ®( — z) = 1, si ha

/fx x—2/ 6(z)(®(az) + O — az))de =1,
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ovvero fx ¢ una d.p. La legge associata alla v.a. X ¢ detta Normale asimmetrica e a ¢ un parametro di
forma legato all'asimmetria della distribuzione. Evidentemente, la legge Normale ridotta ¢ un caso
particolare di questa famiglia e viene ottenuta per o = 0. O

e Esercizio 6.7.3. (Legge Lognormale) Si consideri la v.a. X tale che X = e, dove Z & una v.a. con
legge Normale ridotta N'(0, 1) e se ne determini la d.p. fx. Inoltre, considerata la v.a. assolutamente
continua Y con d.p. data da

fr(y) = fx(y)(1 + sin(27log(y))) ,

si verifichi che E[X"| = E[Y"] per ogni r € N.
Soluzione. Dal momento che la v.a. Z ammette densita data da ¢ e che la funzione g(z) = e
biunivoca, allora si ha

e

1

z\/2m

o 3log’(@) 100/ () .

1
fx(z) = o(log(2)) — Ljo,00(2) =
La legge della v.a. X ¢ detta Lognormale ridotta. Inoltre, per ogni r = 0, 1, ... risulta
| wrsintartogu) sty dy = [y sin(2rlog(s)) o (log(a) dy

::/me”ﬁﬂ%m%ﬂ@dz:ei/msm@mﬁwz—ﬂd%

—00 o0

3o

dove si ¢ considerato un completamento del quadrato in modo simile all'Esempio 6.7.1. Dunque, si ha

oo

/0 " ysin(2rlog(y)) fx (y) dy = ¢ / sin(2n(z — 1)) bz — r) dz

o0

é“/mgm%@¢@yu:e%E@m%2ﬂ:o,

dove si ¢ tenuto presente che sin(27z) = sin(27(z — r)). Quindi, segue che E[X"] = E[Y"] per ogni
r € N, ovvero si ¢ ottenuto un esempio di v.a. con leggi differenti e per cui tutti i momenti sono
coincidenti. O

Sezione 6.8

e Esercizio 6.8.1. (Legge di Laplace) Si considerino le v.a. indipendenti X; e X, con legge
Esponenziale ridotta G(0, 1, 1) e si determini la d.p. dellav.a. Y = X; — Xo.

Soluzione. Sulla base dell'espressione della d.p. per la v.a. differenza di v.a. assolutamente
continue, la d.p. di Y ¢ data da

fr(y) = / fx (@) fx,(x + y) do = / e Lgof() e Lol (z + y) due
ovvero, dal momento che 1jg o[ (%) 1)0,00[(Z + ¥) = Ljmin(0,~y),00((T), si ha
fy(y) =e? > e 2 dy — le—y—Qmin(O,—y) — 16—\:1/\ )
min(0,—y) 2 2
Lav.a. Y sidistribuisce con la cosiddetta legge di Laplace. O

e Esercizio 6.8.2. Si consideri la v.a. X con legge Esponenziale ridotta. Si verifichi che la legge della
v.a. X possiede la proprieta dell'assenza di memoria, ovvero che
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PX>z+y|X>z)=P(X>y),

dove z,y € R*.

Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 6.3.3 e assumendo ¢g(x) = P(X > x), la proprieta
dell'assenza di memoria pud essere di nuovo espressa attraverso la relazione funzionale
g(x +y) = g(x)g(y). Dunque, per z € R si ha

gz)=1-P(X<z)=¢€"

ed ¢ immediato verificare che la legge considerata possiede la proprieta dell'assenza di memoria. Si
puo verificare che la legge Esponenziale ¢ 1'unica a soddisfare questa proprieta fra quelle relative a
v.a. assolutamente continue definite su R*. La dimostrazione & basata sulla soluzione dell'equazione
funzionale di Cauchy, con 'assunzione che g sia una funzione monotona decrescente. O

e Esercizio 6.8.3. Si consideri il v.v.a. X = (X1, ..., X;)T dove le v.a. marginali sono indipendenti e

la legge della v.a. X; ¢ Gamma ridotta G(0, 1, o + %) Si verifichi che la legge della v.a. Y, dove

k
Yk:kkHX-,
j=1

¢ Gamma ridotta G(0, 1, ka).
Soluzione. Si tenga presente che la legge Gamma ¢ univocamente determinata dalla successione
dei momenti. Inoltre, il momento di ordine r della v.a. X; ¢ dato da

S 1
E[X!] = L [T et e gy Patr+ ) |
I e

Dunque, tenendo presente la formula di moltiplicazione per la funzione Gamma, ovvero

risulta

k k
E[Y*] =E[K" [[ X7] = & [ EIX]] = &
j=1 j=1 j

Dunque, dal momento che k € Z* anche s = kr € Z* esiha

I(ka+ s)

B = I'ka) °

che in effetti rappresenta il momento di ordine s di una v.a. distribuita con legge Gamma ridotta

G(0,1, k). O
Sezione 6.9

e Esercizio 6.9.1. Si consideri il v.vaa. X = (X, XQ)T dove X; e Xy sono v.a. indipendenti
rispettivamente con legge Beta ridotta BE(0, 1, «, 3) e BE(0, 1, + 3, 7). Si verifichi che la legge
dellav.a. Y = X; X, ¢ Betaridotta BE(0, 1, «, B + 7).

Soluzione. Si tenga presente che la legge Beta ¢ univocamente determinata dalla successione dei
momenti. Inoltre, il momento di ordine r della v.a. X; € dato da



164 Principali leggi

1
=06 = i Jy <0 e = e )
In modo simile, si ha
B[] = Na+ 8+ (a+6+7) .
o+ B)(a+B+y+7)
Inoltre, si ha
BlY"] = EIX{X3] = ELYTIBLXS) = e o

che ¢ in effetti il momento di ordine r di una v.a. con legge Beta ridotta BE(0, 1, «, 5 + 7). l

Sezione 6.10

e Esercizio 6.10.1. Si consideri la v.a. X distribuita con legge F;,,, di Snedecor. Si verifichi che la
v.a.

¢ distribuita con legge ¢,, di Student.
Soluzione. La v.a. X ammette d.p. data da

I'(n 1y -n
Fr(@) = 0 o1 g 2 (o)
r'(3)
Si consideri inizialmente la trasformata U = 1/ X, per cui ¢ immediato ottenere che
2F n n— —-Nn
fo(u) = % w14 u?) T Ly o (u) -
()

Successivamente, si consideri la trasformata V' = 5 (U — £). Si noti che la funzione g(u) = 5(u — 1)

u
¢ biunivoca per u € |0, 00|, e si ha g71(v) = v + /1 + v2. Dal momento che risulta

d )| =14 v
Bl )| = S —
dv? V1 + 12
allora si ha
r
fr(v) = &2 (14 v2)*%(n+1) )
211 (3)

Inoltre, sulla base della formula di duplicazione per la funzione Gamma, si ha la relazione

0= Z(on (1)

e, considerando la trasformata Y = \/EV, si ha infine
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=St 2\ —z(n+1)
fr(y) = (—2)n (1 + y_) ,
nm (%) n
ovvero lav.a. Y ¢ distribuita con legge ¢,, di Student. O

Sezione 6.11

e Esercizio 6.11.1. Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)" distribuito con legge Normale Multivariata

No(p, X), dove
_ (0 _ (1 r
= (o)== 1)

ep € [—1,1]. Sidetermini la d.p. dellav.a. Y = arctan(%).
Soluzione. Dal momento che det(X) =1 — p? e

) 1 1 —p>
= ,
1—p2(—P 1

1 ——L (22 —2px 9 +a3)
x(r1,12) = ——F—=¢ 0" o
Fx(@n,m) = s —

Sulla base dei risultati sul rapporto di v.a. assolutamente continue, la d.p. dellav.a. Z = % ¢ data da

lad.p. del v.v.a. X ¢ data da

—L o (1-2pz+2%)a?

o 1 o0 _
z) = r,x2)|r|dr = ———— xrle 20, dx
$20) = [ prwanielde= s [
= x|e T = :
2n(1 —2pz + 22) J_o (1 —2pz + 22)

Dal momento che Y = arctan(Z) e che la funzione g(z) = arctan(z) ¢ biunivoca, allora si ha

V1= p?
15n() = 1550) O

 w(1 = psin(2y))

fY(y) = fZ(tan(y)) COSQ(y)

e Esercizio 6.11.2. Si consideri il v.v.a. X = (X7, X5)" con legge Normale Multivariata N (u, X))
introdotto nell'Esercizio 6.11.1. Si determini la legge condizionata della v.a. X, all'evento {X; = x;}
e il valore atteso condizionato E[ X, | X7 = x1].

Soluzione. Tenendo presente 1'espressione della d.p. del v.v.a. X considerato nell'Esercizio 6.11.1,
si ha

o0 1 1 2 2
_ — s (T 2pm1mat ;)
fue = [ AT e

o 2my\/1 — p?
1 i /x 1 .
= ——¢ 271 —— €
V27 —o0 v/ 2m(1 = p?)

Si osservi che la funzione integranda nell'ultima espressione ¢ la d.p. di una v.a. distribuita con legge
Normale NV (px1,1 — p?) e dunque risulta

L (po— 2
2(1—p2)(xz p1) dxy .



166 Principali leggi

1
fx (z1) = e

V27

ovvero la v.a. X; ¢ distribuita con legge Normale N(0,1). Per simmetria anche la v.a. X, ¢
equivalente in legge alla v.a. X;. Dunque, si ha
_ fX(iUhl?) 1 - (wa—pa1)?

—p(x9) = = e 20-p) ,

ovvero la legge condizionata richiesta ¢ Normale A (pz1,1 — p?), un risultato desumibile dalla prima
espressione. Ovviamente, si ha E[X5 | X1 = z1] = pz; e dunque il valore atteso condizionato ¢ una

funzione lineare. Infine, si noti che Var[Xs | X; = ;] = 1 — p? & una costante. O
Sezione 6.12

e Esercizio 6.12.1. (Statistica ordinata) Dato il v.v.a. assolutamente continuo Z = (71, ..., Z,LH)T
distribuito con legge di Dirichlet D(«) dove o = (1,...,1)T, si determini la d.p.c. della trasformata

Y =(Y1,....Yn1)" = g(Z), dove
9(2) = (z1,21+ 29, ..., 21+ ... +zn+1)T )

Si determini inoltre le leggi delle componenti marginali del v.v.a. Z.
Soluzione. Dal momento che risulta g~ (y) = (y1, %2 — Y1, -+, Yni1 — Yn) L siha [J (g7 (y))| = 1.
Dunque, risulta

fY(yla ayn+1) =n! 15(y17 7yn+1) >

dove S ={(y1,---,Ynt1) : 0 <y <yo < ... <ypi1 = 1}. Inoltre, per le proprieta della legge di
Dirichlet si ha

Y. — Zf:le
k= ol 0
=1 X1
dove (X1,...,X,41)T ¢ un v.v.a. con componenti indipendenti distribuiti con la medesima legge
Esponenziale ridotta G(0, 1, 1). Evidentemente, la v.a. Y;, ;1 ¢ degenere, ovvero P (Y, 1 = 1) = 1. Per
k=1,...,n, tenendo presente le proprieta della legge Beta, la v.a. Y} si distribuisce dunque con
legge Beta ridotta di parametri k e (n + 1 — k), ovvero ammette d.p. data da
I'(n+1) k1 —k n—1Y —k
fvi(y) O A=y Loyl =nl, )y @T=9)"" Loy

Si osservi che il v.v.a. Y risulta fondamentale nella teoria relativa alla statistica ordinata nell'inferenza
statistica. O



Capitolo 7

Funzioni caratteristiche e generatrici

7.1. Funzioni caratteristiche

La funzione caratteristica di una v.a. ¢ una particolare funzione a valori complessi, le cui proprieta
analitiche sono molto utili per ottenere leggi di probabilita o momenti di v.a. trasformate. Nel
prossimo Capitolo, la funzione caratteristica sara anche centrale nello studio del comportamento
asintotico di successioni di v.a.

Prima di introdurre la definizione di funzione caratteristica ¢ conveniente estendere il concetto di
v.a. all'insieme dei numeri complessi. Per quanto riguarda la notazione adottata in questo Capitolo,
i=1+/ — 1 rappresenta come al solito l'unitda immaginaria. Inoltre, dato il numero complesso
¢ = a+1b, allora la parte reale e immaginaria di ¢ sono rispettivamente denotate con R(c) =a e

S(¢) = b, mentre il modulo di ¢ & dato da |¢| = v/a? + b2.

Definizione 7.1.1. Se (2, F, P) ¢ uno spazio probabilizzato, un'applicazione X : 2 — C ¢ detta
variabile aleatoria complessa se #(X) e (X) sono variabili aleatorie. O
Se X ¢ una v.a. complessa, allora il relativo valore atteso ¢ definito come
E[X] =E[R(X)] +1E[$(X)].

Affinche il valore atteso di una v.a. complessa esista finito ¢ sufficiente che il valore atteso

E[X[] = E[vVR(X (X)?]

esista finito. Infatti, le proprieta del valore atteso di una v.a. complessa sono simili a quelle di una v.a.
reale e in particolare si ha |E[X]| < E[|X]] (si veda Billingsley, 1995, p.218). Inoltre, vale anche
E[cX] = cE[X] per c € C.

La definizione formale di funzione caratteristica ¢ quindi la seguente.

Definizione 7.1.2. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), si dice funzione
caratteristica (f.c.) della v.a. X la funzione px : R — C

©x(t) = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)] = E[e""],
dovet € R. O

Nel linguaggio della Teoria della Misura, la f.c. ¢ in effetti la trasformata di Fourier (a meno di una
costante moltiplicativa). Tenendo presente quanto detto nella Sezione 4.1, se la v.a. X ¢ discreta a
valori su insieme numerabile .S con f.p. py, la f.c. si riduce a

Zcos tx) px(x) + 12 sin(tx) px (x Z e pyx(x)

€S €S TES

mentre, se la v.a. assolutamente continua X ammette d.p. fx, la f.c. si riduce a
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o0

ox(t) = /_ " cos(tx) fx(x) do +i / " sin(ta) fy(z) do = / ¢ fy(z) da

o.¢] —00 —00

e Esempio 7.1.1. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Bernoulli B(1, p). In questo caso, la
f.c. della v.a. X ¢ data da

1
ox(t) = Z cos(tx) p"q' " + iz sin(tz) p”q' ™" = q 4 pcos(t) + ipsin(t) = ¢ + pe'
=0 =0

Se si considera piu in generale la v.a. X distribuita con legge Binomiale 5(n, p), tenendo presente
l'espressione del binomio di Newton in C, si ha

Zem( ) 22: (") (peyq"" = (a+ pe" 0

e Esempio 7.1.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P()\). Tenendo presente
l'espressione della serie esponenziale in C, si ha

o 2\ (X it\z y
ox(t) = Zem o == o Z (Ae") — M1 0
Z

=0 : =0

e Esempio 7.1.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BA/(k, p). Tenendo
presente 'espressione della serie binomiale negativa in C, si ha

iem(k+x—l> “Z'“Z(kﬂ_l)(qit)m:(l%dt)k- -

=0

e Esempio 7.1.4. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Normale ridotta A/(0,1). Tenendo
presente che Z ¢ simmetrica rispetto all'origine, si ha

o0 1 1
Elsin(tZ :/ sin(tz e ¥ dz=0,
sini2)] = [ sin(tz)
e quindi

o0

wz(t) = E[cos(tZ)] = / cos(tz) \/12? e dz=e2" .

—00

Per ulteriori dettagli su questo risultato si veda I'Esercizio 7.1.1. Si osservi che in questo caso ¢z (t) €
una funzione puramente reale. In generale, risulta immediato verificare che la f.c. ¢ una funzione
puramente reale se una v.a. ¢ simmetrica rispetto all'origine. O

e Esempio 7.1.5. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Esponenziale ridotta G(0,1,1). Dal
momento che

1
1+t

Elcos(tZ)] = /:>C cos(tz)e “dz =
0
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o0 t
Elsin(tZ)] = in(tz)e “dz = —— ,
[sin(tZ)] /0 sin(tz) e “dz e
allora si ha
1 t
t) = i = (1—it) L.

Piu in generale, se si considera la v.a. Z distribuita con legge Gamma ridotta G(0, 1, k), tenendo
presente le espressioni delle serie esponenziale e binomiale negativa in C, si ha

TR Y T g 1 U ()" oy
goZt:/ e 2" e dz:—/ 2" e Tdz
R T (L e e A (U ) IS
= 5% Z m /0 2 e dz—; AT (k) (it)

”*fj B 1) (i) = (1—it)* |

Ovviamente, 1'espressione coincide con quella ottenuta per la legge Esponenziale ridottase £ = 1. [

Di seguito vengono considerate una serie di proprieta che riguardano l'esistenza della f.c., la
continuita uniforme della f.c. e l'espressione della f.c. di particolari v.a. trasformate.

Proposizione 7.1.3. Se X é una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con f.c. ¢y,
allora |px(t)| < 1 perognit € R e in particolare px(0) = 1.
Dimostrazione. Tenendo presente che per ogni € R si ha

7| = |cos(tx) + isin(tz)| = \/cos(tx)? + sin(tx)? = 1,
allora
lpx(t)] = [E[¢"¥]| < E[le"¥]] = 1.

Inoltre, si ha

ox(0)] z/szl. O

Proposizione 7.1.4. Se X € una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) con f.c. ¢x,
allora ¢ x € uniformemente continua su R.
Dimeostrazione. Per h € R si ha

[x (t + h) — px(t)] = [E[e" ("* —1)]| < E[|e™ (e"* —1)]]
_ E[le"¥] -] — 1)) = E[le" — 1],
essendo |e™X| = 1. Dal momento che si hanno le disuguaglianze |e"* — 1| < 2 e |[e"® — 1| < |hz| per
ogni x € R, per a € |0, oo] risulta
E[le"™* — 1)) = E[|e"™ — 1] 10, (IX])] + E[[e"* — 1] )0 oo((1X])]
< E[[hX| 1100 (IX[)] 4 2 E[1)o00/(IX])] = [P E[| X[ 1104 (| X[)] + 2P (| X]| > a)
< alh|+2P(|X]| > a) .

Dunque, fissato € > 0, se h e a sono scelti in modo tale che a|h| < 5 e P(|X| > a) < 5,siha
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lex(t+h) —ex(t)] < alh] +2P(|X] > a) <e,

da cui segue la continuita uniforme, dal momento che € non dipende da ¢. O

Proposizione 7.1.5. Se X é una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) con f.c. ¢x,
allora laf.c. dellav.a. trasformata Y = a + b.X, dove a,b € R, & data da

Py (t) = e ox(bt) .
Dimostrazione. Si ha
pr(t) _ E[eit(aerX)] _ 8im,‘E[eith] _ 6iazt SOX(bw ,
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O
e Esempio 7.1.6. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Normale N (u,0?). Tenendo presente
'Esempio 7.1.4, dal momento che X = pu+ 07, si ha

ipt iut—310t?

px(t) =" pz(at) =e

In questo caso, al contrario della legge ridotta N'(0, 1), la f.c. ¢ x non & puramente reale, dal momento
che la v.a. X non ¢ simmetrica rispetto all'origine. O

e Esempio 7.1.7. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Gamma G(a, b, k). Tenendo presente
'Esempio 7.1.5, dal momento che X = a + bZ, si ha

ox(t) = e oz (bt) = e (1 —ibt)F .

In particolare, se la v.a. X si distribuisce con legge Chi-quadrato 2, dalla precedente espressione con
a=0,b=2ek = 5 risulta

ox(t) = (1= 2it)"". O

Le seguenti Proposizioni forniscono rispettivamente un'importante relazione fra la f.c. € i momenti
di una v.a., e lo sviluppo in serie della f.c. basato sui momenti in un intorno di zero.

Proposizione 7.1.6. Se la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, 7, P) possiede momento
di ordine r finito, allora la relativa f.c. ¢ x € derivabile r volte e

o (0) = IPE[X?]

pers=1,...,r.
Dimostrazione. Dalla definizione di derivata di funzione complessa si ha

d | d d .
7 e = 7 cos(tz) +1 7 sin(tr) = iz e .

Dunque, per ogni t € R, dal Teorema A.7 risulta che

E[e"¥] = E[i

o eitX] = E[iX eitX] )

La funzione gogp ¢ definita, dal momento che, tenendo presente le ipotesi fatte, si ha

[E[iX ]| < E[[iX "¥[] = E[li| - |X] - ["]] = E[|X]] < o0
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In particolare, risulta

In maniera analoga, si ha

P (1) = % E[iX '] = E[i2X? ],

che ¢ definita, essendo per le ipotesi fatte
[E[i>X? ™| < E[Ji*X? ™) = E[X? |¢"|] = E[X?] < 00.
Dunque, si ha
@(0) = PE[X?).
Iterando il procedimento 7 volte si ottiene la tesi. O

e Esempio 7.1.8. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Normale ridotta A(0,1). La v.a. Z
possiede momenti di ogni ordine, essendo E[Z"] = 0 se r ¢ dispari, mentre risulta

o 1 1,2 2 o

E|Z7] = z" €2 dz = —— e dz
[ ] —0o A/ 2T v 21 Jo
i o] srp(rEl
— 221 / y%(r+1)fl e Y dy _ 22 F(l 2 )
['(3) Jo ['(3)

se r ¢ pari. Tenendo presente la Formula di Duplicazione per la funzione Gamma di Eulero, la
precedente espressione puod essere anche riscritta come

B[Z'] = I'(r) _ 7!

L r rer )
2:771T(5)  227()!

In base alla Proposizione 7.1.5, la f.c. ammette dunque derivata di ogni ordine. In particolare, tenendo
presente I'Esempio 7.1.4, si ha

) = 5 et =t
da cui gp(Zl)(O) = 0, mentre
20 = e = (2~ D).
da cui da cui 30(22)(0) = — 1. Confermando i precedenti risultati, si ha dunque E[Z] = i_lgo(Zl)(O) =0,
mentre Var[Z] = E[Z2] =i 20} (0) = L. O

e Esempio 7.1.9. Si consideri la v.a. Z con legge di Cauchy ridotta analizzata nell'Esempio 4.1.4. Dal
medesimo Esempio e tenendo presente la Proposizione 4.3.3, la v.a. Z non possiede momento di ogni
ordine. In effetti, dal momento che la v.a. Z ¢ simmetrica rispetto all'origine, la f.c. ¢ data da
o0
1 I

vz (t) = Elcos(tZ)] = / cos(tz) 0T dz=e",

che appunto non risulta derivabile in ¢ = 0. Per maggiori dettagli sulla precedente espressione, si veda
'Esercizio 7.3.2. O
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Proposizione 7.1.7. Se la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con f.c. ¢x
possiede momento di ordine r finito, allora per t — 0 si ha

px(0)= > U BX 4 o).

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.341).

e Esempio 7.1.10. Si consideri la v.a. Z con legge Normale ridotta A'(0, 1). Per ¢t — 0 si ha dunque

: (it)* 2 t* 2
goz(t):l-l-ltE[Z]—i-TE[Z]-l—o(t):1—5+0(t). O

In alcune applicazioni della Teoria della Probabilita (ad esempio in molti problemi della statistica
matematica) risulta piuttosto semplice ottenere la f.c. di alcune v.a. Il problema che sorge di
conseguenza consiste nel risalire alla f.r. di queste v.a., se ¢ nota la corrispondente f.c. I prossimi
Teoremi consentono appunto di ottenere la f.r. di una v.a. (eventualmente la f.p. e la d.p. nel caso di
v.a. discrete e di v.a. assolutamente continue) a partire dalla f.c.

Teorema 7.1.8. (Teorema di inversione di Lévy) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P) con f.r. Fx e f.c. ¢x. Se x,y € R sono punti di continuita di F'y tali che
x < y, allora si ha

i 1 T eitr _ eity
Fx(y) — Fx(x) = Aim o /_T — ox(t)dt .

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.346).

Teorema 7.1.9. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) con f.c. px.
Se P(X = z) > 0, allorassi ha

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.354).

Teorema 7.1.10. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con f.c. px.
Se [ |ex(t)]dt < oo, lav.a. X & assolutamente continua e ammette d.p.

fx(x) ! /OO ey (t)dt .

:ﬁ o

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.347).

Si noti che dal Teorema 7.1.8 segue anche la proprieta di unicita della f.c., ovvero, date le v.a. X e

Y, allora X £Y se e solo se px = py. La f.c. deve appunto la sua denominazione al fatto che
“caratterizza” in modo univoco la corrispondente legge.

e Esempio 7.1.11. Si consideri la v.a. Z con legge di Cauchy ridotta (si veda I'Esempio 4.1.4).
Tenendo presente I'Esempio 7.1.9, si ha

/ |<pX(t)|dt:/ e dt =2 < o0

.¢] —00
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e dal momento che la f.c. ¢ x ¢ simmetrica rispetto all'origine, si ottiene

f ( ) 1 /OC —itz —|t| dt 1 /OO (t ) —[t] dt 1 /OO (t ) —t dt 1
T) = — e e = — cos(tx) e = — cos(tx)e = —,
* 27 ) & 27 J_o 7T Jo (14 x?)

come ovviamente doveva risultare. O

7.2. Funzioni generatrici

Nel caso in cui si consideri una v.a. discreta X a valori su N (o su un suo sottoinsieme), ¢
conveniente considerare la cosiddetta funzione generatrice di probabilita piuttosto che la f.c.
Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 7.2.1. Data la v.a. discreta X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) a valori su
S C N e con fip. px, si dice funzione generatrice di probabilita (f.g.) (o semplicemente funzione
generatrice) della v.a. X la funzione Gx : [0, 1] — R tale che

Gx(t) = E[t"] = f:t””px(x)
=0

con la convenzione che 0° = 1. O

Nel linguaggio della Teoria della Misura la f.g. corrisponde alla funzione generatrice di Laplace.
Risulta immediato verificare che per ciascun punto di [0, 1] la f.g. G x coincide per definizione con la
serie di potenze avente (px(z)),>o come successione dei coefficienti. Inoltre, la serie di potenze ha
raggio di convergenza almeno pari ad 1 dal momento che converge nel punto ¢ =1, essendo
Gx(1) = 1. Inoltre, dal momento che G'x(0) = px(0), la f.g. ¢ definita per ogni valore dell'intervallo
[0,1] ed ¢ crescente in questo intervallo essendo E[t*] < E[s*] per ogni t < s.

e Esempio 7.2.1. Se si considera la v.a. X distribuita con legge Binomiale B(n, p), tenendo presente
l'espressione del binomio di Newton, si ha

B iﬂ (Z) P = i: (Z) (pt)"q"™" = (¢ + pt)"

Evidentemente, si ha Gx(0) = px(0) =¢" ¢ Gx(1) = (¢+ p)" =1, mentre Gx ¢ una funzione
crescente. O

e Esempio 7.2.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P()\). Tenendo presente
l'espressione della serie esponenziale, si ha

L M\ o= (A _
_Z e AN AZ A1)
70t € z! € z! € ) =

e Esempio 7.2.3. Si consideri la v.a. X con legge Binomiale Negativa BN (k, p). Tenendo presente
l'espressione della serie binomiale negativa, si ha

ox =3 ("1 )r q—ka(k+x_1)<qt>$=(ﬁ)k. 0
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La seguente Proposizione mette in relazione la fip. con la fig. e giustifica in effetti la
denominazione di Gx.

Proposizione 7.2.2. Data la v.a. discreta X definita sullo spazio probabilizzato (2, 7, P) a valori
suS CNconfp.pyefg. Gx,siha

dove z € N.
Dimostrazione. Dal momento che una serie di potenze puo essere derivata termine a termine per
ogni valore nel raggio di convergenza, per t € [0, 1] si ha

o ¢]
= Z nt" px(n)
n=1

o0

n(n — )" 2px(n)
=2

n

mentre in generale si ha

G (t) = f: n(n—1)...(n—z+ )" “px(n).

Dunque, si ottiene Gg)(O) =px(1)e Gg?)(O) = 2px(2), mentre in generale risulta
G (0) = alpx(z).

Tenendo presente che Gg?)(O) = px(0) si ha dunque la tesi. O

Dalla precedente Proposizione segue anche la proprieta di unicita della f.g., ovvero, date le v.a. X e

Y, allora si ha X £ Y se e solo se G x = Gy. La seguente Proposizione fornisce la relazione fra la
f.g. e i momenti di una v.a.

Proposizione 7.2.3. Data la v.a. discreta X definita sullo spazio probabilizzato (2, 7, P) a valori
suS C Nconf.p. px ef.g. Gx, se lav.a. X possiede momento di ordine r finito, si ha

GY(1) = E[X(X —1)... (X —s+1)]

pers=1,...,r
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 7.2.2, Ggf) ¢ positiva e crescente in [0,1] e
quindi ammette un limite sinistro per ¢ — 1 (che puo non essere finito). Si ha

lim G prx [X]

t—1-

llmG ixﬁﬁ—lpx (z) = E[X(X -1)],
=0

t—1-

mentre in generale si ha
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lim GY(t) = Z%x(:v —1)...(z—s+Dpx(z) =EX(X = 1)... (X —s+1)].

Dal momento che risulta E[X (X —1)... (X — s+ 1)] < E[X?®] < oo, in quanto per ipotesi E[X?] ¢
finito per s = 1, ..., r, si ha quindi la tesi. O

In particolare dalla precedente Proposizione si ha che

se E[X] ¢ finito, mentre
Var[X] = E[X(X — 1)] + E[X] - E[x]? = G¥'(1) + G{ (1) - 6{(1)?,
se E[X?] ¢ finito.

e Esempio 7.2.4. Se si considera la v.a. X distribuita con legge Binomiale 5(n, p), si ha

d ~
aPt) = T (g+ pt)" = np(q+ pt)"

2

GY(t) = a2

(g+pt)" =n(n—1)p*(¢+pt)" 2.

Dunque, risulta E[X]=np e E[X(X —1)] =n(n —1)p?, da cui ¢ immediato verificare che
Var[X| = npq, un risultato noto dalla Sezione 6.1. O

e Esempio 7.2.5. Se si considera la v.a. X distribuita con legge di Poisson P()\), si ha

Gg)(t) _ i A1) ) QA1)

dt
e
d2
2 _ _
G&)( ) = ﬁe/\(t D) )2 A1)
Dunque, risulta E[X] = X e E[X(X — 1)] = A2, da cui Var[X] = )\, un risultato verificato nella
Sezione 6.2. O

e Esempio 7.2.6. Se si considera la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BN (k, p), si ha

k k+1
(1) = da(_p _ka(_p
X dt \1—qgt p \\1—gqt

G(Q)(t) _ d_2 p k _ k(k+1)q¢* D k+2
X dt2 \1—qt p? 1—gqt ’

Dunque, risulta E[X] = % eEX(X —-1)] = M;—ZD’]Z, da cui ¢ immediato verificare che Var| X| = %,

un risultato ottenuto in precedenza nella Sezione 6.3. O
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e Esempio 7.2.7. (Legge Zeta o di Zipf) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
1
px () C(s) T {1.,2,...}(515) s

dove s € ]1,00[, mentre ((s) = .-,z * rappresenta la funzione Zeta di Riemann. La legge
associata a questa v.a. ¢ detta di Zipf in onore del linguista e filologo statunitense George Kingsley
Zipf (1902-1950), che si occupo delle applicazioni probabilistiche alle analisi dei testi. Ovviamente, la
funzione Zeta prende nome dal matematico tedesco Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

Dal momento che si ha {(2) = %2, per s = 2 la f.p. della v.a. X risulta

6 _
pX(.'L') = P xT 2 1{1727_'_}(1') .

Per questo valore di s, la v.a. X non possiede momenti finiti di alcun ordine, essendo
6 o
E[X] = —QZx_l = 00.
Q =1
In effetti, la f.g. risulta
6 oo
Gx(t) = — >t
=1

da cui, tenendo presente 'espressione della serie logaritmica, si ha

6 = t” 6 log(l—1)
O o LA i)
x (1) 2t ; x 2 t ’
e quindi
lim GY(t) = 0o 0

7.3. Funzioni caratteristiche multivariate

Viene considerata di seguito l'estensione multivariata della f.c. quando si dispone di un v.v.a.
Formalmente si ha la seguente definizione.

Definizione 7.3.1. Dato il v.va. X = (Xy,...,X,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), si dice funzione caratteristica multivariata (f.c.m.) del v.v.a. X la funzione ¢y : R" — C

ox(t) = E[cos(t" X)] + iE[sin(t" X)] = E[¢" X],

dovet = (t1,...,t,)T € R, O

Dalla Definizione 7.3.1 ¢ ovvio che la f.c.m. possiede la seguente espressione alternativa
n o . n .
(pX(t) — ()OX(t17 . 7tTL) — E [ezkzllterk] — E !H elthk?] .
k=1

Risulta importante osservare che, se nella f.c.m. relativa al v.v.a. X si pone ¢; =0 per ogni
l#k=1,...,n,siha
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SDX(()? 7tka 70) = E[eithk] - SDXA<tk) ’

ovvero si ottiene la f.c. della componente marginale X}. In modo analogo, ponendo ¢; = 0 per ogni
l#k,j=1,...,n,siha

ng(O, . ,tk, . ,tj, . ,0) = E[eithk+ithj] = (;O(XA.,X]')(tk’; tj) ,

che costituisce la fc.m. del v.v.a. (X, X;)T. In generale, azzerando opportunamente alcune
componenti del vettore ¢, si ottengono le f.c.m. di tutte le possibili scelte di componenti marginali del
v.v.a. X.

e Esempio 7.3.1. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Normale Multivariata A, (u, X).
Tenendo presente quanto visto nella Sezione 6.11, in base al cambio di variabile y = PO (x — p) con

r=p+X %y e tenendo presente le regole di integrazione di una funzione complessa, la f.c.m. relativa
al v.v.a. X ¢ datada

n

. _ . . L
@X(t) :/ eltTJ: det(27r2)*% efé(xfu)TZ Yz—p) do — (27T)%n/ eltT;L+ltT22y—%yTg/ dy
_ (271_)7%71 T3 TS / e*%(?f*iE%t)T(yfiZ%t) dy .
Effettuando inoltre il cambio di variabile z = y — 12 2¢, con Jacobiano pari a 1, si ottiene

1, Ty 1T 1T STy 14T
(,OX(t):(27T) 2nelut a5t Zt/ e 2% zdzzelut a5t Et,

dal momento che

1 1T 1 1,2 "
2 2”/ e 2" dz = / edu] =1.
( ) n ( R \/ 27 )

@Xk(tk) = (,0)((0, ,tk, ceey 0) = eiﬂxkt_%ag(ktf‘ ,

Si ha inoltre

ovvero ogni componente marginale X, si distribuisce con legge Normale N ([LXk,(T%(k). In modo

simile, si dimostra che ogni scelta di componenti marginali del v.v.a. X si distribuisce a sua volta con
legge Normale Multivariata. O

La f.c.m. di un v.v.a. possiede proprieta analoghe rispetto alla f.c. di una v.a. Piu esattamente, si
hanno le seguenti Proposizioni.

Proposizione 7.3.2. Se X = (Xi,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F, P) con f.c.m. px, allora si ha |¢x(t)| < 1 per ogni t € R" e in particolare ¢x(0) = 1, dove
0= (0,...,0)T rappresenta I'origine di R", mentre ¢ x(¢) & uniformemente continua su R™.

Dimostrazione. Risulta simile a quella delle Proposizioni 7.1.3. ¢ 7.1.4. O

Proposizione 7.3.3. Se X = (Xi,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F, P) con fc.m. ox(ty,...,t,), lafc. dellav.a. trasformata Y =a + >, _ by X}, dove a € Re
b= (by,...,b,)T € R", risulta

oy (8) = € o (thi, ..., thy) = € o (th)

dove t € R.
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Dimostrazione. Si ha
(,Oy(t) _ E[eitY] —E ei(lt-‘rzzzlibkth} — eiat E [ezzzlibkth} — eiat (PX(blt; e bnt) — eiat QOX(tb) ’
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Come conseguenza della precedente Proposizione si ottiene che la f.c. della v.a. Y =7 Xj €
data da

gOy(t) = QOX(t,... ,t) ,

un risultato che riveste notevole importanza pratica nel determinare la legge della v.a. Y.

e Esempio 7.3.2. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Normale Multivariata A/, (u, X).
Tenendo presente 1'Esempio 7.3.1, per la Proposizione 7.3.3 la f.c. della v.a. trasformata
Y=a+),_bpX;¢datada

iat ei(tb)Tu—%(tb)Tz(tb) a+bTp)t—3 (bT2b)t?

b

ey(t) =e = ¢
che risulta essere la f.c. di una v.a. distribuita con legge Normale A (a + b, bT Xb). Dunque, ogni
combinazione lineare (e quindi anche la somma) delle componenti di un v.v.a. con legge Normale
Multivariata si distribuisce a sua volta con legge Normale. O

Proposizione 7.3.4. Dato il vva. X = (Xi,...,X,)T definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P) confem. px(ti,...,t,), se E[X]'... X)] esiste finito, px & derivabile r, volte rispetto a
ti, ..., r, volte rispettoa t, e

83@((751, ceey tn)
ot oty

— PE[XT... X3,
tl,.‘.,tn:O

doves,=1,...,r,k=1,...,n,mentres = >/ _sy.

Dimostrazione. Risulta analoga a quella della Proposizione 7.1.6. O

Teorema 7.3.5. (Teorema di inversione multivariato) Dato il v.v.a. X = (X1,..., X,,)T definito
sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con f.r. Fiy e f.cm. vx, se B =]z, 1] X -+ X |z, ys], CON
xr < yr, k=1,...,n, €uninsieme la cui frontiera € un insieme di continuita di Fx, allora

n eitkifk _ eitkyk

1
PXGB:Iim—/ — | ex(t)dt.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.382). O

La seguente Proposizione fornisce un risultato di particolare rilevanza nel caso in cui le componenti
del v.v.a. X sono indipendenti.

Proposizione 7.3.6. Dato il vva. X = (Xi,...,X,)T definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P)confcm. px(t,...,t,), allorasi ha

n
@X(tla 7tn) = HSOXk(tk) )
k=1

se e solo se X1, ..., X, sono indipendenti.
Dimostrazione. Se X, ..., X, sono v.a. indipendenti, allora dalla Proposizione 4.2.5 si ottiene
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ox(t) = B[ T ") = [T e = [T oxi(t)
k=1 k=1 k=1

Inversamente, se o x(t) = [[,_;¢x,(tx) e ponendo B = |z, y1] X +++ X |z, yy], per il Teorema 7.3.5
sl ottiene

1 n eit:rk, _ eityk
P(X €B)=li S () | at...dt,
(XeB) oo (2m)" /[—T,T]" ];[[1 it ©x, (t) 1

e, tenendo presente i Teoremi A.7 ¢ A.11, si ha

n 1 6ita:;\. . eityk n
P(X e B) = lim — e —e Y b — PIX.
( € ) P TEIC}O 21 /[T,T} it SOXA:( k) k kl;[l ( L € ]wk,ykb ,

che dalla Definizione 3.6.1 implica l'indipendenza delle v.a. X1, ..., X,,. O

Il Teorema 7.3.5 implica la proprieta di unicita della f.c.m., ovvero, dati i v.v.a. X e Y, allora si ha

X £V seesolose px = y. Inoltre, tenendo presente la Proposizione 7.3.3, se X, ..., X, sono v.a.
indipendenti, la f.c. della v.a. trasformata Y = a + >_,_ b3 Xy, dovea € Re b = (by,...,b,)" € R",
risulta

n
oy (t) = ™ ox(bit, ..., but) = €™ | [ ox, (bit) .
k=1
In particolare, se Y = ZZ:1X i € la somma di n v.a. indipendenti, la relativa f.c. risulta

ov(t) = [ ox.(0).
k=1

Dunque, quando le v.a. X,..., X, si distribuiscono con la stessa legge che coincide con quella della
v.a. X, ovvero quando ¢y, (t) = ¢x(t) perogni k = 1,...,n, si ottiene

oy (t) = ox ()"
In generale, si pud dimostrare in modo semplice ma laborioso che se Xi,...,X, sono v.v.a.

indipendenti con k£ componenti marginali, la f.c.m. del v.v.a. trasformato Y = Z?ZlX ; risulta

n
gOy(tl, ,tk) = H@Xj(tl,... ,tk) .
Jj=1

e Esempio 7.3.3. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Esponenziale ridotta G(0, 1, 1). Dunque,
dall'Esempio 7.1.5 la f.c. della v.a. Z ¢ data da

pz(t) = (1—it) ™.

Di conseguenza, se Zi,...,Z; sono v.a. indipendenti con la stessa legge della v.a. Z, la v.a.
Y = Z?ZlXj possiede f.c. data da

pr(t) = ((1—it) )" = (1 —it)™".

Dunque, tenendo ancora presente I'Esempio 7.1.5, la v.a. Y si distribuisce con legge Gamma ridotta

G(0,1,k). O
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e Esempio 7.3.4. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Chi-quadrato x?. Dunque, dall'Esempio
7.1.71af.c. di X ¢ datada

px(t) = (1 —2it) 7.

Di conseguenza, se X, ..., X, sono v.a. indipendenti con la stessa legge di X, lav.a. Y =5, _ X,
possiede f.c. data da

ey (t) = ((1 - 2it)_%)" =(1— 2it)_%”

Dunque, tenendo presente I'Esempio 7.1.7, la v.a. Y si distribuisce con legge Chi-quadrato x2. O

e Esempio 7.3.5. Si consideri le v.a. indipendenti X1, ..., X, rispettivamente distribuite con legge
Normale N (px,,0%,) per k=1,...,n. Tenendo presente I'Esempio 7.1.6, la v.a. Y =3} X}

possiede f.c. data da

n
Hekat lan :eiuyt—%ait‘z ’
k=1
_ n 2 n 2 . . . .
dove py =) ,_jix, € 0y =) ;_10%,. Dunque, la v.aa. Y si distribuisce con legge Normale
N (py, 0% ), un risultato che conferma un caso particolare di quanto ottenuto nell'Esempio 7.3.2. O

e Esempio 7.3.6. Si consideri il v.v.a. X con legge Normale Multivariata N (i, ). Se Xi,..., X,
sono v.v.a. indipendenti con la stessa legge del v.v.a. X, sulla base dei risultati ottenuti nell'Esempio
73.1,ilvva Y = Z;’Z:lXj possiede f.c.m. data da

vy (t) = (ei“Tt*%tTEt)” — i) Tt=5tT (D)t

Dunque, tenendo ancora presente I'Esempio 7.3.1, il v.v.a. Y si distribuisce con legge Normale
Multivariata NV (np, nX). O

7.4. Funzioni generatrici multivariate

Quando si dispone di un v.v.a. discreto con n componenti marginali e a valori su N” (o su un suo
sottoinsieme) si puo estendere il concetto di funzione generatrice. Piu esattamente, si ha la seguente
definizione.

Definizione 7.4.1. Dato il v.v.a. discreto X = (X1,..., X,,)T definito sullo spazio probabilizzato
(2, F, P) avalori su S C N" e con f.p.c. py, si dice funzione generatrice multivariata di probabilita
(f.gm.) (o semplicemente funzione generatrice multivariata) del v.v.a. X la funzione
Gx :[0,1]" — R tale che

Gx(ti,...,ty) :E[Htfk] = Z (Ht?) px(x1,...,x,),
k=1 )es \k=1

(w15'~'7w71

con la convenzione che 0° = 1. O

Se nella f.g.m. relativa al v.v.a. X siponet; = 1 perognil # k = 1,...,n, si ottiene

GX(l,...,tk,...,l) = E[t?k] = GXk(tk) R
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che costituisce la f.g. della componente marginale Xj. In modo analogo, ponendo ¢; = 1 per ogni
l#k,7=1,...,n,siottiene

X;
Gx(1,.. thy oty 1) = B[ 47] = Gy, x)) (s )

che costituisce la f.g.m. del v.v.a. (X}, X;). In generale, ponendo pari all'unitd in modo opportuno
alcune componenti del vettore (t¢1,...,t,), si ottengono le f.g.m. di tutte le possibili scelte di
componenti marginali del v.v.a. X.

e Esempio 7.4.1. Si consideri il v.v.a. X con legge Multinomiale M (n, p). Dunque, per il Teorema
Multinomiale si ha

Gx(t,....t,)) = Y (ﬁtj"f) (xln wk) - po

({El,...,Ik)ES j:l jil
n k k "
= > (q: z >H(P;’tj)l"' = (ZPM) :
(z1,...,x5)ES 1--- <ok Jj=1 Jj=1

dove S C NF ¢ definito nella Sezione 6.5. Inoltre, risulta
GXj(tj) = GX(l, ‘e ,tj, ey 1) = (q]' + pjt]')n ,

dove ¢j=1—-p; = Zf £j—1P1, ovvero ogni componente marginale X; si distribuisce con legge
Binomiale B(n, p;). In modo analogo, si dimostra che ogni scelta di componenti marginali del v.v.a.
X si distribuisce ancora con legge Multinomiale. O

La f.g.m. di un v.v.a. possiede proprieta analoghe alla f.g. di una v.a. In particolare, la f.g.m. ¢
definita per ogni ¢ € [0,1]" e risulta Gx(1,...,1) = 1, mentre Gx(0,...,0) = px(0,...,0). Si ha
inoltre la seguente Proposizione.

Proposizione 7.4.2. Dato il v.v.a. discreto X = (X1,..., X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F,P)avalorisu S C N"” conf.p.c. pxy e f.g.m. Gy, si ha

1 ag;l—i-.A.-Q-.’EnGX(tl, ,tn)

TiyeneyTp) = ‘
e oL oty o
dove (z1,...,x,) € N
Dimostrazione. Risulta simile a quella della Proposizione 7.2.2. O

Dalla precedente Proposizione segue anche la proprieta di unicita della f.g.m., ovvero, dati i v.v.a.
XeY,allorasiha X Ly se e solose Gx = Gy.

Proposizione 7.4.3. Dato il v.v.a. discreto X = (X1,..., X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F, P)avalorisu S C N" con f.g.m. Gx, se E[X]'... X]»] esiste finito, Gx & derivabile r; volte
rispettoa ¢y, ..., r, volte rispettoa t,, e

*Cx(ti, ... t)
oty .. oty

= E[HXk(Xk — 1) (Xk — Sk + 1) ,
t1,. . tp=1 k=1

dove s, =1,...,rp,ek=1,...,n,mentre s = > ;' sp.
Dimostrazione. Risulta simile a quella della Proposizione 7.2.3. O
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e Esempio 7.4.2. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Multinomiale M (n, p). Dunque, dalla

Proposizione 7.4.3 si ha
a k n
Xl = — t
.7] atj (; b l)

per cui il vettore delle medie del v.v.a. X ¢ dato da x = np. Inoltre, si ha

=npj,
th,. . te=1

9 (&)
E[X;(X;—1)] = Ey (Z pztz> =n(n —1)p;
J \li=1 . otr=1

e

E[X;X] 8t o) (Zpl 1) =n(n—1)pp; .

tyeti=1

Dunque, risulta Var[X;] = np;(1 — p;) e Cov[X;, X;] = — np;pj, e quindi la matrice di varianza-
covarianza ¢ data da ¥ = n(diag(p) — pp"). O

Proposizione 7.4.4. Dato il v.v.a. discreto X = (X1,..., X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(2, F,P)avalorisu S C N"conf.g.m. Gy, lafg.m.dellav.a.trasformatay = 3", _, X risulta

Gy(t) = Gx(t,...,1)

dove ¢t € R.
Dimostrazione. Si ha

n

Gy(t) = B[tz = E[[[ "] = Gx (¢, ..., 1),
k=1

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

La seguente Proposizione fornisce 1'espressione della f.g.m. nel caso in cui le componenti del v.v.a.
X risultano indipendenti.

Proposizione 7.4.5. Dato il v.v.a. discreto X = (X1,..., X,,)T definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P)avalorisu S C N” con f.g.m. Gx, allora si ha

G tl,..., HGXk tk:

se e solo se X1, ..., X, sono indipendenti.
Dimostrazione. Se X, ..., X, sono v.a. indipendenti, allora dalla Proposizione 4.2.5 si ottiene

n

Gx(ty,... ty Ht HE[tfk’]:ﬁGXk(tk).
k=1 k=1

Inversamente, se Gx(t1,...,t,) = [[,—;Gx, (tr), dalla Proposizione 7.4.2 si ha
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1 outtaT_, Gy, (tk
pX($1, o xn) _ lekfl — k ( )
1! xz,! oty'... oty P
o1 8kaXk (tk)
- — T = p)(“(l'k;) >
I]l xk' atkA 2‘:1 tn: ]H '
e il Teorema 3.6.1 implica l'indipendenza delle v.a. X, ..., X,,. O
Tenendo presente la Proposizione 7.4.4, se Xi,..., X, sono v.a. indipendenti, la f.g. della v.a.

trasformata Y = >;'_, X, risulta
Gy(t) =[] Gx.(®).
k=1

Dunque, quando le v.a. X possiedono la stessa legge che coincide con quella di una data v.a. X,
ovvero quando Gy, (t) = Gx(t) per ogni k = 1,...,n, si ottiene

Gy (t) = Gx(t)" .

In generale, si pud dimostrare in modo semplice ma laborioso che se Xi,...,X, sono v.v.a.
indipendenti con & componenti marginali, la f.g.m. del v.v.a. trasformato ¥ = Z?ZIX ; risulta

GY(tla 7tl€) = HGXj(tla 7tl€) :
=1

e Esempio 7.4.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Bernoulli B(1,p). Dunque,
dall'Esempio 7.2.1 la f.g. di X ¢ data da

Gx(t) =q+pt.

Di conseguenza, se Xi,...,X, sono v.a. indipendenti con la stessa legge della v.a. X, la v.a.
Y = >, _, X}, possiede f.g. data da

Gy (t) = (q¢+pt)".
Dunque, tenendo ancora presente 1'Esempio 7.2.1, la v.a. Y si distribuisce con legge Binomiale

B(n,p). O

e Esempio 7.4.4. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BN (1, p), ovvero
con legge Geometrica. Dunque, dall'Esempio 7.2.3 la f.g. della v.a. X ¢ data da

p
Gx(t) = — gt

Di conseguenza, se Xi,..., X, sono v.a. indipendenti con la stessa legge della v.a. X, la v.a.
Y = Zl,z:le possiede f.g. data da
» k
Gy(t)=(——| .
v = (125

Dunque, tenendo ancora presente 1'Esempio 7.2.3, la v.a. Y si distribuisce con legge Binomiale
Negativa BN (k, p). O
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e Esempio 7.4.5. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Multinomiale M (1, p). Dunque,
dall'Esempio 7.4.1 la f.g.m. del v.v.a. X ¢ data da

k
GX(tl, ,tk) = ijtj .
J=1

Di conseguenza, se Xi,...,X, sono v.v.a. indipendenti con la stessa legge del v.v.a. X, il v.v.a.
Y = Z;‘f:lX ;j possiede f.g.m. data da

k n
Gy(tl, ,tk) == (Zpﬂfj) .
j=1

Dunque, tenendo ancora presente I'Esempio 7.4.1, il v.v.a. Y si distribuisce con legge Multinomiale

M(n, p). O

7.5. Leggi additive e infinitamente divisibili

In questa sezione vengono considerate due importanti famiglie di leggi che sono caratterizzate da
particolari comportamenti rispetto alla somma di v.a. indipendenti. In particolare, si ha la seguente
definizione.

Definizione 7.5.1. Sia data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) con f.r. Fx ¢ che
dipende da un vettore di parametri 6 € © C R™. La v.a. X e la relativa legge si dicono additive
rispetto a 6 se, date le v.a. indipendenti X; e X, con rispettive fr. Fx, 9, € FYx,g,, la fr. della v.a.
(X1 + Xy) risulta essere Fy, 1 x,0,+9, per ogni 6,0y € O. O

Tenendo presente la proprieta di unicita della f.c., la Definizione 7.5.1 pud essere anche data in
termini della f.c. oy della v.a. X. Evidentemente, se la v.a. X e la rispettiva legge risultano additive
rispetto a @, si verifica che

PX1,01 (t)QOXz,Gz (t> = P X1+ Xs,01+62 (t) >

per ogni 6,60, € ©. Ovviamente, nel caso di una v.a. discreta X a valori su S C N, una analoga
definizione puo essere data in termini della corrispondente f.g. Gx p , ovvero si ha

GX1,91 (t)zeﬂz (t) = GX1+X2791+92 (t) >

per ogni 60,60, € ©. Si osservi che il vettore di parametri § puo non comprendere l'intero insieme di
parametri che caratterizzano la legge in questione, ma soltanto il sottoinsieme di parametri rispetto ai
quali si vuole verificare 1'additivita. In questo caso, i rimanenti parametri devono invece essere
costanti.

e Esempio 7.5.1. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Normale N (u, o). In questo caso, si
pone 0 = (u1,02)T con © = R x ]0, 00]. La legge risulta additiva rispetto al vettore di parametri 6, in
quanto dall'Esempio 7.3.5 si ha

iy, t—30% 12 ipx,t—io% 2 i(ux, px, ) t—s(0% +od )2
120X o P2 TRYXyY — e 1 2 2\9x; 7YXy — 90X1+X2,91—H92(t) ,

PX1,00 (t)SOXz,HQ (t) =e

ovvero, in altri termini, la legge della somma di due v.a. indipendenti, rispettivamente con legge
Normale N (pix,,0%,) e N (px,, 0%, ), € Normale N (pux, + pix,, 0%, + 0%, )- O
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e Esempio 7.5.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Gamma G(0,b, k). In questo caso, si
pone # = k con © = |0, 00|, ovvero si vuole verificare l'additivita rispetto al parametro k e non al
parametro b. La legge ¢ additiva rispetto a 6, in quanto tenendo presente I'Esempio 7.1.7 si ha

@X1791(t)§0X2792 (t) - (1 - ibt)ikl (1 - ibt)ikz - (1 - ibt)i(kﬁrk?) = ©X1+X5,01+06, (t) .

Dunque, la legge della somma di due v.a. indipendenti, rispettivamente con legge Gamma G(0,b, k;) e
G(0,b, ks), ¢ Gamma G(0,b, k; + k»). In particolare, se la legge della v.a. X ¢ Chi-quadrato x?2, dalla
precedente espressione con b = 2 € k = 7, la legge risulta additiva rispetto al parametro n. Dunque, la
legge della somma di due v.a. indipendenti, rispettivamente con legge Chi-quadrato X%z] e X%y ¢ Chi-
quadrato X?u +n,+ S1 0sservi infine che l'additivita non vale per il parametro di scala b. In effetti, se si
considera il vettore di parametri 6 = (b, k)T con © = |0, 0o[ x ]0, o0, si ha

PX1,01 (t)(pX2,92 (t> = (1 - iblt)_kl(l - ib?t)_kz % P X1+ Xo,01+62 (t> = (1 - l(bl + bQ)t)_(k1+k2) .

In altre parole, la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge
Gamma G(0, by, k1) e G(0, b, k2), non € Gamma G(0, by + b, k1 + ko). O

e Esempio 7.5.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale 5(n, p). In questo caso, si
pone # =n con © = {1,2,... }, ovvero si vuole verificare 1'additivita rispetto al parametro n e non al
parametro p. La legge risulta additiva rispetto a n, in quanto tenendo presente 1'Esempio 7.2.1 si ha

Gx,0,(t)Gx,0,(t) = (¢ +pt)" (¢ + pt)™ = (¢ + pt)"™™ = Gx,4x,.0,46, (1) -

Quindi, la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge Binomiale
B(ny,p) e B(ny, p), ¢ Binomiale B(n; 4+ ns, p). Risulta immediato verificare che 1'additivita non vale
per il parametro p. Dunque, se si considera il vettore di parametri = (n,p)T con © = Z x ]0,1], la
legge non risulta additiva rispetto a 6. O

e Esempio 7.5.4. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P()). Si pone § = A con
© =10, 00[. La legge risulta additiva rispetto al parametro ), in quanto tenendo presente I'Esempio
7.2.2siha

GX1,91 (t>GX2-,¢92 (t) = eAl(t_l) €>\2(t_1) = e(/\1+/\2)(t—1) = GX1+X2~,91+92 (t) .

Dunque, la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge di
Poisson P(A1) e P(Az2), € Poisson P(A; + Ag). O

e Esempio 7.5.5. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BN/ (k, p). Si pone
6 = k con © = Z™", ovvero si vuole verificare l'additivita rispetto al parametro % ¢ non al parametro p.
La legge risulta additiva rispetto a 6, in quanto tenendo presente I'Esempio 7.2.3 si ha

p k1 p ko p k1+ko
Gx,,0, (1) Gx,,6, (t) = (1——qt) (q) = (1—7(115) = Gxi+x,04+6,(1) ,

ovvero si ha che la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge
Binomiale Negativa BN (k1, p) e BN (ks, p), ¢ Binomiale Negativa BA (k1 + k2, p). In modo analogo
alla legge Binomiale, risulta inoltre immediato verificare che l'additivita non vale per il parametro p.
Dunque, se si considera il vettore di parametri 6 = (k,p)T con © = Z" x ]0,1|, la legge non &
additiva rispetto a 6. O

Definizione 7.5.2. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Lav.a. X e

la rispettiva legge sono dette infinitamente divisibili se per ogni n =1,2,... si ha X £ S 1 Xk
dove (X1,...,X,)" ¢ un v.v.a. indipendenti e ugualmente distribuite. O
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Tenendo presente la proprieta di unicita della f.c., la Definizione 7.5.2 puo essere data in modo
alternativo utilizzando la f.c. In questo caso, se la v.a. X possiede f.c. ¢ x, mentre x, ¢ la f.c. comune
alle componenti marginali del v.v.a. (X1,...,X,,)", allora la v.a. X ¢ infinitamente divisibile se per
ognin=1,2,... siha

px(t) = ¢x,(1)" .

Nel caso in cui la v.a. X ¢ discreta a valori su S C N, una analoga definizione puo essere data in
termini della f.g., nel senso che la precedente condizione ¢ equivalente a

G)((t) = GXn(t)" .

Per una v.a. infinitamente divisibile vale inoltre la seguente Proposizione.

Proposizione 7.5.3. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), se lav.a. X é
infinitamente divisibile, anche la trasformata Y = a + b X, dove a, b € R, é infinitamente divisibile.
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 7.3.3, si ha

iat

py(t) = € px(bt) = e px, (bt)" = (e ¢x, (b1))"

da cui segue che Y £ > ie1(% +bX}), ovvero la v.a. Y ¢ infinitamente divisibile. O

In generale, dalla precedente Proposizione, ¢ immediato verificare che, se una legge ridotta ¢
infinitamente divisibile, lo ¢ anche la relativa legge con parametro di posizione e di scala. Dunque, ¢
sufficiente verificare che legge ridotta sia infinitamente divisibile per concludere che la legge con
parametro di posizione e di scala ¢ a sua volta infinitamente divisibile.

e Esempio 7.5.6. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Normale N (0, 1). Dal momento che per
ognin=1,2,... siha

_1g2 —Lgz\" n
ex(t) = e = () = ox, ()",

la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge Normale N(0,1) ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge Normale A(0,n!) per ogni

n =1,2,.... In base alla Proposizione 7.5.3 ¢ inoltre sufficiente verificare che legge Normale ridotta
N(0,1) ¢ infinitamente divisibile per concludere che la legge Normale N (i, 0%) & a sua volta
infinitamente divisibile. O

e Esempio 7.5.7. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Gamma ridotta G(0, 1, k). Dal momento
cheperognin =1,2,... siha

px(t) = (1 —it)™" = (1 —it) )" = ox, ()",

la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge Gamma ridotta G(0,1,k) ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge Gamma G(0, 1, %) per ogni
n=12.... O

_k
n

e Esempio 7.5.8. (Legge Stabile) Si consideri una v.a. X con f.c.
px(t) =e ",

dove « € ]0,2]. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Stabile simmetrica di parametro « e,
ovviamente, contiene come casi particolari la legge N (0,2) per o = 2 (si veda 'Esempio 7.1.6) e la
legge di Cauchy ridotta per o = 1 (si veda I'esempio 7.1.9). Dal momento che per « € ]0, 2] si ha
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o0 o0 N 1
/ |s0x(t)|dt:/ e dt:2F(1+—) < 00,
o o o

sulla base del Teorema 7.1.10 la v.a. X ¢ assolutamente continua. La d.p. della v.a. X non puo essere
ottenuta in forma chiusa, eccetto che per i due casi particolari precedentemente citati. Inoltre, tenendo
presente la Proposizione 7.1.6, E[X| non ¢ definito se « € |0, 1], mentre esiste finito E[X]| ma non
E[X?] sea € |1,2[. Ovviamente, i momenti di ogni ordine esistono finiti se v = 2. Dal momento che
per ogni legge della famiglia si ha

« _ 75 «
px(t) = e " = (e ) =y, ()"

la legge Stabile simmetrica ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge Stabile

simmetrica di parametro « ¢ equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti del tipo n=o Xy,
k=1,...,n,dove la legge di ogni v.a. X}, ¢ ancora Stabile simmetrica di parametro «. O

e Esempio 7.5.9. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale B(m, p). Dal momento che si
ha

m

Gx(t) = (g+pt)" =((g+pt)=)",

la legge ¢ infinitamente divisibile solamente se m ¢ multiplo di n. Dunque, la legge Binomiale non ¢
infinitamente divisibile. l

e Esempio 7.5.10. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P(\). Dal momento che si
ha

G)(<t) — e)\(15—1) — (eﬁ(t—l))n — GXn(t)n ,

la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X distribuita con legge di Poisson P()\) ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge di Poisson 77(%) per ogni
n=12.... O

7.6. Riferimenti bibliografici

Lukacs (1970) ¢ una monografia sulle funzioni caratteristiche. I classici testi di Feller (1968, 1971)
trattano estesamente le funzioni generatrici e caratteristiche. Un testo piu recente sulle funzioni
caratteristiche ¢ Sasvari (2013). Wilf (2006) ¢ una monografia espressamente dedicata alle funzioni
generatrici. Sull'argomento si veda anche Petkovsek et al. (1996) e Spivey (2019). Una trattazione
esauriente delle leggi infinitamente divisibili ¢ data in Sato (1999) e Steutel e van Harn (2004). Le
leggi stabili sono estesamente considerate in Uchaikin e Zolotarev (1999) e Zolotarev (1986).

7.7. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.

Sezione 7.1

e Esercizio 7.1.1. Si consideri la v.a. Z con legge Normale ridotta A/(0, 1) e se ne determini la f.c.
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Soluzione. Tenendo presente che la v.a. Z ¢ simmetrica rispetto all'origine e che la funzione seno ¢
dispari, dalla definizione di f.c. si ha

o0

vz (t) = E[cos(tZ)] = / cos(tz) ¢(2)dz .

—0o0

Differenziando i termini della precedente relazione ed effettuando una integrazione per parti tenendo
presente che

d
Z6(2) = - 26(2),

sl ottiene
%goz(t) - - /OO sin(tz) z¢(z) dz = sin(tz) ¢(2)|™, — t/oC cos(tz) p(z)dz = —tpy(t).

Dunque, la precedente espressione fornisce una equazione differenziale con condizione iniziale data
da ¢z (0) = 1, di cui si determina facilmente la soluzione ¢ (t) = e 2", O

e Esercizio 7.1.2. Si consideri la v.a. assolutamente continua X con f.c.

ext = (1- D)1 0.

™

Si determini la d.p. fx.
Soluzione. Si ha

/Z|¢X(t)|dt: /:(1—%)dt:w<oo.

Dal momento che la f.c. ¢ x ¢ una funzione pari, dal Teorema di Inversione di Lévy si ottiene

| |t] |t| 1 — cos(mx)
fX(m):gfﬂe <1 )dt —/ cos(tx) (1 dt = 5

Lad.p. fx ¢ in effetti tale, in quanto fx(z) > 0 per ogni = € R ed inoltre

> 1 — cos(mz % 2sin?( ) 1 [ sin’(x

Per una verifica probabilistica dell'integrale ffooo(sm( )24z = 7 mediante l'uso delle f.c. si veda
'Esercizio 7.3.5. O

e Esercizio 7.1.3. Si considerino le v.a. indipendenti X; ¢ X5 con legge Normale ridotta A/(0, 1) e si
determini la f.c. dellav.a. Y = X; X5.
Soluzione. Tenendo presente l'espressione della f.c. di una v.a. con legge Normale, si ha

(,OY(t) — E[eitX1X2] — E[E[eitX1X2 | X2]] [ ,1t2X2]
Dunque, risulta

/OO 13 1 eiéx% dz / \/1—}—25 L(14£)23 dzs 1
o V2r 2T \/1+t2 Cire’

dove si ¢ tenuto presente che la funzione integranda nell'ultimo integrale ¢ la d.p. relativa ad una v.a.
con legge Normale N (0, (1 + ¢*)71). O
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Sezione 7.2

e Esercizio 7.2.1. (Valori record, terza parte) Tenendo presente gli Esercizi 2.7.3 e 3.3.2, si consideri
la v.a. discreta X con f.p. data da

1
px () = m 1{172,...}(@

e si determini la f.g. G'x. Si calcoli inoltre E[X] mediante la f.g.
Soluzione. Tenendo presente la serie logaritmica, si ha

Gt_ootw 1 _“tl,l 1 ¢
x() =2 :c(:c+1)_Z (:r ac-l-l) ZZ_ZZ +1

=1 =1 =1
1 1—-1
——log(l—t)—z(—t—log(l—t)):1—|— log(1 —1).
Inoltre, risulta
1 t 4+ log(1l —t)
GY(t) = ———5—.
da cui E[X] = lim;_1 G'P (1) = . O

e Esercizio 7.2.2. (Legge Uniforme discreta) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

1
px(z) = N 1{1.,...,N}(~’U) 5

dove N € Z*, ovvero la v.a. X si distribuisce con legge Uniforme discreta su {1,...,N}. Si
determini la f.g. Gy della v.a. X. Si calcoli inoltre E[X] e Var[X] mediante la f.g.

Soluzione. Tenendo presente le proprieta della serie geometrica, per ¢ # 1 la f.g. della v.a. X puo
essere espressa come

mentre Gx(1) = 1. Dunque, si ha

1— (N + )tV + NtVHL

Gg)(t) - N(l _t)Q ’

e quindi

N +1
E[X]_tl_lglfG () 2

Inoltre, risulta

2— NN+ DNt +2(N? — 1)tV — N(N — 1)tV H
N(1—t)3 ’

aQ(t) =

e quindi

EIX(X - 1)] = Jim 60 = 1

da cui
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N?—1
Var| X| = .
[X] 15
In questo esercizio sono state implicitamente dimostrate le due relazioni Y ,_k = (n +1) e
S k= 1 n(n + 1)(2n + 1). Alla stessa maniera, con calcoli evidentemente sempre p1u laboriosi,
si puo ottenere le espressioni di Y _,_ k® per s = 3,4,.... O

e Esercizio 7.2.3. (Mistura di leggi) Dato il v.v.a. (X,Y)T, si assuma che la legge condizionata della

v.a. X all'evento {Y = y} sia la legge di Poisson P(y). Inoltre, si assuma che la v.a. Y si distribuisca
con legge Esponenziale ridotta G(0, 1, 1). Si determini la legge della v.a. X.

Soluzione. Tenendo presente 1'espressione della f.g. di una v.a. con legge di Poisson, la f.g. della

v.a. X ¢ data da

00 1

Gx(t) =E[E[t" | Y]] =E[e"V] = / G M .

0

2—t 1-1L1¢°

Dunque, la v.a. X si distribuisce con legge Geometrica di parametro p = % In modo alternativo, la
f.p. della v.a. X puo essere ottenuta come

px(x) = / ev L In(z)eVdy = — 27" 1 1y(2) / e dy = 2" 1x(2),
0 x: 0

x!

ovvero si ha una conferma del precedente risultato. In generale, una mistura di leggi viene definita
come una legge con un parametro che a sua volta ¢ una v.a. con una ulteriore legge. Nel presente caso,
la legge Geometrica ¢ una mistura di leggi di Poisson il cui parametro si distribuisce con legge
Esponenziale ridotta. O

Sezione 7.3

e Esercizio 7.3.1. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X5 che si distribuiscono con la stessa legge
della v.a. X. Se ¢x ¢ la f.c. della v.a. X, si verifichi che la f.c. della v.a. Y = X; — X5 ¢ data da

oy (t) = lex(t)]*
Soluzione. La f.c. della v.a. Y risulta

fpr (1) = E[e"(51 7] = E["ME[e ] = px (t)x(~1).

Dalla definizione di f.c. si ha inoltre

ox(t)px(—t) = (E[cos(tX)] +1E[sin(¢X)])(E[cos( — tX)] + i E[sin( — tX)]) O
= (E[cos(tX)] + i E[sin(¢tX)])(E[cos(tX)] — i E[sin(tX)])
— E[cos(tX)])* + E[sin(tX)])* = |ox(t)]? .

e Esercizio 7.3.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Cauchy ridotta, ovvero la v.a. X
ammette d.p. data da

1

fx(z) = 0ta)

Si determini la f.c. px della v.a. X.
Soluzione. Dal momento che la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine, la f.c. pud essere espressa
come
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oo

vx(t) = Elcos(tZ)] = /_ cos(tx) m dx .

Al fine di calcolare il precedente integrale, si considerino due v.a. Y] e Y5 indipendenti con legge
Esponenziale ridotta e la v.a. differenza Y = Y; — Y5. Tenendo presente 1'Esercizio 6.8.1, la v.a. Y si
distribuisce con legge di Laplace ridotta e dunque si ha

1

fry) =5 e

Inoltre, risulta ¢y (t) = ¢y, (t) = (1 —it) ! e, sulla base dell'Esercizio 7.3.1, la f.c. della v.a. Y ¢& data
da py (t) = (1 + t?)~L. Dal momento che

.¢] oo 1
/|g0y(t)|dt:/ ——dt=1< 0,

~ o 1+ 12
dal Teorema di Inversione si ottiene un'ulteriore espressione per fy data da
L[y 1 1 / T 1
= —— _dt=— [ cos(ty) ——dt,

ovvero si ha

0.¢] 1
ty) ————dt = e W,
/—oo cos(ty) m(1+¢%) ‘
Quindi, si deve concludere che @ x (1) = e 1. O

e Esercizio 7.3.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Cauchy ridotta descritta nell'Esercizio
7.3.2. Se le v.a. X e X, sono distribuite con la stessa legge di X e sono v.a. tali che {X; = X5} q.c.,
si verifichi che

Px+x,(t) = ox, (D) ex,(t) -
Soluzione. Ovviamente, le v.a. X; e X5 non sono indipendenti. Dall'Esercizio 7.3.2 la f.c. della v.a.
X risulta px(t) = e . Dal momento che X; + X, £y doveY = 2X, si ha
Pxx(t) = @y (t) = ox(2t) = ¢ M = oy, (t)x, (1) .

Dunque, la f.c. della somma di due v.a. puo essere identica al prodotto delle f.c. delle v.a., anche se
queste non sono indipendenti. l

e Esercizio 7.3.4. Si consideri la v.a. X con legge di Laplace ridotta descritta nell'Esercizio 6.8.1. Se
inoltre (X1,..., X,,)T ¢ un v.v.a. con componenti indipendenti e con la stessa legge di X, si determini
laleggedellav.a. Y =3 | Xy

Soluzione. Posto Z = | X|, dal momento che la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine, allora
risulta

f2(2) = 2fx(2) Lp,00(2) = €7 1g00/(2)

ovvero la v.a. Z si distribuisce con legge Esponenziale ridotta. Dal momento che si ha
oz(t) = (1— it)fl, allora

py(t) = pz(t)" = (1 —it)™",

ovvero la v.a. Y si distribuisce con legge Gamma ridotta G(0, 1, n). O



192 Funzioni caratteristiche e generatrici

e Esercizio 7.3.5. (Legge Triangolare, terza parte) Si consideri la v.a. X distribuita con la legge
Triangolare descritta nell'Esercizio 3.7.1. Sulla base delle proprieta di questa legge e mediante I'uso

della f.c. si verifichi che
00 s 2
/ sin”(x) d —

2
00 T

Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 3.7.2, si ha X = %Y, dove Y ¢ una v.a. data dalla somma
di due v.a. che si distribuiscono come una v.a. Z con legge Uniforme su | — 1, 1[. Dal momento che

Loy 1 ! -
vz (1) :/ e 5 dz = 5/ cos(tz)dz = sin(?) ,

1 1 t

sin’(¢)

allora si ha @y (t) = =53

e quindi

Inoltre, essendo

00 0 oin2(t 00 (32 00
/ \¢X(t)|dt:/ Sm(2)dt:2/ Slr;(t) dt<2/ min(1,¢ %) dt = 8 < oo,

) —00 (%)2 o0

dal Teorema di Inversione si ottiene un'ulteriore espressione per fx data da

1>, sin®(5) 1 [ sin®(5) 1 [~ sin®(t)
fX({l?) = % /OO e W dt = % . COS(t.fU) (%)2 dt = ; /DO COS(Qth) 2 dt R
ovvero, tenendo presente I'Esercizio 3.7.1, si ha
1 [ sin(t)
1— 1 = — 2t dt .
(= la) Yoryle) = - [ cost2t)
Ponendo x = 0 nella precedente espressione si ha l'integrale desiderato. O

e Esercizio 7.3.6. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X5, tali che X; si distribuisce con legge
Uniforme su [ — 1, 1], mentre X, ¢ una v.a. discreta con f.p. data da

1

px,(72) = 3 111y (m2) .

Si determini la legge dellav.a. Y = X7 + Xo.
Soluzione. La f.c. della v.a. X; ¢ data da ¢y, (t) =
©x,(t) = cos(t). Dunque, la f.c. della v.a. Y risulta

sin(t)
t

, mentre la f.c. della v.a. Xy € data da

sin(t)cos(t)  sin(2t)

pr(t) = ox (Dpm(t) = T = B0

da cuirisulta Y £ 2X 1- Dunque, la v.a. Y si distribuisce con legge Uniforme su [ — 2, 2]. O

e Esercizio 7.3.7. (Identita di Wald) Si consideri la v.a. X = Zkylek, dove Y ¢ una v.a. discreta a
valori su N tale che E[Y] < oo, mentre le Zj; sono v.a. indipendenti con la medesima legge della v.a.
Z, dove E[Z] < co. Inoltre le v.a. Zj sono indipendenti dalla v.a. Y. Si verifichi che risulta
E[X] = E[YE[Z].

Soluzione. Si ha
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px(t) = E["r17%] = E[E[e"1% | Y]] = Elpz(t)] = Gy (02(1)) .

Dunque, dalla precedente relazione risulta

(1) = G ez () (1)

da cui

E[X] =i ol (0) = i Gy (92(0)py (0) = Gy (1) i7"} (0) = E[Y]E[Z] .

L'identita prende il nome dal matematico e probabilista ungherese Abraham Wald (1902-1950), che ha
introdotto le tecniche di statistica sequenziale. O

Sezione 7.4

e Esercizio 7.4.1. (Legge di Poisson composta) Si consideri la v.a. Y con legge di Poisson P()\) e la
v.a. discreta Z con f.p.

1 z
L 1{1,2,...} (2) )

PO gl ¢

dove ¢ €]0,1[. Si determini la legge relativa alla v.a. X:Zkylek, dove le Z; sono v.a.
indipendenti con la medesima legge della v.a. Z.

Soluzione. Tenendo presente I'Esempio 3.3.1, si osservi che la v.a. Z si distribuisce con legge
Logaritmica di parametro ¢. La f.g. della v.a. Z ¢ quindi data da

IR S S x ~ log(1—qt)
GZ(t)_Zt( 1og<1—q)z>_ 1og1—qZ = Tog(l—q)

z=1 z=1

Dal momento che X ¢ la somma di v.a. indipendenti con la medesima legge e un numero aleatorio di
addendi distribuito con legge di Poisson, la f.g. della v.a. X ¢ data da

Gx(t) = E[t"=1%] = E[E[Z-% | Y]] = E[G4(t)"] = Gy (G (1)),

da cui

A k
Ga(t) = (EFF 1) Z (1_q) - ( b ) ,

1—qt 1—qt

dovesiepostop=1—qek = Si deve dunque concludere che la v.a. X si distribuisce con

log( )’
legge Binomiale Negativa BN (k, p). La legge Binomiale Negativa ¢ quindi una distribuzione di
Poisson composta, ovvero ¢ la legge della somma di v.a. indipendenti ¢ ugualmente distribuite con

legge Logaritmica e con un numero aleatorio di addendi distribuito con legge di Poisson. O

e Esercizio 7.4.2. (Legge di Poisson composta, seconda parte) Si consideri la v.a. X tale che
X = Zkylek, dove la legge della v.a. Y ¢ Poisson P()\), mentre le Z;, sono v.a. indipendenti con
legge di Bernoulli B(1, p). Si determini la legge della v.a. X.

Soluzione. In modo simile all'Esercizio 7.4.1, tenendo presente l'espressione della f.g. di una v.a.
con legge di Bernoulli B(1, p), si ha

Gx(t) = Gy (Gz(t)) = Gy (1 — p+ pt) = P71

Dunque, si deve concludere che la v.a. X si distribuisce con legge di Poisson P(p). O
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e Esercizio 7.4.3. (Formula di Waring) Si dimostri mediante 'uso delle funzioni generatrici la
formula di Waring introdotta nell'Esercizio 2.2.1.

Soluzione. Assumendo le notazioni dell'Esercizio 2.2.1, sia Y = ZZZIX g, dove X =1p,.
Evidentemente, il v.v.a. (X1, ..., X,,)! possiede componenti marginali che sono v.a. non indipendenti
con legge di Bernoulli di parametro P(E)) = E[1g,| = E[X}]. La f.g. della v.a. X}, ¢ quindi data da

Gx,(t) = 1 — E[X3] + E[X4]t = E[L + (t — 1)X}]

e quindi la f.g. della v.a. Y risulta

H 1+ (t—1)Xp)] +Z Soot-1hx,LL X
k=1 =1 1<i<...<jrn
Tenendo presente che E[X;,... X;,] = P(Ej, N... N E},), si ha dunque
H=14+> (¢-1" Y PE,N..NE)=1+) (t-1"S,.
k=1

1<ii<...<jr<n k=1

Dal momento che

Si osservi che

n

P(Lnj Ek> =1=pr(0)=) (=1 S,

k=1 k=1

ovvero si € anche ottenuto una ulteriore dimostrazione della Formula di Inclusione ed Esclusione. [

Sezione 7.5

e Esercizio 7.5.1. Si consideri la v.a. X con legge di Cauchy descritta nell'Esercizio 7.3.2 e si
verifichi che ¢ infinitamente divisibile.
Soluzione. Tenendo presente I'Esercizio 7.3.2, per ognin = 1,2, ... si ha

px(®) =< = (1) =g,
dove per le proprieta della f.c. la v.a. X,, ammette d.p. data da

fx,(z) =

n
(14 n2z?)

Dunque, la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge di Cauchy ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge di Cauchy con parametro di scala
parian ! perognin =1,2,.... O
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e Esercizio 7.5.2. (Legge di Poisson composta, terza parte) Si consideri la v.a. X tale che

X = ZkY:le, dove la v.a. Y si distribuisce con legge di Poisson P(\), mentre le Z; sono v.a.

indipendenti con la stessa legge della v.a. Z. Si verifichi che la v.a. X ¢ infinitamente divisibile.
Soluzione. Tenendo presente I'espressione della f.g. della v.a. Y, la f.c. della v.a. X ¢ data da

px(t) = Ele™2%] = E[E[¢"=0% | Y]] = Elps(1)'] = Gy (pz() = X071
Dunque, la v.a. ¢ infinitamente divisibile dal momento che per ognin = 1,2,... si ha
ox(t) = (eﬁ(sﬂz(t)*l)) = ox, ()",

dove X, = Zky”lek ¢ la legge della v.a. Y,, & Poisson 73(%) O
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Capitolo 8

Convergenze

8.1. Convergenza in legge

Un insieme numerabile di v.a. (X, Xs,...) ¢ detta successione di v.a. e viene indicata con la
notazione (X,,),>1. Se la successione viene indicizzata come (Xy, X1, ... ), si adotta eventualmente la
notazione (X,),>0. Dal momento che alla successione (X,),>; ¢ associata la corrispondente
successione di fr. (FYx, ),>1, risulta interessante definire il concetto di convergenza per una
successione di f.r. Formalmente, la cosiddetta convergenza in legge ¢ data nella seguente definizione.

Definizione 8.1.1. Se (X,,),>1 ¢ una successione di v.a., a cui corrisponde la successione di fir.
(Fx, )n>1, si dice che la successione di v.a. converge in legge (o in distribuzione) alla v.a. X con fir.
Fx se per ogni x tale che AFx(z) = 0siha

lim Fi)(77 (.T) = FX(SU)

. c
e siscrive X,, — X per n — oo. O

In pratica, la definizione di convergenza in legge implica che la fr. della v.a. X,, converga
puntualmente a quella della v.a. X per ogni x per cui Fx & continua. Si osservi inoltre che la
convergenza in legge non richiede che le v.a. della successione e la v.a. X siano definite su uno stesso
spazio probabilizzato. In effetti, la condizione della Definizione 8.1.1 riguarda solamente le fir. e
introduce la cosiddetta convergenza debole della successione di fir. (F,),>1 alla fr. Fx. Data la
biunivocita esistente fra legge e fir. di una v.a., se (Px,),>1 denota la successione di leggi
corrispondente alla successione di fir. (Fx, ),>1 € se Py ¢ la legge relativa alla f.r. F'y, la convergenza
debole puo essere anche definita mediante la condizione

lim Py, (B) = Px(B)
per ogni B € B(R) la cui frontiera (ovvero l'insieme di punti di discontinuita di 15) ha probabilita
nulla secondo Pkx.

Nel caso in cui la v.a. X sia degenere e tale che P(X = c¢) = 1, allora si ha Fx(z) = 1. ((7) €
Fx ¢ continua per x # c. Dunque, la condizione della Definizione 8.1.1 si riduce a

lim Fy, () = 1 ((2)

per ogni x # c. In questo caso, con un leggero abuso in notazione generalmente adottato nei testi di

. TN . . L
Teoria della Probabilita, la convergenza in legge viene denotata come X,, — ¢ per n — oo.

e Esempio 8.1.1. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con
legge Beta ridotta BE(0, 1,1+ n~1, 1). Tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.9, si ha

Fy, (z) = % 10.4(2) 4 1o ()
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da cui

liTanFXn(fL") = 2 1j9.1(z) + L 00/(T) -

Dal momento che la precedente espressione fornisce la f.r. di una v.a. X con legge Uniforme su |0, 1],

allora si ha X, A X pern — oo. O

e Esempio 8.1.2. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con

legge Uniforme su [ — n~!, n~!]. Tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.9, si ha

nr+1
FXn(m) = 9 1[—n*1,7r1] (ZL‘) + 1]7r1,oc[(x) 5

da cui

_ 1
lim Fy, () = 3 Lioy () + Ljp () -

Risulta immediato verificare che la precedente espressione non costituisce una fir. Tuttavia, si
consideri la v.a. degenere X concentrata sullo 0 e che possiede fir. data da Fix(z) = 1) [(z). Dal

momento che lim,, F'y (x) e Fix(z) coincidono per ogni x # 0, allora si ha X, £0 pern —oo. O

e Esempio 8.1.3. Sia (Z,),>1 una successione di v.a. indipendenti definite sullo stesso spazio
probabilizzato (2, F, P) e tale che la v.a. Z,, si distribuisce con legge Esponenziale ridotta G(0, 1, 1)
per ogni n. Inoltre, si consideri la successione di v.a. (Y},),>1, dove Y,, = max;<;<,Z;. Tenendo
presente i risultati della Sezione 6.8, dall'assunzione di indipendenza si ha

Fy,(z) = P(max Z, < x) = P(Zy < x,..., Z, < x) = | [ P(Zk < )

" 1<k<n
=[] Fat@) =TT (1 = ) Bpui(@) = (1 = )" Ly ().
k=1

Si consideri l'ulteriore successione di v.a. (X, ),>1, con X,, =Y,, — log(n). In questo caso, si ha

Fy, (&) = P(X, < ) = P(Y, — log(n) < x) = P(Y, <z + log(n))

= Fy (z + log(n)) = (1 — e *los())n L iog(n) oo (Z) = (1 -

—T

n > l]flog(n),oo[(fc) D

e

da cui

—T

e " e
n ) l}flog(n),oo[(x) =e

—x

lim Fx, (z) = lim (1 -

La precedente espressione fornisce la f.r. di una v.a. X con legge di Gumbel ridotta (si veda I'Esempio

e c . . .
6.6.1) e quindi si ha che X,, — X per n — oo. In altre parole, la successione delle f.r. relative ai
massimi (“centrati” con un opportuno parametro di posizione) di n v.a. indipendenti con legge
Esponenziale ridotta converge alla f.r. relativa ad una legge di Gumbel ridotta. O

I prossimi Teoremi risultano fondamentali per ottenere la convergenza in legge mediante la
convergenza delle f.c. o delle f.g. In effetti, dal momento che la f.c. o la f.g. determinano in maniera
univoca la fir. di una v.a., ¢ naturale aspettarsi che la convergenza in legge si possa stabilire tramite la
successione delle f.c. o delle f.g.
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Teorema 8.1.2. (Teorema di Lévy) Se (X,,),>1 € una successione di v.a. a cui corrisponde la
. . . c
successione di f.c. (¢x, ),>1 € Se X éunav.a. con f.c. px, allora X,, — X per n — oo se e solo se

limpy, (1) = @x(t)

per ognit € R.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.349). O

Si osservi che, nel caso in cui la v.a. X sia degenere e concentrata su c, allora si ha px(t) = €'/, e
la condizione del Teorema di Lévy si riduce alla condizione

lilllgoxn (t) == GiCt
n
perognit € R.

e Esempio 8.1.4. Sia (Z,),,>1 una successione di v.a. tale che la v.a. Z,, si distribuisce con legge Chi-
quadrato 2. Tenendo presente che dalla Sezione 6.8 risulta E[Z,,| = n e Var[Z,] = 2n, si consideri la

successione di v.a. standardizzate (X,,),>1, dove X, = % Dunque, dall'Esempio 7.1.7 e dalla

log(px. (£) = — \/git . glog (1 . \/git> .

Inoltre, dalle proprieta dell'espansione in serie della funzione logaritmica in campo complesso, per
ogni ¢ € C tale che |c| < 1risulta

Proposizione 7.1.5 si ha

1
log(l+¢)=c— 5024—0(02) ,

2 2 t2
1og<1—,/—it> = —y/—it+—4o(nt).
n n n

da cui

Dunque, si ha

da cui
limpyx (1) =e 2
n
Risulta immediato riconoscere che la precedente espressione ¢ la f.c. relativa a una v.a. X con legge

Normale ridotta N (0, 1) e percio si ottiene infine che X, L x per n — oo. O

e Esempio 8.1.5. Analogamente all'Esempio 8.1.4, si consideri la successione di v.a. (Z,),>1, tale
che la v.a. Z, si distribuisce con legge Chi-quadrato x?2. Si consideri inoltre la successione di v.a.
(X,)n>1, dove X,, = n~1Z,. Tenendo presente I'Esempio 7.1.7, si ottiene

21t "
(IOXH (t) - (1 - _) *

n
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Dunque, si ha
limpx (t) = e .
n
Dal momento che la precedente espressione fornisce la f.c. di una v.a. degenere X concentrata sul

valore 1, risulta dunque X, £> 1 per n — oc. O

e Esempio 8.1.6. Si consideri la successione di v.a. (Z,),>1 tale che la v.a. Z,, si distribuisce con
legge di Poisson P(A,). Inoltre, (A,),>1 € una successione per cui A, — 0o per n — oo. Dalla

Sezione 6.2 si ha E[Z,] =)\, e Var[Z,] = \,, ¢ quindi si consideri la successione di v.a.

standardizzate (X,,),>1, dove X, = % Dunque, dall'Esempio 7.1.2 e dalla Proposizione 7.1.5 si

ha

log(iox, (1) = An eV = Ay = /Ayt
Inoltre, dalle proprieta dell'espansione in serie della funzione esponenziale in campo complesso, per
ogni ¢ € Crisulta

, 1
e":1+c—|—502+0(c2),

da cui

1y it 12
et =1 T (Y.

S 2,

Dunque, si ha

log(px, (t) = — = + Mo(X, 1),
da cui
limpx, (t) =€

La precedente espressione fornisce la f.c. relativa a una v.a. X con legge Normale ridotta A/(0,1) e

quindi si ha infine che X, £ x per n. — oo. O

Teorema 8.1.3. Se (X,),>1 € una successione di v.a. discrete a valori su S, CN a cui
corrisponde la successione di f.g. (Gx,).>1 € Se X & un'ulteriore v.a. discreta a valori su S C N con

f.g. Gx, allora X, £ x per n — oo se e solo se
lim GX,, (t) = GX(t)

per ogni ¢ € [0, 1].
Dimostrazione. Si veda Gut (2005, p.240). O

e Esempio 8.1.7. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con
legge Binomiale B(n, p,,). Inoltre, la successione (p,),>1 € tale che l'ulteriore successione (np;,),>1
converge alla costante A € |0, co|. Tenendo presente I'Esempio 7.2.1, si ha

np,(t — 1))” '

Gx, (t) = (1 —pp+p,t)" = (1+ -
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Dunque, si ha
lim Gy (t) = M7V
La precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X distribuita con legge di Poisson P(\) e dunque

X, — X per n — oo. Questo risultato ¢ in effetti gia noto dalla Sezione 6.2. O

e Esempio 8.1.8. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con
legge Binomiale Negativa BA/ (n, p,). Inoltre, la successione (p,),>1 € tale che l'ulteriore successione

(ng—) >1, dove ¢, = 1 — p,, converge alla costante A € |0, co[. Tenendo presente I'Esempio 7.2.3, si

. n ni(1—1¢)\ "
G&mz(yzt):<ykﬂ7f_>.

ha
lim Gy (t) = M7V

Dunque, si ha

Dal momento che la precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X con legge di Poisson P(\), si

ha X, £ x per n — oo. Questo risultato ¢ in effetti gia noto dalla Sezione 6.3. O

Teorema 8.1.4. (Teorema della trasformata continua) Sia (X, ),>1 una successione di v.a. e X
c N . . .
una v.a. tale che X, — X per n —oo. Se g: R — R e una funzione continua, allora si ha

9(X,) = g(X) per n — oo,
Dimostrazione. Posto Y,, = g(X,,) e Y = g(X), tenendo presente il Lemma di Fatou (Teorema
A.7), si ha

limpy, (t) = imE[e"™"] = E[lime""] = E[e™] = ¢y (?)
e la tesi segue dal Teorema 8.1.2. O

e Esempio 8.1.9. Analogamente all'Esempio 8.1.4, si consideri la successione di v.a. standardizzate
(Xn)n>1 dove X, = Z\/%Z, mentre la v.a. Z, si distribuisce con legge Chi-quadrato x?. Nel medesimo

Esempio ¢ stato verificato che X,, — X per n — oo, dove la v.a. X si distribuisce con legge Normale
ridotta NV (0, 1). Tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.8, se si considera la funzione continua

. c e
g:x+— 2, allora risulta X2 = Y per n — oo, dove la v.a. trasformata Y = X? si distribuisce con
legge Chi-quadrato x?. O

8.2. Convergenza in probabilita

Un secondo concetto di convergenza, detto convergenza in probabilita, viene introdotto nella
seguente definizione.

Definizione 8.2.1. Se (X, ),>1 ¢ una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), allora si dice che la successione converge in probabilita alla v.a. X, definita sul medesimo
spazio probabilizzato, se per ogni € > 0 si ha
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IimP(| X, — X|>¢)=0

. P
e si scrive X,, — X per n — oo. O

In pratica, la definizione di convergenza in probabilita richiede che la probabilita dell'evento che si
realizza quando le v.a. X,, e X differiscono tenda a 0 per n — oo. Nel caso in cui la v.a. X sia
degenere e tale che P(X = ¢) = 1, allora la condizione della Definizione 8.2.1 si riduce a

lim P(|X,, —c[>¢)=0

e con un abuso in notazione quasi universalmente adottato nei testi di Teoria della Probabilita, la

. s P . .
convergenza in probabilita viene denotata con X,, — ¢ per n — oo. Infine, si osservi che nel
linguaggio della Teoria della Misura questo tipo di convergenza ¢ in effetti la cosiddetta convergenza
in misura.

e Esempio 8.2.1. Data la v.a. X con legge Normale ridotta N'(0, 1), si consideri la successione di v.a.
(X,)n>1 tale che X, = (1 —n"1)X. Si vuole verificare che la successione di v.a. converge in
probabilita alla v.a. X. Dal momento che

P(X,—X|>e)=1-P(|X, — X| <e)=1- P(|X| < ne)

e dr=2— 20(ne) ,

ne 1
- /
—ne \/ 2
allora si ha
lIimP(| X, — X| >¢)=2—-21lim®P(ne) =0
e quindi X, L x per n — oQ. O
e Esempio 8.2.2. Data la v.a. Z con legge ridotta di Cauchy (si veda I'Esempio 4.1.4), si consideri la

successione di v.a. (X,,),>1 tale che X, = n~'Z. Si vuole verificare che la successione di v.a.
converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata su 0. In effetti, si ha

P(|X,| >¢)=1—-P(|X,| <e)=1-P(|Z| < ne)
ne 1 2
= 1—/ —————dz =1 — —arctan(ne) ,
—ne T(L + 2%) m
da cui

2
lim P(|X,| > ¢) =1 — — limarctan(ne) = 0
n mT n

e quindi X, L0 per n — oo. O

La seguente Proposizione fornisce la condizione sufficiente per la convergenza in probabilita ad
una v.a. degenere.

Proposizione 8.2.2. Sia (X,),>1 una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P). Se esiste un § > 0 per cui si ha

limE[| X, —¢|’] =0,
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allora X, L per n — oo.
Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6), per € > 0 si ha
_ ElIX, —c|’]

P(|X,—c¢|>¢e)=P(|X, —c]’ > < 5

e quindi dall'ipotesi fatta risulta lim,, P(|X,, — ¢| > €) = 0. O

Dal momento che E[(X,, — ¢)?] = Var[X,,] + (E[X,] — ¢)?, si osservi che per § = 2 la condizione
data nella Proposizione 8.2.2 ¢ equivalente alle condizioni lim,E[X,| = ¢ e lim,, Var[X,,] = 0.

e Esempio 8.2.3. (Legge dei Grandi Numeri di Bernoulli) Si consideri la successione di v.a.
indipendenti (X,,),>; tale che la v.a. X,, si distribuisce con legge Binomiale B(1, p) per ogni n.
Inoltre, si consideri la successione di v.a. (Z,,),>1, dove Z,, = n~'S, e S,, = >_}'_ X.. Essendo

E[Z,] =E[X,] =p,
allora

E[(Z, — p)?] = Var[Z,] = %Var[Xn] — % ,

da cui 1im,E[(Z,, — p)?] = 0. Dunque, si puod concludere che Z,, N p per n — oo. Dal momento che
n~1S, rappresenta la percentuale di successi in n esperimenti indipendenti dicotomici con probabilita
di successo pari a p (ovvero quando si considera lo schema delle prove ripetute, vedi Esempio 1.5.2),
allora il precedente risultato stabilisce che la percentuale di successi converge alla probabilita di
successo nel singolo esperimento. Questa particolare convergenza in probabilita costituisce in effetti la
Legge Debole dei Grandi Numeri di Jakob Bernoulli e sara analizzata nella sua forma generale in
questa Sezione. O

La condizione della Proposizione 8.2.2 ¢ sufficiente, ma non necessaria, per la convergenza in
probabilita verso una v.a. degenere. In effetti, tale convergenza si pud verificare senza che
E[(X,, — ¢)?] converga verso zero. Ad esempio, questo pud accadere con successioni di v.a. che non
possiedono primo o secondo momento finito.

e Esempio 8.2.4. Si consideri la successione di v.a. discrete (X,,),>1, tale che la v.a. X, ¢ a valori
sull'insieme S = {0,n} con legge essenziale P(X, =0)=1-n"1 e P(X,=n)=n"' La
successione di v.a. (X,,),>1 converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata sullo 0. In effetti,
per € > nrisulta P(|X,,| > €) = 0, mentre per ¢ < n si ha

1
P(IX,| > ) =1- P(X, =0) = .

Dunque, si ha lim,, P(| X,,| > ¢) = 0, da cui X, il 0 per n — oo. Tuttavia, ¢ immediato verificare che
E[X?2] = n e quindi lim,,E[X?] = oco. Inoltre, si haE[X,,] = 1, da cui ovviamente segue che

ImE[X,| =1,
ovvero la successione delle medie (E[X,]),>1 non converge verso 0. O

e Esempio 8.2.5. (Legge di Pareto) Si consideri la v.a. assolutamente continua Z che ammette d.p.
data da

fz(x) = az™* M (2),
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dove o € ]0,00[. Si consideri inoltre la successione di v.a. (X,,),>1, dove X, =n~'Z. Si vuole
verificare che per ogni « la successione di v.a. converge in probabilita ad una v.a. degenere
concentrata sullo 0. In effetti, si ha

ne
P(X,|>¢e)=1-P(|X,|<e)=1—-P(|Z| <ne)=1-— / azdz = (ne)™®,
1

da cui

lim P(|X,,| >¢) =lim(ne) * =0

e quindi X, Lo per n — oo. Tuttavia, per « € ]0,2] risulta lim, E[X?2] = co. La legge ¢ stata
introdotta dall'economista Vilfredo Pareto (1848-1923). O

Le prossime Proposizioni riguardano il legame esistente tra la convergenza in probabilita e la
convergenza in distribuzione. Piu esattamente, si evidenzia che la convergenza in probabilita implica
la convergenza in distribuzione, mentre la proposizione inversa ¢ vera quando si ha la convergenza in
distribuzione verso una v.a. degenere.

Proposizione 8.2.3. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio

probabilizzato (2, F, P), se X, A x per n — oo allora si ha X, £ x per n — oo.
Dimostrazione. Se ¢ > 0, allora risulta

Fx,(z) = P(X, < 2) = P({X, <2} N{[ Xy, — X| <e}) + P({X,, <z} N {[Xy — X| > e})
< PX <z +epn{]X, — X| <e}) + P X, - X[ >¢)
<PX<z+e)+P(X,—X|>¢).

Dalla definizione di convergenza in probabilita si ha lim, P(]X,, — X| > ¢) = 0 e dunque

limsup, Fx, () < Fx(z+¢).
In modo analogo si ottiene

liminf, Fx (x) > Fx(x —¢).
Dal momento che ¢ ¢ arbitrario, per ogni x per cui F'y € continua si ha

Fx(z) = Elir(x)1+ Fx(z —¢) <liminf, Fx (z) < limsup, Fx, (z) < 81_i>r[1]1+ Fx(x +¢) = Fx(x),

da cui segue lim, Fx, () = Fx(x), ovvero X, L x per n — oo. O

Proposizione 8.2.4. Data una successione di v.a. (X,),>1 definite sullo spazio probabilizzato

P L
(Q,F, P),allora X,, — ¢ pern — oo se e solo se X,, — c per n — oc.
Dimostrazione. Sulla base della Proposizione 8.2.3 si deve dimostrare solo 1'implicazione inversa.
See > 0,siha

P(|X,—¢c|>e)=1-P(|X,—c|<e)=1—Fx (c+e)+ Fx, (c—¢)—P(X,=c—¢)
<1—Fy(cte)+Fx,(c—g).

Dal momento che X, A c per n — oo, ovvero lim, Fx, (x) = 1. «((x) per ogni x # c, allora si ha
lim, Fx, (c +¢) = 1elim,Fx, (c — ) = 0. Dunque, risulta
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lim(1— Fx, (c+¢)+ Fx,(c—¢)) =0,

: P
da cui segue che X,, — ¢ per n — oo. O

e Esempio 8.2.6. Analogamente all'Esempio 8.1.5, si consideri la successione di v.a. (Z,),>1, tale
che la v.a. Z,, si distribuisce con legge Chi-quadrato X%, e la successione di v.a. (X,,),>1, dove

. N . L
X, =n"'Z,. Nel medesimo esempio ¢ stato verificato che X, — 1 per n — oo e dunque dalla

Proposizione 8.2.4 si ha anche X, L per n — oo. O

Si introducono di seguito alcuni risultati sulla convergenza per successioni di trasformate di v.a. In
particolare, viene dato il cosiddetto Teorema di Cramér-Slutsky, che prende nome dallo statistico
matematico svedese Harald Cramér (1893-1985) e dal probabilista ed economista russo Evgeny
Evgenievich Slutsky (1880-1948).

Teorema 8.2.5. (Teorema della trasformata continua) Date una v.a. X e una successione di v.a.
(Xn)n>1 definite sullo stesso spazio probabilizzato (2, F, P), se X, L x pern —-oceg:R—Ré

. . : P
una funzione continua, allora si ha g(X,,) — ¢(X) per n — oc.

Dimostrazione. Sia ¢ > 0 una costante per cui si ha P(|X| > ¢) < 36 con § > 0. Inoltre, dal
momento che g ¢ continua, allora per n abbastanza elevato esiste un 6 = 6(¢) tale che

P(lg(Xn) — 9(X)| > €) = P({|9(X0) — g(X)| > e} N {|X] < ¢})
+ P({lg(Xn) — g(X)| > e} n{|X[ > c})

)
SP(|Xn—X|>5)+P(|X|>C)§§+§:5,

>

da cui segue che g(X,,) 5 g(X) per n — oo. O

Teorema 8.2.6. (Teorema di Cramér-Slutsky) Si considerino due successioni di v.a. (X,,),>1 €
(Y,,)n>1 definite sullo stesso spazio probabilizzato (2, F, P) e la v.a. X definita sul medesimo spazio

probabilizzato. Se X, £ Xe Y, Le per n — oo, allora si ha

X, +Y, 5 X+ec,

X, Y, 5 ex,
X, ¢ X
Y, i?,(;#o,

per n — oo.
Dimostrazione. Si dimostra la prima relazione. Per € > 0, si ha

Fy, v, (z) = P(Xn + Y, <)

P{Xn+Y, <z} n{[Yy—c| <e}) + P{Xo + Yo <z} 0 {[Y, — ¢ > e})
PUXn <z —cH+efn{lY, —c|<e}) + P(|Y,—c| >¢)
PX,<z—c+e)+P(|Y,—c|>¢).

VARVANI
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Dalla definizione di convergenza in probabilita si ha lim, P(|Y,, — ¢| > ) = 0 e dal momento che
X, 5 X, se (z — ¢ + €) ¢ un punto di continuita per Fx, si ha

limsup, Fx v, (v) < Fx(z —c+e¢).
In modo analogo, se (z — ¢ — €) ¢ un punto di continuita per F'y, si ottiene

liminf, Fx v (z) > Fx(z —c—¢).

Dal momento che € puod essere scelto in modo arbitrario e che I'insieme dei punti di discontinuita di
Fx ¢ al piu numerabile (Proposizione 3.2.6), per ogni (z — ¢) per cui Fy ¢ continua si ha

lim Fy v (z) = Fx(z —¢),

c C .
ovvero X, + Y, — X + ¢ per n — oo. Le altre relazioni si verificano in modo analogo. O

e Esempio 8.2.7. Si consideri la successione di v.a. (Z,,), dove la v.a. Z,, si distribuisce con legge ¢ di

Student con n gradi di liberta. Tenendo presente la Sezione 6.10, la v.a. Z,, puo essere rappresentata

come 7, — \/%’ dove la v.a. X, si distribuisce con legge Normale ridotta N (0, 1), mentre la v.a.

Y, si distribuisce con legge Chi-quadrato 2. Dall'Esempio 8.2.6 si ha che n~'Y,, L per n. — oo.
Inoltre, dal momento che la funzione g : z — \/5 ¢ continua, dal Teorema 8.2.5 si ha \/n1Y,, il 1
per n — oo. Infine, tenendo presente che banalmente si ha X, £ 7, dove la v.a. Z si distribuisce con

legge Normale ridotta N (0, 1), dal Teorema 8.2.6 si ha infine che Z, 5 Z pern — oQ. O

Il seguente Teorema fornisce un celebre risultato, ovvero la cosiddetta Legge Debole dei Grandi
Numeri, nella sua forma piu comune.

Teorema 8.2.7. (Legge Debole dei Grandi Numeri) Sia (X,,),>1 una successione di v.a. non
correlate definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che per ogni n si ha E[X,|=u €
Var[X,] < ¢ < co. Data l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1, dove Z, =n~'S, e S, = >7_ X},

) P
allorasi ha Z, — ppern — oo.
Dimostrazione. Dal momento che

1 n
EZ,] = — Y B[] = 4
k=1
e, dal momento che le v.a. della successione sono non correlate, si ha

Var[Z,] = — ZVar[Xk] < % .

1 n
2
n* £

k

Inoltre, dalla disuguaglianza di Chebyshev (Teorema 4.3.7), per € > 0 si ha

Var[Z,] c
< —<

P(|Z, — p| > ¢)

ne?
Dunque, risulta

lim P(|Z, —u| >¢) =0,

P
ovvero Z, — [ pern — oQ. O
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Un'ulteriore versione fondamentale della Legge Debole dei Grandi Numeri ¢ stata ottenuta in un
approccio generale dal probabilista russo Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-1959) e viene data
di seguito.

Teorema 8.2.8. (Legge Debole dei Grandi Numeri di Khinchin) Sia (X,,),>1 una successione di
v.a. indipendenti con la medesima legge definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che per
ogni n si ha E[X,] = u. Data l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1, dove Z,=n"15, e

S, =>1_1 Xy, allorasi ha Z, il /L PEr n — oo.
Dimostrazione. Dalla Proposizione 7.1.7 si ha

Inoltre, dalle Proposizioni 7.3.6 ¢ 7.1.5 si ha
ipt "
pat) = (142 4 o))

da cui

limpx, () = " .
n

Dunque, tenendo presente il Teorema 8.1.2 si ha Z,, LA 14 per n — 0o, ovvero dalla Proposizione 8.2.4

e P
si ottiene infine che Z,, — u per n — oo. O

8.3. Convergenza quasi certa

Un terzo concetto di convergenza, detto convergenza quasi certa, viene introdotto nella seguente
definizione.

Definizione 8.3.1. Se (X,,),>1 € una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P), allora si dice che la successione converge quasi certamente alla v.a. X, definita sul
medesimo spazio probabilizzato, se I'evento

{we Q: li7rlan(w) =X(w)} = {lirran" =X}

si verifica q.c., ovvero se

PlimX, =X)=1,
e si scrive X, % x per n — o0. O

Nel caso in cui la v.a. X sia degenere e tale che P(X = c¢) =1, allora la condizione della
Definizione 8.3.1 si riduce a

P(limX, =¢) =1,

e con il solito abuso in notazione, la convergenza quasi certa viene denotata con X, e per n — o0.
Nel linguaggio della Teoria della Misura questo tipo di convergenza ¢ in effetti la cosiddetta
convergenza puntuale. Dal momento che la misura dello spazio fondamentale ¢ finita, in Teoria della
Probabilita la convergenza puntuale coincide con la convergenza uniforme.

Risulta inoltre interessante notare che, dalla definizione di limite, l'evento {lim,X, = X} si
verifica se per ogni intero m esiste un intero n tale che per ogni k > n si verifica l'evento
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{| Xy — X| < m~'}. Dunque, anche tenendo presente la definizione di limite superiore di una
successione di eventi, si ha

[c.olENNe e ENe o]

{limX, = X} = (VJ[){1Xs = X| <m '} = limlimsup,, {|X,, — X| <m ™'},

m=In=1k=n

ovvero, dal momento che (limsup,{|X,, — X| < m™'}),,>1 & una successione decrescente di eventi €
in base al Teorema 2.2.10, la condizione della Definizione 8.3.1 ¢ equivalente a

P(lim X, = X) = P(ﬁ [j ﬁ {1Xi — X| < m‘1}>

m=1In=1k=n

= lim P(limsup, {| X, — X| <m™'}) =1.

La seguente Proposizione stabilisce una condizione necessaria e sufficiente affinche si verifichi la
convergenza quasi certa.

Proposizione 8.3.2. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (2, F, P), allora X, X per n — oo Se e solo se per ogni € > 0 si ha

limP< {1 X — X| < 5}) =1,

" k=n

0 equivalentemente che
limP(U {1 X — X| > z—:}) =0.
" k=n

Dimostrazione. Posto
Fn,m = ﬂ {|Xk _X‘ S mil} 5
k=n

si osservi che la successione di eventi (F), ,,),>1 € crescente per ogni intero m. Inoltre, la condizione
della Definizione 8.3.1 ¢ verificata se e solo se per ogni intero m si ha

P ((’j F) 1
n=1

Tenendo presente la definizione di limite di successione crescente di eventi, dal Teorema 2.2.10 si
ottiene inoltre

P (U Fm> = P(limF,,,) = lim P(F,,,),
n—1 n n

da cui segue la prima parte. Inoltre, dalla relazione di De Morgan si ha

Fom = (G {1 Xy — X| > m1}>

da cui segue la seconda parte. O

c
b
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e Esempio 8.3.1. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 dell'Esempio 8.2.1. Dal momento che si
ha

P(U {1X5 — X| > 5}) = P(U {1X] > k:»s}) = P(|X| > ne) = 2 — 20(ne)
k=n k=n
allora risulta

limP<U {1 X — X| > E}) =2—-2lim®(ne) =0

n ken n

e quindi X, Ux per n — oo. O

e Esempio 8.3.2. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 dell'Esempio 8.2.2. Dal momento che si
ha

P(G {1 Xk > 8}) = P([OJ {1Z]| > k:e}) =P(|Z]|>ne)=1- %arctan(ns) ,
k=n k=n

allora risulta

> 2
lim P X, | > =1——1 t =0
im <]€L_Jn{| k| z—:}) — limarc an(ne)

e quindi X, o per n — oo. O

Dalla Proposizione 8.3.2 si intuisce come la convergenza quasi certa implichi una condizione piu
forte di quella richiesta nella convergenza in probabilita. In effetti, vale la seguente Proposizione.

Proposizione 8.3.3. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio

- q.c. R P
probabilizzato (2, F, P), se X, X per n — oo allora si ha X,, — X per n — oc.
Dimostrazione. Dato € > 0, per ogni n si ha

P(|Xn—X]>5)§P< {]Xk—X|>€}>.
k=n
Dunque, se X, X per n — oo, dalla Proposizione 8.3.2 e dalla precedente relazione si ha

lim, P(|X,, — X| > ¢) = 0, ovvero X, Lx per n — oo. O

e Esempio 8.3.3. Si consideri la successione di v.a. discrete (X,,),>; dell'Esempio 8.2.4, assumendo

lI'indipendenza delle v.a. Evidentemente, anche in questo caso si ha X, il 0 per n — oco. Dunque, in
base alla Proposizione 8.3.3, se vi ¢ convergenza quasi certa la successione deve necessariamente
convergere verso una v.a. degenere concentrata sullo 0. Tuttavia, per ogni € >0 si ha
P(|X,| > ) = n~!, e dal momento che la serie armonica non converge risulta

P(O (1%, > a}) SN CAEEESy

n=1

= 0.

S

Dunque, dal Lemma di Borel-Cantelli (Teorema 2.7.1) si ottiene che P(limsup,|X,|>¢) =1,
ovvero la successione non puo converge quasi certamente a 0. O
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La seguente Proposizione fornisce condizioni sufficienti per la convergenza quasi certa verso una
v.a. degenere.

Proposizione 8.3.4. Data una successione di v.a. (X,),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (€2, F, P), allora X,, =5 ¢ per n — oo se per ogni ¢ si ha

ZP(|Xn—c| >¢g) <o00.

n=1

. q.c. . ..
Alternativamente, X,, — ¢ per n — oo se esiste un § > 0 per cui si ha

iE [1 X, — ¢|’]
n=1

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Bonferroni (Teorema 2.2.8), segue che

P(G{|Xk—c|>€}> Sip(|Xk_C|>5)~

k=n k=n

Dal momento che l'ipotesi di convergenza della serie - | P(|X,, — ¢| > ¢) implica

o0

lim) " P(|Xy —c| >¢) =0,
" k=n

segue la prima parte. Tenendo presente la disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6), si ha inoltre
o o 1 o
Y P(Xp—c|>e) =) P(Xp—c' > < 5 > E[ X —cf].
k=n k=n k=n

Dal momento che I'ipotesi di convergenza della serie Yo | E[|X,, — ¢|*] implica
limz E[| X}, — c|’] =
" k=n

allora si ha la seconda parte. O

e Esempio 8.3.4. In modo simile all'Esempio 8.2.3, si consideri la successione di v.a. indipendenti
(X,)n>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con legge Binomiale (1, p) per ogni n. Inoltre, si consideri
l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1, dove Z, =n"'S, e S, = . _,X). Tenendo presente la
seconda condizione della Proposizione 8.3.4, posto 6 = 4, dal momento che S,, si distribuisce con
legge Binomiale B(n, p) si ha

2

1 3p*¢*  pq(1l—6pg
El(Z — )] = L EL(S, —npyt) = 22 4 2L Op0)

dove Il'ultima relazione ¢ stata ottenuta attraverso l'applicazione laboriosa, ma ovvia, della
Proposizione 7.1.6. Dunque, dalla definizione della funzione Zeta di Riemann (si veda Esempio 7.2.7),
risulta

E[(Zn — p)'] = 30°¢*C(2) + pa(1 — 6pq)¢(3) < o0,

NgE

3
Il
—_
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dove ((2) = %2 e ((3)<C4) = g—é. Dunque, si pud concludere che Z, — p per n — oo. Questa
particolare convergenza quasi certa costituisce un caso particolare della Legge Forte dei Grandi
Numeri. O

Il seguente Teorema fornisce la cosiddetta Legge Forte dei Grandi Numeri, nella forma introdotta
da Andrej Kolmogorov.

Teorema 8.3.5. (Legge Forte dei Grandi Numeri di Kolmogorov) Sia (X,,),>; una successione
di v.a. indipendenti con la medesima legge definite sullo spazio probabilizzato (€2, F, P), tali che per
ogni n si ha E[X,] = p. Data l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>;, dove Z,=n"1S, e
S, =>1_1 Xy, allorasi ha Z, 5 /L PEr n. — oo.

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.85). O

8.4. Convergenza in media

Un ulteriore concetto di convergenza, che ¢ usualmente detto convergenza in media di ordine p (o
semplicemente in media quadratica quando p = 2), viene definito di seguito. La convergenza in
media sara centrale nello sviluppo della teoria dell'integrazione stocastica presentata nel Capitolo 10.

Definizione 8.4.1. Se (X, ),>1 ¢ una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P) esep € ]0,o00], allora si dice che la successione converge in media di ordine p alla v.a. X,
definita sul medesimo spazio probabilizzato, se si ha

limE[| X, — X|"| =0

. L
e si scrive X,, — X per n — oo. O

La convergenza in media di ordine p risulta effettivamente equivalente alla convergenza in norma
di ordine p considerata nella Teoria della Misura. Questo ¢ il motivo per cui questo tipo di
convergenza viene indicata con il simbolo L” (si veda I'Appendice A). Nel caso in cui la v.a. X sia
degenere ¢ tale che P(X = ¢) = 1, allora la condizione della Definizione 8.4.1 si riduce a

KmE[| X, — ¢['] =0

. L T . .
e si scrive X,, — c per n — oo con il solito abuso in notazione.

e Esempio 8.4.1. Si consideri una successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti con la medesima legge e
tali che per ogni n si ha E[X,,] = p e Var[X,,] = 0 < oo. Si consideri inoltre I'ulteriore successione
di v.a. (Zp)n>1 con Z, =n'S, e S, = >°1_, X Dal momento che E[S,] = nu e Var[S,] = no?,

allora si ha

E[(Sn — nN)Q]

Var[S,] .. o*
B = 117?1 ; =0.

= lim
n n

limE[(Z, — p)?] = lim

. L2 )
Dunque, risulta Z,, — p per n — oo. Inoltre, dal momento che si ha

El|Z, — ul] < E[(Z, — )

per la disuguaglianza di Lyapunov (Teorema 4.3.2), risulta anche Z,, 4 4 per n — o0. O
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La convergenza in media di ordine p implica la convergenza in probabilita. Questo risultato era gia
stato in effetti evidenziato nella Proposizione 8.2.2 nel caso di convergenza ad una variabile degenere
e viene generalizzato nella seguente Proposizione.

Proposizione 8.4.2. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (2, F, P), se esiste un p € |0, oco[ per cui si ha X, 2x per n — oo allora risulta
X, L x per n — oo.

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6), per € > 0 si ha

E[| X, — X|*
P(X, - X|>¢)=P(|X, — X" >¢e") < M
£

e, dal momento che dalle ipotesi fatte si ha lim,E[|X,, — X|’] =0, allora risulta anche

lim, P(| X,, — X| > ¢) = 0, ovvero X, il X per n — oo. O

Per quanto riguarda la relazione fra convergenza quasi certa e convergenza in media di ordine p, in
generale non si possono fare affermazioni. In effetti, ci sono casi in cui vi € convergenza quasi certa,
ma non quella in media di ordine p e viceversa. I seguenti esempi evidenziano queste situazioni.

e Esempio 8.4.2. Si consideri una v.a. Z con legge Uniforme su |0, 1] e la successione (X,,),>1 dove
Xy =2"11((Z). Evidentemente la v.a. X,, ¢ discreta ed ¢ definita su {0,2"} con probabilita

P(X,=0)=1-n"'e P(X, =2") = n!. Tenendo presente la Proposizione 8.3.2 ¢ dal momento
che per ogni k > n si ha {|X;| > e} C {|X,| > €} q.c., allora per € > Orisulta

o0
. : .1
hmP( {| Xk >5}> =limP(X, >¢)=lim— =0,
n n n n
k=n
ovvero X, 0. Tuttavia, dal momento che
np
HmE[| X,|"] = lim — = o,
n n n
non vi € convergenza in media per nessun valore di p. O

e Esempio 8.4.3. Si consideri una v.a. Z con legge Uniforme su |0, 1] e sia data inoltre la successione
(Xn)nz1 dove X, = 1jom (jy1y2m((Z) con n=2" + 4, j={0,1,...,2" — 1} e m € N. Dunque,
X1 - 1[0,1[<Z), XQ - 1[07%[(2), X3 == 1[%’1[(2), X4 = 1[0%[(Z), X5 - 1[%7%[(Z), XG == 1[%&[(2),
X7 = 1[%71[(Z) e cosi via. In questo caso, X; ¢ una v.a. degenere tale che P(X; = 1) = 1, mentre X,
¢ una v.a. di Bernoulli di parametro P(X,, = 1) = 27" per n = 2™ + j > 1. Dal momento che

IimE[| X, |’] =1im2™"™ =0,
allora X, 20 per ogni valore di p. Tuttavia, dalla Proposizione 8.3.2, si ha

limP<U {1 X > e}> =limP(X; =1) =1,

k=n

ovvero la successione non converge quasi certamente a 0. O

La prossima Proposizione fornisce una condizione per la quale la convergenza quasi certa implica
la convergenza in media di ordine p.
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Proposizione 8.4.3. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (Q, F, P), se X, 5 X per n — oo e {|X,| <Y} ¢.c. per una v.a. Y tale che
E[Y?] < o0, allora si ha X, nx per n — oo.

Dimostrazione. Dalle assunzioni fatte si ha E[|X,|?] < E[Y?] < co. Inoltre, dal momento che

X, 5 X, allora risulta anche {|X| < Y} ¢.c. Dal momento che {|X,, — X| < | X,,| + | X|} ¢.c., si ha
anche {|X,, — X| < 2Y'} g.c. Quindi, per ogni € > 0 si ottiene

E[[X, — XJ] = E[| X, — X} 1p(| X, — X])] + E[|X,, — X]P 1 og(1 X, — X))
< el F2PE[Y L (| X, — X])] -

Tenendo ancora presente che X, — X, allora lim, E[Y?1 (| X, — X|)] = 0. Dunque, essendo &
arbitrario, dalla precedente relazione segue che lim,E[| X,, — X|?] = 0. O

8.5. Teoremi limite

Si considerano di seguito alcuni teoremi di convergenza che hanno importanti aspetti applicativi in
ambiti come la statistica inferenziale. Questi classici risultati sono comunemente denominati come
Teoremi Centrali del Limite (dove centrale va inteso nel senso di fondamentale) sulla base di una
traduzione leggermente impropria dalla terminologia inglese, ma di uso comune nella letteratura
italiana.

Teorema 8.5.1. (Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy) Sia (X,,),>; una successione
di v.a. indipendenti con la medesima legge e definite sullo spazio probabilizzato (€2, F, P), tali che
per ogni n si ha E[X,,] = u e Var[X,] = 0% < oo. Si consideri inoltre la successione di v.a. (Z,),>1
con

Sn - E[Sn] - Sn —np
Var[S,] o\/n

Z, =

e S, => X Selav.a. Z sidistribuisce con legge Normale A(0, 1), allora Z, £ Z per n — oo.
Dimostrazione. Posto Y}, = @, si ha E[Y);] = 0 e Var[Y;] = 1. Sulla base della Proposizione
7.1.6, pert — 0 la f.c. della v.a. Y}, puo essere espressa come

oy, (t) = 1 +itE[Y;] + % E[YZ] +o(t*) =1 — g + o(t?) .

Dal momento che

allora si ottiene

Dunque, si ha

ovvero dal Teorema di Lévy (Teorema 8.1.2) si ottiene la tesi. l
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Questa versione di Teorema Centrale del Limite ¢ stata appunto introdotta da Paul Lévy e dal
probabilista finnico Jarl Waldemar Lindeberg (1876-1932). Il Teorema 8.5.1 contiene come caso
particolare la versione primitiva del Teorema Centrale del Limite data da Abraham de Moivre, nella
quale si assume che (X,),>1 sia una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge e tale che
ogni v.a. X,, si distribuisce con legge di Bernoulli B(1,p). Dal momento che S, =Y ;_;Xj si
distribuisce con legge Binomiale B(n, p) (si veda 1'Esempio 7.4.3), il Teorema Centrale del Limite
dato di De Moivre fornisce la convergenza in legge della successione di v.a. standardizzate (Z,,),>1,
dove Z,, = ”S:"/;LIZ’, ad una v.a. con legge N (0, 1) per n — oc.

La seguente versione di Teorema Centrale del Limite puod essere applicata a successioni di v.a.
indipendenti con differenti medie e varianze. Il Teorema, oltre che da Paul Lévy e da Jarl Lindeberg,
prende nome dal probabilista croato Vilibald (William) Srecko Feller (1906-1970).

Figure 8.5.1. Vilibald (William) Srecko Feller (1906-1970).

Teorema 8.5.2. (Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller) Sia (X,),>; una
successione di v.a. indipendenti definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che E[X,,] = p,, €
Var[X,] = 02 < co per ogni n. Posto v2 =Y} 0%, si consideri inoltre la successione di v.a.
(Zyn)n>1 CON

ZILZLZ(X]C_IU/]C)

Un 3

Se per ogni e > 0 si ha

n

lim — ZE[(Xk — piz)? Loy, o0[(| X — )] =0,
n k=1

allora Z, 5z per n — oo, dove lav.a. Z si distribuisce con legge Normale A (0, 1).
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.359). O

La prossima versione di Teorema Centrale del Limite ¢ dovuta a Lyapunov. Nelle medesime ipotesi
del Teorema Centrale del Limite dato da Lindeberg-Lévy-Feller, questa versione richiede una
condizione piu forte, ma spesso piu facile da verificare. Si tenga comunque presente che la condizione
del Teorema Centrale del Limite dato da Lindeberg-Lévy-Feller ¢ necessaria e sufficiente.

Teorema 8.5.3. (Teorema Centrale del Limite di Lyapunov) Sia (X,,),,>; una successione di
v.a. indipendenti definite sullo spazio probabilizzato (2, F,P), tali che E[X,]=upu, e
Var[X,] = 02 < co per ogni n. Posto v2 = >",_ 0%, si consideri inoltre la successione di v.a.
(Zn)nzl con
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n

Zn:iZ(Xk_,Uk)-

Un =1

Se esiste un 6 > 2 tale che E[|X,|°] < oo per ogni n e che

allora Z, Ny per n — oo, dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale A/ (0, 1).
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.362). O

e Esempio 8.5.1. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>1 tale che la v.a. X, si
distribuisce con legge Binomiale B(1, p,). Risulta dunque v? = >_}_, py.qi. Inoltre, dal momento che
{| X% — pr| < 1} q.c., segue che

E[| Xk — pel’] = E[(Xy — pr)*| Xk — pel] < E[(Xk — pi)?] = prtic -

Dunque, considerando il Teorema 8.5.3 con 6 = 3, si ha

/—ZE!Xk wel’l £ —= Zpqu —
n k= n k=

e la relativa condizione ¢ dunque soddisfatta se lim,v, = co. In questo caso, se si considera la

successione di v.a. (Z,,),>1, con

1 - Sn - Zn— Dk
Zn=—> (X)—pp) = —===12
Un ; \V Zkzlpk:Qk

e S, = ZZ:le’ risulta 7, £> Z per n — oo dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale
N (0,1). Questo risultato costituisce in effetti una estensione del Teorema Centrale del Limite dato da
De Moivre. In particolare, se esiste ¢ € |0, 1] tale che p € ]c, 1 — ¢[, allora si ha anche ¢ € ], 1 — ¢|
e da cui segue v, > nc?, ovvero la condizione di Lyapunov & soddisfatta. La condizione di Lyapunov
puo essere soddisfatta perfino se lim,, p, = 0. Ad esempio, se p, = n~', allora si ha

1 &1

e quindi la condizione ¢ verificata dal momento che la serie armonica Y .- ;7! non converge, mentre
2

risulta )7 n? = ((2) = % O

Si considera infine un Teorema di convergenza, comunemente detto metodo Delta, che ¢ spesso
di notevole utilita pratica per lo studio di successioni di v.a.

Teorema 8.5.4. (Metodo Delta) Sia (X,,),~1 una successione di v.a. indipendenti con la medesima
legge e definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Sia inoltre (Z,,),,>1 la successione di v.a. con

dove 6 e 1) sono opportune costanti, tale che Z, £z per n — oo e dove la v.a. Z é distribuita con
legge Normale N(0,1). Se g: R — R & una funzione continua e differenziabile tale che ¢ (0) # 0,
data la successione di v.a. (Y;,),>1 con
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m—fg " _|w(9)’

sihay, £ Z per n — oo.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995). O

e Esempio 8.5.2. Sia (Z,),>1, dove Z, = n~1S,, una successione di v.a. indipendenti e con la
medesima legge tale che ogni v.a. S, ¢ distribuita con legge Binomiale B(n, p). Tenendo presente il
Teorema Centrale del Limite di De Moivre, la successione di v.a. (V},),>1 con

Vo= n— P
/p 1 _
¢ tale che V, Ly per n — oo, dove la v.a. V si distribuisce con legge Normale A/(0, 1). Dunque, se

g:R — R ¢ una funzione continua e differenziabile tale che ¢'(p) # 0, per la successione di v.a.
(Y,)n>1 con

9(Z,) — 9(p)

Y= 19'(p)| /P —p)

. c : oo
risulta Y;, = V per n — oo. In particolare, se si richiede che |¢'(p)|+/p(1 — p) = 1, allora deve
essere g(p) = 2arcsin(,/p), ovvero in questo caso si ha

Y, = 2+/n (arcsin(\/Z,) — arcsin(/p)) .

Questa particolare scelta della funzione g ¢ detta trasformazione stabilizzatrice, in quanto permette di
ottenere una costante al denominatore della precedente definizione della v.a. Y,,. Questo risultato ¢
spesso utile nella statistica inferenziale. O

8.6. Convergenza di vettori aleatori

I concetti di convergenza possono essere estesi al caso di v.v.a. Per quanto riguarda la notazione
adottata in questo capitolo, || - || denota come al solito la distanza euclidea in R*. Inoltre, se Fx
rappresenta la fr.c. di un v.v.a. X con k componenti marginali, z = (zy,...,2;)" & un punto di
continuita di F'y se la frontiera dell'insieme | — 0o, 1] X --- x | — 00, ] ha probabilita nulla.

Definizione 8.6.1. Se (X,),>1 ¢ una successione di v.v.a. (ognuno dei quali possiede k& componenti
marginali) a cui corrisponde la successione di fr.c. (Fx, ),>1, si dice che la successione di v.v.a.
converge in legge al v.v.a. X con frr.c. Fx se per ogni punto di continuita = € R* di F si ha

lim FXn (.T) = FX(SU)

e si scrive X,, — X per n — oo. Se (X,),>1 ¢ una successione di v.v.a. definiti sullo spazio
probabilizzato (€2, F, P), si dice che la successione di v.v.a. converge in probabilita al v.v.a. X,
definito sul medesimo spazio probabilizzato, se per ogni € > 0 si ha

lim P(|| X, — X| >¢) =0
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o P . : . . .
e si scrive X, — X per n — oco. Se (X,),>1 ¢ una successione di v.v.a. definiti sullo spazio
probabilizzato (2, F, P), si dice che la successione di v.v.a. converge quasi certamente al v.v.a. X,
definito sul medesimo spazio probabilizzato, se l'evento

{we Q: lim, X, (w) = X(w)} = {lim, X, = X}

. . . . q.c. . . . ..
si verifica g.c. e si scrive X, — X per n — oo. Se (X,,),>1 € una successione di v.v.a. definiti sullo
spazio probabilizzato (€2, F, P), si dice che la successione di v.v.a. converge in media di ordine p al
v.v.a. X, definito sul medesimo spazio probabilizzato, se

LmE(]| X, — X||) =0

per p € ]0,00[ e si scriveXngXpern—u)o. O

La gran parte dei risultati ottenuti per successioni di v.a. possono essere opportunamente estesi al
caso di v.v.a. Di conseguenza, vengono considerati nel seguito solo alcuni Teoremi che hanno
interesse specifico per v.v.a.

Il prossimo Teorema consente di determinare la convergenza in legge di una successione di v.v.a.
attraverso la convergenza in legge di combinazioni lineari degli elementi della successione ed ¢
dovuto a Harald Cramér e allo statistico ¢ matematico norvegese Herman Ole Andreas Wold (1908-
1992).

Teorema 8.6.2. (Teorema di Cramér-Wold) Data una successione di v.v.a. (X,,),>1 (ognuno dei

quali possiede k£ componenti marginali), allora X, L x per n — oo se e solo se c'X,, L x per
ogni c € R”.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.383). O

e Esempio 8.6.1. Si consideri la successione di v.v.a. (Z,,),>1 tale che ogni v.v.a. Z, ¢ distribuito con
legge Normale Multivariata N (j, 2) e l'ulteriore successione di v.v.a. (X,,),>1 dove X,, = n~'Z,.
Dall'Esempio 7.3.2 & noto che la v.a. ¢! Z,, si distribuisce con legge Normale A (¢, T X¢). Dunque,
lav.a. c'X, ¢ tale che

1
Ec'X,]=~c"u
n

1
Var[c' X,] = — c'Xe.
n

Di conseguenza, dalla Proposizione 8.2.2 segue che c'X, L0 per n — oo e quindi dalla

Proposizione 8.2.4 si ottiene che c' X, £0 per n — oo. Dunque, dal Teorema 8.6.2 risulta infine che

c . . )
X, — 0 per n — oo, ovvero la successione di v.v.a. converge in legge ad un v.v.a. degenere
concentrato sul vettore a componenti nulle. O

Teorema 8.6.3. Data una successione di v.v.a. (X,,),>1 (ognuno dei quali possiede k£ componenti

marginali) e se il v.v.a. X @& degenere e tale che P(X =c¢) =1 con ¢ € R¥, allora X, L x per
n — oo Se e solo se ogni componente marginale del v.v.a. X,, converge in probabilita alla rispettiva
componente marginale del v.v.a. X. Analogamente, X, X per n — oo se e solo se ogni
componente marginale del v.v.a. X,, converge quasi certamente alla rispettiva componente marginale
del v.v.a. X.

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.378). O
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e Esempio 8.6.2. Si consideri la successione di v.v.a. (Z,),>1 tale che il v.v.a. Z,, ¢ distribuito con
legge Multinomiale M(n, p) dove p = (pi,...,pr)" € l'ulteriore successione di v.v.a. (X,,),>; dove
X, =n"'Z,. DalllEsempio 7.4.1 & noto che la j-esima componente marginale del v.v.a. Z, si
distribuisce con legge Binomiale B(n,p;) e dunque dall'Esempio 8.3.4 si ottiene che la j-esima
componente marginale del v.v.a. X, converge quasi certamente ad una v.a. degenere concentrata su

. . . . q.c. . .
p;. Quindi, dal Teorema 8.6.3 si ha infine che X,, — p per n — oo, ovvero la successione di v.v.a.
converge quasi certamente al v.v.a. degenere concentrato sul vettore p. O

Teorema 8.6.4. (Teorema Centrale Multivariato del Limite) Sia (X,,),>1 una successione di
v.v.a. indipendenti con la medesima legge (ognuno dei quali possiede k£ componenti marginali) e
definiti sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che per ogni n si ha E[X,,] = p e Var[X,|] = %
dove det(X') < oo. Si consideri inoltre la successione di v.v.a. (Z,),>1 con

e S, =Y, X Se il vva. Z e distribuito con legge Normale Multivariata A (0,Y), allora

c
Zn — Z pern — oo.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.385). O

e Esempio 8.6.3. Si consideri la successione di v.v.a. (X,,),>1 tale che ogni v.v.a. Z, ¢ distribuito
con legge Multinomiale M (1, p). Inoltre, dall'Esempio 7.4.5 risulta che la legge del v.v.a. S, ¢
Multinomiale M (n, p). Dunque, il Teorema Centrale Multivariato del Limite fornisce la convergenza
in legge della successione di v.v.a. (Z,),>1, dove Z, = n_%(Sn —mnp), ad un v.v.a. con legge
N (0, diag(p) — pp") per n — oo. O

Teorema 8.6.5. (Metodo Delta Multivariato) Sia (X,,),,>1 una successione di v.v.a. indipendenti
con la medesima legge (ognuno dei quali possiede £ componenti marginali) e definiti sullo spazio
probabilizzato (2, F, P). Sia inoltre (Z,),>1 la successione di v.v.a. con Z, = \/n(X, — 0), tale

che Z, £ Z per n — oo, dove il v.via. Z é distribuito con legge Normale Multivariata N} (0,%),
mentre § € R* e ¥ ¢ una matrice simmetrica definita positiva. Se ¢ : R* — R” & una funzione
continua e differenziabile tale che A = % g(x)‘mze e una matrice non nulla, data la successione di

vva. (Y,).>1 cony, = \/E(g(Xn) —g(0)),sihay, Ly per n — oo, dove il v.v.a. Z é distribuito
con legge Normale Multivariata A, (0, AT@ A).
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.385). O

8.7. Riferimenti bibliografici

I testi di Ferguson (1996), Serfling (1980) e van der Vaart (1998) considerano estesamente gli
argomenti relativi alle convergenze probabilistiche, con speciale attenzione alle applicazioni
statistiche. Il testo di Petrov (1995) ¢ espressamente dedicato ai teoremi limite. I testi con approccio
alla probabilita basato sulla Teoria della Misura hanno ampie parti dedicati alle convergenze e ai
teoremi limite, come ad esempio Ash e Doléans-Dade (2000), Billingsley (1995), Gut (2005), Resnick
(2014) e Shiryaev (2019).
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8.8. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume 1'esistenza
di uno spazio probabilizzato (€2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.

Sezione 8.1

e Esercizio 8.1.1. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con

legge Normale N (pn, 02). Sia inoltre lim,,j1,, = p € lim,02 = . Si determini la legge della v.a. X

tale che X, £ x per n — oo.
Soluzione. La f.c. della v.a. X, € data da

px, (t) = et 2ot
e quindi
limpy, (1) = 727"
n
Dunque, per il Teorema di Lévy la v.a. X si distribuisce con legge Normale N (j1, 02). O

e Esercizio 8.1.2. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>; tale che la f.p. della v.a.
X, ¢ data da

1
px,(z) = 5 1gnon(z).

Inoltre, si consideri l'ulteriore successione di v.a. (S,),>1, dove S, = Zlek. Se la v.a. X si

distribuisce con legge Uniforme su | — 1, 1], si verifichi che S,, — X per n — oc.
Soluzione. Dal momento che la v.a. X, ¢ simmetrica rispetto all'origine, la f.c. ¢ data da

vx, (t) = E[cos(tX,,)] = cos(27"t)

e quindi
= H cos(27*
k=1

Evidentemente, per ¢t = 0 risulta g, (0) = 1. Inoltre, tenendo presente la formula di duplicazione
sin(26) = 2sin(f)cos(f), per t # 0 si ha

ﬁ 2sin(27%¢)cos(2 ﬁ sin(271t)  sin(t)

k k n qi —nt)
P 2sin(27%t) i 2sin(275¢) ~ 2nsin(27"t)

ps,(t) =

dal momento che il prodotto ¢ telescopico. Quindi, risulta

sin(t) 27"t sin(t)
t sin(27nt) ot

lim g, (t) = lim

Inoltre, la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine e la corrispondente f.c. ¢ data da

! 1 sin(t)

¢x(t) = E[cos(tX)] = /1 cos(tx) 3 dr = ;

Dunque, per il Teorema di Lévy si ha .S, £ x per n — oo. O
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e Esercizio 8.1.3. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti e con la medesima legge,
tale che la f.p. della v.a. discreta X, ¢ data da

1
px, (7) = 0 1i0.1,..01(2) ,
ovvero la v.a. X,, ¢ distribuita con legge Uniforme discreta su {0,1,...,9}. Inoltre, si consideri la
successione di v.a. (S,),>1, dove S, = 22110_’“)( x- Se la v.a. X ¢ distribuita con legge Uniforme

su |0, 1], si verifichi che .S, L x per n — 0.
Soluzione. Dal momento che per ogni a € C e tale che a # 1 si ha

1 —a n+1
Z R T
pert # 0 la f.c. della v.a. X,, ¢ data da

i . 11— 6l()it

P =2 15¢" = 15 T=an

Il ©
o

mentre @y (0) = 1. Quindi, risulta
n no1 1 —elo ki 1 1 — el
_ —kgy _
=exaom0 =155 5w =g 7w -
dal momento che il prodotto ¢ telescopico. Dalla precedente espressione si ha
e —1 107"t el —1

hTan SDS”(t) = hTan it elomit _q - it

Inoltre, la f.c. della v.a. X é data da

ex(t) = /0 1 cos(tz) dx + i /0 1 sin(tz) dz =

Dunque, per il Teorema di Lévy risulta S, £ X pern — oo. O

e Esercizio 8.1.4. (Legge di Fréchet) Si consideri una successione (Y,),>1 di v.a. indipendenti tale

che la v.a. Y,, ¢ distribuita con legge di Pareto ridotta con parametro di forma pari ad «, ovvero la fr.
di Y, ¢ datada

Fy,(y) = (1= y™) L1 oo((v)

con a > 0 (vedi Esempio 8.2.5). Data la successione di v.a. (X,,),>1, dove X,, = n*%maxlngHYk, si

.. c
determini la legge della v.a. X tale che X,, — X pern — oo.
Soluzione. Considerata la successione (Z,),>1, dove Z, = maXj<y<,Y), dall'assunzione di
indipendenza si ha

Fz(2)=PY1 < z,...,Y, <2) HFyk (1—27%)" 1y o((2) .

Dunque, risulta

Fy, () = P(X, <z)=P(Z, < ni:ﬂ) - (1 a L) l}n‘%,oo[(x) ’

" n
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da cui

—Q

lim Fy, (z) = lim <1 7 ) Lo (@) = e Lg(a).
n n n n-a,00 ’

La precedente espressione fornisce la f.r. di una v.a. X con legge di Fréchet ridotta con parametro di

forma pari ad a. Si deve concludere che X, £ X per n — oo. La legge prende il nome dal
matematico francese Maurice René Fréchet (1878-1973). l

e Esercizio 8.1.5. (Legge Zeta, seconda parte) Si consideri la v.a. X con legge Zeta (si veda
'Esercizio 4.1.2 e I'Esempio 7.2.7). Tenendo presente la formula di Eulero

o=

peP

dove P rappresenta l'insieme dei numeri primi, e considerata la successione di v.a. indipendenti
(Xp)pep, dove la v.a. X, ¢ distribuita con legge Geometrica di parametro (1 — p~*), si verifichi che

X:HpXP.

peP

Soluzione. Posto Y = —log(X) e Y, = —log(p)X,, la relazione da verificare ¢ equivalente
all'ulteriore relazione
-y,

peP

Si osservi che la f.c. della v.a. Y ¢ data da

_ Rleifoe®)] _ prx-if] = § it L s _ L™ i _ S )
ey (t) = Ele ] = E[X"] ;x C(S)x C(S);x )

Tenendo presente l'espressione della f.c. di una v.a. con legge Geometrica, la f.c. della v.a. Y, risulta

B 1—p® 1—p*
_ R[-itlog(n)X,] _ _
SDY;)(t) - E[e ] 1— pfsefitlog(p) 1— p7(5+it) :

Si consideri inoltre la successione di v.a. (S,),>1, dove S, = Zpgn,pepyp- Dal momento che le v.a.

Y, sono indipendenti, in quanto trasformate di v.a. indipendenti, la f.c. della v.a. S,, risulta

es)= TI enti= TI = L.

p<n,peP p<npep - P
Dunque, essendo ﬁ = [[,cp(1 — p™*) per la formula di Eulero, si ha
, 1—p* 1—p— it
lim s, (1) = H f)(s+it) _ [Len( (Hi)t) _ (s +it)
n peP 1- p HpeIP’(l —-D ) C(S)
e per il Teorema di Lévy si ottiene la relazione richiesta. O

Sezione 8.2

e Esercizio 8.2.1. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti con legge Uniforme su
10, 1] e la successione (Y,),>1 tale che
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1

Y, = (H Xk> :
k=1
Si verifichi che Y;, 5> ¢! per n — o0.

Soluzione. Si consideri la successione di v.a. (Z,,),>; tale che
1 n
Z, =log(Y,) = — Zlog(Xk) :
"=
Si ha
1
Ellog(X,)] :/ log(x)dzx = —1.

0

Quindi, sulla base della Legge Debole dei Grandi Numeri di Khinchin, si ha Z,, Lo per n — Q.

Z

. L . . . P
Dal momento che la funzione esponenziale ¢ continua, risulta infine Y,, = e?» — ¢! pern — co. O

e Esercizio 8.2.2. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,),>1 tale che la f.p. della v.a.
X,, € datada
1

an(LL') = 5 1{,na7nn}($) .

Inoltre, si consideri l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1 con Z, =n 'Y " X}. Si verifichi che

P 1
Zn — 0pern — cosea < 3.
Soluzione. Si ha E[X,,] = 0 e Var[X,)] = n?*, dacuiE[Z,] =0¢

1 n
Var[Zn] = ﬁ E kQa .
k=1

Tenendo presente che Y ;' k¢ = O(n“™) se ¢ > —1, allora risulta anche Var[Z,] = O(n**!).
Inoltre, dalla disuguaglianza di Chebyshev, per ¢ > 0 si ha

Var|Z,]
P(|Z,| >¢) < o
Dunque, si ha Z,, il 0 per n — oo se lim,, Var[Z,,] = 0, ovvero deve sussistere a < % O

Sezione 8.3

e Esercizio 8.3.1. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti con legge Uniforme su

[0, 1] e l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1 dove Z, = max(Xy,...,X,). Si verifichi che Z, 1
per n — oo.
Soluzione. La fr. della v.a. Z,, ¢ data da

Fy,(2) = [[ Fx.(2) = 2" 1o,0(2) + 1j,00((2) -
k=1

Tenendo presente che se si verifica I'evento {Z,, > z} si verificano anche tutti gli eventi {Z;, > z} per
k > n,see €0, 1] risulta
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n k=n

= limmin(1,1 — (1 —¢)")

n

limP( (12— 1] < g}> = 1imp<ﬂ (Z,>1- g}> = 1limP(Z, > 1—¢)
n k: n n

L,

q.c.
ovvero Z, — 1 per n — oo. O

e Esercizio 8.3.2. Si consideri la successione (X,,),>; di v.a. indipendenti tale che la v.a. X, ¢
distribuita con legge Normale A'(n~,n1). Si verifichi che X, > 0 per n — oo.

Soluzione. Dal momento che X, /s n~!, dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale
N(0,1), allora si ha

1 1

E[| X, = = E[(n’Z + 1)Y= = En’Z' + 4n’ Z% + 6nZ> + 4n> Z + 1]

n* n?
1 6 1 3 6 1

— 4 2 —
—EE[Z]-FEE[Z]-FF—E-FE'FF
da cui
> E[X[" = 3¢(2) +6¢(3) +¢(4) < 0.
n=1
Dunque, si deve concludere che X, o per n — oo. O

Sezione 8.4

e Esercizio 8.4.1. Data la v.a. assolutamente continua Z che ammette d.p.

log(2
%g(l) 2,00[(2) 5

fz(2) =

si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che X,, = n~'Z. Si verifichi che la successione di v.a.
converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata su 0, ma non converge in media.
Soluzione. La fr. della v.a. Z ¢ data da
log(2)

Fz(z) =1- @ 1[2,00[(2) >

da cui si ottiene

lim P(|X,| > ¢) =lim P(Z > ne) = lim

P . . .
ovvero X, — 0 per n — oo. Tuttavia, per ogni p > 0 si ha

1 log(2) [ 2!
B[ Xo|"] = — E[Z7] = — 20
np n? Jy log?(z)

e quindi la successione non converge in media ad una v.a. degenere concentrata su 0. O

e Esercizio 8.4.2. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>1 tale che X,, ¢ una v.a. con
f.p. data da
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px, () = (1 —=n"") Ly (z) +n "1y (2),

D L . .. .
dove a > 0. Si verifichi che X,, — 0 per n — oo se @ > p. Si commenti inoltre la convergenza quasi
certa e in probabilita della successione (X,),>1-

Soluzione. Si osservi che E[| X,|’] = n?~“. Quindi, se @ > psi ha

HmE[| X, |’] = imn?™* =

L . : .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Per quanto riguarda la convergenza quasi certa, se @ > 1 si ha

ZP|X”|>5 :in < oo,

n=1

q.c. . . . . . .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Dunque, quando a = 2 si ottiene un esempio di una successione di v.a.
che converge quasi certamente, ma non converge in media quadratica. Infine, se a > 0 si ha

lim P(|X,,| >¢) =limn* =0,

P 1o . ) )
ovvero X;,, — 0 per n — oo. Dunque, quando a = 5 si ottiene un esempio di una successione di v.a.
che converge in probabilita, ma non converge quasi certamente e in media quadratica. O

Sezione 8.5

e Esercizio 8.5.1. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti discrete, tale che la f.p.
della v.a. X, ¢ data da

1

bx, ('CC) = 5 l{fan,an} (.CC) s

dove a > 0. Si consideri inoltre la successione di v.a. (S,,),>1, dove S, = > _; Xj. Si verifichi la
condizione del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller.
Soluzione. Si ha E[X,,| =0 ¢ Var[Xn] = a’n?. Dunque, risulta

1)(2 1

Si noti che per ogni € > 0 esiste un valore N. (che non dipende da a) tale che per n > N si ha
gv, > an, in quanto questa disuguaglianza puo essere espressa come

n+1)2n+1) 1
> — .
6n g2

Quindi, si ha
n

lim >~ E[X? 1oy, oo (| Xe)] < 00
k=1

. . 2 . .
Inoltre, risulta lim,,v; = oo per cui

n
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Dunque, la condizione del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ verificata per ogni

. . . . L
a. Pertanto, se si considera la successione di v.a. (Z,),>1 con Z,, = %Sn, allora Z,, — Z per n — oo,

n

dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale N(0,1). Si osservi che la condizione del Teorema
Centrale del Limite di Lyapunov ¢ in questo caso piu facile da verificare. In effetti, scelto 6 = 3, si ha
E[|X,,|?] = a®n?, per cui risulta

. - a’n®(n + 1)
SEIX ] =) 'kt = ———
k=1 k=1 4

Dunque, per ogni a € R" si ha

E[|X.]’] =0. O

e Esercizio 8.5.2. (Formula di Stirling) Si dimostri la formula di Stirling

nl ~/2rntie ™
mediante 1'uso della Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy.

Soluzione. Si consideri una successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti e ugualmente distribuite con
legge Esponenziale ridotta. Evidentemente, si ha E[X,,] = Var[X,] = 1. Posto S, =Y ;_, X}, si
consideri inoltre la successione di v.a. (Z,,),>1 dove

S,—n

Vvn

Quindi, dal Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy risulta 7, £z , dove la v.a. Z si
distribuisce con legge Normale A'(0,1). Dal momento che E[Z2] =1 per ogni n, allora risulta
lim, E[Z2] = E[Z?] = 1 e questo implica che anche i momenti assoluti di ordine inferiore convergano,
ovvero si ha

Ly =

imE(Z,) = B2 =2 | s0(2)ds =2

™

Inoltre, tenendo presente che la v.a. S,, ¢ distribuita con legge Gamma G (0, 1, n), segue che

Clz—n| 1
E[|Z.|]]| = — 2 e T dz
120 = [ 7
n+i 00 Itz e
- = / lu — 1|u" e ™™ du = noe
(n—1)"J, n!
Dunque, si deve concludere che
E[|Z, V2r e e
fim P&l V2Tt e
n E[|Z]] n n!

che fornisce una verifica probabilistica della formula di Stirling. La formula prende il nome dal
matematico scozzese James Stirling (1692-1770). O

e Esercizio 8.5.3. Si consideri la successione (X,),>1 di v.a. indipendenti e con la medesima legge,
tale che u = E[X,,] e 0? = Var[X,,] < oco. Si verifichi che la condizione del Teorema Centrale del
Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ soddisfatta per la successione considerata.
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Soluzione. Senza perdita di generalita si puo assumere 4 = 0. Si ha

n
2 2 2
v, = E o =no”,
k=1

mentre

n

ZE[X/z 1]811;;,,00[(|Xk’)] - nE[X% 1}5 na,oo[('XlD] .
k=1

Dunque, si ottiene infine

) 1 n ) 1
lim : B[XEL)en, 0/ (1X])] = Tim —5 B[XT 1. s o (1X3))] = 0,
n k=1
ovvero la condizione del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ soddisfatta. Quindi,
si noti che quando le condizioni del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy sono soddisfatte,

anche quella del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ soddisfatta. O

e Esercizio 8.5.4. Si consideri la successione (X,,),,>1 di v.a. indipendenti e con la medesima legge,
tale che la d.p. della v.a. X, ¢ data da

1
~ clafPlog?(|a)

Ix,(z) 1p20((|]) 5

dove

OO 1 1
=9 —————dx = 4Ei( — log(4
e=2 | o da = 4B log(4) +

mentre

rappresenta la funzione integrale esponenziale. Si verifichi che la condizione del Teorema Centrale del
Limite di Lyapunov non ¢ soddisfatta per la successione considerata.
Soluzione. Siha = E[X,] =0e¢

2 [ 1 2
2
= Var[X, | = - dx = .
7 arlXa] 6/2 xlog?(x) v clog(2) <0

Inoltre, per 6 > 2 risulta

2 00 6—3
B[ X, ] = —/ Z e = o0
c Ja logQ(x)

e quindi la condizione del Teorema Centrale del Limite di Lyapunov non puo essere soddisfatta.
Tuttavia, si noti che (X,,),>1 ¢ una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge e tale che
Var[X,,] < co. Dunque, sulla base dell'Esercizio 8.5.3, la condizione del Teorema Centrale del Limite
di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ invece soddisfatta. O
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Sezione 8.6

e Esercizio 8.6.1. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti e con la medesima legge
della v.a. X tale che E[X%] < oo. Si consideri inoltre la successione di v.v.a. (S,),>1 tale che
Sy = (Sn1,Sn2)t = 000 Xk, dor 1 X3)T € la successione di v.v.a. (Z,,),>1 tale che
1
Zy, = —= (S, —nE[S,]) .

Jn

Si verifichi che Z, Ny per n — oo e si determini la legge relativa al v.v.a. Z.

Soluzione. Si assuma che E[X] = u e E[X"] = p, per r = 2, 3, 4, mentre Var[X]| = o2 Inoltre, si
consideri la successione (Y,,),>1 tale che V,, = (V;,1,Y,2)" = (X,,, X2)T. Dunque, risulta immediato
verificare che v = E[Y,] = (u, u2)". Inoltre, si ha Var[Y, 1] = o° e Var[Y,, 2] = ju4 — p3, mentre

Cov[Yy,1, Yoo = p3 — pipta .

Quindi, si ha
2 _
Y =Varly,] = ( “ K M?) .
M3 — fofl by — [5

Dal momento che S,, = Y _,_,Y}, allora risulta E[S,,] = nv e Var[S,] = nX. Per il Teorema Centrale
Multivariato del Limite si ha dunque che il v.v.a. Z = \/Lﬁ(Sn — nv) ¢ distribuito con legge Normale

Multivariata N5 (0, X'). In un contesto di Statistica inferenziale, si osservi che le componenti del v.v.a.
U, = Uy, Unyg)T =n"1S5, sono date rispettivamente dalla media campionaria e dal secondo

momento campionario. Dunque, il risultato ottenuto implica che \/ﬁ(Un —v)— Z, ovvero si ¢
ottenuta la distribuzione per “grandi campioni” dei primi due momenti campionari U,, ; € U, 2. O

e Esercizio 8.6.2. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti e con la medesima legge
della v.a. X con E[X*] < oo. Inoltre, sia (V},),,>1 una ulteriore successione di v.a. tale che

2
1 & 1<
Vn:£;X§—<E;Xk> .

Considerata la successione di v.a. (Z,),>1 con Z, = \/n(V, — v), si determini la legge relativa alla

v.a. Z tale che Z,, Ny per n — oo e il valore di v.
Soluzione. Si adotti le notazioni dell'Esercizio 8.6.1. Si osservi che

Vn:%i(Xk_M)Q_ <%i(Xk_M))

k=1 k=1

e quindi per semplicitd si pud assumere ;= 0, da cui ps = o>. Inoltre, risulta V,, = g(U,,), dove

g(ur, ug) = ug — u?, per cui
( =2n\ (O
Tr=v B 1 B 1 .

Quindi, si ha ATY A = uy — 0? e v = g(v) = 0. Sulla base del metodo Delta Multivariato, si deve

0
A= %9(1‘)

c e
dunque concludere che Z,, = \/ﬁ(Vn - 02) — 7, dove la v.a. Z ¢ distribuita con legge Normale
N(0, py — 02). In un contesto di Statistica inferenziale, si osservi che la v.a. V,, € in effetti la varianza
campionaria, di cui si ¢ ottenuta la distribuzione per “grandi campioni”. O
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Capitolo 9

Processi aleatori

9.1. Concetti preliminari

Molti esperimenti o fenomeni aleatori danno luogo ad un insieme di realizzazioni all'evolversi di un
“parametro”, come ad esempio il tempo. In questo caso, l'interesse si concentra sull'analisi di
collezioni di v.a. indicizzate su un determinato insieme, che nella Teoria della Probabilita sono dette
processi aleatori. Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 9.1.1. Se T C [0,00[ ¢ un insieme di indici, una collezione di v.a. X = (X;)ser
definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) ¢& detta processo aleatorio (p.a.) se l'applicazione
X :TxQ— R, dove X(t,w) = X;(w), ¢ misurabile rispetto alla o-algebra B(T) @ F. Per un dato
teT, la va. X; ¢ detta stato del p.a. a tempo ¢. Al contrario, per un dato w € €, I'applicazione
t — X;(w) ¢ detta traiettoria del p.a. associata con w. O

Anche se in generale si possono considerare spazi molto generali per T, si noti che nella precedente
Definizione l'insieme T ¢ stato assimilato per semplicita ad un insieme di tempi. Nel seguito si
assumera principalmente che T =N o che T = [0, o[ (0 eventualmente un loro sottoinsieme). Piu
esattamente, il p.a. sara detto a tempo discreto se card(T) ¢ finita o numerabile o a tempo continuo se
card(T) non ¢ numerabile. Inoltre, quando T = N, il p.a. si riduce ad una successione di v.a. e si
enfatizzera questo fatto adottando l'indice n piuttosto che l'indice ¢.

e Esempio 9.1.1. Si consideri una successione di v.a. (Z,),>; a componenti indipendenti distribuiti
con legge di Bernoulli di parametro p e si definisca il p.a. a tempo discreto X = (X,,),>0 dove
X =>1_1Zr ¢ Xg =0 g.c. In questo caso, si ha ovviamente T = N. Inoltre, per quanto visto nella
Sezione 6.1, per un determinato n > 1 lo stato X, ¢ una v.a. con legge Binomiale 3(n, p), mentre una
traiettoria ¢ una successione non decrescente a valori su N tale che gli incrementi fra due termini
successivi sono nulli o pari all'unita. In un ambito di gioco d'azzardo, piuttosto che la successione
originale (Z,),>1, si considera invece la successione (Y},),>1, con Y,, = 2Z,, — 1, ovvero si ottiene il
p.a. a tempo discreto X = (X,,),>0 dove X,, = >, _, Y, =25, Zr — n. In questo caso, il p.a. X
viene assimilato ad una successione di giocate in cui si vince un'unita con probabilitd p e si perde
un'unita con probabilita (1 — p) ad ogni giocata. Lo stato X, risulta dunque la v.a. che rappresenta la
somma vinta (o perduta) a tempo n, mentre una traiettoria ¢ la successione delle somme vinte (o
perdute). Con un termine pittoresco, questo p.a. ¢ detto passeggiata aleatoria e sara analizzato in
dettaglio nella Sezione 9.3. O

e Esempio 9.1.2. Sia T = [0, 7] esia 0 =ty < t; < ... <t, =T una partizione di [0, 7. Inoltre, si
consideri il v.v.a. Z = (Zy, ..., Z,—1)" e si definisca il p.a. a tempo continuo X = (X;)epo.r) dove

n—1

Xt — Z Zk‘ 1[1‘1\-,151\-_*_1[(1;) .
k=0
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Per un determinato ¢ € [ty, t;+1], lo stato X; ¢ una v.a. con la stessa legge della v.a. Z;, mentre una
traiettoria € una funzione semplice. Di conseguenza, questo p.a. ¢ detto semplice. Questo tipo di p.a.
sara fondamentale nel calcolo stocastico introdotto nel Capitolo 10. O

Definizione 9.1.2. Si consideri uno spazio probabilizzabile (2, ). Se T C [0, col, una filtrazione &
una collezione di o-algebre (F;)ier per cui si ha Fy C Fy C F per ogni s,t € T tali che s < t.
Inoltre, dato il p.a. X = (X;),er definito sullo spazio probabilizzato (2, F,P), sia
Fi=0({Xs:s<t}) la piu piccola o-algebra che contiene gli eventi del tipo {X; € B} con
B € B(R) e s < t. In questo caso, la corrispondente filtrazione viene detta filtrazione naturale per il
p.a. X. O

Per comodita, si assume usualmente che inf({¢ : ¢t € T}) = 0 e Fy = {0}, 2}. Inoltre, uno spazio di
probabilita (£2, F,P) a cui ¢ associata la filtrazione (F;)ier ¢ detto spazio di probabilita con
filtrazione. Una filtrazione puo essere interpretata come l'incremento di informazione nel p.a. che si
ottiene al passare del tempo. In effetti, F; puod essere vista come l'informazione disponibile ad un
osservatore del p.a. fino a tempo ¢.

e Esempio 9.1.3. Si consideri di nuovo il p.a. X dell'Esempio 9.1.1. Si osservi che ogni traiettoria del
p.a. pud essere posta in corrispondenza biunivoca con un punto dell'intervallo [0, 1], dal momento che
ogni determinazione della successione (Z,),>1 pud essere vista come l'insieme delle cifre nella
rappresentazione binaria di un punto in [0, 1]. In questo caso, si puo considerare la filtrazione (F;,),>0
con Fy = {0,Q} e dove F, ¢ la o-algebra generata dagli intervalli del tipo [27"(k — 1),27"k[ con
k =1,...,2". Evidentemente, la partizione binaria di [0, 1] che genera F,, diventa sempre piu “fine”
all'aumentare di n e la relativa o-algebra diventa contemporaneamente piu “ricca”. O

Definizione 9.1.3. Sia X = (X;)er un p.a. definito sullo spazio di probabilita (2, F, P) con
filtrazione (F;)ser. Il p.a. X ¢ detto adattato se X; ¢ misurabile rispetto a F; per ogni ¢ € T. Inoltre, il
p.a. X ¢ detto progressivamente misurabile se 1'applicazione (s,w) — X (w) € misurabile rispetto alla
o-algebra B([0,t]) ® F; perognit € T. O

Dalla Definizione 9.1.3 ¢ evidente che un p.a. X ¢ adattato se la filtrazione ¢ naturale.

Definizione 9.1.4. Sia X = (X});er un p.a. definito sullo spazio di probabilita (2, F, P). Il p.a. X
¢ detto continuo se le corrispondenti traiettorie sono continue g.c. Inoltre, il p.a. ¢ detto continuo a
destra se le corrispondenti traiettorie sono continue a destra gq.c. O

e Esempio 9.1.4. Si consideri di nuovo il p.a. semplice X introdotto nell'Esempio 9.1.2. E immediato
verificare che le traiettorie del p.a. X non sono continue g.c. In effetti, risulta {X; = Z;} q.c.,
mentre per € > 0 si ha {lim.o+ Xy, . = Zy_1} q.c., dove k =1,...,n. Dunque, il p.a. X non ¢
continuo g.c. Il p.a. X & continuo a destra q.c., dal momento che {lim._o+ X, +- = Zx} q.c. O

Definizione 9.1.5. Si consideri i p.a. X = (X;)ier € Y = (Y})ser definiti sullo spazio di probabilita
(Q, F, P). Sidice che il p.a. Y ¢ una modificazione del p.a. X se per ogni ¢ € T si ha
Plwe: Xi(w) =Y (w)}) =1.
Inoltre, si dice che i p.a. X e Y sono indistinguibili se si ha
Plwe: Xj(w) =Y (w),Vt€eT}) =1. O

Risulta evidente dalla precedente Definizione che se i p.a. X e Y sono indistinguibili, allora il p.a.
X ¢ anche una modificazione del p.a. Y, mentre non ¢ vero il contrario. Sulla base di queste classi di
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equivalenza fra p.a., si pud selezionare il p.a. piu opportuno ai fini teorici all'interno di una classe,
come ad esempio un p.a. continuo.

e Esempio 9.1.5. Si consideri i p.a. X = (Xt)scoo0f © Y = (Y2)iep,oof definiti sullo spazio di
probabilita (€2, F, P), dove Q = [0, 00[ e F = B([0, 00|). Inoltre, i p.a. X e Y sono tali che X; =0,
mentre Y; = 14,4 (¢). Dunque, i p.a. X e Y non sono indistinguibili, in quanto X;(w) # Y;(w) per
t = w. Tuttavia, il p.a. Y ¢ una modificazione del p.a. X, in quanto

Plwe: Xy(w) #Yi(w)}) =0.
e dunque

PweQ: Xw) =Yi(w)}) =1 - Pwe Q: X(w) £ Yi(w)}) =1. O

9.2. Martingale

Le cosiddette “martingale” costituiscono una vasta classe di p.a. con proprieta notevoli. Il termine
“martingala” ha origine nel gioco d'azzardo, anche se la sua etimologia non ¢ del tutto chiara. La
prima apparizione del termine in ambito probabilistico ¢ dovuta al matematico Jean Ville (1910-1989)
e lo studio di questi p.a. ¢ stato profondamente influenzato dal probabilista Joseph Leo Doob (1910-
2004), che ne ha costruito le basi teoriche.

Figura 9.2.1. Joseph Leo Doob (1910-2004).

Definizione 9.2.1. Se T C [0, 00|, sia M = (M;)ier un p.a. adattato definito sullo spazio di
probabilita (2, F, P) con filtrazione (F;):cr € tale che E[|M;|] < oo per ogni ¢ € T. Si dice che M ¢
una martingala se per ogni 0 < s < ¢ si ha

{E[M: | Fs] = My} q.c.,
mentre si dice che M ¢ una super-martingala se
{E[M; | Fs] < M} q.c.,
¢ infine si dice che M ¢ una sub-martingala se
{E[M; | F§] > M} q.c.. O
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E evidente che la proprieta di martingala dipende dalla filtrazione e dalla misura di probabilita P
che sono state considerate. Inoltre, dalla Definizione 9.2.1, per ogni ¢ si ha

{E[M; | Fo] = My} q.c.,

ovvero, una martingala puo essere considerato in effetti un p.a. che rimane “costante in media”.
Analogamente, una super-martingala ¢ un p.a. che “decresce in media” e una sub-martingala ¢ un p.a.
che “cresce in media”.

Risulta importante sottolineare che ogni martingala ammette sempre una modificazione continua a
destra che ¢ unica, a meno di p.a. indistinguibili (si veda Pascucci, 2011, p.115). Dal momento che
questa condizione non ¢ restrittiva, nel seguito verra considerata tacitamente la versione continua a
destra di ogni martingala.

e Esempio 9.2.1. Si consideri una successione di v.a. (X,),>1 a componenti indipendenti tale che
E[X,] = ¢ < oo per ogni n. Si definisca inoltre il p.a. a tempo discreto M = (M,,),>0 tale che

M, = zn: Xy,
k=1

con {My =0} q.c. e sia (F,)n>0 la filtrazione naturale, ovvero si ha F, = o({X1,...,X,,}).
Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha

B, = EISD Xl < B 160 = DB < o
k=1 k=1

k=1

Inoltre, dal momento che {E[M, | F,] = M,} g.c. sulla base della Proposizione 5.2.1 ¢ che la o-
algebra generata da X, ¢ indipendente dalla o-algebra F,,_1, si ha q.c.
E[Mn | ‘Fn—l] - E[Mn—l + Xn | fn—l] — E[Mn—l | ‘Fn—l] + E[Xn | fn—l]
e n—1 + E[Xn] — Mn,1 + C.

Procedendo in modo iterativo, per m € N con m < n, dalla precedente espressione si ha q.c.
EM, | Fn]l = My, + (n —m)c.

Quindi, il p.a. M ¢ una martingala se ¢ = 0, una super-martingala se ¢ < 0 e una sub-martingala se
c > 0. O

e Esempio 9.2.2. (Strategia di gioco) Si consideri una successione (Y},),>1 di v.a. indipendenti con la
medesima legge, tali che P(Y,, =1)=pe P(Y, = —1) =¢q, dove ¢ =1 — p, e una successione
(Uy)n>1 di v.a. tale che U, = g,(Y1,...,Y,-1) con P(U, > 0) =1 ¢ E[U,,] < oo per ogni n € N. Si
definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),,>¢ tale che

M, =) UY;
k=1
con {My = 0} g.c. e sia (F,),>0 la filtrazione naturale, ovvero si assume che F,, = o({Y1,..., Y, }).

Dalle assunzioni fatte si noti che la v.a. U, ¢ misurabile rispetto a F,,_;. Questo p.a. pud essere
assimilato ad un insieme di giocate ad un gioco d'azzardo con esito dicotomico, in cui si vince con
probabilita p e si perde con probabilita g, e dove si scommette una quantita di denaro pari a U,, all'n-
esima giocata. In questo caso, M, rappresenta la somma vinta (o perduta) dal giocatore all'n-esima
giocata. Nella terminologia del gioco d'azzardo, la successione di v.a. (U,),>1 ¢ detta strategia di
gioco. Risulta evidente il motivo per cui la v.a. U, dipende solo dal v.v.a. (Y7, ... ,Y,,L_l)T. In effetti, il
giocatore puo prendere la decisione sulla somma da scommettere all'n-esima giocata solo basandosi
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sugli esiti delle (n — 1) giocate precedenti. Tenendo presente che le v.a. U,, e Y,, sono indipendenti ¢
che E[|Y,|] = 1, per ogni n si ha

E|M, ] = Eni Uil < E[Z Uil = ﬁjEnUkuE[mu - iEnUku < oo

Inoltre, sulla base della Proposizione 5.2.1, dal momento che la o-algebra generata da Y, ¢
indipendente dalla o-algebra F,,_; e che U,, ¢ misurabile rispetto a F,,_1, si ha g.c.

E[Mn | anl] — E[Mnfl + UnYn | fnfl] — E[Mnfl | anl] + E[UnYn | anl]
=M, 1+ UnE[Yn ‘ -anl] =M, 1+ UnE[Yn] =M, 1+ Un(2p - 1) .

Quindi, a prescindere dalla strategia di gioco adottata dal giocatore, il p.a. M ¢ una martingala se
p= %, una super-martingala se p < % e una sub-martingala se p > % Di conseguenza, per qualsiasi
strategia di gioco considerata, un gioco equo rimane equo, un gioco sfavorevole rimane sfavorevole e
un gioco favorevole rimane favorevole. Questo esempio mostra che ¢ impossibile determinare una
strategia di gioco per cui un gioco d'azzardo sfavorevole pud essere trasformato in un gioco
favorevole. O

Di seguito vengono dati due esempi di importanti martingale. Ulteriori esempi di martingale, super-
martingale e sub-martingale verranno considerati nell'analisi delle passeggiate aleatorie nella Sezione
9.3 e del moto Browniano nella Sezione 9.4.

e Esempio 9.2.3. (Martingala di Doob) Si consideri una v.a. X con E[|X|] < oo e si consideri il p.a.
M = (M;)er tale che

M, =E[X | F],

dove (Fi)ter € una filtrazione. Tenendo presente la disuguaglianza di Jensen condizionata (Teorema
5.2.3), per ogni s < t si ha

E[|M;[] = E[[E[X | 7][] < E[E[|X] | F]] = E[|X]] < o0

Inoltre, sulla base del Teorema 5.2.6 si ha {E[E[X | 7] | Fs] = E[X | Fs]} g.c. se Fs C F;, dacuisi
ha q.c.

E[M; | Fs] = E[E[X | 7] | F.] = B[X | ] = M, .

Quindi, il p.a. M ¢ una martingala, anche detta martingala di Doob. Questo esempio evidenzia una
procedura pratica per costruire una martingala. O

e Esempio 9.2.4. (Urna di Polya) Sia data un'urna che contiene r palline rosse e b palline blu. Si
consideri inoltre un esperimento aleatorio nel quale si estrae una pallina dall'urna e, dopo averne
verificato il colore, si reimmette la pallina nell'urna con un'ulteriore pallina dello stesso colore. La
procedura viene successivamente ripetuta con le stesse modalita. Questo esperimento aleatorio ¢ detto
schema dell'urna di Polya dal momento che ¢ stato proposto dal matematico George Pdlya (1887-
1985). Se X,, ¢ la v.a. che rappresenta il numero di palline rosse nell'urna alla n-esima ripetizione
dell'esperimento, si consideri la successione di v.a. (X,),>1. Si osservi che si pud scrivere
X,=r+ Zzlek, dove ogni v.a. Zj, ¢ tale che Z; = 1 se la pallina estratta alla k-esima estrazione ¢
rossa ¢ Zj = 0 altrimenti. Dalla costruzione dell'esperimento aleatorio risulta immediato verificare
che

T

E[Zk’kalzx]:P(Zk’kalzx):k_1+7.+b’
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dove x =r,r+1,...,r+ k — 1. Si consideri dunque il p.a. M = (M,),>¢ tale che M, = nfﬁlb e
My = ;= con (F;,)n>o filtrazione naturale. Per ogni n si ha
1 1 - n+r
E[|M,|| =EM,] = —— E[X,] = — ElZ) | < ———— <1,
(1M ]] (M) n+r+b X n+r+b<T+; [ k]> n+r+b
Inoltre, tenendo presente la Proposizione 5.2.1 e che E[Z,, | F,,-1] = E[Z,, | X,,—1], si ha q.c.
1
EM, | Fo-1] = —— (E[ X1 | Foe E|Z, | F.-
My | Fact] = ———— (BXoot | Fact] +E[Z0 | Foct])
1 Xn—l 1
= Xn_ - . = Xn— - Mn— .
n+r—|—b( 1+n—1+7‘+b) n—14+7r+> ! !
Procedendo in modo iterativo, per m € N con m < n, si ha dunque g.c.
1
E[Xn | fm] - 7 Xm - Mm 5
m+r+b
ovvero dalla Definizione 9.2.1 il p.a. M ¢ una martingala. O

Di seguito viene introdotta la definizione di tempo di arresto. Anche se il tempo di arresto puo
essere considerato in generale per un qualsiasi p.a., questo concetto risulta particolarmente importante
nell'ambito delle martingale.

Definizione 9.2.2. Si consideri lo spazio di probabilita (2, F, P). Se (F,,)n>0 ¢ una filtrazione, un
tempo di arresto discreto ¢ un'applicazione 7: 2 — N U {oco}, tale che l'evento {r < n} € F, per
ogni n € N. Inoltre, se (F;)¢c(o,c| € una filtrazione, un tempo di arresto continuo ¢ un'applicazione
7:Q — [0,00[ U {00}, tale che I'evento {7 < ¢t} € F; perogni t € [0, ool. O

Intuitivamente, si pud pensare ad un tempo d’arresto come al momento in cui si prende una
decisione relativa ad un fenomeno aleatorio nel tempo (per esempio, la decisione di raddoppiare la
scommessa ad un certo istante in una serie di giocate ad un gioco d'azzardo). I vincoli sugli eventi,
ovvero {7 < n} € F, e {7 <t} € F, si basano sul fatto che tale decisione deve dipendere solo dalle
informazioni disponibili fino a quel momento. Si osservi infine che un tempo di arresto non ¢ in effetti
una v.a. in senso proprio in quanto potrebbe sussistere che P(7 < c0) < 1, ovvero il tempo di arresto
potrebbe non essere finito.

e Esempio 9.2.5. Si consideri di nuovo il p.a. M = (M,,),>( introdotto nell'Esempio 9.2.2 e sia dato
il tempo di arresto

T=min({n e N:Y, =1}).

Nell'interpretazione in termini di gioco d'azzardo, il tempo di arresto 7 puo essere visto come l'istante
in cui il giocatore ottiene la prima vincita. Si noti che 7 ¢ in effetti un tempo di arresto, dal momento
che F, ¢ la o-algebra generata dal v.v.a. (Yq,...,Y,)T e

{r=n}=M=-1,....Y,.1=-1Y, =1} € F,,

per cui

{Tgn}:O{T:k}Efn.
k=1
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Per quanto visto nella Sezione 6.3, la legge della v.a. (7 — 1) ¢ Geometrica di parametro p, ovvero la
relativa f.p. ¢ data da

pr(z) = pg" Lo 4 (2).

Dunque, in questo caso si ha P(7 < oco) = 1. O

Definizione 9.2.3. Si consideri lo spazio di probabilita (€2, F, P) e sia (F;)er una filtrazione. In
questo caso

F-={FeF:En{r<thteT}

¢ detta o-algebra associata al tempo di arresto 7. Inoltre, se M = (M;)ier € una martingala e 7 ¢ un
tempo di arresto, allora posto M, = M (7(w),w), il p.a. M7 = (M, )ser € detta martingala arrestata
al tempo di arresto 7.

Il prossimo Teorema riveste un'importanza notevole, dal momento che evidenzia che una
martingala arrestata conserva ancora le caratteristiche di martingala.

Teorema 9.2.4. (Teorema del campionamento opzionale di Doob) Sia M = (M;);,cr una
martingala e 7, e 7» tempi di arresto tali che {ry < 7 < T} q.c. dove T' > 0. Si ha g.c.

E[M, | Fr] = M-, .

In particolare, il p.a. M™ = (M, x):er € Una martingala. Inoltre, se M é una super-martingala, si ha
q.c.

E[MTz | FT]] S MT]
e il p.a. M™ e una super-martingala, mentre se M ¢ una sub-martingala, si ha q.c.
EIM,, | 7] > M,

e il p.a. M7 e una sub-martingala.
Dimostrazione. Si veda Revuz e Yor (2005, p.123). O

e Esempio 9.2.6. (Strategia di gioco con martingala) Si consideri il p.a. M = (M,,),>o introdotto
nell'Esempio 9.2.2 e si assuma inoltre una successione di v.a. (U, ),>1 tale che

n—1

Up=2""[1- (%)
k=1

Si consideri inoltre il tempo d'arresto 7 introdotto nell'Esempio 9.2.5 e la martingala arrestata
MT7T = (M:pn)n>0. Dal Teorema 9.2.4, si ha dunque che il p.a. M7 ¢ una martingala se p = %, una
super-martingala se p < % o una sub-martingala se p > % Nell'interpretazione in un ambito di gioco
d'azzardo, la strategia di gioco basata sulla successione di v.a. (U,),>1 ¢ comunemente detta
martingala (con una terminologia ovviamente fuorviante). In pratica, seguendo questa strategia, il
giocatore scommette un'unita alla prima giocata. Nel caso in cui perda, il giocatore raddoppia la
scommessa e continua in questo modo fino a quando non ottiene la prima vincita e conclude il gioco.

Si noti che

Mpn = 1{1,...,n} (T) - Z Uk 1{n+1,n+2,...}(7_) = 1{1,....,n} (T) - Z 2k_1 1{n+1,n+2,...}(7—)
k=1 k=1

= 1{1,...,n}(7') —-(2"-1) 1{n+1,n+2,...}(7—) .
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In pratica, M,,, = M, =1 se 7 =n (ovvero il giocatore guadagna un'unita alla prima vincita
concludendo il gioco), mentre M, = M,, = — (2" — 1) se 7 > n (ovvero il giocatore perde 2" — 1
unita all'n-esima giocata precedente la prima vincita). Dunque, poich¢ P(7 < oo) = 1, si ha anche
P(M,;=1)=1. Dal momento che questo risultato vale per ogni p, la martingala sembra
apparentemente una strategia di gioco vincente (il giocatore termina il gioco con un'unita vinta).
Tuttavia, si deve tenere presente che questa strategia presuppone una disponibilita illimitata di denaro
e di tempo da parte del giocatore (ovviamente un'assunzione irrealistica). Inoltre, tenendo presente
I'Esempio 9.2.5, si ha

o0

E[M, ] = i M, P(T=n)= — i 2" =Dpg" = =) (29)" +1.

n=1 n=0

Dunque, risulta E[M, 1] = — oo per g > %, ovvero per p < % Quindi, in questo caso la perdita attesa
nella giocata prima della vincita finale ¢ infinita. Sorprendentemente, questo risultato si ha anche per
un gioco equo, ovvero anche nel caso in cui p = % O

Teorema 9.2.5. (Disuguaglianze di Doob) Sia M = (M, )t una martingala. Per ogni 7" > 0 e
A > 0 vale la disuguaglianza

1 1
P sup [M;| > X ) < < E[Mr V0] < —E[|Mr]].
t€[0,T A A

Inoltre, perp > leq = % vale la disuguaglianza

E[ sup |M;|"] > q"E[|M7|"] .
te[0,T]

Dimostrazione. Si veda Pascucci (2011, p.113). l

9.3. Passeggiate aleatorie

La passeggiata aleatoria ¢ uno dei p.a. piu semplici (anche se fondamentali) nella teoria della
probabilita. Piu esattamente, la passeggiata aleatoria ¢ un processo a tempo discreto che viene
formalmente definito come segue.

Definizione 9.3.1. Sia (2, F, P) con (F,,),>0 uno spazio di probabilita con filtrazione. Sia inoltre
(Y,)n>1 una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge, tali che P(Y, =1)=p ¢
P(Y,= —-1)=¢q con gq=1—p. Si dice passeggiata aleatoria il p.a. X = (X,),>0 dove
Xo =>4 1Yie{Xy=0}q.c. O

Evidentemente, vista l'indipendenza delle componenti della successione (Y},),>1, si puo scegliere la
filtrazione naturale (F),),>o tale che F, = o({Y1,...,Y,}). I tempi n € N sono anche detti passi
della passeggiata aleatoria. Inoltre, nel caso particolare in cui p = %, la passeggiata aleatoria ¢ detta
simmetrica. La seguente Proposizione fornisce la legge del generico stato della passeggiata aleatoria.

Proposizione 9.3.2. Sia X = (X,,),,>¢ una passeggiata aleatoria. Per ogni n € N la f.p. dello stato
X, edatada

px (&) = (l ( ))p2< DO @)
2

n—+x

Inoltre, E[X,,] = n(p — q) e Var[X,,] = 4npq.
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Dimostrazione. Si osservi che sussiste X,, =2V, —n, dove V;, =5, Zy e (Z,)n>1 ¢ una
successione di v.a. indipendenti con legge di Bernoulli di parametro p. Per quanto visto nella Sezione
6.1, la legge della v.a. V,, ¢ Binomiale B(n, p). Dunque, dal momento che la v.a. X, ¢ una trasformata

lineare della v.a. V,, ¢ immediato ottenerne la relativa f.p. Inoltre, per le proprieta del valore atteso si
ha

E[X,] = 2E[V,] —n=2np—n=n(p—q)

Var[X,| = 4Var[V,,| = 4npq. O

e Esempio 9.3.1. Si consideri il gioco d'azzardo della roulette introdotto nell'Esempio 2.6.3. Si
supponga inoltre un giocatore ostinato (con disponibilita illimitate) che scommette un'unita sul rosso
ad ogni giocata. La successione delle somme vinte (o perdute) dal giocatore ¢ una passeggiata
aleatoria con p = 3= se la roulette ¢ di tipo Monte Carlo (evitando di considerare per semplicita le
regole basate su Ia partage o en prison quando si presenta lo zero). Sulla base della Proposizione
9.3.2, la probabilita di essere in attivo dopo n = 20 giocate & data da 3, px,, (2k) = 0.365, quella
di essere in pareggio ¢ data da px, (0) =0.175 e quella di essere in perdita ¢ data da
Z,;:l_wpxm(Zk:) = 0.460. Inoltre, le medesime quantita dopo n = 100 giocate sono rispettivamente

S P (2k) = 0.355, px,,(0) = 0.077 € 3210 oD (2k) = 0.568. O
10 f
of.
A
1ol
T T T T

Figura 9.3.1. Una traiettoria della passeggiata aleatoria

con p = 32 e n = 100 passi.

La seguente Proposizione evidenzia che la passeggiata aleatoria ¢ una martingala, una sub-
martingala o una super-martingala a secondo dei valori assunti da p.

Proposizione 9.3.3. La passeggiata aleatoria X = (X,,),,>0 € una martingala se p = % una super-
martingala se p < % e una sub-martingala se p > %
Dimostrazione. Sulla base della Definizione 9.3.1, dal momento che E[|Y}|] = 1 si ha

E[|X,|] = ZY,C\<ZE\Y;€ ]=n<o0.

Inoltre, tenendo presente che {E[X,, | F,] = X,,} ¢.c. sulla base della Proposizione 5.2.1 e che la o-
algebra generata da Y,, ¢ indipendente dalla o-algebra F,,_;, si ha q.c.

E[Xn ‘ fnfl] = E[Xn,1 | .7:n71] + E[Yn ‘ fnfl] =X,_1+ E[Yn] =X, 1+2p—1.

In modo analogo alla precedente relazione, si ha q.c.
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E[Xn | ‘FIL—Q] - E[XTL—Q | fn—Q] + E[KL—I | fn—Z] + E[}/TL | fn—Q]
= KAp-2+ E[Ynfl] + E[Yn] = Xn o+ 2(2p - 1) :

Procedendo in modo iterativo, per m € N con m < n, si ha dunque q.c.

EX, | Fn]l=Xn+(n—m)2p—1).
Dalla precedente espressione e dalla Definizione 9.2.1 segue il risultato. O
e Esempio 9.3.2. Si consideri il gioco d'azzardo della testa e croce introdotto nell'Esempio 1.1.1 e si

supponga di nuovo un giocatore ostinato (con disponibilita illimitate) che scommette un'unita sulla

croce ad ogni giocata. Se la moneta ¢ bilanciata, ovvero p = %, allora la successione delle somme

vinte (o perdute) dal giocatore ¢ una passeggiata aleatoria che ¢ anche una martingala. La testa e croce
¢ dunque un gioco equo. Nel caso della roulette considerato nell'Esempio 9.3.1, la passeggiata
aleatoria ¢ invece una super-martingala, dal momento che p = é—? < % La roulette non ¢ dunque un

gioco d'azzardo vantaggioso. O

Risulta interessante ottenere alcune proprieta della traiettoria di una passeggiata aleatoria. In questo
ambito, ¢ conveniente introdurre le seguente definizione.

Definizione 9.3.4. Sia X = (X,),>0 una passeggiata aleatoria. Posto n =2k con k€N, la
quantita u,, = P(X,, = 0) dove

ugk = P(Xop =0) = (2:> (pg)*,

mentre us, 1 = P(Xo,_1 = 0) = 0 ¢ detta probabilita di ritorno all'origine in n passi. O

Dunque, wu,, non ¢ nulla solo se n ¢ pari. La seguente Proposizione fornisce alcune caratteristiche
della successione delle probabilita di ritorno all'origine.

Proposizione 9.3.5. La successione u = (u,),>o ammette funzione generatrice data da

> 1
Gu(t) =S t'u, = ——e
®) nzo B \/1 — 4pqt?

Inoltre, posto n = 2k con k € N, per k — oo si ha

1
U ~—4qu.
2k m( )

Dimostrazione. Dal momento che sussiste la serie

=~ 2k 4 1
la funzione generatrice della successione u ¢ data da
Gu(t) = itnun = it%wk = io: (2:) (pqt*)* = I
=0 =0 k=0 V1 — 4pqt?

Inoltre, per £ — oo 'approssimazione di Stirling applicata al coefficiente binomiale nell'espressione di
usy, fornisce
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da cui si ottiene la seconda parte. O

Dalla Proposizione 9.3.5, per p = % si ottiene in particolare che

1

Ugp ~ \/%

Dunque, in modo controintuitivo, la probabilita di ritorno all'origine per una passeggiata aleatoria
simmetrica tende ad annullarsi all'aumentare dei passi.
La seguente definizione introduce un particolare tempo di arresto nell'ambito delle passeggiate
aleatorie.
Definizione 9.3.6. Sia X = (X,,),,>¢ una passeggiata aleatoria. Il tempo di arresto
7 =min({n > 0: X, = k}),
dove k € Z, ¢ detto tempo del primo passaggio per k. In particolare,
7o =min({n > 0: X, =0})
¢ detto tempo del primo ritorno all'origine. l

Evidentemente, il tempo del primo ritorno all'origine 7y puod prendere valori solo sui numeri pari.
La seguente Proposizione fornisce la distribuzione di 7y e le relative caratteristiche.

Proposizione 9.3.7. Sia X = (X,,),>0 una passeggiata aleatoria. La funzione generatrice della
successione v = (v, ),>1 €CON v, = P(m = n) é data da

Gy(t) = Zt”vn =1—+1—4pqt®.
n=1

Poston =2k conk € {1,2,...},siha

2k (pg)"
= P(ry = 2k) = :
vak = Pl = 2k) (k)Qk—l
mentre vor,_1 = P(19 =2k —1) =0.
Dimostrazione. Gli eventi {ry = k}, k = 1,2,...,n, sono incompatibili e dunque risulta

P(X,=0)=Y P(X,=0]|mn=kP(n=EF).
k=1
Inoltre, si ha P(X,, = 0| m = k) = P(X,,—r = 0) dal momento che, se si verifica {7y = k}, allora

Z?:kY7 puo essere considerato come il passo di ordine (n — k) di una nuova passeggiata aleatoria.
Dunque, dalla precedente espressione segue

n
Up = E Up—LkVEk .
k=1

Quindi, si ha
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Gy (t) = Z Zzt Up_ LV -

n=0 n=0k=1

Tenendo presente la definizione di convoluzione di funzioni generatrici e poiche¢ wuy = 1, dalla
precedente espressione si ottiene

Gu(t) =1+ Gu(t)Gv(t) >

OVVvEero

1

GO =170

e la prima parte segue dalla Proposizione 9.3.5. Inoltre, considerando l'espressione della serie
binomiale, la funzione generatrice della successione v puo essere scritta come

Gv(t):l—i<li) — 4pqt*)* i —1)F ()(4pq) %

=1

da cui segue la seconda parte, tenendo presente l'identita

(= 1>k_1(1§)22k B (2:) 2k1— 1

applicata all'espressione di voy. O

Si osservi che dalle Proposizioni 9.3.5 e 9.3.7 risulta in modo notevole

1

o1

V2, =

mentre per k — oo si ha

1 k
Vo ~ dpq)” .
\/ Ark3 (4pq)

Inoltre, si deve evidenziare che (G, non ¢ in generale una funzione generatrice delle probabilita. In
effetti, la successione v non costituisce in generale una legge essenziale, dal momento che dalla
Proposizione 9.3.7 si ha

o0

Pip<oo) =Y v, =Gy(1)=1—/1—dpg=1—+/(p—q)>=1-|p—¢q|<1.

n=1

e Esempio 9.3.3. Si consideri di nuovo il gioco d'azzardo della roulette. In questo caso, sulla base
della Proposizione 9.3.7, la probabilita del tempo di ritorno all'origine dopo n = 20 giocate ¢ data da
v9p = 0.009. Inoltre, la probabilita che il tempo di ritorno all'origine sia finito risulta
P(1p < >0) = %. Dunque, in modo sorprendente per il giocatore ingenuo (anche se con disponibilita
illimitate), la probabilita che il tempo di ritorno all'origine non sia finito ¢ dato da
1
1-P (7' 0 < OO) 37+ O
Dalla Proposizione 9.3.7 ¢ evidente che P(7p < o) =1 esclusivamente per una passeggiata
aleatoria simmetrica. Dunque, 7y ¢ una v.a. propria solamente per p = % In questo caso, si ha il
seguente risultato.
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Proposizione 9.3.8. Sia X = (X,,),,>0 Una passeggiata aleatoria simmetrica. La f.p. dellav.a. m &

data da
x 277
pr(z) = (1 ) 1 104, (2)

2ZE i

e E[7y] = oc. Inoltre, posto n = 2k con k € N e data la successione z = (z,),>¢ dove
29k = P(To > Qk)

e 29141 = 0, S ha z = w.
Dimostrazione. Per p = % la v.a. 7y possiede f.g. data da

G,(t)=1—V1-1¢
e la prima parte segue immediatamente dalla Proposizione 9.3.7. Inoltre, si ha
t

V-’

e dunque

Per quanto riguarda I'ultima parte, poicheé 2o, = E[1(; 5 (7 — 2k)], la funzione generatrice della
successione z ¢ data da

G.(t) = Zt"zn Zt E[1s (0 — 2K)] Zt 1o, (10— 2k)]

n=0

_ Efz %) — ﬁ B[l —1"] = - ! (-G (1)

Tenendo presente 1'espressione di G, (t) e dalla Proposizione 9.3.5, si ha

1
G.(t) = —— = G,(1),
V1—t?
da cui segue la tesi. O
Dalla Proposizione 9.3.8 risulta quindi che, pur essendo P(7y < o0) =1 per p— , si ha

comunque E[7] = oo. Inoltre, dalla medesima Proposizione segue anche una relazione notevole fra le
successioni w € z per una passeggiata aleatoria simmetrica. In effetti, da questa relazione risulta che la
probabilita di non ritornare all'origine in 2k passi ¢ pari alla probabilita di ritornare all'origine in 2k
passi quando p = £, ovvero P(7y > 2k) = P(Xo; = 0).

e Esempio 9.3.4. Si consideri il gioco d'azzardo della testa e croce analizzato nell'Esempio 9.3.2. In
questo caso, la probabilita del tempo di ritorno all'origine dopo n =20 giocate ¢ data da
P(X5 = 0) = 0.176, per cui risulta anche P(my > 20) = 0.176. O

Il prossimo Teorema fornisce un risultato classico per la passeggiata aleatoria simmetrica, ovvero
la cosiddetta legge dell'arcoseno. Se si considera i primi 2n passi di una passeggiata aleatoria, questa
legge fornisce la distribuzione dell'ultimo tempo di ritorno all'origine.
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Teorema 9.3.9. (Legge dell'arcoseno) Sia X = (X,,),>0 una passeggiata aleatoria simmetrica. Si
consideri la v.a. g, = max({l € {1,...,n} : X; = 0}), detta ultimo tempo di ritorno all'origine in n
passi. Posto n = 2k con k € N, se ag9r = P(02r = 21), Si ha

21 2k — 21
Qo) o) = U U2k—2] = < ] > ( k1 )2_% ,

perl=0,...,k, ovverolaf.p. dellav.a. o, € data da
X n—=I
(z) = 271 o (z) .

: 2 )
hTan P(n o, <) = - arcsm(\/g) Lio,1(2) + L)1 ()

Inoltre, risulta

ovvero n 1o, £z per n — oo, dove Z € una v.a. con legge Beta di tipo BE(0, 1, %, %) che ammette
d.p. data da
1
f2(x) = ———==1ppy(2) .

m/z(1— z)

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima parte, tenendo presente che se si verifica { Xy = 0},
allora 1 successivi passi possono essere considerati come una nuova passeggiata aleatoria, dalla
Proposizione 9.3.8 si ha

agor = P(Xy =0,X912#0,...,X0, #0) = P(Xoy = 0)P(Xg112 #0,..., X0 #0 | X9y =0)
= P(le = 0)P(X2[+2 75 0,..., Xop 7& O) = P(Xgl = O)P(T[) > 2k — 2[) = U U2k—2] -

Per quanto riguarda la seconda parte, dalla Proposizione 9.3.5 si ha

Q9] 2k ~

Ik —1)
Dunque, posto z = é perl=0,...,k,siha

kx
1
Pinloy <)~y —e——,
jz_; T/ j(k — J)

da cui, tenendo presente la definizione dell'integrale di Riemann, si ottiene

kx
1 / v 1
JZ:; ™/ ik =3 Jo m/u(l—u)

La seconda parte segue dunque dalla definizione di convergenza in legge e dai risultati della Sezione
6.9. O

limP(n 'o, <) = lilgn

Si osservi che ag; o1, = awp—91 2. Inoltre, si deve sottolineare che g, non ¢ un tempo di arresto. La
legge dell'arcoseno fornisce un risultato sulla legge della v.a. o, che puo risultare controintuitiva. In
effetti, la f.p. della v.a. o, mostra la cosiddetta “forma ad U” (si veda la Figura 9.3.2), cosi come la
d.p. della v.a. limite della successione di v.a. (n"'p,),>; mostra la medesima morfologia. In effetti,
anche se E[p,]| = %n, la probabilita del tempo dell'ultimo ritorno all'origine in n passi ¢ molto piu
elevata per valori prossimi a 0 e a n piuttosto che a %n Dal momento che la v.a. limite pud essere
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interpretata come la proporzione di tempo dall'ultimo ritorno all'origine, la legge dell'arcoseno ¢
ancora piu sorprendente per n — o0.

0.12 |
0.10 |
0.08 |
0.06  , o
0.04 | . .

0.02 -

0 10 20 30 40 50

Figura 9.3.2. Funzione di probabilita per la legge dell'arcoseno con n = 50.

Per concludere, viene considerato un risultato classico nella Teoria della Probabilita, ovvero la
cosiddetta rovina del giocatore d'azzardo. In questo problema, un giocatore ostinato con capitale
iniziale pari ad a unita fronteggia in giocate ripetute un secondo giocatore con capitale iniziale pari a b
unita. Il gioco continua fino a quando il primo giocatore esaurisce il proprio capitale o riesce a vincere
il capitale del secondo giocatore. In questo caso, l'obiettivo ¢ quello di determinare la probabilita di
rovina, che viene ottenuta nel seguente risultato.

Teorema 9.3.10. (La rovina del giocatore d'azzardo) Sia X = (X,,),>¢ una passeggiata
aleatoria. Se a,b € N, si consideri il tempo di arresto 7 = min(7_,, 7). Si ha P(r < o0) = 1.
Inoltre, per p # 3

1—pb
PXT:—(I: —PXT:b: 1
( ) ( ) e
dove p = 4, mentre se p = 3
b
P(X,= —a)=1-P(X,=b)= —.
a

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima parte, si ponga ¢ = a + b e si definisca il tempo di
arresto

Z = mln({n € {1,2, } : Yv(nfl)ﬁ,l = 1, 7Yv(nfl)c+c = 1}) .

Il tempo di arresto Z ¢ quindi dato dal primo passo della passeggiata dopo il quale si verificano ¢
vincite del primo giocatore. Dal momento che per n fissato si ha

P(i/(nfl)chl =1,... 7Yv(n71)c+c = 1) =,

la legge della v.a. Z ¢ Geometrica di parametro p© e dunque E[Z] < oo. Inoltre, {7 < ¢Z} q.c. dal
momento che 7 si deve necessariamente realizzare nell'insieme {(n — 1)c +1,...,(n — 1)c+ ¢} se
Z = n. Dunque, risulta E[7] < cE[Z] < oo, da cui si ha anche P(7 < oco) = 1. Per quanto riguarda la
seconda parte per p # %, si noti che M = (M,,),>0 con M,, = pX" ¢ una martingala. In effetti, dal
momento che E[p¥*] = 1perk =1,...,n, si ha

n

Elag, ) = B[ [ " = [T Bl = 1 < oo
k=1 k=1
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mentre risulta g.c.
E[Mn | ‘7:11—1] = E[IOY" n—1 | fn—l] = E[PY’L]E[MH—I | ‘7:11—1] = M,
e dunque, in modo iterativo, per m € N con m < n, si ha q.c.
E[X, | Fu] = X0 .
Quindi, dal Teorema 9.2.4 si ha che
E[M;]| =E[My] =1< .
Dal momento che i1 due eventi

E={X,= —a}={M, =p "} ={r_o <71}

F:{XT:b}:{MT:Pb}:{Tfa>Tb}a
sono incompatibili ed esaustivi, si ha
E[M;] = E[M, | E]P(E) +E[M, | FIP(F) = p™“P(X; = —a) + p"P(X; =b) = 1

e la tesi segue tenendo presente che P(X, = —a)+ P(X; =b) = 1. Nel caso che p = 1, dalla
Proposizione 9.3.3 segue che X ¢ una martingala. Dunque, dal Teorema 9.2.4 si ha che

E[X,;] =E[X)] =0< 0.
In modo simile a quanto visto in precedenza, si ha
E[X,;| =E[X, | E]P(E)+E[X, | FIP(F)=(—a)P(X;= —a)+bP(X,=0)=0,

da cui segue la seconda parte. l

Dal precedente Teorema, si evidenzia che il gioco termina g.c. dal momento che P(1 < o0) =1a
prescindere dai valori di a e b e di p. Inoltre, nel caso che il secondo giocatore sia infinitamente ricco,
ovvero se b — oo, allora si ha

se p > 1, mentre
P(X,= —a)=p",

se p < 1. Dunque, sorprendentemente, la rovina del primo giocatore contro un giocatore infinitamente
ricco avviene q.c. anche se il gioco € equo.

e Esempio 9.3.5. Si consideri di nuovo il gioco d'azzardo della roulette. Come ¢ stato visto
nell'Esempio 9.3.2, la roulette non € un gioco equo essendo p = % e inoltre la casa da gioco dispone
solitamente di capitali molto piu elevati dei giocatori, ovvero b ¢ molto piu grande di a. Quindi,
P(X,; = —a) ¢ prossimo ad uno nei casi usuali. Tuttavia, supponendo che b = a, ovvero che la casa
da gioco disponga dello stesso capitale del giocatore ostinato, per a =050 si ha
P(X,= —50)=0.937 e per a =100 si ha P(X, = — 100) = 0.996. Inoltre, supponendo che
b = 5, ovvero che la casa da gioco disponga della meta del capitale rispetto al giocatore ostinato, per
a =50 si ha P(X, = —50) =0.754 ¢ per a = 100 si ha P(X, = — 100) = 0.933. Dunque, anche
se il gioco della roulette ¢ solo leggermente sfavorevole, questo fatto conferisce comunque un
vantaggio determinante alla casa da gioco. O
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9.4. Moto Browniano

Il moto Browniano ¢ uno dei p.a. fondamentali nella Teoria della Probabilita. Questo p.a. prende
nome dal botanico Robert Brown (1773-1858), che per primo aveva notato il moto erratico delle
particelle nei fluidi. Il probabilista Norbert Wiener (1894-1964) ha determinato numerose proprieta
del relativo modello matematico e per questo motivo il p.a. ¢ anche detto processo di Wiener.

Figura 9.4.1. Norbert Wiener (1894-1964).

Definizione 9.4.1. Sia (€2, F, P) con (F})sc[0,oo[ Uno spazio di probabilita con filtrazione. I1 moto
Browniano o processo di Wiener ¢ un p.a. B = (B);e[0,~[ tale che
) P(By=0) = 1;
ii) per ogni 0 < s < t, la legge della v.a. B; — B, ¢ Normale AV (0,t — s);
i) il p.a. B ha incrementi indipendenti, ovvero per ogni 0<t <...<t, le va.
By, By, — By,,...,B;, — By,  sono indipendenti;
iv) il p.a. B ha traiettorie continue q.c. O

1.0
0.5

0.0
o5}

~1.0 |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 9.4.2. Una traiettoria del moto Browniano.

Per quanto riguarda la costruzione del moto Browniano, si puo consultare Kuo (2006, p.23), dove a
tale fine sono analizzati tre principali metodi. Il moto Browniano puo essere anche ottenuto come
limite in legge di una versione generale di passeggiata aleatoria “scalata” 1 cui passi tendono a zero.
Piu esattamente, si ha il seguente Teorema che prende il nome dal matematico Monroe David Donsker
(1924-1991).
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Teorema 9.4.2. (Teorema di Donsker) Sia (€2, 7, P) con (F;)cjo,of UNO spazio di probabilita
con filtrazione. Sia inoltre (Y},),>1 una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge, tali
che E[Y,]=0 e Var[Y,]=1 e sia X, =3 Vi e Xo=0 q.c. Se Z, = (Zy1)icp, € una
passeggiata aleatoria scalata tale che

1
Lyt = (XWJ + (nt — |nt] )YLntHl) '

t= /n

dove |x| rappresenta il piu grande intero minore o uguale a z, allora Z, LB per n — oo, dove
B = (Bt)te[o.,u-
Dimostrazione. Si veda Capasso (2015, p.430). O

In particolare, il Teorema di Donsker vale per la passeggiata aleatoria simmetrica, per cui si ha
P(Y, =1)=P(Y, = — 1) = ;. 1l Teorema di Donsker pud essere considerato come la versione

funzionale del Teorema Centrale del Limite (Teorema 8.4.1). Molte proprieta del moto Browniano
possono essere quindi ottenute nel “limite” da quelle della passeggiata aleatoria simmetrica (si veda
Bhattacharya ¢ Waymire, 2016).

Di seguito vengono considerate una serie di Proposizioni che forniscono alcune delle principali
proprieta del moto Browniano.

Proposizione 9.4.3. Sia dato il moto Browniano B = (B;);c(0,.o[- Per ogni t > 0, la v.a. B; si
distribuisce con legge Normale A/ (0, ). Inoltre, per ogni s,¢ > 0 si ha Cov|[B;, B;] = min(s, t).

Dimostrazione. Dall'assunzione i) della Definizione 9.4.1 si ottiene che B; £ B; — By e dunque la
prima parte segue dalle assunzioni i) e ii) della Definizione 9.4.1. Per quanto riguarda la seconda

parte, banalmente si ha che B; £ (By — Bs) + Bs per s < t. Tenendo presente 1'assunzione iii) della
Definizione 9.4.1 si ha inoltre E[(B; — B;)B;] = 0 e dunque

Cov[Bs, B;] = E[B,B,| = E[(B; — B,)B, + B} ] = E[B?| = 5.

La seconda parte segue immediatamente scambiando gli indici s e ¢. O

La seguente Proposizione mostra che il moto Browniano ¢ un p.a. Gaussiano, ovvero un p.a. per cui
la legge di ogni scelta finita di stati ¢ Normale Multivariata.

Proposizione 9.4.4. Sia dato il moto Browniano B = (B);cjo,0- S€ t1 < ... < 1y, allora la legge
del vva. (By,, ..., B:,)" € Normale Multivariata A, (0, X) con X = (min(t, t;)).
Dimostrazione. Innanzitutto, si osservi che per un vettore di costanti v = (v1,...,v,)! risulta

nBy + ... +v.By, = (v + ... +v,)By + (va+ ... +v,)( By, —By) + ... +0.(By, — By, )
e che le vaa. By, By, — By,...,B;, — B;,_, sono indipendenti sulla base della assunzione iii) della

Definizione 9.4.1. Dunque, la f.c.m. del v.v.a. (B, ..., B;, ) ¢ data da

n
o(v) = E[H e Bi] = Elelt +u) By g it ) (By=Bu)] 5 ... x E[eln(Bu—Bu 1] |
k=1

Inoltre, per la Proposizione 9.4.3 la v.a. By, ¢ distribuita con legge Normale A (0, ¢;), mentre dalla
assunzione 1ii) della Definizione 9.4.1 la v.a. B; — By _, ¢ distribuita con legge Normale
N(0,ty, —ti—1) per k = 2,...,n. Dunque, tenendo presente 'Esempio 7.1.6, risulta
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o(v) = e 2t A omi(lt) b dv)® o e ttao)o;

1
2
— 6_%(221::1tL:7’}€+2221::1Z;'I:kﬂtk?ik”j) — e_%T’TE'U
e quindi, sulla base dell'Esempio 7.3.1, segue la tesi. O
La seguente Proposizione mostra che il moto Browniano ¢ in effetti una martingala.

Proposizione 9.4.5. Sia dato il moto Browniano B = (B;)c(o,«- Il p.2. B € una martingala.
Dimostrazione. Sulla base della Proposizione 9.4.3 e dalla disuguaglianza di Lyapunov (Teorema

4.3.2), per ogni ¢ si ha
E[IB]] < /E[BE = Vi < .

Inoltre, tenendo presente la dimostrazione della Proposizione 9.4.3 e le assunzioni ii) ¢ iii) della
Definizione 9.4.1, risulta

da cui segue la tesi. l

Le seguenti Proposizioni evidenziano che se il moto Browniano viene riflesso, o traslato, o scalato,
o invertito rispetto al tempo, si ottiene di nuovo un moto Browniano.

Proposizione 9.4.6. Sia dato il moto Browniano B = (B;)co,~[- POSto X; = — B; il p.a.
X = (X¢)tefo,00] € UN Moto Browniano.

Dimostrazione. Innanzitutto, si ha P(Xy = 0) = P( — By = 0) = 1. Inoltre, per ogni 0 < s < ¢,
sussiste

X, - X,= — (B, - B,) £ B, - B,

dal momento che la v.a. (B; — B;) ¢ simmetrica rispetto all'origine. Dunque, dall'assunzione ii) della
Definizione 9.4.1, la legge della v.a. (X; — X) ¢ Normale A/ (0, ¢ — s). Dalla Proposizione 3.7.3 si ha
che trasformate di v.a. indipendenti sono indipendenti, per cui le v.a. Xy — Xy = — (B; — By) ¢
X, = — B, risultano indipendenti sulla base dell'assunzione ii) della Definizione 9.4.1. In modo
analogo, per ogni 0 < t; < ... <t, leva. X;, X, — Xy,..., X, — X; _,sono indipendenti. Infine,
¢ evidente che il p.a. X ha traiettorie continue g.c. Dunque, dalla Definizione 9.4.1 il p.a. X ¢ un moto
Browniano. l

Proposizione 9.4.7. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)icp- S¢ u >0 e posto
Xt = By — Byilp.a. X = (Xi)se[,00[ € Un moto Browniano.

Dimostrazione. Risulta evidente che P(X;=0)=1. Inoltre, per ogni 0 <s<t, la va.
Xt — Xy = Byyy — Bgyy si distribuisce con legge Normale A(0,¢ — s) sulla base dell'assunzione ii)
della Definizione 9.4.1. Tenendo presente la medesima assunzione, ¢ immediato verificare che le v.a.
X4, Xy, — X4y, ..., Xy, — Xy, , sono indipendenti. Infine, ¢ evidente che il p.a. X ha traiettorie
continue ¢.c. Dunque, dalla Definizione 9.4.1 il p.a. X ¢ un moto Browniano. O

Proposizione 9.4.8. Sia dato il moto Browniano B = (B;)c(o,c[- S€ ¢ # 0 € posto X; = cBy . il
p.a. X = (X})se[o,00] € UN Moto Browniano.

Dimostrazione. Si ha P(X,=0)= P(cBy=0)=1. Inoltre, per ogni 0<s <, risulta
Xt — X, = c¢(By2 — By)2). Dunque, dall'assunzione ii) della Definizione 9.4.1 e dalla Proposizione
9.4.3, si ottiene
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E[X; — X,] = ¢(E[Bye:] — E[By/e2]) = 0

Var[X; — X,] = ¢*(Var[By.2] + Var[B;2] — 2Cov[B2, By/2]) =t — s .

Tenendo presente 1'Esempio 7.3.2, la v.a. (X; — X) si distribuisce con legge Normale N (0,t — s).
Dal momento che trasformate di v.a. indipendenti sono indipendenti (si veda la Proposizione 3.7.3), le
va. X; — Xy = ¢(Bye2 — Byje2) € Xy = c¢By risultano indipendenti sulla base dell'assunzione i)

della Definizione 9.4.1. In modo analogo, le v.a. X;,X; —X;,...,X;, —X;, , risultano
indipendenti per ogni 0 < ¢; < ... < t,. Infine, ¢ evidente che il p.a. X ha traiettorie continue gq.c.
Dunque, dalla Definizione 9.4.1, il p.a. X ¢ un moto Browniano. O

Proposizione 9.4.9. Sia dato il moto Browniano B = (B;);c(o,~- POSO X; =tB;,; se t >0 e
Xo=0gq.c.ilp.a X = (Xt)ic[o,0[ € Un moto Browniano.

Dimostrazione. Evidentemente si ha P(X, = 0) = 1 dalle assunzioni fatte. Dalla Proposizione
9.4.3,1a v.a. By ¢ distribuita con legge Normale N (0, %) e dunque la v.a. X; ¢ distribuita con legge
Normale N (0, t), mentre per ogni 0 < s < ¢ si ha

E[Xt — Xs] = tE[Bl/t] — SE[Bl/S] =0

Var[X; — X,] = t* Var[B, ] + s Var[B, ;] — 2ts Cov[By, By =t — 5.

Dal momento il v.v.a. (By, By/s) ¢ distribuito con legge Normale Multivariata sulla base della
Proposizione 9.4.4 ¢ poiché X; — X; = tB,;; — sBy/, ¢ una combinazione lineare delle componenti
di questo v.v.a., si ha dunque che la v.a. (X; — X;) ¢ distribuita con legge Normale N(0,t — s).

Inoltre, tenendo presente che E[B By /5] = min(1, 1) = 1, risulta

Cov[X; — X, X.] = E[(X; — X,)X,] = E[X,X,] — E[X}] = stE[By;By/,] — s’ E[B} ;] = 0.

Il v.vaa. (X5, X; — X) si distribuisce con legge Normale Multivariata essendo una trasformata affine
del v.v.a. (B, By/s) ed inoltre le sue componenti sono indipendenti tenendo presente la precedente
relazione. In modo analogo, le vaa. Xy, X3, — Xy,,..., X;, — X | risultano indipendenti per ogni
0<t <... <t,. Dal momento che il moto Browniano ¢ continuo q.c., risulta

P(limt_>0+Xt = 0) = P(limt_>0+tBl/t == 0) =1

e quindi il p.a. X ha traiettorie continue q.c. Dunque, dalla Definizione 9.4.1, il p.a. X ¢ un moto
Browniano. l

I prossimi Teoremi evidenziano che le traiettorie del moto Browniano sono molto “irregolari”. In
effetti, anche se le traiettorie di questo p.a. sono continue q.c.per definizione, queste sono non
differenziabili q.o. Inoltre, la variazione di un moto Browniano ¢ infinita g.c., mentre la rispettiva
variazione quadratica ¢ finita (per una discussione approfondita di queste quantita si veda Klebaner,
2005)

Teorema 9.4.10. Sia dato il moto Browniano B = (B;).c[,~[- Allora, g.c. le traiettorie del moto
Browniano non sono differenziabili q.o.
Dimostrazione. Si veda Capasso (2015, p.138). O
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Teorema 9.4.11. Sia dato un moto Browniano B = (B;)cjo,r)- Si consideri inoltre la partizione
0=ton <tin<...<tp,="Telesuccessionidiv.a.(V,),>1e(Vy2)n>1, dove

n—1

Vn = § : |Btk+1,n - Btk,,n|
k=0

e

n—1

2

Vn72 - (Btk+l,'rL - BthL) '

k=0

Allora, se lim, max(tx11, — tr,) = 0, si ha

P(limV, = co0) = 1

limE[(V,,2 — T)*] = 0.

Dimostrazione. Si veda Klebaner (2005, p.63). l
La seguente definizione introduce il cosiddetto tempo di primo passaggio del moto Browniano.

Definizione 9.4.12. Sia B = (B;)c|o,[ il moto Browniano. Il tempo di arresto
7, = inf{t € ]0,00[ : B; = a},

dove a € R, ¢ detto tempo del primo passaggio per a. O

Teorema 9.4.13. Sia B = (B;);c[,~| il moto Browniano. La v.a. 7, ammette d.p. data da

a| 2
fr(x) = e ¥ Ly eof(2) -
Vom0
Inoltre, si ha E[7,] = oc.
Dimostrazione. Si veda Klebaner (2005, p.75). l

Dal precedente Teorema ¢ immediato verificare che il tempo del primo passaggio del moto
Browniano possiede in effetti la legge di Lévy introdotta nella sua versione ridotta nell'Esempio 4.1.3.
Il prossimo Teorema contiene un risultato classico, ovvero la legge dell'arcoseno per il moto
Browniano che fornisce la distribuzione dell'ultimo tempo di ritorno all'origine.

Teorema 9.4.14. (Legge dell'arcoseno per il moto Browniano) Sia B = (B;)c)p1 il moto
Browniano su [0, 1] e si consideri lav.a. 7 = sup{t € [0,1] : B, = 0}. La v.a. 7 ammette d.p. data da

o) = — 1 ().

Tzl — )

ovvero T & una v.a. con legge Beta di tipo B£(0,1, 1, 3).

Dimostrazione. Si veda Klebaner (2005, p.75). l
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Il prossimo Teorema fornisce un risultato che permette di ottenere notevoli semplificazioni nel
calcolo delle leggi connesse al massimo del moto Browniano e al tempo di primo passaggio.

Teorema 9.4.15. (Principio di riflessione) Sia B = (B;)c|o,1) il moto Browniano su [0,1] e si
consideri lav.a. B = supy<s<;B;. Fralev.a. B}, 7, e B; sussiste la seguente relazione

P(Bf >a) = P(r, <t) = 2P(B, > a),

dove a > 0.
Dimostrazione. Si veda Baldi (2017, p.70). O

9.5. Riferimenti bibliografici

I testi di Bass (2011), Bhattacharya e Waymire (2016), Koralov e Sinai (2007), Knill (2009) e
Mishura e Shevchenko (2017) sono espressamente focalizzati sulla teoria dei processi stocastici.
Ampie parti dei testi avanzati di Ash e Doléans-Dade (2000), Billingsley (1995), Cinlar (2010),
Dudley (2004), Kallenberg (2002) e Stroock (2013) sono dedicati ai processi stocastici. Per un
approccio introduttivo a questo argomento si possono consultare i testi di Brzezniak e Zastawniak
(2002), Durrett (2012), Resnick (2005) e Tijms (2003). I testi di Capasso ¢ Bakstein (2015) e Revuz e
Yor (2005) considerano in modo esaustivo 1 processi stocastici a tempo continuo. I processi a tempo
discreto, con particolare enfasi sulle martingale, sono considerati in Brzezniak e Zastawniak (2002),
Pascucci (2011) e Williams (1992). In particolar modo le applicazioni delle martingale al gioco
d'azzardo sono analizzate in Ethier (2010). Per una introduzione alle passeggiate aleatorie si puo
consultare il testo di Klafter ¢ Sokolov (2011), mentre ¢ fondamentale il capitolo dedicato a questo
argomento in Feller (1968). Il moto Browniano ¢ considerato in dettaglio nei testi di Morters e Peres
(2010) e Schilling e Partzsch (2012).

9.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P) e di una filtrazione (F;).eT, @ meno che non venga specificato
diversamente.

Sezione 9.2

e Esercizio 9.2.1. Si consideri una successione di v.a. (X,,),>1 a componenti indipendenti tale che
E[X,] = 0 e E[X?] = ¢? < oo per ogni n. Inoltre, si definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),>0
tale che

2 2
M, =S, —nc”,

dove S, => ) Xy, mentre {My;=0} gc. e (F,)n>o ¢ la filtrazione naturale, ovvero
Fn=0({Xi,...,X,}). Siverifichi che M ¢ una martingala.
Soluzione. Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha

E[|M,|] < E[SZ] + nc® = 2nc? < oo

Inoltre, dal momento che {E[M,, | F,] = M, } g.c. e che la o-algebra generata da X,, ¢ indipendente
dalla o-algebra F,,_1, si ha q.c.
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E[M, | Fn 1] = E[S? —nc® | Fua]) = E[M, 1 + X2 — 2 +2X,,S, 1 | F_i]
= E[Mn,1 | fnfl] + E[XZ — CQ] + ZSn,lE[Xn] = Mn,1 .

Inoltre, per la Proprieta della torre (Proposizione 5.2.6), si ha q.c.
E[E[Mn | fn—l] | -7:n—2] = E[Mn | -7:n—2]
e quindi dalle precedenti relazioni sussiste q.c.
E[M, | Fr-2] = E[M,_1 | Foo]l = M5

Procedendo in modo iterativo, si ha infine {E[M,, | F,,] = M,,} q.c. per m € N con m < n. Dunque,
il p.a. M ¢ una martingala. O

e Esercizio 9.2.2. Si consideri una successione di v.a. (X,,),>; a componenti indipendenti tale che
E[X,] = 1 per ognin eil p.a. M = (M,,),>¢ tale che

Mn = ﬁXk 5
k=1

dove { My = 1} q.c. e (F,,)n>0 ¢ la filtrazione naturale. Si verifichi che M ¢ una martingala.
Soluzione. Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha E[|M,|] < co. Inoltre,
sihaq.c.

E[Mn | fnfl] = E[XnMnfl | fnfl] = MnflE[Xn] =M, 1.

In modo simile all'Esercizio 9.2.1, si ha dunque {E[M,, | F,,] = M,,} q.c. per m € N con m < n,
ovvero il p.a. M ¢ una martingala. O

e Esercizio 9.2.3. (Martingala di Wald) Si consideri una successione di v.a. (X,,),>1 a componenti
indipendenti e con la medesima legge, tale che v(t) = E[e/*"] < oo per ogni t € R e per ogni n.
Inoltre, si definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),> tale che

tS'u

dove S, = >} _; X, mentre {My = 1} q.c. e (F,,)n>0 ¢ la filtrazione naturale. Si verifichi che M ¢
una martingala.
Soluzione. Si osservi che risulta

ﬁ ot X
Mn -

i ()
X

e E[%] = 1. Dunque, sulla base dell'Esercizio 9.2.2, il p.a. M ¢ una martingala. O

e Esercizio 9.2.4. Si consideri una successione di v.a. (X,,),>1 con E[|X,,|] < oo per ogni n. Inoltre,
si definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),>¢ tale che

M, =) (X; —E[X} | Fraa]),
=1

dove { My = 0} q.c. e (F,,)n>0 ¢ la filtrazione naturale. Si verifichi che M ¢ una martingala.
Soluzione. Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha
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n n

BIM,|] < > B[ Xkl + [E[Xy [ Fralll < D ElIX| + E[[X4| | Fra]] = 2n B[ X1]] < o0
k=1 k=1

Inoltre, tenendo presente che E[ X, | F,,_1] = X per k < n — 1 in quanto F}, C F,,_1, si ha q.c.

E[Mn | ‘Fn—l] - E[Mn—l + Xn - E[Xn | ‘Fn—l] | fn—l]
= E[Mnfl | fnfl] + E[Xn - E[Xn | fnfl] | fnfl]
= Mp—1 + E[Xn ’ fnfl] - E[Xn | -anl] =M, 1.

In modo simile all'Esercizio 9.2.1, si ha dunque {E[M,, | F,,] = M,,} q.c. per m € N con m < n,
ovvero il p.a. M ¢ una martingala. Quindi, sulla base di questo risultato, si pud costruire una
martingala partendo da una successione qualsiasi di v.a. con media finita. O

Sezione 9.3

e Esercizio 9.3.1. Data una traiettoria (z,),>0 di una passeggiata aleatoria X = (X,,),>0, dove
Tn €{—n,2—m,...,n—2,n} per n €N, si consideri la cardinalita dei percorsi (Z,,,...,ZTmin)
della passeggiata dal passo m al passo (m + n), dove m € N. Posto x = x,, 1, — Ty, si verifichi che

questa cardinalita ¢ pari a
n
N,(z) = ( ) :
%(n —x)

Soluzione. Data una realizzazione (y, ),>1 della successione di v.a. (Y},),,>1, si ponga

m+n

r=Y 1y

k=m

m+n

s=Y 1y
k=m

Evidentemente, r e s rappresentano rispettivamente le cardinalita dei valori 1 e — 1 nel vettore
(Yms -+ s Ym+n). Dal momento chen =r+sex=r—s,allorasihar=J(n+z)es=1i(n—x).

Inoltre, vi sono
r+s\ n
s - \3(n—2)

possibili combinazioni dei valori 1 e — 1 nel vettore (Y, ..., Ym+n), da cui il risultato richiesto. Si
osservi che la cardinalita dei percorsi (zy,, ..., Zm1n) dal passo m al passo (m + n) coincide con la
cardinalita dei percorsi (zo, ..., =, ) dal passo 0 al passo n. O

e Esercizio 9.3.2. (Principio di riflessione) Assumendo le notazioni dell'Esercizio 9.3.1 e posto

Ty Tman > 0, si verifichi che la cardinalita dei percorsi (x,, ..., Tmin) tali che z; = 0 per qualche
k=m+1,...,m+n— 1¢&pari alla cardinalita dei percorsi del tipo (2., ..., Zmin) CON 2, = — Ty,
€ Zm4n = Tm4n-

Soluzione. Considerato un dato percorso (Z,...,ZTmin), sia k il minimo indice per cui la
passeggiata ritorna all'origine, ovvero k =min{j:z; =0,j=m,...,m+n}. Dunque, a questo
percorso puo essere associato il percorso (— Zp,,..., — Tp_1,Tk,---, Tmin). Evidentemente,

quest'ultimo percorso costituisce la “riflessione” del percorso originale per valori negativi della
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passeggiata. Sulla base di questa osservazione, esiste dunque una corrispondenza biunivoca fra

l'insieme dei percorsi (z,,...,Zn4+,) € l'insieme dei percorsi (2, ..., Zm+in), che hanno percio la
stessa cardinalitd. Tenendo presente 1'Esercizio 9.3.1, questa cardinalita ¢ data da N,(z) dove in
questo caso T = X, + Tyin- O

e Esercizio 9.3.3. (Problema del ballottaggio) Considerata un'elezione con due candidati che ricevono
rispettivamente a e b voti con a > b, si determini la probabilita p che il candidato con piu voti risulti
strettamente in vantaggio durante lo spoglio.

Soluzione. Si assuma che n =a+b e x = a —b. Tenendo presente le notazioni dell'Esercizio
9.3.1, il problema puo essere assimilato ad un percorso (x, ..., x,) di una passeggiata aleatoria, dove
x, = x. In questo caso, zj rappresenta la differenza di voti fra i due candidati alla k-esima iterazione
dello spoglio, dove k = 0,1, ...,n. Si osservi che, se il candidato con piu voti ¢ sempre in vantaggio
nello spoglio, allora deve risultare z; = 1. Sulla base degli Esercizi 9.3.1 e 9.3.2, la cardinalita
dell'insieme dei percorsi (x1,...,x,) ¢ data da N,,_1(z — 1), mentre la cardinalita di questi percorsi
tali che x;, = 0 per qualche k ¢ data da N,,_1(z + 1). Dal momento che la cardinalita dell'insieme dei
percorsi (xg, ..., z,) ¢ data da V,,(z), la probabilita richiesta risulta

— Npi(z+1) (;(ni_xla)) - (%(Z;le)) ~x _ a-—b

p:anl(l‘—l) _ _ T _
N, () (%(n ) n  a+b’

n+w)

un risultato intuibile, sebbene abbastanza complicato da verificare con metodi diversi da quello
proposto. O

Sezione 9.4

e Esercizio 9.4.1. Dato il moto Browniano B = (B;)c[o,«| € assumendo che s < ¢, si calcoli il valore
atteso E[B2B?].
Soluzione. Si osservi che

E[B{B{] = E[B}(B: — B, + B.)"] = E[B{(B; — B,)* + 2B}(B, - B.) + B,].
Inoltre, se la v.a. Z ¢ distribuita con legge Normale N (0, 1), si ha B, £ \/$Z e quindi
E[Bi] = s’E[Z%] = 3s*.
Dunque, per le proprieta del moto Browniano, dalle precedenti espressioni risulta
E[B2B?| = E[B%|E[(B; — B,)?] + 2E[B3|E[B; — B,] + E[B!] = st + 25,
dal momento che E[B?] = s, E[(B; — B;)?| =t — se E[B; — Bs] = 0. O

e Esercizio 9.4.2. Dato il moto Browniano B = (B);c[o,[ € assumendo che s < ¢, si verifichi che il
v.v.a. (By, By)T ammette d.p.c. data da

1 1,2 1 1

-l — g (@)’

o) = e =) ¢

Soluzione. Tenendo presente che la matrice di varianza-covarianza del v.v.a. (B, B2)T & data da

s s
= (07);

si ha
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Dunque, posto x = (xy,x2)" si ha

Xy = ((t — 8)z? + s(zy — x1)?) .

(tx? — 252129 + S3) =

1 1
s(t —s) s(t—s)
Il v.v.a. (By, Bo)" ¢ distribuito con legge Normale bivariata N5(0, X) e quindi si ottiene infine

1
Fipopy (@1, 12) = det(2mX) 2 e300 = o e G

V2ms 27(t — s)

Si osservi che considerando la trasformata (Y1, Y5)" = g(By, By) dove g(x1,13) = (21,20 — 21)" €
tale che |J (g1 (y))| = 1, si ha

—_
o

1 2
%Y =t
2591 e 2(l—9) .

Ty 92) = —==e 2 (t — 5)

ovvero By e (By — Bj) sono v.a. indipendenti con rispettive leggi A (0,s) e N(0,t—s), come
evidentemente deve risultare per le proprieta del moto Browniano. O

e Esercizio 9.4.3. Dato il moto Browniano B = (B;);c[,~[» Si calcoli i valori attesi E[1)_ ,(B;)] e
E[Bi1)_(Bt)], dove a € R, e se ne determini il limite per ¢ — oo.

Soluzione. Tenendo presente che B; = \/_ Z dove Z ¢ una v.a. con legge Normale A/(0, 1), si ha

E[l) wq(B)] = P(Bi < a) = P (z < W) S <7¥>

e quindi, in modo controintuitivo, per ogni a si ha
: 1
lim E[l]—oo,a](Bt)] = (I)(O) = 5 .

t—00

Inoltre, risulta

E[Bi 1) w(B)] = EVtZ 1 . (V1Z)] \// w?dx:_,/%ew

e quindi, di nuovo in modo controintuitivo, per ogni a si ha

thm E[Btl]—oo,a](Bt)] = — 0. O

e Esercizio 9.4.4. Dato il moto Browniano B = (Bt)tE[Opo[a st consideri la v.a. B = supp<s<:B;s € si
determini la d.p. fp:. Si ottenga inoltre il valore atteso E[B;].

Soluzione. Dal momento che per le proprieta del moto Browniano si ha {By = 0} q.c., allora
risulta { B; > 0} q.c. Inoltre, assumendo che a > 0, per il Principio di riflessione si ha

P(B; > a) =2P(B; > a) = P(|Bt| > a) .

£

Quindi, risulta B} = | B/, da cui
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1.2

IB: (%) = 2fB,(2) Ljgoc[(7) = \/gezt‘r 19 o0((T) -

Infine, dal precedente risultato si ottiene
> 2 2t
E[BZ‘]:/ x\/—ef%fxzd:v:\/—. O
0 7t ™

e Esercizio 9.4.5. (Tempo di occupazione) Dato il moto Browniano B = (B);e[o,oc[» Si consideri
l'insieme misurabile A C R con misura di Lebesgue A(A) > 0 e l'insieme aleatorio

Sy={weQ:Bi(w) € A, t€[0,00[} .

Si determini il valore atteso E[A(S4)].

Soluzione. Si osservi che Sy ¢ in effetti 1'insieme dei valori di ¢ per cui il moto Browniano visita
l'insieme A e per questo motivo S4 viene anche definito come tempo di occupazione dell'insieme A.
Ovviamente, per ogni traiettoria B;(w) del moto Browniano, Sy si realizza in un insieme dato di
valori. Dunque, si ha che

)\(SA) = /OOO 1A(Bt) dt

¢ una v.a. che rappresenta la misura di Lebesgue dell'insieme aleatorio S4. Sulla base di questa
espressione e del Teorema di Fubini, risulta

o0

BAS) = B La(B) e = [ ELa(Bi)de = [ P(Bie A)dr.

Tenendo presente che la v.a. B; si distribuisce con legge Normale N (0,¢) e applicando di nuovo il
Teorema di Fubini, si ha

! e 5% dt dz |
27t

E[)\(SA)]Z/OOO</A\/%6Z’Itf’:de)dt:/A/ox\/_

Tuttavia, risulta

/OO L ot 2L [T e
0\ 2mt 2y Jo R

e dunque E[A(S4)] = oo, ovvero il moto Browniano visita un qualsiasi insieme misurabile A
infinitamente spesso. Risulta notevole osservare che, con una dimostrazione simile alla precedente,
per il moto Browniano multivariato in R?, dove d > 2, e per un insieme misurabile A C R?, si ha

dy = oo

CGd=1) [
BN(S)) = =2 [ el o

In questo caso, l'insieme aleatorio S, viene definito opportunamente per il moto Browniano
multivariato. Dunque, per d > 2 si puo avere E[A\?(S4)] < co per un insieme A, ovvero il moto
Browniano puo non visitare infinitamente spesso 1'insieme A. O
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Capitolo 10

Calcolo stocastico

10.1. Introduzione all'integrazione stocastica

Il problema dell'integrazione stocastica puo essere fatto risalire a Louis Bachelier (1870-1946). Se
X, rappresenta il prezzo di un bene al variare del tempo, nella sua tesi di laurea Théorie de la
speculation (1900), Louis Bachelier propose di modellare gli incrementi infinitesimi del prezzo in
modo proporzionale agli incrementi infinitesimi del moto Browniano, ovvero (con una simbologia
moderna) introdusse la relazione euristica d X; = 0d B, dove o € |0, oco[. In questo caso, la precedente
relazione porta intuitivamente a concludere che X; = Xy + oB;. Tuttavia, anche se questo modello
puo essere discretamente valido per descrivere la dinamica del prezzo nel breve periodo, in generale
non ¢ realistico. In effetti, tenendo presenti le proprieta del moto Browniano, il prezzo X; puod
assumere valori negativi con probabilita crescente all'aumentare del tempo.

Figura 9.2.1. Kiyosi It6 (1915-2008).

L'inconveniente del modello potrebbe essere aggirato supponendo che l'incremento infinitesimo del
prezzo, rapportato al prezzo stesso, sia proporzionale agli incrementi infinitesimi del moto Browniano
considerando la relazione euristica d X;/X; = od By, ovvero dX; = 0 X;dB;. Anche se questa ultima
espressione potrebbe ricordare una equazione differenziale ordinaria, evidentemente presenta una
difficolta teorica dal momento che il moto Browniano non ¢ differenziabile q.0. e quindi non ha
significato matematico. Il problema ¢ stato risolto da Kiyosi It6 (1915-2008), che ha dato
un'interpretazione rigorosa alla precedente relazione con una formulazione in termini di integrale del
tipo Xy = Xo+ o0 fot X,dBg. Nel secondo termine di quest'espressione compare appunto il cosiddetto
integrale stocastico di It0.

Di seguito vengono introdotte le basi per la costruzione dell'integrale stocastico di Itd partendo da
una classe elementare di processi, al fine di ottenere la definizione generale nella prossima sezione.
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Definizione 10.1.1. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F3)cjo,r] dove
T > 0. Sia inoltre 0 =ty < t; < ... < t, = T una partizione di [0,T] e sia Z = (Zy, ..., Zp_1)" un
v.v.a. tale che ogni v.a. Z; & misurabile rispetto a F;, con E[Z7] < oo per k =0,...,n — 1. Il p.a.
X = (X¢)tejo,r) € detto semplice se

n—1
Xi =Y Zi (1)
k=0
La classe dei p.a. semplici ¢ denotata con S7. O

Si osservi che la misurabilita delle v.a. Z, rispetto alle o-algebre F;, implica che il p.a. semplice X
sia adattato alla filtrazione (F3).epo o[- Inoltre, l'assunzione E[Z?] < oo implica che E[X?] < oo per

ogni t € [0,T]. Infine, S% & uno spazio vettoriale, dal momento che ¢ immediato verificare che
aX +bY € S perogni X,Y € S2ea,beR.

Definizione 10.1.2. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F});c[0,00[ € il
moto Browniano B = (B;);c[,~[ adattato alla filtrazione. Dato il p.a. X € SZ, l'integrale stocastico di
It di X ¢ definito come

n—1
I(X) = Z Zk(BtkH — By,)
k=0
e si scrive
T
0

Dalla Definizione 10.1.2 ¢ evidente che l'integrale di It6 di un p.a. semplice ¢ una v.a. Inoltre,
risulta opportuno sottolineare la differenza teorica fra l'integrale di It6 e l'integrale di Lebesgue di un
p-a. semplice. Piu esattamente, l'integrale del p.a. semplice X ¢ definito come

T n—1
/ Xtdt:ZZk(tk—i-l —tr) .
0 k=0

Dunque, anche l'integrale del p.a. ¢ ovviamente una v.a. Tuttavia, l'integrale del p.a. ¢ basato su
incrementi deterministici, al contrario dell'integrale di Itd, dove gli incrementi sono proporzionali agli
incrementi di un moto Browniano. In generale, si noti che l'integrale di un p.a. (le cui traiettorie sono
integrabili .C.) ¢ una v.a., dal momento che ad ogni realizzazione del processo viene associato un
integrale di Lebesgue.

Si osservi inoltre che per semplicita di notazione si pone anche

b T
/ Xt dBt - / 1[a,b[(t)Xt dBt 5
a 0

dove a,b € [0,T] ea < b.
Il seguente Teorema evidenzia che l'integrale stocastico di Ito ¢ una v.a. con media nulla e secondo
momento finito quando il p.a. & semplice.

Teorema 10.1.3. Se X € S2, l'integrale stocastico di Itd € una v.a. tale che E[/(X)] =0e
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Var[I(X)] = E[I(X)?] = /OTE[XE] dt = E[[f X? dt] < c0.

Dimostrazione. Per semplicita di notazione si assuma che A, = B;,,, — By, . Sinoti che la v.a. Z;,
¢ misurabile rispetto a F;, e che l'incremento A, ¢ indipendente dalla o-algebra F;, per l'assunzione
iii) della Definizione 9.4.1. Dunque, tenendo presente la Proposizione 5.2.1 e il Teorema 5.2.4 si ha

E[Z,Ag] = E[E[Z, Ay | Fi]] = E[Z,E[Ag | Fr]] = E[Z,E[A]] =0,

in quanto sussiste E[A;] = 0 sulla base dell'assunzione ii) della Definizione 9.4.1. Quindi, risulta

n—1
E[I(X)] =) E[Z: A =0.
k=0
Inoltre, si ha
n—1 n—1
I(X)? = VAVAVAYWAYE
k=0 37=0

Tenendo presente i precedenti commenti, assumendo k£ < 7, si ha
E[Z,.Z;AcAj] = E[E[Z,Z;A: A | Fi)l] = E[Z1Z;AE[A | Fi]] = E[Zi Z;ALE[A)]] = 0,
mentre per k = j, si ha
E[Z; AR] = E[E[Z; A% | 7,]] = E[ZZEAL | Fu ]l = EIZRE[AY]] = E[Z7] (ten — 1)
dal momento che E[Az] = tx+1 — t dall'assunzione ii) della Definizione 9.4.1. Dunque, risulta

n—1

E[I(X)*] = ) _E[Z{)(ther — ti) -
k=0

Inoltre, tenendo presente che 1y, 1, ((t)1};,,.,((t) = 0 per k # j, si ha

T Tn—1 n—1
/U Xt2 dt = /O Z Z Zijl[tkytkH[(t)l[tjvtjﬂ[(t) dt
k=0 j=0

Tn—1 n—1
~ [ Y 2 dt =Y 2t — o).
0 k=0 k=0

da cui risulta

EUTXZdt) = 3 BIZE) (et — 1)
0

3
—

e
Il

Inoltre, per il Teorema di Fubini (Teorema A.11), si ha
T
E[/{ X?dt] = / E[X?]dt .
0
La tesi segue dalle precedenti relazioni. O

e Esempio 10.1.1. Si assuma il p.a. semplice X = (X})c[o,5), dove
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Xy = Zo Lg1((t) + Z1 11 9(t) + Zo 1 5(t) ,

e Z=(Zy,Z1,75)" & un v.v.a. degenere con P(Zy=1,7, =2,7Z5=1)=1. In questo caso,
l'integrale stocastico di It ¢ dato da

L
I(X) = Zy(By — By) + Z1(By — By) + Z3(Bs — By) = By + 2(By — By) + (Bs — By) .

Dunque, dall'assunzione iii) della Definizione 9.4.1, si ha che I(X) ¢ una v.a. con legge Normale
N(0, 8). In effetti, dal Teorema 10.1.3 risulta E[I(X)] =0e

Var[I(X)] = E[Z]] + E[Z{] + 3E[Z3] = 8. O

e Esempio 10.1.2. Si assuma il p.a. semplice X = (X})c[o,1), dove
X = Zy 1y (2),

mentre Z; € una v.a. con legge di Bernoulli di parametro % In questo caso, l'integrale stocastico di Itd
¢ dato da
I
I1(X) = Zy(By — By) = ZyB .
Dunque, la f'r. della v.a. I(X) ¢ data da
Frx(e) = P(I(X) < 2) = PQI(X) <z} 0 {Z = 0}) + P{I(X) <z} n{Z = 1})

=PI(X)<z|Zy=0)P(Zy=0)+PI(X)<z|Zy=1)P(Zy =1)

1 1

Dunque, I(X) ¢ una v.a. mista, dal momento che la corrispondente f.r. ¢ una combinazione convessa

di una fir. di una v.a. degenere nello zero e una v.a. con legge Normale ridotta. Inoltre, risulta
E[I(X)]=0e

Var[[(X)] = E[22] = % | O

I seguenti risultati forniscono rispettivamente la proprieta di linearita l'integrale stocastico di It6 e
la covarianza fra due integrali stocastici di It6 nel caso di p.a. semplici.

Teorema 10.1.4. Dati i p.a. X,Y € S2, per ogni a, b € R si ha
I(aX +bY) = al(X) +bI(Y).

Dimostrazione. Si consideri la partizione 0 =ty < t; < ... < t,, = T di [0, 7], in modo tale che

n—1
Xt = Z Zk 1[tk7tk+1[(t)
k=0
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dove le vaa. Z, e Uy sono misurabili rispetto a F;, con E[Z?] <oco e E[U] < oo per
k=0,...,n— 1. Se le due partizioni per i p.a. X e Y sono differenti, ¢ sempre possibile considerare
una partizione comune considerando un raffinamento delle due partizioni originali. Dunque, si ha

n—1

aX; +bY; = Z (aZy, +bUy) l[tl\~7t1\~+1[(t) :
k=0

Assumendo le notazioni della dimostrazione del Teorema 10.1.3, risulta

n—1 n—1 n—1
I(aX +bY) =Y (aZ +bUp)Ar =a Yy ZpAp+bY Updp = al(X) +bI(Y),
k=0 k=0 k=0
da cui segue la tesi. O

Proposizione 10.1.5. Dati i p.a. X,Y € &2, si ha
Cov[I(X), I(Y)] = E[I(X)I(Y)] = / BV dt = B[ XY, di]
Dimostrazione. Si tenga presente 1'identita
ab = %(a—kb)Q— %QQ— %bQ,

dove a,b € R. Dai Teoremi 10.1.3 ¢ 10.1.4, si ha

1 1 1
E[I(X)I(Y)] = 5 E[(I(X) + I(Y))*] = 5 E[[(X)?] = 5 E[[(V)’]
= SBUL (X0 Y0 d] — 5 BT X7 df] — 3 BTV df] = B[ X, ]
L'identita
T
E[/] X,Y; dt] = / E[X,Y;] dt
0
segue dal Teorema di Fubini (Teorema A.11). O

10.2. Integrale di Ito

La seguente classe di p.a. ¢ centrale nella definizione generale dell'integrale stocastico di It6. In
effetti, gli elementi di questa classe saranno le “funzioni integrande” opportune per cui l'integrale
stocastico ¢ definito.

Definizione 10.2.1. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F;);c(o,0[- La
classe M7 ¢ costituita dai p.a. X = (X;)cpo,7) adattati alla filtrazione e tali che E| fOTXtht] <oo. O

e Esempio 10.2.1. Si consideri il p.a. X = (B;);c[0,7r]. Tenendo presente la Definizione 9.4.1 si ha

T T 2
E[fOTdet]:/ E[Bf]dt:/ tdt = = < oo,
0 0
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ovvero X € M2. Si consideri inoltre il p.a. X = (Bf)te[oﬂ. Tenendo presente che in base alla
Proposizione 9.4.3 si ha E[B}] = 3t? (si veda anche 'Esempio 7.1.8), allora risulta

T T
E[/] B} dt] :/ E[Bf]dt:/ 3tPdt =T < o0,
0 0
ovvero si ha anche X € M2., O

E immediato verificare che S C M?Z. Inoltre, la seguente Proposizione fornisce una semplice
condizione per verificare se un p.a. appartiene alla classe M2, mentre il Teorema successivo
evidenzia che la classe S7 € densa nella classe M3..

Proposizione 10.2.2. Se il p.a. X = (Xy)cor) € adattato alla filtrazione e limitato, ovvero se
esiste K > 0 tale che | X;(w)| < K per ogni (t,w) € [0,T] x ©, allora X € M2.
Dimostrazione. Dalle assunzioni si ha

E[f] X?dt] <E[f{ K*dt]| = TK?,

e sulla base della Definizione 10.2.1 segue la tesi. O

Teorema 10.2.3. Per ogni p.a. X = (X)o7 tale che X € M. esiste una successione di p.a.
(Xn)n>1, dove X, = (Xi ) reo,r) CON X, € SZ, che approssima il p.a. X, ovvero

mE[f] (X, — X;,)?dt] = 0.
n
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014). O
Sulla base dei precedenti risultati, si pud dunque introdurre la versione generale dell'integrale
stocastico di It di un p.a. definito su M?% come limite in media quadratica di una successione di

integrali stocastici relativi ad una successione di p.a. semplici.

Definizione 10.2.4. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F;):c(o oo € Un
moto Browniano B = (B});[o~[ adattato alla filtrazione. Dato il p.a. X € M7, si dice che I(X) ¢
l'integrale stocastico di 1t del p.a. X se

limE[(I(X) — I(X,))’] = 0
per ogni successione (X,,),>1 di p.a. tali che X,, € S% e si scrive

T
0

Evidentemente, la precedente Definizione implica che l'integrale stocastico di Itd puod essere
definito in termini di convergenza in media quadratica, ovvero risulta

I(X,) % 1(x)

per n — oo. Inoltre, in modo equivalente a quanto fatto per i p.a. semplici, per comodita di notazione
si pone anche

b T
/ Xt dBt - / 1[@,6[(t)Xt dBt .
a 0
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Nel caso particolare in cui X = (X;):c[o,7] € un processo deterministico, ovvero se X; = g(t) q.C.
con g : R — R, l'integrale di It6 si riduce a

Hﬂzlg@ﬂ%

che ¢ anche detto integrale di Wiener.
Dal seguente Teorema si evince che l'integrale stocastico ¢ ben definito, nel senso che non dipende
dalla scelta della successione di p.a. semplici.

Teorema 10.2.5. Per ogni p.a. X € M2, l'integrale stocastico di Itd I(X) non dipende dalla
successione di p.a. semplici (X,,),,>1 che approssimano il p.a. X.
Dimostrazione. Si consideri due successioni di p.a. semplici (X,,),>1 € (Y},),>1 che approssimano

X in M2, ovvero tali che limnE[fOT(Xt — Xy n)%dt] =0e limnE[fOT(Xt —Y;,,)?dt] = 0. Tenendo
presente la disuguaglianza

(a +b)? < 2a* + 207,
dove a,b € R, si ha

E[fy (Xin = Yin)? dt] = E[fg (Xen — X)) + (X = ¥i.0))? dt]
< 2E[[y (X; — X¢0)? dt] + 2E[[5 (X; — Y;,) dt]

e dunque
mE[[f] (X;,, — Y;.,)?dt] = 0.
Inoltre, dai Teoremi 10.1.3 € 10.1.4 si ha
E[(I(X,) = 1(Ya))!] = B[ (X, = Ya)*] = E[fy (Xon — Yin)* dt],
da cui, sulla base del precedente risultato, si ha
mE[(I(X,) —I(Y,)*]=0.
La tesi segue sulla base delle assunzioni fatte e della Definizione 10.2.4. O

In modo parallelo per quanto visto per i p.a. semplici si hanno i1 seguenti Teoremi.

Teorema 10.2.6. Se X € M2, I'integrale stocastico di It6 & una v.a. tale che E[/(X)] =0 e
T
Var[I(X)] = E[I[(X)?] = / E[X?]dt = E[[{ X? dt] < c0.
0

Dimostrazione. Si consideri una successione di p.a. semplici (X,,),>; che approssima il p.a. X in
M2, Per quanto riguarda la prima parte, tenendo presente che E[I(X,,)] = 0 dal Teorema 10.1.3, sulla
base della disuguaglianza di Jensen (Teorema 4.2.6) si ha

E[I(X)]® = E[I(X) — I(X,) = E[[(X — X,,)] <E[[(X — X,,)°] = E[(J(X) — I(X.))*] .

Quindi, per n — oo segue che E[(X)] = 0 dalla Definizione 10.2.4. Per quanto riguarda la seconda
parte, dal momento che M2 ¢ uno spazio vettoriale, si ha

E[fo X7 dt] — \/E[fy X7, dt]| < \/E[fg (Xi — X;,.)2dH].
N NIRRT
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La precedente relazione implica che
imE[fy X7, dt] = E[fj X} dt],
essendo lim,E| fOT(Xt — X;,)%dt] = 0 sulla base del Teorema 10.2.3. In modo simile, la Definizione
10.2.4 implica che
imE[(fg Xt dBr)’] = E[(Jy XedBt)’]

OVVvero

lim E[7(X,,)?] = E[I(X)?] .

Inoltre, dal momento che X, € S%, dal Teorema 10.1.3 si ha
E[(Jg Xi.ndBy)*] = E[f5 X7, di]
e quindi i due limiti coincidono. O

Teorema 10.2.7. Dati i p.a. X,Y € M2, per ogni a,b € R si ha
I(aX +bY) = al(X) + bI(Y).

Dimostrazione. Si consideri due successioni di p.a. semplici (X,,),>1 € (Y},),>1 che approssimano
ipa X eY in M2, ovvero tali che limnE[fOT(Xt — Xy n)%dt] =0 ¢ limnE[fOT(Yt —Y,,)%dt] = 0.
Tenendo presente la disuguaglianza evidenziata nella dimostrazione del Teorema 10.2.5, si ha

E[/] (aX; +bY; — aX;, — bY; )2 dt] = E[[] (a(X; — Xi0) 4+ b(Y; — Vi,))? di]
< 202 E[f{ (X; — Xi0)? dt] + 202 E[f] (Y — Y3,,)? dt] .

Dunque, risulta
HmE[f§ (aX; +bY; — aXy, — bY;,)  dt] =0,
ovvero la successione di p.a. semplici (aX,, + bY},),>1 approssima il p.a. aX + bY in M%. Dunque,
dalla Definizione 10.2.4 si ha
limE[(I(aX +bY) — I(aX, +bY,))*] =0,

ovvero, tenendo presente il Teorema 10.1.4, risulta anche

limE[(I(aX +0Y) — al(X,) — bI(Y,))?] =0.

Inoltre, si ha

E[(al(X) +bI(Y) — aI(X,) - bI(Y,))’] = El(a(I(X) — I(X,)) + b(I(Y) — I(Y,)))?
< 2a*E[(I(X) - I(X,,))’] + 2% E[(I(X) - [(X,)))?].

Poiché risulta lim,E[(I(X) — I(X,,))?] = 0 e lim,E[(I(Y) — I(Y,))?] = 0 dalla Definizione 10.2.4,
si ha infine che

limE[(al(X) +bI(Y) — al(X,) — bI(Y,))?*] =0.

Confrontando i precedenti limiti si ottiene la tesi. O
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Proposizione 10.2.8. Dati i p.a. X,Y € M2, siha
T
Cov[I(X),I(Y)] =E[I(X)I(Y)] = / E[X,Y;] dt = E[[{ X,Y, dt].
0
Dimostrazione. E analoga a quella della Proposizione 10.1.5. O

e Esempio 10.2.2. Se X = (X;)[,7 € un p.a. per cui risulta che X; = 1 71(t), si vuole verificare che

T
1(X) :/0 dB, = Br .

Evidentemente, X ¢ un p.a. semplice e dunque X € M?Z. Inoltre, si pud banalmente scegliere la
successione (X,,),>1 con X, = X e quindi sussiste

3
—

I(Xn) = (Btk:+1,n, - Btkn) = BT
0

B
Il

dal momento che la somma ¢ telescopica. Quindi, si ha

L2
1(X,) = Br

e dalla Definizione 10.2.4 risulta
I(X)=Br.
Dunque, in questo caso l'integrale stocastico di Itd € una v.a. con legge Normale A/(0, 7). In modo

coerente, dal Teorema 10.2.6 risulta E[1(X)] = 0e Var[I(X)] =T. O

e Esempio 10.2.3. Se X = (B;)(y7), si vuole verificare che

T
1
I(X):/ BtdBtZE(B%—T).
0

Nell'Esempio 10.2.1 ¢ stato verificato che X € MQT Dunque, posto 0 =ty , < t1, < ... <tp, =T,
si consideri la successione di p.a. semplici (X,),>1, dove X, = (Xi5)seo,r] €

n—1

Xt,n - Z Btk.n l[tk,7utk+l.7b[(t) :
k=0

Inoltre, dal momento che l'integrale stocastico non dipende dalla scelta della successione, si ponga
thn = %T Tenendo presente 1'identita

1 1
a(b—a) = 5(1)2—@2)—5(17_@)2’
dove a,b € R, si ha
n—1 = 1=l
](Xn) = Z Bthz(Bthrl;n - Btkﬂl) = 5 (B?k+1’71 fk ) B 5 (Btk+]~" Bt}‘ ”)2
k=0 k=0 =0
1 1 n—1
= — B% - = (Btk+1n Btkn)2
2 2 k=0 '

Dunque, tenendo presente il Teorema 9.4.11 si ha
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1 133 1
Y B% -5 Z (Btk+l,7L - Btk,n)Q -5 (B% - T)
2 2 P 2

per n — oco. Dalla Definizione 10.2.4 si ottiene infine il risultato richiesto. In questo caso, l'integrale
di It6 ¢ una trasformata lineare del quadrato di una v.a. con legge Normale N (0,T'), ovvero I(X) si
distribuisce con legge Gamma G( — 3T, T, 3). Inoltre, dal Teorema 10.2.6 si ha che E[I(X)] =0 ¢
Var[l(X)] = T; Si osservi infine che il risultato ottenuto nell'integrazione stocastica ¢ simile a quello
che si verifica in un ambito di integrazione con funzioni deterministiche, eccetto la presenza di un

secondo termine. Questo termine ¢ dovuto al fatto che la variazione di un moto Browniano non ¢ nulla
(vedi Teorema 9.4.11). O

Dai due precedenti esempi, ¢ evidente che non ¢ opportuno calcolare l'integrale di [t6 mediante la
Definizione 10.2.4. Tecniche pratiche di integrazione saranno presentate negli Esempi 10.3.5-10.3.8
sulla base della Formula di It6 introdotta nel prossimo paragrafo. Tuttavia, nel caso di un processo
deterministico, si puo ottenere un risultato generale. In particolare, il seguente Teorema fornisce la
legge di un integrale di Wiener.

Teorema 10.2.9. Sia X = (X;)co,r) UN p.a. tale che X; =g¢(t) g.c. con g: R — R. Se si ha
fo (t)%dt < oo, allora l'integrale di Wiener (X fO (t)dB; €& una v.a. con legge Normale

N(O, [ g(t)2dt).

Dimostrazione. Tenendo presente il Teorema 10.2.5, si consideri la successione di p.a. semplici
(Xn)n>1, dove X, = (Xt )tejo,r) cOn

Xt,n Z g tk tA tlHrl ) ’

che approssima il p.a. X. Dalla Definizione 10.1.2 si ha
1(X0) = ) g(tk) (B, — By) -

Gli incrementi di un moto Browniano sono indipendenti per l'assunzione iii) della Definizione 9.4.1 ¢
la legge di ogni incremento ¢ Normale per l'assunzione ii) della Definizione 9.4.1. Dunque, tenendo
presente I'Esempio 7.3.5, la v.a. I(X,,) si distribuisce con legge Normale tale che E[1(X,,)] =0e¢

[y

n—

Var[I(X,)] = Y g(te)*(tesr — 1) -
0

T

Inoltre, dalla definizione dell'integrale di Riemann, si ha

T
lim Var[I(X,,)] :/0 g(t)*dt .

n

2
Dal momento che sulla base della Definizione 10.2.4 si ha I(X,,) LI (X) per n — oo, allora I(X) si
distribuisce necessariamente con legge Normale A/(0, fOTg(t)2dt) (si veda 1'Esercizio 8.1.1). O

e Esempio 10.2.4. Se X = (X),c(o,7 ¢ tale che X; = ¢, allora si ha il seguente integrale di Wiener
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T
1(X) = / tdB, .
0
Sulla base del Teorema 10.2.9, la v.a. I (X) si distribuisce dunque con legge Normale N (0, T{) O

Seguendo un percorso analogo a quello che si considera nella teoria dell'integrazione ordinaria, di
seguito viene dato il concetto di processo integrale.

Definizione 10.2.10. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, F, P) con filtrazione (F;):c[,o0f €
un moto Browniano B = (B;)c|o,«| adattato alla filtrazione. Dato il p.a. X € M2, si dice processo
integrale il p.a. M = (M;);e(o7) tale che

t
Mt:/Xsst. O
0

Il seguente Teorema considera le principali caratteristiche del processo integrale.

Teorema 10.2.11. Se M = (M;);c(o,r) € Un processo integrale, allora M e unico g.c. e M € M.
Inoltre, M e una martingala rispetto alla filtrazione (F;);c[,~| CON traiettorie continue g.c.
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014). O

e Esempio 10.2.5. Dall'Esempio 10.2.3, si consideri il processo integrale M = (M;);c[o,1] tale che
f 1
Mt:/Bsst:—(Bf—t).
0 2
Tenendo presente I'Esempio 10.2.1, si ha

T2 L oo ipt | 2 (R 1T, T3
E[oMtdt]SZE[fo(Bt‘*‘t)dt]:Z E[Bt]dt-l-z tdt=?<oo,
0 0

e dunque risulta M € M?3 a conferma della prima parte del Teorema 10.2.11. Inoltre, si ha

1 t
E[|M,|] < 5E[B’E] +o=t<o.
Tenendo presente che il moto Browniano ¢ una martingala (Proposizione 9.4.5), per ogni s < ¢ risulta

E[Blg | f*] E[(Bt - Be + BG)Q | -;Es]
E[(B: — By)? | FJ] + 2E[(B; — B,) B, | F.| + E[B? | F]
E[(B; — B,)*] + 2B,E[B; — B, + B =t — s+ B?,

OVVvero
E[B} —t| F]=DB-s,
da cui infine si ha
E[M, | Fs] = M .

Dunque, a conferma della seconda parte del Teorema 10.2.11, si ha che il p.a. M ¢ una martingala. [
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10.3. Formula di Ito

Di seguito viene considerata un'ampia classe di processi aleatori, detti processi di Itd, che
generalizza la famiglia dei processi integrali presentata nella precedente sezione. Inoltre, viene
introdotta la cosiddetta formula di 1td, che permette di determinare la struttura di una trasformata di un
processo di Ito e che risulta fondamentale per il calcolo differenziale stocastico.

Definizione 10.3.1. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F;):c[o o[- Un
p.a. X = (X)se[o,7) € detto processo di It0 o processo di diffusione se si ha

t t
Xt:X0+/ Oést_F/ Bsng,
0 0
dove o = (v )sefo,r) € B = (Bt)iejo,r) sono p.a. tali che o, 3 € M. O

Quando si considera il processo di Itd, ¢ uso comune adottare la seguente notazione alternativa
dXt = O dt + ﬂt dBt ,

e denominare dX; come differenziale stocastico. La precedente espressione viene detta anche
notazione differenziale di Itd. Tuttavia, si deve evidenziare che il differenziale stocastico non ha un
significato matematico ben definito e dovrebbe sempre essere inteso nel senso rigoroso della
Definizione 10.3.1. La notazione differenziale di It6 va dunque vista solamente come un modo
efficiente di scrivere il processo di Ito.

e Esempio 10.3.1. Considerato il p.a. X = (B;)[o,7] € tenendo presente I'Esempio 10.2.2, si ha

t
By :/dBS.
0

Dunque, il moto Browniano ¢ un processo di Itd, dal momento che ¢ immediato verificare che
o, € Mk, essendoa; =0e B = 1. -

e Esempio 10.3.2. Considerato il p.a. X = (B})[ 7] ¢ tenendo presente 'Esempio 10.2.3 si ha

t t
Bf:/ds+2/Bsst
0 0

Dunque, X & un processo di Itd, dal momento che o, 3 € M2, essendo oy = 1 e 3; = B; (vedi anche
Esempio 10.2.1). Inoltre, in notazione differenziale si puo scrivere

dB} = dt + 2B, dB; . O

La seguente Proposizione fornisce le caratteristiche principali del processo di It6.

Proposizione 10.3.2. Se il p.a. X = (X;);co,) € un processo di It6, allora X ha traiettorie
continue q.c. Inoltre, X & una martingala se il p.a. o = (vt )scjo,r) € tale che a; = 0.
Dimostrazione. Segue immediatamente dalle assunzioni e dal Teorema 10.2.10. O

Il seguente Teorema considera la celebrata formula di It6, che fornisce il effetti la rappresentazione
integrale di una trasformata del processo di Ito.
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Teorema 10.3.3. (Formula di Ité per trasformate univariate) Se il p.a. X e un processo di It0 e
g : R — R é una funzione con derivata seconda continua, allora

o0x) =900+ [ o Cacas+ [ gxoman+ ) [ 0csas,
ovvero in notazione differenziale di 1t0 si ha
dg(X:) = ¢ (Xi)aw dt + ¢/ (X;)B; d By + %Q'I(Xt)ﬁf dt = ¢'(X¢) dX; + %g//(Xt)ﬁtQ dt.
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014). O

E importante notare che nel precedente Teorema la funzione g non pud dipendere da ¢. Di seguito
vengono date alcune esemplificazioni di questa importante formula.

e Esempio 10.3.3. Si consideri il moto Browniano X = (By)7) € la funzione g(x) = 2™ con

m € {1,2,... }. Dal momento che ¢ stato verificato che X ¢ un processo di Itd nell'Esempio 10.3.1,
dal Teorema 10.3.3 si ha

t -1 t
B;n:m/ Bg”dBﬁ% /B;Hds,
0 0

ovvero in notazione differenziale si ha

—1
dB]" = mB}"""dB; + —m(mQ )

B2 dt .
In effetti, questa relazione generalizza quella ottenuta nell'Esempio 10.3.2 nel caso particolare m = 2]
e Esempio 10.3.4. Dato il moto Browniano (B;)(o 1, si consideri il p.a. X = (X})[ 7 tale che

1
dXt: §Xtdt+XtdBt

Se si suppone che X € M2, il p.a. X & un processo di Itd con o = (%Xt>te[0,T} e B = (Xt)ieo,1-
Inoltre, dal Teorema 10.3.3 si ottiene

1
deBt = €Bt dBf + 5 €Bt dt .

Si deve concludere dunque che X; = e, ovvero si ¢ determinata la struttura del p.a. X che soddisfa
alla relazione differenziale stocastica richiesta. In effetti, risulta X € M2 dal momento che si ha

E[e?] = e2' tenendo presente la Proposizione 9.4.3, e quindi

T
E[[ el dt] = / Ele®]dt = 2(e?T — 1) < 00. O
0

Il seguente Teorema estende la formula di It6 nella situazione in cui si considera due processi di [t6
e una loro trasformata. La formula puo essere ancora generalizzata al caso di piu processi di Itd (per
maggiori dettagli, si veda Da Prato, 2014, p.121).

Teorema 10.3.4. (Formula di It6 per trasformate bivariate) Se i p.a. X e Y sono processi di It0
tali che



270 Calcolo stocastico

dXt = Qax;z dt + BX’t dBt

dY; = aydt + By dBy,

mentre g : R> — R & una funzione con derivate parziali seconde continue, allora

t 0 Z, ! 0 Zz,
oY) = 9o, ¥0) + [P0 oy g (D)
0 Ty 0 Vo lxx
bo Lo
N / 9(z,y) By, dB, + / 9(z,y) By, dB,
0 Ox (X,,Y) 0 dy (X..Yy)
1 t 02 1 t
+_/ °g(z, y) ﬂ§8d3+—/ 99(z,y) 8 ds
2 0 8332 (X,.Y,) ’ 2 0 8y (X,.Ys) ”
L 0%g(x,
+ M 6X,55Y,s ds .
o 920y (xv,
Equivalentemente, in notazione differenziale stocastica si ha
dg(z, dg(z,
dg(Xt,Y;g) = g( y) axt dt + g( y) Qy ¢ dt
0z |(x.y) % Iy
0g(zx, 0g(x,
+ 9(@:y) Bx .+ dB; + 9(z,y) By + dBy
0z |(x,.y) % lixv
1 &%g(z,y) > 1 &g(z,y) 2
2 02 (X Y)ﬁX’t e 2 0y (X Y)ﬂy’t “
0?%g(z,
+ M Bx By ¢ dt
0x0y (x, v,
OVVero
0 0
dg(X,.Y;) = 9(x,y) ax, + 29(5:Y) ay,
9z |(x,.y) % lxw
1 &%g(z,y) ) 1 &g(z,y) 2
2 o2 « Y)ﬂ)gt dt + 2 02 " Y)ﬁy,t dt
0?%g(z,
+ M Bx 1By dt .
8x8y (X4,Y)
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014, p.121). l

e Esempio 10.3.5. (Formula ridotta di It6) Si consideri 1 p.a. di Itd X e Y, dove dY; = dt.
Evidentemente, Y ¢ in effetti un processo deterministico. In questo caso, essendo ooy ; = 1 e By = 0,
la formula di It6 del Teorema 10.3.4 si riduce a

2
dg(X,. 1) = G@.y)| x99y g 1 Og(@y)

1
- 8%, dt,
9 |(x,1) R I R P

che & anche detta formula ridotta di It0. O
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e Esempio 10.3.6. (Moto Browniano geometrico) Al fine di esemplificare la formula ridotta di Ito, si
supponga che X sia il moto Browniano, ovvero dX; = dB;, e si consideri inoltre la funzione
g(z,y) = e 27" con € R e o € |0, oo]. Dunque, si ottiene

dg(Bi,t) = 0g(B,t) dBy + ug(By, t) dt ,

ovvero, se si pone Z = (Zt)[O,T] con Z; = e(“’%"Z)”"Bt, si ¢ determinato quindi il p.a. che soddisfa
alla relazione differenziale stocastica dZ; = uZ;dy + ocZ;dBy;. 11 p.a. Z ¢ detto moto Browniano
geometrico e riveste grande importanza nelle applicazioni finanziarie. Inoltre, seguendo una
terminologia comunemente adottata, ;o ¢ detto parametro di tendenza, mentre o ¢ detto parametro di
volatilita. Tl cosiddetto moto Browniano geometrico ridotto si ha per 4 = 0 e o = 1. Si osservi infine
che per = 0 il p.a. X siriduce a d X; = 0 X; dB;, ovvero si ha X; = Xy + afJXSdBS n termini di
integrale di It6. Quindi, si ¢ ottenuta la risposta formale al problema introdotto all'inizio della Sezione

10.1 e che ha condotto a considerare l'integrale di Ito. O
7
6
5
af
3
2
1f
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 10.3.1. Una traiettoria del moto Browniano geometrico
conp=1leo=1.

e Esempio 10.3.7. (Integrazione stocastica per sostituzione) Nella formula ridotta di It6 dell'Esempio
10.3.5 si consideri il p.a. X tale che d X; = dB;. In questo caso, la formula puo essere espressa come

_ Og(z,y) dg(z,y) 1 0*g(x,y)
dg(Bt,t) - T . ay 5 8:1;2

T

dt.
(Byst)

dBt-l-(

(Byt)

Si assuma che g sia una soluzione della cosiddetta equazione del calore, data dalla seguente equazione
differenziale
Og(z,y) 1 Pglxy)

oy 2 Ox? =0.

In questo caso, la precedente formula ridotta di It6 si semplifica ulteriormente come

0g(zx,
dg(Bt,t) = % ( )dBta
Bt./t
OVVero
t
/ d9(.y)|  yp o(Bot).
0 8113' (BS,S)
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che fornisce un'utile espressione per l'integrazione stocastica per sostituzione. Nel caso particolare

dell'integrale di It6 considerato nell'Esempio 10.2.3, una conveniente soluzione dell'equazione del

calore ¢ data da g(z,y) = §(x* — y), da cui si ottiene immediatamente

t
1
/Bsst — L.
0 2

Come ulteriore caso particolare, se si vuole ottenere l'integrale di It6 del moto Browniano geometrico
ridotto X = (e’%+Bf)te[O7T] considerato nell'Esempio 10.3.6, una conveniente soluzione dell'equazione
del calore ¢ data da g(x,y) = e”~%, da cui si ottiene immediatamente

t
/ e 1 dB, = e 2tB
0

Questo risultato conferma effettivamente che il moto Browniano geometrico ridotto soddisfa alla
relazione differenziale stocastica dX; = X;dB;. Per ulteriori dettagli sulle soluzioni dell'equazione
del calore si veda Calin (2015, p.157). l

e Esempio 10.3.8. (Integrazione stocastica del prodotto) Si consideri i processi di Ito X e Y e la
funzione g(z,y) = xy. Calcolando le derivate parziali e sostituendo opportunamente, dal Teorema
10.3.4 si ha dunque

d(X1Y;) = Yiaxdt + Xay  dt + Y, Bx ¢ dBy + Xy By 1 dBy + Bx 1Py 1dt
=Y, dX; + Xy dY; + Bx By dt .

Si osservi infine che il risultato ottenuto nell'integrazione stocastica ¢ simile a quello che si ha in un
ambito di integrazione con funzioni deterministiche, eccetto la presenza di un terzo termine. Questo
termine ¢ dovuto al fatto in generale i processi di [td X e Y non sono indipendenti, in quanto sono
trasformate dello stesso moto Browniano. O

e Esempio 10.3.9. (Integrazione stocastica per parti) Nell'Esempio 10.3.8 si consideri il caso
particolare per cui i p.a. X e Y sono tali che dX; = h(t)dt e dY; = g(B;)dt dove h : R — R ¢ una
funzione derivabile e g: R — R ¢ una funzione con derivata seconda continua. In questo caso,
tenendo presente la Formula di It6 (Teorema 10.3.3) si ha

d(h(t)g(By)) = h'(t)g(By)dt + h(t)dg(B:) = h'(t)g(B)dt + h(t)g' (B:)dB; + % h(t)g" (By)dt,

OVVvEero

| 1) (B aB. = ne)a(Bl - [ WeaBas =5 [ hs)g (B ds.

Questa utile espressione ¢ detta formula di integrazione stocastica per parti. Nel caso particolare

dell'integrale di Itd considerato nell'Esempio 10.2.3, posto h(t) = 1 e g(z) = 122, siha

2
t 1 1/ 1
/BSdBS:—Bf——/ds:—(Bf—t),
0 2 2 Jo 2

un risultato che ¢ gia stato verificato nel medesimo Esempio. Come ulteriore caso particolare, posto

h(t) =te g(x) = x, si ottiene
t t
/ sdB, = tB; — / Bgds,
0 0
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che fornisce un interessante relazione fra l'integrale di Wiener e l'integrale del moto Browniano. Per
ulteriori esemplificazioni del calcolo pratico dell'integrale di It6 si veda Calin (2015). O

10.4. Equazioni differenziali stocastiche

Il calcolo differenziale classico ¢ stato sviluppato principalmente al fine di porre in termini di
equazioni differenziali 1 principi fondamentali che governano i fenomeni fisici nel tempo. Il calcolo
differenziale stocastico ¢ stato introdotto con simili scopi nel caso di sistemi che si evolvono con una
componente aleatoria. Evidentemente, questo tipo di modelli fornisce una descrizione piu efficiente
dei fenomeni reali.

La seguente definizione introduce una classe di equazioni differenziali che ha importanza
fondamentale nelle applicazioni.

Definizione 10.4.1. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, F, P) con filtrazione (F)sc(o,00-
Siano inoltre a € b due funzioni tali che @ : R — R e b : R — R. Un processo di It X = (Xt)tep,m)
¢ detto soluzione dell'equazione differenziale stocastica

dXt = CL(Xt, t) dt + b(Xt, t) dBt
con condizione iniziale Xy = C, se C' ¢ una v.a. misurabile rispetto alla c-algebra Fy, i p.a.
a = (a(X¢,t))epor) € b = (b(X4,t))seio,r) sono tali che a,b € M7, e risulta
t t
X;=C +/ a(Xs,s)ds —I—/ b(Xs,s)dBs,
0 0
per ogni t. O

Il seguente Teorema fornisce le condizioni per I'esistenza e l'unicita di una soluzione di
un'equazione differenziale stocastica, che in questo caso viene detta soluzione forte.

Teorema 10.4.2. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F;)c(o,oc[- Siano
inoltre a e b due funzioni a : R? — Re b : R? — R tali che esiste L > 0 per cui
|a(z,t) — aly, t)] + |b(x, ) = b(y,t)| < Llz—yl,
perogni x,y € Ret € [0,T], e esiste K > 0 per cui
la(x,t)] + |b(z, )] < K(14|z]),

per ogni =z € R e ¢t € [0, T]. Inoltre, sia C' una v.a. misurabile rispetto alla o-algebra F;, tale che
E[C?] < co. In questo caso, I'equazione differenziale stocastica
dXt = a(Xt, t) dt + b(Xt, t) dBt )
con condizione iniziale X, = C', possiede un‘unica soluzione X con traiettorie continue e tale che
E[fOTXtht] < 00.
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014, p.134). O
e Esempio 10.4.1. (Modello di Black e Scholes) Si consideri 1'equazione differenziale stocastica

dXt = ILLtXt dt + O'tXt dBt .
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con condizione iniziale Xy = C, dove p: R — R e 0 : R — R sono funzioni continue in [0, 7.
Dunque, in questo caso si ha a(z,t) = px e b(x,t) = opx. La prima condizione del Teorema 10.4.2
risulta soddisfatta, in quanto

la(z,t) = aly, )] + [b(z,t) = by, )] = (|| + |ov])|z — y| < Lz —y],

dal momento che esiste L > 0 per cui || + |oy| < L essendo p e o funzioni continue in [0, 7).
Anche la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta in modo simile, in quanto

la(z, 0)| +|b(z, )] = (lpe] + [ow])]] < K (1 + |]) -

Dunque, esiste una soluzione forte. Si consideri inoltre i processi di Ité U e V, tali che dU; = 0,dB; e
dV; = dt e la trasformata

v 1.2
g(u,v) _ Ceu—i—fo (ps—302)ds ’

dove c ¢ una determinazione della v.a. C'. Si tenga presente che in questo caso si pud applicare la
formula ridotta di It6 dell'Esempio 10.3.5, data la struttura dei p.a. U e V. Dunque, sostituendo
opportunamente in questa formula, si ottiene

dg(Ut, t) = Mt g(Ut, t) dt + (o g(Ut, t) dBt .

Data 1'equivalenza di questa espressione con 1'equazione differenziale stocastica iniziale, la soluzione
X = (X¢t)tejo.) € tale che

X, = g(Uy, t) = C ehlm—1oddst foudB,

Questo p.a. ¢ detto modello di Black e Scholes, dal momento che ¢ stato introdotto dal matematico
Fischer Sheffey Black (1938-1995) e dall'economista Myron Samuel Scholes (1941-). Il modello ¢ in
effetti una generalizzazione del moto Browniano geometrico introdotto nell'Esempio 10.3.6, che si
ottiene per p; = p € o = o funzioni costanti. Il modello di Black and Scholes riveste un'importanza
fondamentale nella matematica finanziaria. O

10

%0 o5 10 15 20
Figura 10.4.1. Una traiettoria del modello di Black e Scholes
conp; =teo; = 1.

e Esempio 10.4.2. (Processo di Ornstein e Uhlenbeck) Si consideri l'equazione differenziale
stocastica

dXt: —MXtdt+UdBt,

con condizione iniziale X, = C, dove u, o € ]0,00[. Dunque, in questo caso si ha a(z,t) = — uz e
b(z,t) = o. La prima condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto



Capitolo 10 275

|CL(.CC,t) - a(yat)| + |b(33, t) - b(ya t)| = |M||x - y| :
Anche la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto
la(z, )] + |b(z, 1) = [ullz| + o] .

Quindi, esiste una soluzione forte. Tenendo presente la formula di integrazione stocastica del prodotto
introdotta nell'Esempio 10.3.8, con il p.a. Y tale che Y; = e/, si ha

d(X;e') = e dX; + pe' Xy dt = oe dB; .

Dalla precedente relazione risulta dunque

t

X, =C+ 0/ e dB, ,

0

ovvero, la soluzione X = (X;);c[0,r] dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che
t
X, =Ce ™ 4 ae_“t/ e dB; .
0

Questo p.a. ¢ detto processo di Ornstein e Uhlenbeck, dal momento che ¢ stato introdotto dai fisici
Leonard Salomon Ornstein (1880-1941) e George Eugene Uhlenbeck (1900-1988). Anche questo
modello ha grande rilevanza nella matematica finanziaria. O

1.5

1.0 -

0.5 |

0.0 |

0.5

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Figura 10.4.2. Una traiettoria del processo di Ornstein e Uhlenbeck
conp=1leo=1.

e Esempio 10.4.3. (Ponte Browniano) Si consideri l'equazione differenziale stocastica

dXt (C — Xt) dt + dBt )

1+

con condizione iniziale Xo = 0 e ¢ € R, dove ¢ € [0, 1[. Dunque, in questo caso si ha a(z,t) = =5 e

b(z,t) = 1. La prima condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto

a2, t) — aly, )] + [b(z,t) = b(y, 1) = [z —yl.

1—t

Anche la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto

(e, )]+ bz, )] =

— 1.
t|c x| +
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Dunque, esiste una soluzione forte. Si consideri I'ulteriore processo di Itd Y = (Y});c[0,1|, tale che
Y, = ﬁdt. Evidentemente, Y ¢ un processo deterministico. Dalla formula di integrazione stocastica
del prodotto dell'Esempio 10.3.8, si ha

1
dt + —— dBy,

1 c

1
1t (1—1t)

Oovvero

L Xy =Xo+ /t ! d—l—/t ! dB
— X, = c| ——ds —— dB; .
1—¢°! 0 o (1 —s)2 o l—s

Dunque, la soluzione X = (X})c(o,1| dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che

1

— S

t
Xt:ct—l—(l—t)/1 dB; .
0

Questo p.a. ¢ detto in modo pittoresco ponte Browniano, dal momento che ¢ equivalente ad un moto
Browniano le cui traiettorie si originano in (0, 0) e terminano in (1, ¢). O

La seguente Proposizione fornisce un metodo per ottenere la soluzione di un particolare tipo di
equazione differenziale stocastica. La tecnica ¢ anche detta metodo del fattore d'integrazione.

Proposizione 10.4.3. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F;)c(o,o0[-
Sia dato un processo di 1t X = (X;):c(o,7, Che € soluzione dell'equazione differenziale stocastica

dX; = a(Xy,t) dt + b(t) X, dB; ,
dove b : R — R € una funzione continua. Sia dato inoltre il p.a. Y = (Y}),c(o,7] cON
Y, = e3ob(s)ds—[ib(s)aB,
Si ha
d(X,Y;) = a(Xy, t)Y dt .

Dimostrazione. Se Z = (Z;);c[o,7) € il processo di It tale che
iz, = %b(t)g dt — b(t) dB,
e tenendo presente che Y; = e#, dalla formula di Itd (Teorema 10.3.3) si ha
dY, = e dZ, + %ezt b(t)2dt = b(t)?Y; dt — b(t)Y; dB; .

Inoltre, dalla formula di integrazione stocastica del prodotto introdotta nell'Esempio 10.3.8 si ottiene

d(X:Y;) = Yi(a(Xs, t) dt + b(t) X, dBy) + X (b(t)?Y; dt — b(t)Y; dBy) — b(t)* X, Y; dt
= CL(Xt, t)}/f dt .

da cui segue la tesi. O
Si osservi che il risultato fornito nella Proposizione 10.4.3 permette di ricondurre l'equazione

differenziale stocastica originale ad una equazione differenziale ordinaria, che in pratica puo essere
risolta con l'utilizzo di metodi standard. Nelle applicazioni usuali, molte equazioni differenziali
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stocastiche sono esprimibili nella forma considerata nella Proposizione 10.4.3 e dunque questo

risultato fornisce un metodo di soluzione molto efficiente.

e Esempio 10.4.4. Si consideri 1'equazione differenziale stocastica relativa al modello di Black e

Scholes dell'Esempio 10.4.1. In questo caso, applicando la Proposizione 10.4.3 si ha

Y, = ebhooids—JooudB,
mentre

d(XeYy) = uXiY, dt .
Dunque, tenendo presente che {Yy = 1} g.c., si ha

X,Y; = C eomsds
oVvVvero
X, =Ce Jy (us—302)ds+ [0, dB, ’

che conferma il risultato ottenuto nell'Esempio 10.4.1.

e Esempio 10.4.5. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

dXt = ,udt—l— O'Xt dBt ,

con condizione iniziale Xy = C e dove u,0 € R. Dunque, in questo caso si ha a(x,t) =p e

b(z,t) = ox. La prima condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto
la(x,t) — aly, )] + bz, 1) = b(y, 1) = [o]lz -yl .
Anche la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto
la(z, )] + |b(z, )] = |l + o] .
Quindi, esiste una soluzione forte. In questo caso, applicando la Proposizione 10.4.3 si ha

Y; _ 6%0275—03,5

mentre
d(X,Y;) = pY; dt,

ovvero, tenendo presente che {Y; = 1} ¢.c., risulta

t

0

Dunque, la soluzione X dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che

t
Xt — e*%O‘%ﬂ*O‘Bt (C_{_lu// 6%02570'35 dS) .
0

Un ulteriore metodo di soluzione ¢ basato sulle cosiddette equazioni stocastiche esatte. Si consideri
l'equazione differenziale stocastica della Definizione 10.4.1 e si voglia determinare una soluzione

forte del tipo X; = g(B,t). In questo caso, l'equazione differenziale stocastica si riduce a

dg(By,t) = a(g(B:,t),t) dt + b(g(By,t),t) dB; .
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Inoltre, tenendo presente la formula ridotta di It6 (Esempio 10.3.5), l'equazione differenziale
stocastica ¢ esatta se esiste una funzione g per cui si ha

dg(z,y) 1 0%(z,y

b(g(z,y),y) = 89(32 ) :

Si osservi che in questo caso sussiste la relazione

dalg(z,y),y) _ Oblg(w.y).y) 1 9*b(g(z.y),y)
ox Oy 2 Ox? '

In effetti, dalla formula ridotta di Itd, per questa scelta della funzione g si ha
dXt - dg(Bt7t) )
OVVero

Xt = .g(Btat) .

e Esempio 10.4.5. Si consideri il caso specifico dell'equazione differenziale stocastica
dXt = /JXt dt + O'Xt dBt .

Evidentemente, le condizioni del Teorema 10.4.2 sono soddisfatte ¢ quindi esiste una soluzione forte.
In questo caso, essendo b(g(z,y),y) = og(z,y), si ha

og(z,y) = ngf Y :
da cui
g(z,y) = 7MY

dove h ¢ una funzione da determinare. Inoltre, essendo a(g(z,y),y) = pg(zx,y) risulta

2
Meax—&-h(y) — 6ox+h(y)h/(y> + % eoaz-i—h(y)

b

da cui

h(z) = (u— %02)t—|—c

con ¢ € R. Dunque, si ottiene

g(z,y) = el toute,

Dal momento che ¢(0,0) = e, si deve quindi concludere che
X = Xy elh=30)t+0B >

ovvero si ¢ ottenuto il moto Browniano geometrico dell'Esempio 10.3.6. O

e Esempio 10.4.6. Si consideri 1'equazione differenziale stocastica
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dXt = (I(Xt) dt + b(Xt) dBt

e si voglia determinare l'esistenza di una soluzione forte del tipo X; = g(B;). In questo caso, la
precedente equazione differenziale stocastica si riduce a

dg(B;) = a(g(By)) dt + b(9(B;)) dB; .

Dalla formula di 1t06 del Teorema 10.3.3 si ha inoltre

1
dg(Bt) = 5 g//(Bt) dt + g/(Bt) dBt .

Dunque, 1'equazione differenziale stocastica ¢ esatta se esiste una funzione g per cui si ha

ovvero sussiste la relazione

algle)) = 3V (g(x))g/(x)
In effetti, per questa scelta risulta
dXi = dg(By) ,
OVVero
X =g(By) .

Si consideri il caso specifico dell'equazione differenziale stocastica

1 /

Le condizioni del Teorema 10.4.2 sono facilmente verificate e quindi esiste una soluzione forte. Sulla
base della precedente relazione si ottiene la seguente equazione differenziale

g(x)=V1+g()*,
la cui soluzione ¢ data da

g(z) = sinh(z + ¢) ,
con ¢ € R. Dunque, si deve concludere che

X; = sinh(B; + arcsinh(Xj)) . O
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Brzezniak e Zastawniak (2002), Calin (2015), Choe (2016) ¢ Wiersema (2008).

10.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume 1'esistenza
di uno spazio probabilizzato (€2, F, P) e di una filtrazione (F;):cT, @ meno che non venga specificato
diversamente.

Sezione 10.1

e Esercizio 10.1.1. (Moto Browniano integrato) Se B = (B;);cr+ ¢ un moto Browniano, si consideri

il p.a. X = (X¢)ter+ dove
t
Xt = / BS ds .
0

Si determini la legge relativa alla v.a. X;. Il p.a. X ¢ detto moto Browniano integrato.
Soluzione. Dal momento che B ha traiettorie continue q.c., il p.a. X ¢ definito. Inoltre, si consideri
la successione di v.a. (X;,,),>1 tale che

o
Xt,n = - Z Bkt/n
[y

e si osservi che lim, X;,, = X; g.c. per le proprieta dell'integrale di Riemann. Mediante una semplice
manipolazione algebrica X; , puo essere espresso come

t n
Xin = — Z (n—k+1)(Bri/n — Bi-1yt/n) -

N

Per le proprieta del moto Browniano gli incrementi (B, — B(;—1);/») sono indipendenti con legge
Normale N (0, %) Quindi, per le proprieta della legge Normale, la v.a. X;, ¢ distribuita con legge

Normale tale che E[X;,,| =0¢

13 &

R 1)(2n + 1)¢3
Var[X;,] = (n_k+1)2:%zk2:n(n—l— )(2n + 1) .
k=1

3 3
n’ 6n

Dal momento che lim,E[X;,]| = 0 e lim, Var[X;,| = ?, sulla base dell'Esercizio 8.1.1 la v.a. X; si
distribuisce con legge Normale N (0, %) O

Sezione 10.2

e Esercizio 10.2.1. Se B = (B;)icr+ ¢ un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X;)c[o, 7] dove
X, = [;e*dB,. Se

T
](X):/O XtdBt,

si calcoli E[I(X)] e Var[I(X)].
Soluzione. Dal momento che X; ¢ un integrale di Wiener, allora si ha E[X;] =0¢
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t
E[Xf] — Var[Xt] — / 628 ds = = (6215 . 1) .
0
Inoltre, risulta

1
Z(eQT—QT—1)<oo

T
BT X = [ Bt =
0
e dunque X € M?2. Quindj, si ottiene che E[I(X)] =0e

Var[[(X)] = /OTE[XE] dt = — (e —2T —1). O

1 =

e Esercizio 10.2.2. Se B = (B})cr+ € un moto Browniano, si determini E[B; fOTBtdBt] doves <T.
Soluzione. Considerato il p.a. degenere X = (X;)icjo. 7] dove X; = 1y (%), si osservi che risulta
X € M2 e siponga

T
I(X) — / 1[075} (t) dBt - BS .
0
Inoltre, se Y = (Yt)te[o,T} dove Y; = B;, ovviamente sihaY € M% e si assuma che

T
1Y) = / B, dB, .
0

Dunque, si deve concludere che

T T
E[BsngtdBt]:E[](X)I(Y)]:/O E[X,Y}] dt:/o E[1j4(t)B]dB; = 0. O

Sezione 10.3

e Esercizio 10.3.1. Se B = (Bi)icg+ ¢ un moto Browniano, si consideri il ponte Browniano
X = (Xt)te[ﬂ,l[ tale che

t
Xt:(l—t)/ dB,
0 ]_—S

e si calcoli d.X;.
Soluzione. Applicando la formula di integrazione stocastica per il prodotto, ponendo

U, = fot(l —5)"'dB, e V; = 1 — t, dal momento che

1
dUt - EdBt N

si ha
d(Ut‘/t) - ‘/tht + Ut d‘/; - dBt - Ut dt N

OVVvero

1
dXt: —1—tXtdt+dBt
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Ovviamente, la precedente espressione rappresenta I'equazione differenziale stocastica che definisce il
ponte Browniano. Applicando la formula ridotta di 1t6 con g(u,v) = u(1 — v), si ottiene lo stesso
risultato, ovvero

_ 0g(u,v)

dg(Uy,t) = 2090 qp, 0g(u,v)

dt = (1 —t)dU; — Uy dt = dB; — U dt . O
8u (UL1) 8’U ( ) Ut Ut t Ut

(Utvt)

e Esercizio 10.3.2. Se B = (B});cr+ € un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X})cr+ tale che
t
Xt :tBt— / BSdS
0

e si calcoli d X;. Si verifichi inoltre che il p.a. X ¢ una martingala.
Soluzione. Si ha

e, applicando la formula di integrazione stocastica per il prodotto, risulta

Dal momento che { X, = 0} ¢.c., dalla precedente espressione si ha anche

t
Xt:/ Sst.
0

Dunque, la v.a. X; ¢ in effetti un integrale di Wiener distribuito con legge Normale N (0, g) Questo
risultato permette di concludere che il p.a. considerato ¢ una martingala. In effetti, il procedimento
considerato ¢ generale, nel senso che se il differenziale stocastico di un p.a. non dipende dalla
variazione (ovvero, in termini informali, non contiene 1'addendo in dt) allora il p.a. ¢ un integrale di
It6 ed ¢ necessariamente una martingala. O

e Esercizio 10.3.3. (Processo di Bessel in R?) Se B = (B;)ier+ ¢ W = (W;)icr+ sono due moti
Browniani indipendenti, si consideri il p.a. X = (X});cr+ tale che

Xt: \/BL?—{—WL‘Q

e si calcoli dX;. Il p.a. X & comunemente detto processo di Bessel in R

Soluzione. Se ¢:R? — R ¢ una funzione con derivate parziali seconde continue, la
generalizzazione della formula di It6 per trasformate bivariate al caso di due moti Browniani
indipendenti fornisce l'espressione

0 0
dg(By, W) = 290) aB, + 2900 dw,
u (B, Wh) O (B, Wh)
1 2 2
Lo g(ug v) 9 g(uQ, v) gt
2 ou* | pw) 0v* - pw)
Applicando la precedente formula di Itd con g(u,v) = /u? + v?, risulta
By W, 1 (W2 B? By W, 1
dX; = —dB;+ —d —| =+ == |dt=—dB+ —d —dt. O
X Ty, Wt+2<X§+X;? x, Bt x, Wt oy,
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e Esercizio 10.3.4. Se B = (B;)icr+ € un moto Browniano, si considerino i p.a. X = (X;)icr+ €
Y = (Y})ier+ dove X; = fo sdBseY; = fot Bigds. Si determini il coefficiente di correlazione py;, y; .
Soluzione. Dall'Esercizio 10.3.2 si ha che X; + Y; = tB; e quindi

Var[X;] + Var[Y;] + 2 Cov[X;, Y] = t* Var[B,] .

La v.a. X; ¢ un integrale di Wiener ed ¢ una v.a. con legge Normale N (0, ) Inoltre, tenendo
presente lEser01210 10.1.1, il p.a. Y ¢ un moto Browniano integrato e quindi Y; ¢ una v.a. con legge
Normale N (0, ) Dalla precedente relazione si ha dunque infine che Cov[X;,Y;| = ﬁ e quindi

1
anYt - 2 D

e Esercizio 10.3.5. Se B = (B;)¢cgr+ ¢ un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X);cr+ dove
t
X = / e’ cos(B;) dBs .
0

Si determini un'espressione esplicita per il precedente integrale stocastico.

Soluzione. Tenendo presente la formula per l'integrazione stocastica per parti con h(t) = et e
g(x) = sin(x) si ha

t
/ e’ cos(By) dBs = e’ sin(By)
0

= e7'sin(B,) .

t

I I
- —/655 sin(BS)ds—i-—/e%S sin(B;) ds O
2 Jo 2 Jo

0

e Esercizio 10.3.6. (Generalizzazione del moto Browniano integrato) Se B = (B;)i g+ ¢ un moto
Browniano, si consideri il p.a. X = (X});cr+ con

X, = /0 f(s)Buds.

dove f ¢ una funzione integrabile Si determini la legge relativa alla v.a. X;.
Soluzione. Posto h(t fo s)ds e g(s) = s, manipolando in modo opportuno la formula per
l'integrazione stocastica per parti, si ottiene

/Otf(S)Bs ds = h(t)B; — /Oth(s) dB, = /Ot(h(t) — h(s))dB, .

Dal momento che la generalizzazione del moto Browniano integrato ¢ espressa come integrale di
Wiener, la v.a. X; ¢ distribuita con legge Normale N(0, fot — h(s))%ds). Nel caso in cui

f(s) = 1, si ha il moto Browniano integrato, per cui la legge della v.a. Xt ¢ Normale A(0, ) Si noti
che questo risultato ¢ ottenuto in modo piu elegante e immediato rispetto all'Esercizio 10.1.1. O

Sezione 10.4

e Esercizio 10.4.1. (Processo di Ornstein e Uhlenbeck generalizzato) Si consideri l'equazione
differenziale stocastica

dXt = — u(t)Xt dt + O'(t) dBt .

con condizione iniziale X) = C, dove u: R — R e o : R — R" sono funzioni localmente limitate, e
se ne determini la soluzione.
Soluzione. Si ha a(x,t) = — p(t)x e b(x,t) = o(t), per cui
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laz,t) = aly, )] + [b(z,t) = b(y, )] = [u(t)||z -y

la(z, )] + [b(z, )] = [u(@)]|2] + [o@)] -

Dal momento che ;1 e o sono localmente limitate, le condizioni per l'esistenza e l'unicita
dell'equazione differenziale stocastica sono soddisfatte ed esiste una soluzione forte. Assumendo che

A(t) = fg (s)ds e tenendo presente la formula di integrazione stocastica per il prodotto, si ha

d(X, ey = AW d X, + p(t) AV X, dt = o(t) e dB, .

0)

Dalla precedente relazione ed essendo e4(?) = 1, risulta dunque

t
AVX, = C + / o(s) A dB, |
0
ovvero l'equazione differenziale stocastica ha soluzione X = (X});er+ con

t
X, = Ce W 4 =40 / o(s) e dB, .
0

Si osservi che f; o(s)e*)dB, ¢ un integrale di Wiener e quindi la legge della v.a. X; condizionata
all'evento {C' = c} & Normale N (ce=4(), =240 [15(5)2e240)ds). O

e Esercizio 10.4.2. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

dXt: —IUXtdt‘i‘O'dBt,

con condizione iniziale Xy = C, dove u, o € ]0, 00|, che ha per soluzione il processo di Ornstein e

Uhlenbeck. Si determini la legge della v.a. Y tale che X; Ly pert — oo.
Soluzione. Dall'Esercizio 10.4.1 risulta che la soluzione dell'equazione differenziale stocastica
considerata ¢ data da X = (X})er+ dove

t
X, =Ce " 4+ ae_“t/ e’ dB, .
0

e la legge della v.a. X; condizionata all'evento {C' = ¢} & Normale N (ce /", %(1 — e 72)), Dal

momento che p € ]0, 0o[, si ha
limE[X;] = 0

t—o00

o2
lim Var[X;] = — .
t—00 2,u
Quindi, in base all'Esercizio 8.1.1, la legge della v.a. Y ¢ Normale N(0, g—;) Si osservi che la legge
limite non dipende dalla condizione iniziale Xy, = C. Inoltre, si assuma che X, sia una v.a.
indipendente dal moto Browniano e tale che X £Y I questo caso, poiche fot ef*dBg ¢ una v.a. con
legge Normale N (0, 2%62‘“), allora ¢ immediato verificare che la legge della v.a. X; ¢ ancora Normale

N(0,2). O

7 2u

e Esercizio 10.4.3. Assumendo che ¢ € [0, 1], si consideri l'equazione differenziale stocastica
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1
dXt: —l—tXtdt+dBt,

con condizione iniziale X, = C, ¢ se ne determini la soluzione.

Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 10.4.1, si ha p(t) = & e o(t) = 1, per cui

A(t)z/ot L ods= —tog1—1).

1—s

L'equazione differenziale stocastica ha soluzione X = (X;)c(o,1[ con

dBg

— S

Xt:C(l—t)Jr(l—t)/t

e la legge della v.a. X; condizionata all'evento {C = ¢} ¢ Normale N (c(1 —t),¢(1 — t)). Inoltre, se

{C' =0} q.c., il p.a. X ¢ un ponte Browniano le cui traiettorie si originano in (0,0) e terminano in
(1,0). O

e Esercizio 10.4.4. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

1 [

con condizione iniziale X, = C, ¢ se ne determini la soluzione.

Soluzione. Siha a(z,t) = — 1z eb(z,t) = /1 — 22, per cui

1
la(x,t) —a(y,t)| + [b(x,t) — b(y,t)| = 5 |zt —y|+[V1—-2 = 1—-9y* <2z —y|

la(z,t)| + |b(x, t)] |:U|—|—\/1—ac2<21—|—|x|

Dunque le condizioni per I'esistenza e l'unicita dell'equazione differenziale stocastica sono soddisfatte
ed esiste una soluzione forte. L'equazione differenziale stocastica ¢ esatta e pud essere risolta
considerando I'equazione differenziale

g(x) =+/1—g(x)?,
la cui soluzione ¢ data da
g(x) =sin(z +¢),

con ¢ € R. Dunque, si deve concludere che la soluzione dell'equazione differenziale stocastica ¢ data
da X = (X})ter+ con

X, = sin(B; + arcsin(C)) .

In effetti, applicando la formula ridotta di It si ottiene

1
dsin(B;) = cos(B;) dB; — 3 sin(By) dt = /1 — sin?(B;) dB; — = sm (By) dt O

e Esercizio 10.4.5. Si consideri l'equazione differenziale stocastica
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1
dX; = — dt+ X, dB; .
t X, + X¢ dby

con condizione iniziale X; = C, ¢ se ne determini la soluzione.
Soluzione. L'equazione differenziale stocastica pud essere risolta considerando il metodo del
fattore d'integrazione. In questo caso si ha

th = e%tiBf ,
mentre
Y,
d(X,Y;) = — dt,
(XeY) X
ovvero

XY d(X,Y;) = Y2 dt.
Tenendo presente che XYy = C, la precedente equazione differenziale ha come soluzione

1 22 1 2 ! 2
EXtY; :§C+ KdS,
0

ovvero l'equazione differenziale stocastica ha soluzione X = (X;);cr+ con

1
t 3
X = Bt (C'2 + 2/ es2Bs ds) ) O
0

e Esercizio 10.4.6. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

X
dX, = (,/1+X§+7t)dt+\/1+XEdBt.

con condizione iniziale X, = C, e se ne determini la soluzione.

Soluzione. Si puo verificare che in modo simile all'Esercizio 10.4.4 le condizioni per I'esistenza e
lI'unicita dell'equazione differenziale stocastica sono soddisfatte. Dunque, esiste una soluzione forte.
L'equazione differenziale stocastica ¢ esatta e puo essere risolta considerando le relazioni

g(z,y) _ d9(x,y) 1 0%(z.y)
2 dy 2 0x?

1+g(x,y)?+

VTF g = 2

ox

ovvero risolvendo I'equazione differenziale

o 09(@,y) o 09(zy) 1 Fg(xy)
ox oy 2 0r?2

g(:c,y) = =

la cui soluzione ¢ data da
g(x,y) =sinh(x +y+¢),

con ¢ € R. Dunque, si deve concludere che l'equazione differenziale stocastica ha soluzione
X = (Xt)te]R{+ con
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X = sinh(B; + t + arcsinh(C)) .
In effetti, applicando la formula ridotta di It6 e tenendo presente che cosh(z) = /1 + sinh?(x), si ha

1
dsinh(B; 4 t) = cosh(B; + t) dB; + cosh(B; + t) dt + 5 sinh(B; + t) dt O

sinh(B; + t)
2

= <\/1+sinh2(Bt+t)+ )dt+ V/1+ sinh?(B; +t) dB; .
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Appendice A

Elementi di integrazione

Sia (2, F) uno spazio misurabile. Un'applicazione g : {2 — R & misurabile se
g (B)={weQ:g(w)eB}eF

per ogni B € B(R). In questo caso, g ¢ anche detta funzione Boreliana su (2, F). Per le funzioni
misurabili valgono i seguenti risultati.

Teorema A.1. Se (€2, F) & uno spazio misurabile, allora:
i) g & una funzione misurabile se e solo se g~ (] — oo, z|) € F per ogni = € R;
ii) se g e h sono funzioni misurabili, la funzione prodotto gh € misurabile (assumendo che sia ben
definita in base alla convenzione 0 - co = 0e oo - 0 = 0);
iii) se g e h sono funzioni misurabili e se a,b € R, la combinazione lineare ag + bh € una funzione
misurabile (assumendo che sia ben definita);
iv) se (gn)n>1 & una successione di funzioni misurabili, allora sup,,g,,, inf,,g,,, limsup,,g,, € liminf,,g,,
sono funzioni misurabili.

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Risulta immediato dimostrare che la funzione indicatrice 14 dell'insieme A € una funzione
misurabile se A € F. Una funzione semplice ¢ una combinazione lineare di funzioni indicatrici,
ovvero

n
o= aly,,
k=1

dove Ay,..., A, € F, mentre ay,...,a, € R. Dal Teorema A.l si ha dunque che una funzione
semplice ¢ misurabile.

Teorema A.2. Se (€2, F) € uno spazio misurabile e g € una funzione misurabile, allora esiste una
successione di funzioni semplici (¢,,),>1 taliche 0 < p; <y < ... < gelim,p, = g.
Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Una successione di funzioni semplici come quella considerata nel precedente Teorema puo essere
sempre costruita scegliendo ¢,, come segue

nan
k—1
Son = ; 2n 1[(k_1)27n,k27n[(g) + nl[nyoo[(g) .

La definizione di integrale di una funzione misurabile rispetto ad una misura procede per vari passi,
partendo dalla definizione di integrale di una funzione semplice non negativa.

Definizione A.3. Se (€2, F, 1) ¢ uno spazio misurato e ¢ ¢ una funzione semplice non negativa,
ovvero ai, ..., a, > 0, l'integrale di ¢ ¢ dato da
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/sodﬂ = arp(Ay),
k=1

con la convenzione che 0 - co = 0. O

Si noti che l'integrale ¢ sempre ben definito, anche se puo risultare [¢dju = co. Inoltre, anche se ¢
non ha una rappresentazione univoca, nel senso che differenti scelte di Ay,..., A, e a1,...,a,
possono dare luogo ad una stessa funzione semplice ¢, tuttavia ¢ possibile dimostrare che tutte le
differenti rappresentazioni producono lo stesso valore per [dp (si veda Billingsley, 1995). Tenendo
presente il Teorema A.2, ¢ quindi immediato dare la definizione di integrale per una funzione
misurabile non negativa.

Definizione A.4. Sia (€2, F, ;1) uno spazio misurato e g una funzione misurabile non negativa. Se
(¢n)n>1 € una successione di funzioni semplici non negative tali che 0 < ¢ < ¢y <... <y,

l'integrale di g ¢ dato da
/gduzsup/sondu- O

Si noti che l'integrale non dipende dalla scelta di una particolare successione di funzioni elementari.
Si definisca inoltre come parte positiva di g la funzione g* = max(g,0) e come parte negativa di g la
funzione g~ = — min(g,0). Le funzioni g e g~ sono misurabili e non negative, mentre risulta
g=g"—g elgl =g+ g . In questo caso, si ha la seguente definizione generale di integrale per
una funzione misurabile.

Definizione A.5. Sia (€2, F, i) uno spazio misurato e g una funzione misurabile. L'integrale [gdu
esiste se e solo se almeno uno degli integrali [¢*dp o [g~dyu ¢ finito e in questo caso si pone

/gdnz/fdu— /g‘du-

Se entrambi gli integrali [g"du e[ g~ du sono finiti, la funzione g ¢ detta integrabile. Se entrambi gli
integrali non sono finiti (ovvero, si ha la forma del tipo 4+ oo — ), allora l'integrale non ¢ definito. [J

L'insieme di tutte le funzioni integrabili rispetto a u viene indicato con L'(p). In generale,
l'insieme delle funzioni per cui [|g|’du < oo, dove p > 0, viene indicato con LP(u). Inoltre,

l'integrale
||g||p=/|g|pdu

¢ detta norma di ordine p di g, mentre l'integrale
{9,h) = / ghdp

¢ detto prodotto interno. Inoltre, se A € F allora l'integrale di g € L'(p) su A ¢ definito come

/gdﬂz/lAng
A

Per enfatizzare I'argomento di g, per il precedente integrale si adotta talvolta anche la notazione
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/A gdu = /A 9(w) dp(w)

Nel caso particolare in cui 2 =R e F = B(R), mentre i = A ¢ la misura di Lebesgue, allora
l'integrale di g su A (detto integrale di Lebesgue su A) viene scritto semplicemente come

/AngZ/Ag(x)dfr-

Qualora A = [a, b] (dove gli estremi dell'intervallo sono eventualmente non finiti), allora l'integrale di

Lebesgue si scrive
b
/Agduz/ g(z)dz .

La precedente scrittura pud apparire ambigua, dal momento che non distingue l'intervallo [a, b]
dall'intervallo ]a, b[. Tuttavia, poiché A({a}) = A({b}) = 0, allora gli integrali estesi ad uno qualsiasi
degli intervalli |a,b[, |a,b], [a,b] e [a,b] coincidono. Infine, si pud dimostrare che l'integrale
fabg(a:)d:t coincide con quello di Riemann, quando questo ¢ definito (vedi Billingsley, 1995).
Tuttavia, vi sono funzioni per cui l'integrale di Lebesgue ¢ definito, mentre l'integrale di Riemann non
¢ definito.

In modo simile, quando 2 = R" ¢ F = B(R"), mentre ; = A" ¢ la misura di Lebesgue in R",
allora l'integrale di Lebesgue di g su A (detto integrale di Lebesgue su A) viene scritto come

/gdu:/g(xl,...,xn)d:vl...dxn.
A A

Qualora A = [ay,b1] X -+ X [a,, b,], allora I'integrale di Lebesgue si scrive

by by
/gd,u:/ / g(x1, ..., x,) dxy. . dxy, .
A aq anp

Di nuovo, si pud dimostrare che questo integrale coincide con quello di Riemann, quando questo ¢
definito. Di seguito vengono considerate alcune proprieta dell'integrale.

Teorema A.6. Sia (£, F, 1) uno spazio misurato e g, h € L'(u):

i)sea,b € R, allora
/(ag—kbh)d,u:a/gd,u—l-b/hdu;

/gduﬁ/hdu;

iiiyse g > 0gq.0.e [gdu =0, allorag =0 q.o.
Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

ii)se g < h q.o., allora

Dal Teorema A.6 segue che due funzioni g, h € L'(u1) equivalenti g.o. rispetto a p1, ovvero g # h
solo per un insieme di misura nulla, hanno lo stesso integrale. Inoltre, dal Teorema A.6 ¢ immediato
ottenere la disuguaglianza
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L/ﬁdu‘él/wg|du,

per cui si ha che una funzione misurabile g ¢ integrabile se e solo se |g| ¢ integrabile. Inoltre, una
funzione g € L(u) ¢ finita g.o. 1l prossimo Teorema fornisce le condizioni per cui le operazioni di
limite e di integrazione possono essere scambiate. La prima parte del Teorema ¢ legata al nome del
matematico francese Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929), mentre la seconda parte del Teorema ¢
legata al nome del matematico italiano Beppo Levi (1875-1961).

Teorema A.7. Sia (€2, F, ut) uno spazio misurato e (g, ),>1 una successione di funzioni di L' (x):
i) (Lemma di Fatou) se g, > 0 per ogni n, allora

/liminfgn dp = liminf/ gndp;

ii) (Teorema della convergenza dominata di Beppo Levi) Se lim, g, = g q.o. ed esiste una funzione
h € L'(p) tale che |g,| < h q.o.,allorag € L'(u) e

/gdu _ /hmgn dp = hm/gn du;

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Sia (2, F, 1) uno spazio misurato e g una funzione misurabile da (€2, F) allo spazio misurabile
(A, G). In questo caso, la misura immagine 7 di  mediante g ¢ definita come

n= (g (4))
per ogni A € G. La misura immagine 7 ¢ anche detta misura indotta da g. Il seguente Teorema

fornisce un espressione per l'integrale rispetto alla misura immagine.

Teorema A.8. Sia (£, F, ;1) uno spazio misurato e sia n la misura immagine di . mediante g. Se h
e una funzione Boreliana e la funzione h o g = h(g) € integrabile, allora

/hdn—/ hog)d

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Se 2 =R" e p = A" ¢ la misura di Lebesgue in R", si supponga che g : R” — R". Sia inoltre g un
diffeomorfismo, ovvero un'applicazione biunivoca di un insieme aperto R" su un insieme aperto di R"
differenziabile con continuita e tale che la sua inversa sia differenziabile con continuita. In questo
caso, il Teorema A.8 si riduce a

/h(yl,...,yn)dyl...dyn:/ h(g(xy,...,xzo)|J (g(x1, ..., x,))| dxy. .. dyy
B g'(B)

dove J(g(x1,...,2,)) € lo jacobiano relativo a g.
Sia (€2, F,v) uno spazio misurato e f una funzione Boreliana non negativa su (€2, ). In questo
caso, l'applicazione n : 7 — R, data da

o) = [ sav
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per ogni A € F, ¢ una misura. In questo contesto, la funzione Boreliana f viene detta densita, mentre
7 ¢ detta misura definita dalla densita f.

Teorema A.9. (Teorema di Radon-Nikodym) Siano n e v due misure definite sullo spazio
misurabile (2, F). Se n e assolutamente continua rispetto a v, ovwvero v(A) =0 implica che
n(A) = 0, allora esiste una funzione Boreliana non negativa f tale che n & la misura definita dalla
densita f. Inoltre, f € unica q.o. rispetto a v, ovvero se h € una funzione Boreliana non negativa tale
che n(A) = [,hdv perogni A € F,allora f = h q.o.

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

In pratica, il Teorema A.9, che prende nome dal matematico austriaco Johann Karl August Radon
(1887-1956) e dal matematico polacco Otto Marcin Nikodym (1887-1974), fornisce 1'esistenza di una
classe di funzioni non negative f che coincidono q.o. rispetto a v e per questo motivo f viene definita
come una versione della densita. Si noti che il Teorema di Radon-Nikodym fornisce sia un modo di
costruire una misura, ma anche un metodo per calcolare la misura di ogni A € F. In effetti, se v ¢ una
misura di cui sono ben note le proprieta (quale la misura di Lebesgue) allora, una volta determinata la
densita f, il valore della misura pud essere ottenuto per integrazione. In generale, ogni integrazione
rispetto a 7 puod essere ricondotta ad un'integrazione rispetto a v, come si ottiene dal seguente
Teorema.

Teorema A.10. Sia (€2, F,v) uno spazio misurato e sia n la misura definita dalla densita f. Se h &
una funzione Boreliana e la funzione A f ¢ integrabile, allora

/hdn:/hfdu.

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Il seguente Teorema evidenzia come un calcolare un integrale rispetto ad una misura prodotto per
mezzo di una integrazione iterata.

Teorema A.11. (Teorema di Fubini) Siano (€2, Fi, u1) e (€29, F2, o) due spazi misurati e sia g
una funzione misurabile su (2, x Qq, F; ® F3). Se g > 0 allora la funzione

h(wy) = /9(w1,w2)d#1(w1)

esiste g.o. rispetto a u» ed e misurabile su 25, mentre

/gd(ul ® p2) = /(/g(wlaw)dﬂl(wl)) dpz(ws) .

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Il Teorema puo essere esteso a n spazi misurati ed ¢ legato al nome del matematico italiano Guido
Fubini (1879-1943), anche se piu correttamente dovrebbe essere denominato Teorema di Fubini-

Tonelli, dal momento che ¢ stato esteso e perfezionato dal matematico italiano Leonida Tonelli (1885-
1946).
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spazio fondamentale

evento impossibile

evento elementare

evento

cardinalita di un evento

classe di eventi

insieme delle parti

classe di eventi [ insieme di indici
classedieventi I = {1,...,n}
successione di eventi / = {1,2,...}
successione di eventi / = {0,1,...}
evento opposto

evento unione

evento unione I = {1, 2}

evento unione I = {1,...,n}

evento unione I = {1,2,...}

evento unione I = {0,1,... }

evento intersezione

evento intersezione [ = {1, 2}

evento intersezione I = {1,...,n}
evento intersezione I = {1,2,...}
evento intersezione / = {0,1,...}
evento differenza

limite inferiore di successione di eventi
limite superiore di successione di eventi
limite di successione di eventi

classe di classi di eventi

successione di classi di eventi [ = {1,2,...
successione di classi di eventi / = {0, 1
unione di classi di eventi

unione di classi dieventi / = {1,2,...}
unione di classi di eventi I = {0,1,...}
intersezione di classi di eventi

intersezione di classi di eventi [ = {1,2,...
intersezione di classi di eventi I = {0, 1,...

o-algebra
o-algebra generata dalla classe £
spazio probabilizzabile



296

Notazioni e abbreviazioni

N={0,1,2,...}

Z=10,+1, +2,...}

Zt=1{1,2,...}

Q={m/n:m,n € Z,n#0}

(R¥ ,.B(IR’*‘), AF)
®z‘eIPi

Capitolo 3
X

Px(-)
(R, B(R), Px)

ca <z <b}
ra <z <b}
ra<x<b}
ra <z <b}

insieme degli interi non negativi

insieme dei numeri interi

insieme degli interi positivi

insieme dei numeri razionali

insieme dei numeri reali

insieme dei numeri reali positivi

insieme dei numeri reali negativi

insieme dei numeri complessi

intervallo chiuso

intervallo aperto

intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra
intervallo chiuso a sinistra e aperto a destra
o-algebra di Borel

spazio misurabile

spazio fondamentale prodotto di £ spazi
evento rettangolare di k eventi

o-algebra prodotto di k spazi

spazio Euclideo

o-algebra di Borel su R”

spazio fondamentale prodotto I insieme indici
evento rettangolare

o-algebra prodotto

misura

spazio misurato

misura di probabilita
spazio probabilizzato
funzione indicatrice dell'insieme A
misura di Lebesgue su R
spazio misurato
probabilita condizionata
probabilita prodotto
misura di Lebesgue su R”
spazio misurato prodotto
probabilita prodotto

variabile aleatoria (v.a.)

legge (o distribuzione) della v.a. X
spazio probabilizzato

uguaglianza in legge

funzione di ripartizione della v.a. X (fir.)
funzione di probabilita della v.a. X (f.p.)
funzione parte intera

densita di probabilita della v.a. X (d.p.)
vettore di variabili aleatorie (v.v.a.)
t-esima componente marginale del v.v.a.
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Fx(-)
px(-)
pXi(')
fx(+)
sz',( )

Capitolo 4

COV[Xl s XQ]
0X,,Xs
PX1,X>

sgn( - )

Xx

det(ZX)

Capitolo 5

E[X | Eo]
E[X | Fo)
Fx

E[X; | X1
PX2|X1=I1( ’ )
Pxo| X =2
fXQ\Xlzan

Capitolo 6

B(n,p)
PN

BN (k, p)
Z(n,D,N)
M(n, p)
N(p, 0?)
o(-)

o(-)

b, k)

2)

BE(a,b, . B)
B(a, )

g(aa
['(k)
vgk,

funzione di ripartizione del v.v.a. X (frr.c.)
funzione di ripartizione della v.a. X; (f.r.m.)
funzione di probabilita del v.v.a. X (f.p.c.)
funzione di probabilita della v.a. X; (f.p.m.)
densita di probabilita del v.v.a. X (d.p.c.)
densita di probabilita della v.a. X; (d.p.m.)

valore atteso della v.a. X

valore atteso della v.a. X

max (X, 0) parte positiva della v.a. X

— min(X, 0) parte negativa della v.a. X
momento di ordine r della v.a. X
varianza della v.a. X

varianza della v.a. X

covarianza tra le v.a. X; e X
covarianza tra le v.a. X7 e X5
coefficiente di correlazione tra le v.a. X; e X
1)0,00[( ) — Lj—oc,0/( - ) funzione segno
matrice di varianza-covarianza

varianza generalizzata

valore atteso condizionato all'evento Ej

valore atteso condizionato alla o-algebra F
o-algebra indotta dalla v.a. X

valore atteso condizionato di X5 a X

legge condizionata di X, all'evento {X; = 21}
f.p. condizionata di X all'evento {X; = z1}
d.p. condizionata di X5 all'evento {X; = x1}

legge Binomiale di parametri n e p

legge di Poisson di parametro A

legge Binomiale Negativa di parametri k e p
legge Ipergeometrica di parametri n, D e N
legge Multinomiale di parametri n e p
legge Normale di parametri p e o

d.p. della v.a. Z con legge Normale ridotta
fir. della v.a. Z con legge Normale ridotta
legge Gamma di parametri a, b e k
funzione Gamma di Eulero

funzione Gamma incompleta

legge Chi-quadrato con n gradi di liberta
legge Beta di parametri a, b, a e 8

funzione Beta di Eulero

funzione Beta incompleta regolarizzata
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Notazioni e abbreviazioni

Foiny
t

ka(ﬂ)ﬁ Yx)
D(«)

Capitolo 7

N
~— —
~ —

QS T BT
b

—~
V)
o~ TN — —
~—

AS)
PE

~—

Capitolo 8

n)nZl
n)nzﬂ

I In

s
S

g 13

Capitolo 9

()(n)teT
(Fi)ter
(Mt>te1r

T

F,
(MT/\t)tGT
aVb
aNb
(lgt)te[o,oo[

Capitolo 10
1(X)
St

M5
dX;

legge di Snedecor con n; e no gradi di liberta

legge t di Student con n gradi di liberta
legge Normale Multivariata
legge di Dirichlet di parametro «

\/jl unita immaginaria

parte reale

parte immaginaria

modulo

funzione caratterisitica della v.a. X (f.c.)
funzione generatrice della v.a. X (f.g.)
funzione zeta di Riemann

funzione caratterisitica multivariata (f.c.m.)
funzione generatrice multivariata (f.g.m.)

successione di v.a.
successione di v.a.

convergenza in legge

convergenza in probabilita
convergenza quasi certa

convergenza in media di ordine p

processo aleatorio (p.a.)

filtrazione

martingala

tempo di arresto

o-algebra associata al tempo di arresto 7
martingala arrestata al tempo di arresto 7
max(a, b)

min(a, b)

moto Browniano

tempo di primo passaggio per a

integrale stocastico di [t6 del p.a. X
classe dei p.a. semplici

classe dei p.a. integrabili
differenziale stocastico del p.a. X
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