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Capitolo 1

Il campionamento

1.1. Il modello statistico

1.1.1. Il campione. Si supponga che un esperimento casuale abbia prodotto un vettore di osservazioni
(21,...,x,). Questo vettore ¢ detto campione, mentre la quantita n ¢ detta numerosita campionaria.
Ogni campione, una volta osservato, costituisce un risultato acquisito. Tuttavia, prima del rilevamento,
il campione ¢ un vettore di variabili casuali (X7,..., X,,) con una funzione di ripartizione congiunta
E,.

Se ogni osservazione viene ottenuta nelle medesime condizioni sperimentali e se il campionamento
¢ effettuato in modo da assicurare anche l'indipendenza delle osservazioni, il campione ¢ la
realizzazione di un vettore di variabili casuali indipendenti e ugualmente distribuite. In questo caso, il
campione ¢ detto casuale e questa ¢ la situazione campionaria a cui verra fatto riferimento piu spesso
nel seguito. Se il campionamento ¢ casuale, la funzione di ripartizione congiunta di (Xi,...,X,)
risulta

Fo(xy,...,x,) = HF(%) ,
i=1

dove F' ¢ la funzione di ripartizione marginale comune alle X;. Dunque, la funzione di ripartizione
congiunta di (X7, ..., X,,) dipende solamente da F'. Di conseguenza, un campione casuale puo essere
pensato convenientemente come un insieme di n realizzazioni indipendenti di una variabile casuale X
con funzione di ripartizione F'.

1.1.2. Il modello statistico classico. L'informazione relativa all'esperimento casuale ¢ interamente
contenuta nella funzione di ripartizione congiunta F),. L'insieme delle funzioni di ripartizione
ammissibili per l'esperimento casuale delimita una classe JF detta modello statistico. Obiettivo
dell'inferenza statistica ¢ quello di fare affermazioni sulla distribuzione di F che ha effettivamente
generato il campione (xi,...,x,) sulla base del campione stesso. L'inferenza sara maggiormente
accurata quanto piu ¢ possibile delimitare la classe F, compatibilmente con la condizione che F
contenga effettivamente la distribuzione che ha generato il campione.

Nella statistica inferenziale classica si assume nota la morfologia funzionale delle funzioni di
ripartizione congiunte del modello statistico e si assume che queste siano dello stesso tipo a meno di
un insieme di parametri. Se @ ¢ un vettore di k parametri in uno spazio parametrico © C R*, tale che
F,, ¢ una funzione di ripartizione congiunta per ogni € € ©, allora il modello statistico classico
dipende solamente da 6, ovvero

Fo ={F,: Fy(x1,...,2,;0),0 € O},

dove nella notazione si ¢ enfatizzato la dipendenza di F;, da 6. L'obiettivo dell'inferenza si riduce a
fare affermazioni su 6, € O il “vero valore” del parametro della distribuzione in Fg che ha generato il
campione (1, ..., T,).

Quando si adotta un campionamento casuale, il modello statistico dipende solo dalla struttura delle
funzioni di ripartizione marginali. Se F'( - ;@) ¢ una funzione di ripartizione per ogni @ € ©, nel caso
di un campionamento casuale il modello statistico classico risulta
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Fo = {Fn B (z, .., 1030) = HF(:EZ-;O),G € @} .
i=1

 Esempio 1.1.1. Dato un campione casuale da X ~ N(u,0?), il modello statistico dipende dal
vettore di parametri @ = (11, 0)T con ©® = R x R™, ovvero

]:lt,g:{Fn:Fn(:z:l,...,:rn;u,a):Hq)(xi;'u)}. O

n
i=1

* Esempio 1.1.2. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), il modello statistico dipende dal
parametro § = o con © = R™, ovvero

Fo = {Fn : Fn(xla-" axn;g) - H (1 - 8%>1[0,oc)(xz)} : O
=1

)

A meno di casi che coinvolgono distribuzioni singolari o misture di distribuzioni, si puod
usualmente supporre che ad ogni funzione di ripartizione F;, corrisponda una funzione di densita
(definita a meno di insiemi di misura di Lebesgue nulla) o funzione di probabilita congiunta, denotata
con f,. Dunque, per semplicita il modello statistico classico puo essere specificato in termini di f,,
OVVero

Fo=A{fn: fulz1,...,2,;0),0 € O},

dove nella notazione si ¢ enfatizzato la dipendenza di f,, da €. Nel caso di un campionamento casuale,
il modello statistico classico pud essere espresso in termini della funzione di densita o della funzione
di probabilita f( - ;@) relativaa F'( - ;6), ovvero

Fo = {fn : fn(itla---;fﬂn;e) = Hf(ﬂ?l,O),e € @} .
i=1

« Esempio 1.1.3. Dato un campione casuale da X ~ N (u, o?), il modello statistico dell'Esempio 1.1.1
puo essere scritto in maniera equivalente come

n

m:{fn:fn(wl,---,xn;ua@:H%Qb(xia_M)}' -

1=1

* Esempio 1.1.4. Dato un campione casuale da X ~ E(0, o), il modello statistico dell'Esempio 1.1.2
puo essere scritto in maniera equivalente come

noq .
.7:(,:{fn:fn(ml,...,xn;o)znge ﬂl[o,oo)(xi)}. O

1=1

1.1.3. Lo spazio campionario. Connesso al concetto di modello statistico vi ¢ quello di spazio
campionario, ovvero l'insieme C,, di tutte le possibili realizzazioni del campione compatibili con il
modello statistico stesso. Se S, g ¢ il supporto di f,,, allora lo spazio campionario ¢ dato da
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Cn = U Snﬂ .

[SC)

Nel caso di un campionamento casuale siha S, 9 = Sp X --- X Sp, dove Sy ¢ il supporto di f.

* Esempio 1.1.5. Dato un campione casuale da X ~ N(u, 1), il modello statistico dipende dal
parametro § = 1 con © = R, ovvero

‘FM: {fn : fn(xly--wxn;,u) :ﬁ(ﬁ(l’l—[t)} .

i=1

Dal momento che S, =R, allora si ha §,, =R x--- xR=R". Di conseguenza, lo spazio
campionario risulta

Co=JSuu=R". O

HeER

* Esempio 1.1.6. Dato un campione casuale da X ~ E(A, 1), il modello statistico dipende dal
parametro # = A con © = R, ovvero

f)\ - {fn : f’n(xl7 ,xrm)\) - Hei(xii)\)l[()?oo)(fﬂi — )\)} .

1=1

Dal momento che S\ = (A, 00), allora si ha S, = (A, 00) x -+ X (A, 00). Di conseguenza lo spazio
campionario risulta

Co=JSun=R". O

AER

1.1.4. La parametrizzazione. Un modello statistico puo avere varie formulazioni equivalenti, ovvero
si possono avere diverse parametrizzazioni. Sia g:© — I' con I' C R* una funzione vettoriale
biunivoca. Se v = g(@) con ~y € I', il modello statistico Fy pud essere espresso come

FG - {fn : fn($1,.--,xn;0),0€ 6}: {fn : fn(xly---axn;gil(’)'))?’yeF}:g’ys

dove «y € I' e I' ¢ I'immagine di © attraverso g, ovvero G, e Fp sono modelli statistici equivalenti.

La preferenza per una certa parametrizzazione ¢ legata all'interpretazione statistica del parametro
scelto. In ogni caso sussiste una certa arbitarieta nella parametrizzazione, che puo dipendere anche
dalla facilita di trattazione matematica del modello statistico selezionato.

 Esempio 1.1.7. Dato un campione casuale da X ~ N (0,0?), il modello statistico dipende dal
parametro § = o con © = R™, ovvero

S (TR | (1Y

La trasformazione v = g(o) = 0% per o > 0 & biunivoca. Quindi, il modello statistico pud essere
riparametrizzato in termini della varianza piuttosto che dello scarto quadratico medio, ovvero

e {f" (@, Tnsv) =H%¢(\75>} :
i=1
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Generalizzando questo esempio, quando si dispone di un campione casuale da X ~ N (u, 0?), anche il
modello statistico dell'Esempio 1.1.3 puo essere scritto in termini della media e della varianza, ovvero

-1 T — [
gI,U: n-Jn y oy Lns My = .
" {f Fal@1, ., T 1, 0) H\/E¢< ﬁ)}

Per questo modello statistico ¢ conveniente considerare la precedente parametrizzazione, in quanto
permette di semplificare la trattazione matematica. O

* Esempio 1.1.8. Si supponga che il campione (y1,...,¥,) sia la determinazione di un vettore di
variabili casuali (Y7, ...,Y,) con componenti indipendenti e tali che Y; ~ N(a + Bw;, 0?). Si assuma
inoltre che le componenti del vettore (wy,...,w,) siano quantita note ¢ fisse. Il campione non &
casuale, in quanto le Y; non sono ugualmente distribuite. I1 modello statistico risultante dipende dal
vettore di parametri @ = (o, 3,0)" con © = R? x RT ed ¢ dato da

1 yi —a — Pw;
fa,ﬂ,a = {fn : fn(yly-“ ,yn;Oé,ﬁ,O') = H _¢(—>} .
plel o
Si puo porre
ElY)] =a+ pw;, = a+ o+ f(w, —w) = a+ bz,

dove a = a+ Bw, b= e z; = w; — w, mentre w =n" 'Y w;. Questa riformulazione di E[Y;] ¢
conveniente, dal momento che le nuove quantita fisse (21, ..., z,) sono tali che z=n"1>""  2; = 0.
Inoltre, la trasformazione (a,b,v) = (a + Sw, 3,0%) ¢ biunivoca, e quindi il modello pud essere
riparametrizzato come segue

Hn 1 y; —a — bz;
ga v = n -+ Jn geeey n;a,b71} — .
" {f iy ) i1 \ﬁqs( Vv )}

Questo modello statistico ¢ fondamentale e costituisce il cosiddetto modello di regressione lineare
(vedi Seber, 1977). O

1.2. Le statistiche

1.2.1. La definizione di statistica. Piuttosto che considerare il campione originale nella sua interezza
puo essere conveniente talvolta sintetizzarlo in qualche maniera. Dato un modello statistico Fy, si dice
statistica una trasformazione misurabile

T:C,— R
che non dipende da 6. Un valore ¢t = T'(x1,...,x,) ¢ detto realizzazione campionaria di 7" relativa al
campione (1, ..., T, ). Prima del rilevamento la statistica 7" = T'(X1, ..., X,,) € una variabile casuale,

la cui distribuzione dipende dal modello statistico considerato.
La statistica induce una partizione dello spazio campionario in insiemi del tipo

Alt) = {(z1, ..., xn) : (X1, .y ) € Co, T(1, ..., my) =},

ovvero in insiemi di campioni per cui il relativo valore della statistica risulta costante.
La definizione di statistica puo essere estesa ad un vettore di statistiche T, dove

T:C, — RF

¢ un vettore di trasformazioni misurabili a k& componenti che non dipende da 6.
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* Esempio 1.2.1. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), si consideri la statistica

T:zn:Xi.
i=1

Dal momento che X; ~ N(u,v), tenendo presente che 7" ¢ una somma di variabili casuali
indipendenti, in base alla proprieta ii) della §A.1.2 si ottiene che T ~ N (nu, nv). O

* Esempio 1.2.2. Dato un campione casuale X ~ E(0,0), si consideri di nuovo la statistica T’
dell'Esempio 1.2.1. Dal momento che X; ~ E(0, o), tenendo presente che 7' ¢ una somma di variabili
casuali indipendenti, in base alla proprieta ii) della §A.1.4 sihaT ~ G(0,0;n). O

1.2.2. La media campionaria. Dato un modello statistico Fy relativo ad un campionamento casuale
da una variabile casuale X tale che Var[X]| = v < oo, si consideri la statistica media campionaria, la
cui realizzazione campionaria ¢ data da

3]

1 n
NS
N
Da un punto di vista probabilistico, la media campionaria ¢ data dalla variabile casuale
_ 1 n
X=- Z X;.

Dal momento che x4 € v sono finiti, si ha

e, tenendo presente 1'indipendenza delle variabili casuali (X7, ..., X)),

- 1 &
Var[X] = " ZVar[Xi] = % :
=1

* Esempio 1.2.3. Dato un campione casuale da X ~ N (yu,v), si consideri la media campionaria X.
Dal momento che X; ~ N(u,v), tenendo presente che X & una combinazione lineare di variabili
casuali indipendenti, in base alle proprieta ii) della §A.1.2 si ha X ~ N(u,v/n). Risultano quindi
verificati i risultati di questa sezione, in quanto E[X]| = p e Var[X] = v/n. O

* Esempio 1.2.4. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), si consideri la media campionaria X.
Dal momento che X; ~ E(0,0), tenendo presente che X ¢ una combinazione lineare di variabili
casuali indipendenti, in base alle proprieta ii) della §A.1.4 si ha X ~ G(0,0/n;n). Inoltre, per la
proprieta i) della §A.1.4, si ha E[X] = o e Var[X] = 0?/n. Dunque, risultano verificati i risultati di
questa sezione, in quanto per la E(0, o) si ha E[X] = 0 € Var[X] = o2 O

1.2.3. La varianza campionaria. Dato un modello statistico Fy relativo ad un campionamento
casuale da una variabile casuale X tale che Var[X] = v < oo, si consideri la statistica varianza
campionaria, la cui realizzazione campionaria ¢ data da

n

Da un punto di vista probabilistico, la varianza campionaria ¢ data dalla variabile casuale
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Al fine di derivare le proprieta della varianza campionaria, risulta conveniente esprimere s> nel
modo seguente

82:%4” (i — ) — ( — )’
:%f O = (2 — 1) + (7 — )
:%  ” (zi = p)* = (T = p)?

Di conseguenza, la varianza campionaria puod essere scritta come
s Iy 2 v 2
$ = S (K= = (X = p)?
N3
Sulla base della precedente relazione, si ottiene che

n—1

BIS?) = £ B — ") — BICY = ) = = VarlXi) - Varl ) = " Lo

Piuttosto che la varianza campionaria S? si adotta spesso la cosiddetta varianza campionaria
corretta data da

2 N s 1 - T2
S_n—15_n—1;(Xl X)?.

La varianza campionaria corretta S> viene spesso preferita a S?, dal momento che gode della proprieta
E[S?] = v.

* Esempio 1.2.5. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), si vuole determinare la distribuzione
della varianza campionaria corretta S2. Si consideri le cosiddette statistiche scarto

=1
dove
1
. ~n JFi
Clj_ 1 .

Le statistiche scarto sono variabili casuali Normali, essendo combinazioni lineari di variabili casuali
Normali indipendenti in base alla proprieta ii) della §A.1.2. Inoltre, dal momento che

FoSx,
j=1

dove
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1
dj:ﬁ’

anche X ¢ una combinazione lineare delle medesime variabili casuali Normali indipendenti. Infine, si
ha

& -1 1 1
ZCijdj:—nQ +—(1——>:0
. n n n
j=1
e dunque D; e X sono indipendenti per la proprieta iii) della §A.1.2. Di conseguenza, essendo
1 n
82 = D}
C n — 1 ; )

una trasformata delle statistiche scarto, anche S? e X sono indipendenti. Si pud dimostrare che questo
risultato ¢ valido solo per questo particolare modello statistico (vedi Wilks, 1962). Dividendo ora
ambo 1 membri dell'espressione della varianza corretta per v e tenendo presente la relazione ottenuta
per S?, si ottiene la seguente relazione

1) =<
v )U+ v/n

" (X — )2 S22 (X — )2
Z ( 1) = (n— ( 1) .
=1

Le variabili casuali X; ~ N (1, v) sono indipendenti e dunque risulta

i (X —N)2 N X%

i—1 v
(vedi §A.3.2). Inoltre nell'Esempio 1.2.3 ¢ stato verificato che X ~ N (u,v/n), da cui

(X = p)? ~ 2
v/n L
Dal momento che S? e X sono indipendenti, per la proprieta i) della §A.3.2, in base alle relazioni
precedenti si deve concludere che
2

SC
(”—1)7 NX%A-

Dunque, si ha
2 2

E[(n—ni] :n—1,Var[(n—1)i] —2(n—1)

v v

(vedi §A.3.2), da cui

2v
E[S?] = v, Var[S?] = :
57 = v, Var[$?] = =
Inoltre, anche S? & indipendente da X, mentre
nS? 9
o Xt
da cui
—1 2(n—1
B2 = "Ly varjs?y = 202 Y O
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1.2.4. La statistica ordinata. Dato un modello statistico Fy relativo ad un campionamento casuale da
una variabile casuale X, si consideri il vettore (z(y), ..., %(,)) i cui elementi sono gli elementi ordinati

del campione (z1,...,7,). Da un punto di vista probabilistico il vettore (z(y),...,Z)) ¢ la
realizzazione campionaria del vettore di statistiche (X(),..., X(y)), detto statistica ordinata. Inoltre,
la statistica X ;) ¢ detta i-esima statistica ordinata.

La mediana campionaria ¢ funzione della statistica ordinata. In effetti, se n ¢ dispari, ovvero
n = 21+ 1 dove [ & un intero, la mediana campionaria ¢ definita come X = X (1+1)- Alternativamente,
se n & pari, ovvero n = 2[, allora la mediana campionaria X viene usualmente definita come
X = (X() + X(41))/2- Una realizzazione della mediana campionaria viene indicata con 2.

Se la variabile casuale X da cui si sta campionando ¢ continua, allora la distribuzione della
statistica ordinata pud essere ottenuta in una forma semplice. La funzione di densita congiunta di
(X, .-+ X(y) risulta (vedi Wilks, 1962)

f(X(1)7----,X<n))(x(1)7 ey :U(n)) = n!lD($(1), ey :U(n)) H f(w(i); 9) ,
i=1
dove D = {(zq),...,Zm)): —00 <z <... <Tp) <oo}, mentre la funzione di densita

marginale di X(;) ¢ data da

n—1

fx,(@e) = ”( i1 )F(w(i);e)“(l — F(x();0))" " f();0) -

* Esempio 1.2.6. Dato un campione casuale da X ~ U(0,6), il modello statistico dipende dal
parametro § = 6 con © = R, ovvero

Fs = n -+ Jn P n;é = -1 < .
5 {f fa(@1s.. 203 6) E5 [071](5)}

Si consideri la massima statistica ordinata, ovvero X(,). Dal momento che il campione ¢ casuale ¢ la
variabile casuale da cui si sta campionando € continua, la funzione di densita di X, risulta

Fxo(@w) = %(xgl))nll[o,u (%) ,

ovvero X,y ~ Be(0,6;n,1). Analogamente, X ;) ~ Be(0,6;1,n). O

* Esempio 1.2.7. Dato un campione casuale da X ~ U(0, ¢), supponendo la numerosita campionaria
dispari con n = 2]+ 1, si vuole determinare la distribuzione della mediana campionaria X. Dal
momento che il campione ¢ casuale e la variabile casuale da cui si sta campionando ¢ continua, la
funzione di densita di X = X (1+1) Tisulta

2A+1 /20 [T\ A 7
=2 ()2 (-2 ()

ovvero X ~ Be(0,6;1+ 1,1+ 1). O

1.3. La verosimiglianza statistica

1.3.1. La funzione di verosimiglianza. Dato un modello statistico Fp, una volta che il campione
(z1,...,x,) € stato osservato, la quantita f,(x1,...,z,;60) ¢ funzione solo di €. Questa funzione
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rappresenta la (densita di) probabilita di osservare a priori esattamente il campione (1, ..., ;) che &
stato estratto e contiene tutta I'informazione relativa al campione stesso.

Anche una generica funzione del tipo cf,(z1,...,2,;0), con ¢ = ¢(xy,...,x,) costante positiva
che non dipende da @, offre una informazione equivalente a quella fornita da f,(z1, ..., x,;@). Infatti,

se si deve scegliere fra due valori @ ¢ 8" in O, il criterio fondamentale su cui si basa la preferenza ¢
dato dal rapporto

r— fn(xla"')xn;e/)
B fn(xlv"')xn;eﬁ) ’

che risulta inalterato moltiplicando numeratore e denominatore per una stessa quantita.
Si dice funzione di verosimiglianza (o verosimiglianza) la funzione L : © — R* U {0} data da

L(6) =L6;z1,...,x,) =cfo(z1,...,2,;0),0 € O .

La notazione L(@;xy,...,z,) viene adottata perché in alcuni casi si vuole enfatizzare che la
verosimiglianza ¢ riferita proprio al campione (z1,...,2;,). Inoltre, viene considerata anche la
funzione di log-verosimiglianza, data da

1(0) =10;z,...,x,) =logL(0) =logc + log f(x1,...,2,;60),0 € O,

con la convenzione che [(f) = — oo se L(€) = 0.
Nel caso di un campionamento casuale la funzione di verosimiglianza risulta

L(O) = L(0;x1,...,2,) = CHf(:ci;G) ,0 €0,
i=1
mentre la funzione di log-verosimiglianza si riduce a

1(0)=16;z1,...,x,) = logc+Zlogf(gci;0) ,0c 0.
i=1

\

E sempre opportuno rappresentare graficamente la verosimiglianza o la log-verosimiglianza,
almeno quando £ =1 o k = 2. Se k > 2, ¢ possibile ottenere una rappresentazione grafica parziale
della verosimiglianza attraverso il concetto di verosimiglianza profilo. Questo argomento verra
analizzato nella §3.1.1. Dal momento che la scelta di ¢ ¢ arbitraria, per la rappresentazione grafica ¢
conveniente standardizzare la verosimiglianza rispetto al suo massimo (se questo ¢ finito), ovvero
scegliere ¢ = 1/max,.,L(0), in modo tale da ottenere una verosimiglianza normata in [0, 1].

Di seguito viene data una serie di esempi che considerano una gamma di funzioni di
verosimiglianza al variare del modello statistico.

* Esempio 1.3.1. Dato un campione casuale da X ~ N (u, 1), la verosimiglianza risulta

dove nell'ultimo passaggio si ¢ adoperato la relazione ottenuta nella §1.2.3. Il grafico della
verosimiglianza standardizzata per n = 5, T = 1 e s> = 2 & riportato in Figura 1.3.1.

Nella precedente espressione ¢ stato effettuato un abuso di notazione, nel senso che la costante c
non ¢ la stessa fra i vari passaggi algebrici. Si adopera questa convenzione per indicare che la costante
c contiene una quantita che non dipende dai parametri e nel seguito verra adottata senza ulteriore
commento.

Inoltre, la verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione delle realizzazioni campionarie delle
statistiche X e S?, al fine di ottenere un'espressione pill compatta. Questo fatto ha importanti risvolti
teorici, come sara visto nei successivi capitoli. Infine, la log-verosimiglianza risulta
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n
lu) =loge =2 (s"+ (T —p)") , neR. O

0.8}

0.6}

0.4}

0.2}

ol
0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 1.3.1. Verosimiglianza standardizzatapern = 5,7 = 1 e s> = 2.

* Esempio 1.3.2. Generalizzando l'esempio precedente, dato un campione casuale da X ~ N (u,v),
tenendo presente i risultati della §1.2.3, si ottiene la seguente verosimiglianza

n
1 L2 _n _1Nn )2 _n _n (2 ()2
L(/J/;U) - CH(27TU) 2e 2“(:EZ u) = CvV 2e 1,:1(1.7' /u‘) = cv 2e 21/.(5 "F(-T ,M) ) ,
=1

dove (u,v) € R x R, 1l grafico della verosimiglianza standardizzata per n =5, T =1 ¢ s> =2 ¢
riportato in Figura 1.3.2. Infine, la log-verosimiglianza risulta

I(p,v) = logc — glogv— %(SQ-F(T—,[L)?),(ILL,U) ERxR". O

Figura 1.3.2. Verosimiglianza standardizzata pern = 5,7 = 1 e s> = 2.

* Esempio 1.3.3. Dato un campione casuale da X ~ F(0, o), si ha la seguente verosimiglianza

n
]. nT
Lio)=c||=e " 1po(xi) =co e v ,0 e R".
=1

)
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La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione della realizzazione della statistica X. Il grafico della
verosimiglianza standardizzata per n =5 e T =1 ¢ riportato in Figura 1.3.3. Infine, la log-
verosimiglianza risulta

l(o)zlogc—nloga—ﬂ,aeﬂv. O
o

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Figura 1.3.3. Verosimiglianza standardizzata pern =5eZ = 1.

* Esempio 1.3.4. Dato un campione casuale da X ~ U (0, §), la verosimiglianza risulta

L(6) = C];[ %1[071] (%) = C(Sinl[o./l} (%) = C(anl[w(n)yoo)((‘)“) ,6 € RY

dal momento che []}" 1y (xi/6) = 1 quando é > x; per ogni 7, ovvero quando si ha 6 > x(,). La
verosimiglianza € stata espressa in funzione della realizzazione della statistica X(,), ovvero la
massima statistica ordinata. Il grafico della verosimiglianza standardizzata per n =5 € x5 =1 ¢
riportato in Figura 1.3.4. Infine, la log-verosimiglianza risulta

1(6) =logc —nlogé +logly  )(0),6 € R* . ]

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Figura 1.3.4. Verosimiglianza standardizzata per n = 5 € x(5) = 1.

* Esempio 1.3.5. Dato un campione casuale da X ~ Bi(1,p), il modello statistico dipende dal
parametro § = p con © = (0, 1), ovvero

‘}tp = {fn : fn(wla ,iUn;p) = Hpmj(l - p)l_xil{o,l}(%)} 5
i=1
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da cui si ottiene la seguente verosimiglianza

n

L(p) = c[[ " (1 = p) "oy (i) = cp™ (1 — p)" ™ ,p € (0,1).
=1

La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione della realizzazione della media campionaria X. Il
grafico della verosimiglianza standardizzata per n = 5 e T = 0.2 ¢ riportato in Figura 1.3.5. Infine, la
log-verosimiglianza risulta

I(p) =logc+nzlogp+ (n —nx)log(l —p),pe (0,1). O

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 1.3.5. Verosimiglianza standardizzata pern = 5e¢Z = 0.2.

* Esempio 1.3.6. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, la verosimiglianza risulta
n 1 2 n 1 p
L(a,b,v) = CH (2ﬂv)_%6_%(y"_“_bz") = cv Be main Bimaba)® (a,b,v) € R* x RT .
i=1

Siano dunque 7 e sz la media e la varianza di (v, ..., y, ), mentre sia
n
_ 1 E 2
= — Z;
i3
la varianza di (z1,...,2,) e
1 n
Syy = — g ZilYi
n 4
i=1

la relativa covarianza (tenendo presente dall'Esempio 1.1.8 che Z = 0). Dunque, si ha

n n

Y wi—a—=bz) =) ((yi—79) —bzu+[F—a)’

i=1 72:1

—Z +b2Zz +n(y —a) —ZbZ Z;

= ns, +nb’s’ +n(y a)?® — 2nbs.,

) 5 52\’ 2
=nl|s,— = | +n(bs. — =] +n(y—a),
s2 S,

dove & stato tenuto presente che Y ;' ;2; =0e Y . ;(y; —y) = 0. Di conseguenza,
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2
n o _n(2_ %2y _32YN2 . (T )2
L(a,b,v) = cv7e (g A bs = ) ;

con (a,b,v) € R? x RT. La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione delle realizzazioni delle
statistiche

_ 1 &
YZE;YM

)

I
ch=
-

=

|

~

e della statistica

Infine, la log-verosimiglianza risulta

2 2
l(a,b,v):logc—glogv—% sfj—ﬁﬁ—(bsz—sﬁ) +@F—a)?|,

con (a,b,v) € R? x RT. O

Figura 1.3.6. Verosimiglianza standardizzata pern = 5,7 = 2 e x(;) = 1.

* Esempio 1.3.7. Dato un campione casuale da X ~ E()\, 0), il modello statistico dipende dal vettore
di parametri @ = (A, o) con ©® = R x R™, ovvero

n ]_ ;=\
f)\p =9 fo: fn(xla--- ,SL’n;)\,O') = H ; e 7 1[0,00)(1'1‘ - )\)
=1

e la verosimiglianza risulta
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=co e T 1(_0071.“)]()\) ,(\,o) eRxR",

dove si ¢ tenuto conto che H?:ll[o,oo) (z; — \) = 1 quando A < x; per ogni i, ovvero quando si ha
A < x(y). La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione delle realizzazioni delle statistiche X e X ).
Il grafico della verosimiglianza standardizzata per n = 5, T = 2 ¢ x(;) = 1 € riportato in Figura 1.3.6.
Infine, la log-verosimiglianza risulta

I\ o)= logc—nloga—nx

+logl sy, (A 0) €ERXR. O

* Esempio 1.3.8. Dato un campione casuale X ~ U(A\, A+ ¢), il modello statistico dipende dal
vettore di parametri @ = (X, )T con © = RT x RT, ovvero

n 1 .Cl)i—)\
Frs = {fn:f’n(ﬁclan'awn;)\:é):Hgl[oﬂ( 5 >} ’
1=1

da cui

1 $i—)\ _ 33(1)—)\ .’E(n)—)\
(A 6) =c J_ll 5 [0,1] ( 5 ) co [0,1] ( s ) [0,1] ( 5
= 06" L(—ov0)] (M) Lay00) (A +8) , (A, 6) ER X RT,

dal momento che J];"; 191((x; — A)/6) = 1 quando A < z; < A + 6 per ogni ¢, ovvero quando si ha
A< Ty € A+6> Z(y). La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione delle realizzazioni delle
statistiche X (1) € X(,). Il grafico della verosimiglianza standardizzata pern = 5, z(;) = le x5y =2 ¢
riportato in Figura 1.3.7. Infine, la log-verosimiglianza risulta

I(A,8) = loge —nlogd +10g 1 (s sy (A) +10g 1, o) (A +6), (A, 6) € R x R, O

i
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* Esempio 1.3.9. Dato un campione casuale da X ~ Po(u), il modello statistico dipende dal
parametro § = p con © = R*, ovvero

n €T

f;t = {fn : fn(l‘l; ,JUmM) = He_,“‘ 'UI' 1{071’“.}(1'2.)} .

i—1 x

Di conseguenza, la funzione di verosimiglianza risulta

n z; B
L(p)=c][e™ % Liog, y(m) =ce ™u™ , peRY.
.|

i=1

La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione della realizzazione della media campionaria X. Il
grafico della verosimiglianza standardizzata per n = 5 ¢ T = 1 ¢ riportato in Figura 1.3.8. Infine, la
log-verosimiglianza risulta

I(n) =loge —nu+nzlogp, p € R . O

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Figura 1.3.8. Verosimiglianza standardizzata pern =5e¢Z = 1.

* Esempio 1.3.10. Dato un campione casuale da X ~ L(u, 1), il modello statistico dipende dal
parametro § = 1 con © = R, ovvero

n 1 e
Fu= {fn:fn(xl,...,:vn;u) :Hﬁe s ”}.

i=1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 2 4 6
Figura 1.3.9. Verosimiglianza standardizzata per n = 4
e (z(), T(2), @), T)) = (—1,2,4,9).
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 2 4 6 8
Figura 1.3.10. Verosimiglianza standardizzata per n = 5
e (T(1), T(2), T(3), Ta), T(5)) = (= 1,2,4,5,9).

In questo caso si ha la seguente verosimiglianza

La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione della realizzazione della statistica ordinata
(X@1), .-+ Xn). Nelle Figure 1.3.9 e 1.3.10 ¢ riportato il grafico della verosimiglianza standardizzata

per una numerosita pari ed una dispari. Infine, la log-verosimiglianza risulta

l(p) =loge =Y |o;— pl =loge =) |z —pl . p €R. O
i=1 i=1

* Esempio 1.3.11. Si consideri la variabile casuale discreta X con funzione di probabilita

1

fx(x) = N 1{1,...,N}(CU) s

dove N € N*. Questa variabile casuale ¢ la versione discreta di una Uniforme. Dato un campione
casuale, il modello statistico dipende dal parametro # = N con © = N7, ovvero

Fn = {fn Dz, N) = H % 1{1,.‘.,N}(xi)} :

i=1

Di conseguenza, la funzione di verosimiglianza risulta

- 1 -n -n
L(N) = 011 N 1{17...,N}($i) =cN 1{17”_7]\[}(.%(”)) =cN 1{$(n)7$(n)+1,---}(N) B
con N € N*, e dove si ¢ tenuto conto che []: 11 ny(x;) =1 quando N > z; per ogni i, ovvero
quando si ha N > x(,. La verosimiglianza ¢ definita solo sugli interi positivi, ovvero lo spazio

parametrico. Inoltre, la verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione della realizzazione della statistica
X(n)- Il grafico della verosimiglianza standardizzata per n = 4 e x(4) = 2 € riportato in Figura 1.3.11.

Infine, la log-verosimiglianza risulta

Z(N) = logc - nlOgN + log1{$(n),I(n)+l,...}(N) > N E N+ . D
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 I 1
2 3 4 5 6

Figura 1.3.11. Verosimiglianza standardizzata per n = 4 € x(4) = 2.

* Esempio 1.3.12. Si consideri la variabile casuale continua X con funzione di densita

frle) = 2 1,40 + 12D

1 ),
D D (p71]( )

dove p € (0,1). Questa variabile casuale ¢ detta anche Triangolare. In questo caso, dato un campione
casuale, il modello statistico dipende dal parametro §# = p con © = (0, 1), ovvero

‘;Ep = {fn : fn(mla"' >5En;p) = H <2§ 1[0,1)](1'1') + @ l(pl](xz))} .

i=1 p

Di conseguenza, la verosimiglianza risulta

L(p) = CH ( Ljo ) (z:) + 1, 1(;;,1](%’))
i—1 \ P p
L 237(2) 2(1 - :l:‘(z)) >
—c Lo () + ——22 1, (zw) ) .
11( o Loa(@e) ¥ =3 1en (@)
La verosimiglianza ¢ stata espressa in funzione della realizzazione della statistica ordinata
(X@),--+» X)) Dalla Figura 1.3.12, si puo notare la struttura complessa che puod assumere la
verosimiglianza per questo modello. O
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0 L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.3.12. Verosimiglianza standardizzata per n = 3 e (x(1), Z(2), 2(3)) = (0.2,0.4,0.8).
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Capitolo 2

La stima per punti

2.1. Introduzione

2.1.1. La definizione di stimatore. Una volta scelto il modello statistico Fy, un primo obiettivo
dell'inferenza ¢ quello di selezionare un valore di @ sulla base del campione osservato. Il procedimento
di stima fa corrispondere ad ogni campione (z1,...,2,) € C, un valore @ € ©, ovvero considera un
vettore di funzioni © a k componenti, detto stimatore, tale che

e: ¢ —0.

Uno stimatore ¢ per definizione un vettore di statistiche. La realizzazione campionaria dello stimatore
0= @(:1:1, ..., x,) ¢ detta stima. Questo tipo di procedimento di stima ¢ detto per punti perché ad
ogni campione fa corrispondere un punto dello spazio parametrico.

In questo capitolo vengono discusse una serie di proprietd desiderabili per uno stimatore ©.
Tuttavia, anche se lo stimatore gode di proprieta ottimali, si deve sottolineare fin da ora che la stima @
puo essere molto differente dal “vero valore” del parametro @, a causa della variabilitd campionaria.
Dunque, in un procedimento di stima per punti, la stima @ deve sempre essere accompagnata da un
indice di “precisione” dello stimatore © nello stimare il vero parametro 6. Questo argomento verra
trattato in maggiore dettaglio nel prossimo capitolo.

2.1.2. 1 problemi regolari di stima. Al fine di ottenere un procedimento di stima con proprieta
desiderabili, ¢ opportuno definire alcune condizioni a cui il modello statistico deve preferibilmente
sottostare. Dato un modello statistico Fy, si dice che il problema di stima ¢ regolare se:

a) il modello statistico ¢ identificabile, ovvero le distribuzioni f,(z1,...,2,;60) specificate dal
modello statistico Fg sono distinte per valori distinti di @ € O;

b) lo spazio parametrico © & un aperto di R¥;

C) le derivate

0

% fn(xlv )xnve)
e

82

90007 fo(m1, .. 2,5 60)
esistono per ogni @ € © e per ogni (x1,...,z,) € C, (a meno di insiemi di probabilita nulla);
d) risulta
0 0
/cna—e folz1, ..o, z0;0)dv = 90 /Cnfn(scl, ey T3 @) dv

e

0? 0?
Vvl [ G AR o dV:—/fnUU,--~;£Un;9 dv,
¢, 00067 (@ ) 8006T |, (@ )
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dove l'integrazione ¢ da intendersi opportunamente estesa alle componenti del vettore o della matrice e
dove una scrittura del tipo

/ gn(ajlv e ,{13'”) dv
C?I

va interpretata come integrale di Riemann o come somma su C,, a secondo che il vettore di variabili
casuali (X1, ..., X,) sia continuo o discreto.

Nel caso di un campionamento casuale, la condizione a) si riduce a richiedere che le distribuzioni
f(x; @) specificate dal modello statistico siano distinte per valori distinti di @ € ©. La condizione C) si
riduce all'esistenza delle derivate

0
%f(iﬁ;a)

82
00067

per ogni @ € © e per ogni x € Sy (a meno di insiemi di probabilita nulla), mentre la condizione d)
risulta

f(z;0)

0 0
— f(z;0)dv = — x;0)dv
[ e o= [ s

o 0*

La condizione a) permette di individuare in maniera univoca una specifica distribuzione a partire
dal valore del parametro e quindi di ottenere procedimenti di stima coerenti. La condizione b) serve a
imporre che il vero valore del parametro 8, non sia sulla frontiera di ©. Infine, le condizioni ¢) e d)
sono condizioni di regolaritd matematica, che vengono adoperate nel seguito per ottenere alcune
proprieta degli stimatori. Le condizioni a)-d) sono soddisfatte nella gran parte dei modelli statistici di
uso comune.

* Esempio 2.1.1. Dato un campione casuale da X ~ N(u, 1), la condizione a) ¢ verificata in quanto
o(x — 1) = oz — p2)

per ogni x solo se j; = 2. La condizione b) ¢ verificata dal momento che © = R. E immediato
verificare la condizione C), dal momento che

gndle == == p)

82
9,2 ¢(x —p) = ¢"(x — p)

esistono per ogni i1 € R e z € R. Inoltre, risulta

) 00 82 00
%/Oocb(x—u)dw:a—lﬂ/ ¢z —p)dz =0,

o0

essendo
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mentre

/Za% (& — 1) di = —/_qu’(:x—u)dm: — bz — W)X, =0
¢

Z% (x_wdx:/_‘;’;d)ff(x_mdx: — [0/~ W] % =0,

¢ di conseguenza anche la condizione d) ¢ verificata. Si deve dunque concludere il problema di stima ¢
regolare. O

2.2. Gli stimatori corretti

2.2.1. La definizione di stimatore corretto. Dato un modello statistico Fy, se si suppone che il vero
valore del parametro ¢ 8y € O, allora si richiede usualmente che la distribuzione dello stimatore sia
concentrata intorno a questo valore, ovvero si richiede la proprieta della correttezza. A priori dal
campionamento, questa proprieta assicura che la determinazione campionaria dello stimatore sia
tendenzialmente prossima a 6.

Lo stimatore © ¢ detto corretto per 6 se

E©] =6,

per ogni @ € O, dove il valore medio esiste ed ¢ calcolato rispetto alla distribuzione specificata dal
modello con il valore del parametro pari a 6. Nel seguito si assumera sempre questa ultima
convenzione per quanto riguarda il calcolo dei valori medi senza ulteriore specificazione.

Uno stimatore non corretto ¢ detto distorto e la quantita

¢ detta distorsione.
Una proprieta piu blanda della correttezza ¢ la cosiddetta correttezza asintotica. Lo stimatore © ¢
detto asintoticamente corretto per € se per ogni @ € ©

lim E[@] = 6.
* Esempio 2.2.1. Dato un campione casuale da X ~ N (u, v), tenendo presente 'Esempio 1.2.5, si ha
E[(X,S0)] = (1,v),
e quindi (X, S?) ¢ corretto per (i, v). O

* Esempio 2.2.2. Dato un campione casuale da X ~ N (0, v), tenendo presente i risultati dell'Esempio
1.2.5, dal momento che

E[S2]:n_1

v,
n

allora la varianza campionaria S? ¢ uno stimatore distorto per v. La distorsione ¢ pari a
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v

B[S? =E[S?] —v= — -

Lo stimatore S? ¢& asintoticamente corretto per v, dal momento che

lim E[S?] =v. O

n—oo

* Esempio 2.2.3. Dato un campione casuale da X ~ U (0, ¢), tenendo presente i risultati dell'Esempio
1.2.6 e le proprieta della Beta (vedi §A.1.5), risulta

nd
n+1°

E[X()] =

Quindi, X, ¢ uno stimatore distorto per ¢, con distorsione pari a

)

B|X =E[X,)|—06= — .
[ (n)] [ (n)] n+1

Lo stimatore X, ¢ asintoticamente corretto per ¢, dal momento che

n—oo

2.3. Gli stimatori coerenti

2.3.1. La definizione di stimatore coerente. Se si suppone che il vero valore del parametro ¢ dato da
6y € O, sirichiede usualmente che la distribuzione dello stimatore si concentri sempre di piu intorno a
6, all'aumentare della numerosita campionaria, ovvero si richiede la cosiddetta proprieta della
coerenza.

Se Fg ., € un modello statistico per ogni n, uno stimatore ©,, si dice coerente (in senso debole) per

0, se la successione di stimatori (@,,),>1 converge in probabilita a 8,, ovvero
= D
Qn — 00

per n — oo. Di conseguenza, condizione sufficiente affinché lo stimatore sia coerente per @ ¢ che sia
asintoticamente corretto per @ e che

lim Var[®,] =0.

n—oo

Inoltre, se si ha

e, %L e,

per n — 00, allora lo stimatore ¢ detto coerente in senso forte per 6. Ovviamente, la coerenza in senso
forte implica la coerenza in senso debole.

* Esempio 2.3.1. Dato un campione casuale da X ~ N (p, 1), tenendo presente i risultati dell'Esempio
1.2.3, dal momento che X, ¢ uno stimatore corretto per 1 € che
: - .1
lim Var[X,] = lim — =0,

n—00 n—oo 1
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allora X, ER Lo, ovvero X,, € uno stimatore coerente per 1. Dal momento che per la Legge Forte dei

Grandi Numeri di Khintchine si ha X, = Lo (vedi Barabesi, 2020), X,, ¢ uno stimatore coerente in
senso forte per . O

* Esempio 2.3.2. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), tenendo presente i risultati dell'Esempio
1.2.5, risulta

_ 20
lim Var[(X,,, S?,)] = lim (" 02 ) =0.
n—00 ? n—00 0 ngl

Dal momento che (X,,S2,) ¢ corretto per (u,v), allora risulta (X,,S2,) — (u0,v0), ovvero

c,n c,n

(X, S?,) & uno stimatore coerente per (i, v). O

2.4. Gli stimatori efficienti

2.4.1. L'informazione di Fisher. Dato un modello statistico Fy, in questa sezione vengono introdotte
alcune quantita fondamentali nell'inferenza statistica classica. Data l'importanza degli argomenti
trattati, ¢ preferibile lavorare inizialmente con un solo parametro, ovvero si assume k = 1.

Se per il modello statistico considerato ¢ valida la condizione C) della §2.1.2, allora si dice funzione
punteggio la quantita

$n(0) = s, (0521, ..., 2) = i 1(0;2q,...,2,) d log fu(x1,...,2,;0)

do ~df
1 d
= — fulx1, ..., x,;0) .
(@, 203 0) d@f (21 Zns 6)
La funzione punteggio s,(0;xi,...,z,) ¢ la realizzazione campionaria della variabile casuale

sn(0; X1, ..., X,), per cui adoperando l'assunzione d) della §2.1.2 si ha

E[Sn(e;Xl,'”;Xn)] :/Sn(e;xla“'7~rn)fn(xla'--axn;0)dy
C

71d
:/Cn% folx, ...,z 0) dv
d
= /fn(a:l,...,xn;ﬁ)dyz—lzo.
Cn

4
~do do

Inoltre, tenendo presente la relazione

d2 = ! :
—1 n\T1y...,Tn; d
ng< ! . 0) fn(xlv,xﬂ7e) 02

do?
1 d 2
_ (fn(xl,...,xn;e) @fn(azl,...,xn,a)) ,

folxy, .. 0 0) +

¢ adoperando di nuovo I'assunzione d) della §2.1.2 risulta
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Var[s,(0; X1,..., X,,)] = E[5,(0; X1, ..., X,,)?]

_ 1 d y 2 o
_/ (fn(:rl,.. g;n;g)@fn(ﬂcl,...,xn, )> fo(x1, .. 20 0) dv

/d02 folxr, ooy zpn; 0 dlj—/d02 log fu(z1, ..., 20;0) fr(x1, ..., 2,;0) dv

d@Q/fn Ty,... xn,e)du—/nde Sp(O;x1, ... xn) fu(Tr, ...,z 6) dv

d
= —E[@ Sn(e,Xl,...,Xn):| .

La precedente varianza ¢ detta informazione di Fisher ed ¢ indicata come

I’n(e) :Var[sn(e;Xla"an)] = _E{% Sn(eleaaXn)] :

Nel caso di un campionamento casuale la funzione punteggio pud essere espressa come

" d
sn(0521, ..., ) = Zlogf zi;0) = 4o log f(xi;6)
1 d <
— 2 F(0) @f(:ci;ﬁ) = ;S(Q;l‘i) ,
dove
d 1 d
s(0) = s(0;x;) = 70 log f(z;0) = P 0) dO f(zi;0),

¢ la funzione punteggio relativa all'i-esima osservazione campionaria. Le variabili casuali s(6; X;)
sono indipendenti in quanto trasformate di variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite.
Dunque, si ha

Var|s, (0; X1,...,X,)] = ZVar[s(Q;Xi)] = nVar[s(0; X)] = — nE[je (H;X)] :

1=1

Di conseguenza, I'informazione di Fisher puo essere espressa come
d
1,(0) = nVar[s(0; X)] = — nE[d@ (O;X)] =nl(0),
dove I(0) = Var[s(0; X)]| ¢ l'informazione di Fisher relativa ad una sola osservazione campionaria.

* Esempio 2.4.1. Dato un campione casuale da X ~ N(u,1), dall'Esempio 2.1.1 ¢ noto che le
condizioni €) e d) della §2.1.2 sono verificate. Dunque, tenendo presente 1'Esempio 1.3.1, si ha la
funzione punteggio

d n
sulpin, ) = o (loge = 5 (68 4+ (2 = 0))) = n(@ — ).

da cui si ottiene 1'informazione di Fisher

I risultati teorici di questa sezione risultano verificati, dal momento che per via diretta si ottiene
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Els,(p; X1, ..., X,)] =E[n(X — p)] =nE[X —pu] =0

I,(p) = Var[s,(i; X1, ..., X,))] = Var[n(X — p)] = n*Var[X] =n* - =n.

S

Dal momento che si dispone di un campione casuale, i precedenti risultati possono essere ottenuti piu
facilmente dalla funzione punteggio riferita ad una sola osservazione campionaria, ovvero

d 1
s(ps ;) = @ (logc— 2 (i —H)Q) =T = [,

da cui l'informazione di Fisher relativa ad una sola osservazione campionaria risulta

d
I(p)= —E|— (X — =1.
() { i ( u)]
Dalla precedente espressione si ha di nuovo
I(p)=nl(p)=n. O

* Esempio 2.4.2. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), ¢ facile verificare le condizioni c) e d)
della §2.1.2. Dunque, tenendo presente I'Esempio 1.3.3, si ha la seguente funzione punteggio

( ) d (1 1 nf) n n nx
sp(o;x1,...,xp) = — (loge —nlogo — — ) = — — + —,
' do \'°8 & o o o2
da cui, in base ai risultati dell'Esempio 1.2.4, si ottiene l'informazione di Fisher
d X 2nX 2n -
I,(o0) = —E[— (—E—l—n—)} = —E{ﬁ—n—} = _ﬁ+_nE[X]:£_
o

do o2 o2 o3 o2 o3 02

Dal momento che si dispone di un campione casuale, i precedenti risultati possono essere ottenuti pit
facilmente dalla funzione punteggio riferita ad una sola osservazione campionaria, ovvero

s(a;xi):%(—loga—;): —;—I—;,

da cui, tenendo presente le proprieta della Esponenziale (vedi §A.1.4), l'informazione di Fisher
relativa ad una sola osservazione campionaria risulta

I(o) = —E[%<—1+§2)] - L 2=t

o o o o3 o

[\V]

Dalla precedente espressione si ottiene di nuovo
n

I,(o)=nl(oc)=—. O

o2

* Esempio 2.4.3. Dato un campione casuale da X ~ U(0,6), la condizione d) della §2.1.2 non ¢
verificata. Infatti risulta
d
d

>
| =
>
[\

perogni 6 € R e z € [0, 6], da cui
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8
d 1 1
= Cdr= — =
, do o " 5
Tuttavia, si ha
d [°1 1
— | —dx=0+# ——.
@ ) s =07 5
Anche se la funzione punteggio esiste, non ha tuttavia le proprieta ottenute in questa sezione. O

I precedenti risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri 8. Se ¢ valida la
condizione C) della §2.1.2, si dice vettore delle funzioni punteggio la quantita s, (@; =1, ..., x,) data da

0 1 0

Sn(e):sn(e;xl,...,.ﬁn):%l(e;iﬁl,...,iﬁn): f (371 T 0) %

folz, ..., z050) .

Il vettore s,(0;z1,...,2,) & la determinazione campionaria del vettore di variabili casuali
$,(0; X1, ..., X,,) e quindi generalizzando in modo ovvio le relazioni ottenute in precedenza, se la
condizione d) della §2.1.2 ¢ verificata, si puo ottenere che

E[s,(6; X1,...,X,)] =0

e
0
Var[s,(0; X1,...,X,)]= —E 20 $,(0; X1, ..., X)) | -
Questa matrice di varianza-covarianza ¢ detta matrice di informazione di Fisher ed ¢ denotata con
I,(0) = Varls,(60; X4,...,X,,)] = —E {% $n(0; X1, ... ,Xn)} :

Nel caso di un campionamento casuale, il vettore delle funzioni punteggio risulta

n

sn(B521, .. x0) = Y _s(0;1;)

i—1
dove

1 0

0
s(0) =s(0;z;,) = — log f(z;;0) = F2:0) 90

_% f(:cl,é?),

¢ il vettore delle funzioni punteggio relative all'i-esima osservazione campionaria. Anche in questo
caso la matrice di informazione di Fisher puo essere espressa come

I,(0) = nVar[s(0; X)] = —nE {% s(0; X)} =nl(9),

dove I(@) = Var[s(0; X)| ¢ la matrice di informazione di Fisher relativa ad una sola osservazione
campionaria.

* Esempio 2.4.4. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), non ¢ difficile verificare (anche se
laborioso) le condizioni ) e d) della §2.1.2. Tenendo presente 1'Esempio 1.3.2, si ha il seguente
vettore di funzioni punteggio
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Q/lw

Sn(M,U;.fEl,

|

)= (loge — §logv — 5t (s* + (T — )?))
5 (loge — Flogv — 35 (s* + (T — p)?))

o)

(g b o)

da cui, considerando anche i risultati dell'Esempio 1.2.5, si ha la matrice d'informazione di Fisher

LGs) = -,

2.4.2. 1l limite inferiore di Rao-Cramér. Dato un modello statistico Fy, in questa sezione viene
ottenuto un limite inferiore alla varianza di uno stimatore corretto per una data trasformata di 6. Di
nuovo, & opportuno lavorare inizialmente con un solo parametro. Si consideri lo stimatore © tale che
E[O] = g(f). Si assuma che siano valide le condizioni c) e d) della §2.1.2 e che sia valida per lo
stimatore © la seguente condizione:

e) la funzione g(0) esiste ed ¢ derivabile con derivata

d d ~
@g(ﬁ)—@/CnQ(:Ul,...,xn)fn(xl,...,xn,ﬁ)dy
:/C%@(wl,...,a:n)fn(asl,...,mn;e)dy.

In base alle assunzioni C) della §2.1.2 ed e), si ottiene

Cov|O, 5,(0; X1,...,X,)] = E[O@s,(0; X1, ..., X,)]
= / Ox1, ..., xp)sn (0321, ..., 20) ful1, ..., 20;0) dv

d

d ~
= /Cn@ @(Il,...,l’n)fn(xla---awnvg)dy - @ 9(0) ’

n

Inoltre, per la disuguaglianza di Schwarz (vedi Barabesi, 2020), se ¢ verificata la condizione d) della
§2.1.2, si ha

Var[O]Varls, (0; X1, ..., X,)] > Cov[Os,(0; X1,..., X,)]*,

da cui, supponendo 0 < I,,(f) < oo, con opportune sostituzioni, si ottiene infine la cosiddetta
disuguaglianza di Rao-Cramér, ovvero

Se © & uno stimatore corretto per 6, allora % g(0) = 1, e la prececente espressione risulta

~ 1
Var[©] > 7.0

Dalla precedente espressione ¢ chiaro il ruolo dell'informazione di Fisher, nel senso che essa
rappresenta un indice della precisione media ottenibile se si vuole stimare # in modo non distorto.
Nel caso di un campione casuale la disuguaglianza di Rao-Cramér si riduce a
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(45 9(0))*
Var[@] > nI(0)
e, nel caso di uno stimatore corretto per 6, a
Var[O] > L
~nl()

* Esempio 2.4.5. Dato un campione casuale da X ~ N(u,1), dall'Esempio 2.1.1 ¢ noto che le
condizioni C) e d) della §2.1.2 sono verificate. Tenendo presente I'Esempio 2.4.1, dato un qualsiasi
stimatore © corretto per j (e per cui ¢ valida la condizione €) di questa sezione) si ha dunque

1
Var[@] > — O
n’
* Esempio 2.4.6. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), dall'Esempio 2.4.2 ¢ noto che le

condizioni €) ¢ d) della §2.1.2 sono verificate. Tenendo presente I'Esempio 2.4.2, dato un qualsiasi
stimatore © corretto per o (e per cui ¢ valida la condizione €) di questa sezione) si ha

0.2

Var[0] > —
n
Se invece O ¢ uno stimatore corretto per g(¢) = o2 allora, dal momento che
d

— =2

dalla forma generale della disuguaglianza di Rao-Cramér si ottiene

4
Var[O] > 4% : O

* Esempio 2.4.7. Dato un campione casuale da X ~ U(0,0), dalllEsempio 2.4.3 ¢ noto che la
condizione d) della §2.1.2 non ¢ verificata. In questo caso non ¢ possibile ottenere un limite inferiore
alla varianza di uno stimatore 6 corretto per 6. O

I precedenti risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri @. Si consideri
dunque lo stimatore © tale che E[@] = g(#). Si assuma che siano valide le condizioni c) e d) della
§2.1.2 e che sia valida per lo stimatore © la generalizzazione della condizione e), ovvero:

e) il vettore di funzioni g(@) esiste ed ¢ derivabile con matrice delle derivate

D(O)Z%g ae/@xl,..., Vfn(z1, .o 20 0) dv

0
= 8—9@(xl,...,xn)fn(:vl,...,:En;e)dy.

Se I,(@) ¢ una matrice definita positiva, si pud dimostrare che la generalizzazione della
disuguaglianza di Rao-Cramér (vedi Wilks, 1962) ¢ data da

Var[®] > D(9)'1,,(6)"'D(8)

dove la precedente disuguaglianza si deve intendere nel senso che la matrice differenza
Var[©] — D(6)"1,,(0) 'D(0) ¢ semidefinita positiva. Nel caso di un campione casuale si ha inoltre
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Varl@] > %D(H)TI(B)ID(e) |

Infine, se © ¢& uno stimatore corretto per 6, allora D(@) ¢ la matrice identita di ordine &, da cui
Var[©] > 1,,(0)",

che, nel caso di un campione casuale, si riduce a

Var[@] > —1(0) " .

* Esempio 2.4.8. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), dall'Esempio 2.4.4 ¢ noto che le
condizioni C€) e d) della §2.1.2 sono verificate. Dai risultati dell'Esempio 2.4.4, dato un qualsiasi
stimatore @ corretto per (u, v) (e per cui € valida la condizione €) di questa sezione) si ha

~ 20

Se invece © ¢ un qualsiasi stimatore corretto per g(u, v) = (1, v/v)T, allora dal momento che

1 0
D(/J,U) = 0 # s

dalla forma piu generale della disuguaglianza di Rao-Cramér si ha

Var[é]z(g g) O

2n

2.4.3. La definizione di stimatore efficiente. Dato un modello statistico Fg, quando si dispone di due
stimatori corretti per @, la nostra preferenza va ovviamente a quello con varianza minore, in quanto la
sua distribuzione risulta pitu concentrata intorno al vero valore del parametro. Dal momento che nella
precedente sezione ¢ stato stabilito un limite inferiore alla varianza di uno stimatore corretto, ¢ logico
introdurre il seguente indice nel caso di un parametro per valutare la bonta di uno stimatore © corretto
per 6

~ 1

eff(@) = ———— .
©) Var[O]1,,(0)

La quantita eff(©) ¢ detta efficienza ed evidentemente si ha 0 < eff(©) < 1 quando sono valide le
condizioni C) e d) della §2.1.2 e la condizione €) della §2.4.2. In questo caso, uno stimatore © corretto

per 0 ¢ quindi detto efficiente se eff(©) ¢ massima, ovvero se eff(©) = 1. Niente assicura l'esistenza e
l'unicita di uno stimatore efficiente per un dato modello statistico.

* Esempio 2.4.9. Dato un campione casuale da X ~ N (y, 1), tenendo presente i risultati dell'Esempio
1.2.3 e dell'Esempio 2.4.5, X ¢ uno stimatore efficiente in quanto ¢ corretto per ji e

- 1 1
eff(X) = =

= ValXLG) - @mn -

* Esempio 2.4.10. Dato un campione casuale da X ~ F(0,0), tenendo presente i risultati
dell'Esempio 1.2.4 e dell'Esempio 2.4.6, X ¢ uno stimatore efficiente in quanto ¢ corretto per o e
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_ 1 1
X)) = VXL (o) ~ (02/m)(njod) ~ L =

Nel caso di un vettore di parametri 8, un indice per valutare il grado di efficienza di uno stimatore
O corretto per 6 ¢ data da

eff(@) = det(Var[O]I1,,(0)) " .

Anche in questo caso si ha 0 < eff(@) < 1 quando sono valide le condizioni C) e d) della §2.1.2 ¢ la
condizione e) della §2.4.2. In questo ultimo caso, uno stimatore @ corretto per € ¢ quindi detto

efficiente se eff(@) = 1.

* Esempio 2.4.11. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), tenendo presente i risultati
dell'Esempio 2.3.2 e dell'Esempio 2.4.8, se si considera lo stimatore (X, S?) corretto per (i, v), si ha

-1
- v 0 n 0 n—1

9 . n ) v -
eff[(X,Sc)]—det<<0 %> (0 2—>) n’

ovvero lo stimatore (X,S?) non ¢ efficiente, anche se per n elevato risulta approssimativamente
efficiente. O

Quando si deve confrontare due stimatori, uno dei quali corretto e l'altro distorto, non si puo
adoperare 1'efficienza come criterio di confronto. Nel caso di un parametro, dato uno stimatore distorto
© di 0, un criterio che tiene conto anche della distorsione ¢ il cosiddetto errore quadratico medio,
OVVero

EQM[B] = B[O)? + Var[O)] .
Il precedente indice puo essere generalizzato al caso di un vettore di parametri 6, ovvero
EQM[O] = det(B[O]|B[O]" + Var[©]) .

Se ci si basa sui precedenti indici, uno stimatore leggermente distorto, ma con bassa varianza, puo
essere preferibile ad uno stimatore efficiente.

* Esempio 2.4.12. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), supponiamo che il parametro . sia
noto. Per un qualsiasi stimatore © corretto per v si ha

~ 202

Var[®] > — .
n
Se si considera lo stimatore

1 n
= - XZ - 2 )
0= 2 ( 14)

allora tenendo presente i risultati dell'Esempio 1.2.5 e le proprieta della Chi-quadrato (vedi §A.3.2), si
ottiene

E[@l] =0



Capitolo 2 31

Var[@ | = 2—U2 ,
ovvero O ¢ efficiente e inoltre
EQM[O,] = 27”2 :
Alternativamente, se si considera ora lo stimatore
~ n o~
Oy = s O1,
si ha
E[éﬂ B anQ
e
Var[0,] = (HQZL_U;Q
e quindi
~ nv 2 2nv? 207
EQM[©:] = (n+2 _U> + (n+2)? T nt2’

Dal momento che EQM[@;] < EQM[B,], se ci si basa sul criterio dell'errore quadratico medio, lo
stimatore distorto ¢ preferibile a quello corretto ed efficiente. O

2.4.4. La famiglia esponenziale di distribuzioni. In questa sezione si vuole determinare la famiglia
di distribuzioni per cui ¢ possibile ottenere stimatori efficienti, dato che le condizioni ¢) e d) della
§2.1.2 sono verificate. Nel caso di uno stimatore © corretto per 6 (e per cui & valida la condizione e)
della §2.4.2), per le proprieta della disuguaglianza di Schwarz (vedi Barabesi, 2020), si ottiene il
limite inferiore di Rao-Cramér quando

s0(0;X1,...,X,) =b(0 —0),

per b costante, ovvero quando s,,(f; X1, ..., X,,) & una variabile casuale linearmente dipendente da 6.
Dunque, se una statistica efficiente esiste, deve soddisfare la precedente relazione. Inoltre, si deve
avere

Var(s, (0; X1, ..., X,,)] = b*Var[0)],

ovvero, dal momento che

(essendo © uno stimatore efficiente) e
Var[s, (0; X1, ..., X,)] = 1,(0),

allora b = I,,(0). Tenendo presente la definizione di funzione punteggio, si deve dunque avere

d
20 log fu(x1,...,2,;0) = 1,(0)(O(x1, ..., z,) — 0),
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per ogni (x1,...,x,) € C, (ameno di insiemi di probabilita nulla). La precedente relazione costituisce
un'equazione differenziale in 6, per cui risolvendo si ha

log fu(x1, ..., 2, 0) = O(x1,...,24) /In(Q) dé — /an(O) do + c(z1,...,z,),
ovvero si ha la seguente famiglia di distribuzioni

fn(xh“';xn;g):q(xla-“,wn)e Fleotn D

dove si ¢ posto

o(0) = / 1,(0) o,

n(6) = / 01,(0) db .

mentre
_ oz, @)
q(x1,...,z,) =¢€ .

Se esiste uno stimatore efficiente, la distribuzione specificata dal modello statistico deve essere della
precedente forma. Questa famiglia di distribuzioni & detta famiglia esponenziale. E immediato
verificare che tutti gli elementi di una stessa famiglia esponenziale devono avere necessariamente lo
stesso supporto per ogni 6.

* Esempio 2.4.13. Dato un campione casuale da X ~ N(u, 1), la classe di funzioni di densita definita

in questo modello fa parte della famiglia esponenziale con O(x1, ..., x,) = T,
p(p) = np
e
n(p) = ”7’“‘2 ,
mentre
q(x1, .0 a,) = (2m) Fe HEHT)

In effetti, in base ai risultati dell'Esempio 2.4.9, la media campionaria X ¢& uno stimatore efficiente. [

* Esempio 2.4.14. Dato un campione casuale da X ~ E(), 1), la classe di funzioni di densita definita
in questo modello non fa parte della famiglia esponenziale, dal momento che il relativo supporto
dipende dal parametro . O

In generale, se si considera un vettore di parametri @, la famiglia esponenziale ¢ definita come
fo(@1, ..., 20;0) = q(z1, ... ’xn)ee(xly---71’n)T‘P(0)777(0) ,

dove senza perdita di generalita si puo assumere che le funzioni definite dalle componenti del vettore
(0) siano linearmente indipendenti in ©. Per questo motivo, questa famiglia esponenziale ¢ detta in
forma ridotta. Per una trattazione generale delle famiglie esponenziali si pud consultare Brown (1986).
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* Esempio 2.4.15. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), la classe di funzioni di densita
specificata da questo modello fa parte della famiglia esponenziale dal momento che @ (x4, ..., z,) =
(f7 52 + T2>T’

o) = ("~ 1)

v 2u
e
nu®  n
n(u,v) = 5~ + 5 logu,
mentre
q(zy,...,x,) = (2m) "2 . O

2.5. Gli stimatori sufficienti

2.5.1. La definizione di stimatore sufficiente. Come ¢ stato evidenziato negli esempi della §1.3, la
funzione di verosimiglianza puo dipendere solo dalle realizzazioni di alcune statistiche e quindi non ¢
necessaria la conoscenza del campione originale per determinarla. L'informazione contenuta nel
campione originale viene mantenuta dalle statistiche, con il vantaggio di avere l'informazione
convenientemente sintetizzata.

Dato un modello statistico Fy, uno stimatore © ¢& detto sufficiente per @ se per ogni
(xla 7xn) € Cn € (yla 7yn) € Cn si ha

Ory,....,x,) =OW1, ... yn) = L(O;x1,...,2,) X L(O;y1,...,Yn) »

per ogni @ € ©. Dunque, © ¢ sufficiente per @ quando assume lo stesso valore in due punti dello
spazio campionario solo se i due punti hanno verosimiglianze proporzionali, ovvero i due punti
forniscono la stessa informazione.

Anche se puo risultare sorprendente che una trasformazione non biunivoca del campione originale
riesca ad estrarre tutta 1'informazione relativa al campione stesso, si tenga presente che la proprieta
della sufficienza ¢ legata alla scelta del modello statistico, ovvero uno stimatore sufficiente per un
modello pud non esserlo per un altro.

2.5.2. Alcune proprieta degli stimatori sufficienti. Un primo risultato relativo agli stimatori
sufficienti ¢ il cosiddetto criterio di fattorizzazione di Neyman. Se © ¢ sufficiente per 8, allora L(8)
dipende da (zy,...,z,) solo attraverso @ = ©(z,...,x,), ovvero L(0) x g(8;0). Inoltre, dalla
definizione di funzione di verosimiglianza, L(0) o f,(x1,...,x,;0) e si deve concludere che la
funzione

fn(xla N y Lns 0)
9(0:6)

ho(z1, ..., 2,) =

non dipende da 8. Dunque, se © ¢ sufficiente per 6, si deve avere la relazione
fulxt, ... 20;0) = hy(z1,...,2,)9(0;0) .

Inversamente, se la precedente relazione ¢ vera, allora L(6) ¢ funzione solo di @ e quindi © ¢
sufficiente per €. Si ¢ dimostrato di conseguenza che © ¢ sufficiente per @ se e solo se
fu(x1, ..., x,; @) puo essere fattorizzata nella forma precedente per opportune funzioni h,, e g. Questo
risultato ¢ detto appunto criterio di fattorizzazione di Neyman.
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* Esempio 2.5.1. Dato un campione casuale da X ~ N (u, 1), tenendo presente I'Esempio 1.3.1, si ha

n
Pl s ) = [ ] (2m) 2 4o = (2m) =8 406HE0 < (2% et
i=1
da cui si ottiene che

Bo(21, ... 2n) = (27) 2™ %

9(@;p) = e 1

Dunque la media campionaria X ¢ stimatore sufficiente per . O

* Esempio 2.5.2. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), si ha

n n
1 _x p _mz
fn(xlv ceey g U) = H —€ 1[0,00) (xz> =0 "e ¢ 1[0,00)(:El) 5
=19 i=1
da cui
n
hn<x17 7$n) = HI[U :x:)(xz)
i=1
e
g(@o)=0"e "
Si deve dunque concludere che la media campionaria X ¢ stimatore sufficiente per o. O

* Esempio 2.5.3. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), tenendo presente anche I'Esempio 1.3.2,

st ha
Fal@y, oo @y v) = (2m) v 3 B EHE)
da cui
ho(21,...,2,) = (2m) 2
e
o(z, 32;p,v) — B n(HE-?)
Dunque lo stimatore (X, S?) ¢ sufficiente per (1, v). O

* Esempio 2.5.4. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, tenendo presente
I'Esempio 1.3.6, si ha

52 2

2 B (- (s~ 2 (-0))

fo(y1y .-y ynsa,byv) = (QW)*%Uﬁe v ~ ,

da cui si ottiene che

hn<y17 cee 7yn) - (277-)_%
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y2

$2— qzu = 2
_ _n —g + bs,——")+(T—a
g(y, 357szy;a,b7fu) =V ?2e 2L( ( 2 ) ( ) ) )

Dunque lo stimatore (Y, S, 52)) ¢ sufficiente per (a, b, v). O
Dalla fattorizzazione di Neyman, si puo ottenere la distribuzione di © integrando come segue
168:0)= [ fulon..e..mi0) v
A(0)
= g(é; 0)/ hp(zy, . T,)dy = h*(g)g(g; 09),
A(8)

dove la funzione

h*(é) = A(g)hn(xl,...,xn) dv

non dipende da @, mentre l'insieme A(@) ¢ stato definito nella §1.2.1. Di conseguenza, tenendo
presente la precedente relazione e la fattorizzazione di Neyman, risulta

folxy, ... 20 0) ho(x1, ..., 2)

fn(l‘l,.. , Ly |0> = = ,
f6(6;6) h*(0)
ovvero se © ¢ sufficiente per 6, la distribuzione del vettore di variabili casuali condizionato
(X1,...,X, | @) non dipende 8. Inversamente, se f,(x1,...,x, | @) non dipende da 0, allora

folx1, .oy 20;0) = fr(xr,... 2y | é)fé(é;e)
= fu(@1,..., 2, | O)h"(0)9(8;0) = hy(z1,...,2,)9(6;0) ,

dove
ho(x1, .oy xn) = fo(Tr, .oy T | é)h*(é)

e quindi © risulta sufficiente per @ grazie al criterio di Neyman. Si deve quindi concludere che © ¢&
sufficiente per @ se e solo se la distribuzione del vettore di variabili casuali condizionato
(X1,...,X, | 6) non dipende 6.

Questo fatto evidenzia come il camplone (21,...,x,) venga ottenuto in due fasi: in una prima fase
l'esperimento casuale genera il valore @, ovvero seleziona l'insieme A(@) della partizione di C,
secondo una legge di probabilita che dipende da @, e in una seconda fase sceglie un elemento
(z1,...,x,) di A(8) secondo una legge di probabilita che non dipende da @. Dunque, si ¢ ancora
ottenuto che se © ¢ sufficiente per @ la conoscenza del campione originale non aggiunge niente
rispetto all'informazione che si ha su @ basandosi sul solo stimatore ©.

* Esempio 2.5.5. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), tenendo presente I'Esempio 1.2.3 e
I'Esempio 1.2.5, si ha che X ~ N(pu,v/n) e nS?/v ~ x?_; sono stimatori indipendenti. Dunque,
tenendo presente anche 1'Esempio 2.5.2, si ha

fol@1, oy T pyv)
fx(T; 1, v) f52 (%5 0)

(27]') 51}7%67%(5 +(l‘ N’))

fn(xl;-H » T | z, 52) =

(%TU)—iefﬁ(E )2 F(anl)—I%(g_f)%(n 1)- 167%

_ W—%(n—l)n_%F(n ; 1> (52)—%@—3) ’
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e quindi la distribuzione del vettore di variabili casuali condizionato (X1,..., X, | T, s?) non dipende
da (u,v). La precedente ¢ in effetti una funzione di densita congiunta, come si potrebbe dimostrare
integrando (in maniera laboriosa) per (z1,...,2,) con i vincoli Y ; ;x; =nT e Y ., (x; - 7)? =

s%. Dunque, si ¢ di nuovo ottenuto il risultato dell'Esempio 2.5.3, ovvero lo stimatore (X, S?) ¢
sufficiente per (1, v). O

* Esempio 2.5.6. Dato un campione casuale da X ~ U(0, ), tenendo presente i risultati ottenuti
nell'Esempio 1.3.4, si ha

f(-fEl - ‘1’ ): 6~ 101]( n/6) _ 1
n ) s n (n) (n/é)( /5)n 11[01 ( /6) 77/337(1 )1 ’
e quindi la distribuzione del vettore condizionato di variabili casuali (X1,..., X, | (,)) non dipende
dal parametro 6. Dunque, lo stimatore X, ¢ sufficiente per 6. O
Se © ¢ uno stimatore sufficiente per @, allora dati due campioni (z1,...,z,) €C, ¢

(Y15, Yn) € Cp siha
(1., 20) € AB), (91, -, yn) € AB) = L(8; 1, ..., ) o< L(Bsy1, ..., yn)

ovvero elementi appartenenti ad un dato A(@) hanno verosimiglianze proporzionali. Quindi, una volta
noto A(0), siamo in grado di specificare la funzione di verosimiglianza associata a un qualunque
(x1,...,2,) € Cy. Questo fatto implica che se si considera la trasformata biunivoca U(é), dal
momento che la funzione U(O(zy,...,z,)) individua la medesima partizione dello spazio
campionario, allora U(©) & ancora uno stimatore sufficiente per 6.

* Esempio 2.5.7. Dato un campione casuale da X ~ N (yu,v), nellEsempio 2.5.4 ¢ stato provato che
lo stimatore (X, S?) ¢ sufficiente per (i, v). Di conseguenza, lo stimatore trasformato

(U1, Us) = (X,V/52) =

¢ sufficiente per (1, v), dal momento che la trasformazione ¢ biunivoca. O

2.5.3. Stimatori sufficienti minimali. Al fine di ottenere la massima sintesi dell'informazione ¢
importante considerare stimatori sufficienti che sono in grado di ottenere il massimo grado di
aggregazione dei dati. Dato un modello statistico Fg, uno stimatore © ¢ detto sufficiente minimale per
0 se ¢ sufficiente per @ e se per ogni (z1,...,%,) € Cp e (Y1,...,Yn) € Cp, siha

@(a:l,... , L) = @(yl, vy Un) & L(O;21, ... xy) < L(O5y1, ...y Yn) »

per ogni @ € ©. Dunque, © ¢ sufficiente minimale per € se assume lo stesso valore per due campioni
se ¢ solo se i due campioni hanno verosimiglianze proporzionali. Se uno stimatore ¢ sufficiente

minimale per 6, il rapporto L(0;x1,...,x,)/L(6;1,...,y,) deve essere una funzione che non
dipende da @ se e solo se @ (x1,...,2,) = OY1,...,Yn)-
Se si considera la trasformata biunivoca U(@), dal momento che la funzione U(O(z1,...,z,))

individua la medesima partizione dello spazio campionario, allora U(©) ¢ ancora uno stimatore
sufficiente minimale per 6.

* Esempio 2.5.7. Dato un campione casuale da X ~ N (p,v), si ha

n
. s(si(@—p)?) . x x
L(Ma U 21, ... 7xn) _ cule — ¢ e—%(sf—sé-‘r(%—/t)z—(Tz—/L)z)
b

L, Vs Yty yn)  cvte mlst@mon?)
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dove 71, s% € T, s% sono rispettivamente la media e la varianza campionaria relative a (x1,...,x,) ¢
(Y1, ---,Yn). La precedente espressione non dipende da (u, v) se e solo se l'argomento della funzione
esponenziale si annulla, ovvero quando Z; = Ty € s? = s3. Si deve dunque concludere che lo

stimatore (X, S?) ¢ sufficiente minimale per (u, v). O

* Esempio 2.5.8. Dato un campione casuale da X ~ F(0, ), allora si ha

L(o;x1,...,x,) co e /0 _n(m =
) ) ) — —ce L(T1—T2)
— b
L(Ov Yi,-.-- 7yn) co e/
dove T; e Ty sono le medie campionarie relative a (x1,...,z,) € (¥1,...,Yn). La precedente

espressione non dipende dal parametro o se e solo se l'argomento della funzione esponenziale si
annulla, ovvero quando T; = T». Si deve dunque concludere che lo stimatore X ¢ sufficiente
minimale per o. O

Se la distribuzione f,(x1, ..., x,;@) specificata dal modello statistico Fg appartiene alla famiglia
esponenziale in forma ridotta, allora @ ¢ ovviamente uno stimatore sufficiente per 6. Inoltre, dati due
campioni (x1,...,x,) € Che (y1,...,Yn) € Cp, per questa famiglia si ha

. O(z1,....x0) p(0)—n(0 _ _
L(07 xl) cet xn) — c e~( ) <P( ) ]( ) =c 6(9(I17---71’n)76(yl7~--7y71))T(P(0) .
LO;y1,-..,yn) ¢ eCWin-ua) @(0)-n(0)

La precedente espressione non dipende dai parametri se e solo se O(x1,...,z,) = O, ..., Yn),
ovvero © ¢ sufficiente minimale per . Dunque, se la distribuzione specificata dal modello statistico
appartiene alla famiglia esponenziale in forma ridotta, si puod ottenere immediatamente lo stimatore
sufficiente minimale per 6.

* Esempio 2.5.9. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), tenendo presente i risultati dell'Esempio
2.4.13, lo stimatore sufficiente minimale per (1, v) & dato da (X, 52 + X°). Questa & una trasformata
biunivoca dello stimatore (X, S?), che dunque a sua volta risulta sufficiente minimale per (u,v),
ovvero si sono verificati i risultati dell'Esempio 2.5.7. O

2.5.4. Il metodo di Blackwell-Rao. Avendo a disposizione uno stimatore corretto e uno sufficiente, a
partire da questi stimatori si pud costruire un nuovo stimatore corretto e sufficiente che ha varianza
minore di quello corretto iniziale. Per semplicita si analizza inizialmente il caso di un parametro.

Se O ¢ sufficiente per 6 e © & corretto per 6, allora si consideri lo stimatore U (O) tale che

U®@) =E[© 7.

Lo stimatore U (©) ¢ corretto per 6 dal momento che
E[U(0)] = E;[E[@ | 6] =E[6] = 0.
Inoltre, risulta
Var[B] = Vary[E[O | 0]] + E4[Var[® | §]] = Var[U(O)] + E4[Var[® | §]] > Var[U(0)],

essendo E;[Var[® | 0]] > 0. Dunque, lo stimatore U () & corretto per § con varianza minore di quella

dello stimatore ©. La procedura per la costruzione dello stimatore U (6) ¢ detto metodo di Blackwell-
Rao.

Si consideri una ulteriore caratteristica di uno stimatore. Uno stimatore © & detto completo se per
una qualsiasi trasformata U si ha E[U(0)] =0 se e solo se U(6) =0 con probabilita 1. Questa
proprieta implica l'unicita di una trasformata di © corretta per . Se quindi il metodo di Blackwell-Rao

¢ applicato ad uno stimatore @ corretto per # e a uno stimatore © sufficiente e completo per 6, allora
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lo stimatore risultante U (@) ¢ unico. Questa procedura assicura il raggiungimento dello stimatore
corretto per ¢ avente varianza minima.

* Esempio 2.5.10. Dato un campione casuale da X ~ U(0,6), dall'Esempio 2.4.7 ¢ noto che il
problema di stima non ¢ regolare e che quindi non ¢ possibile ottenere un limite inferiore alla varianza
di uno stimatore corretto per 6. Tuttavia, si pud costruire lo stimatore corretto per 6 con varianza
minima attraverso il metodo di Blackwell-Rao. Tenendo presente i risultati ottenuti nell'Esempio
2.5.6, X(,) ¢ stimatore sufficiente per 6. Se U(X(,)) ¢ una qualsiasi trasformata positiva ¢ facile
dimostrare che X(,,) ¢ anche stimatore completo. Inoltre lo stimatore 2.X; € corretto per 6, essendo
E[2X,] =0 come risulta dalle proprieta della Uniforme (vedi A.1.3). La variabile casuale
condizionata (X | z,,)) ¢ una variabile casuale con distribuzione mista, ovvero con funzione di

ripartizione data da

n—1 x 1
F(Xl‘w(n))(xl) = n % 1[0.,30(”))(1'1) + E 1[:1,'(“)700) (xl) ’
da cui
T n—1 1 1 n+1
E[2X1 | :L‘(n)] = / 211 —dzr + — 2£E(n) = T(n) -
0 n L (n) n n

Si deve dunque concludere che lo stimatore (1 + 1) X(,,)/n € lo stimatore corretto per 6 con varianza
minima. O

11 metodo di Blackwell-Rao puo essere generalizzato al caso di un vettore di parametri 8. Se © ¢&
uno stimatore sufficiente per @ ¢ @ ¢ uno stimatore corretto per €, allora si pud dimostrare che lo
stimatore

U@ =E© |6,

¢ corretto e sufficiente per @ con matrice di varianza-covarianza minore (nel senso spiegato nella
§2.4.2) di quella di ©. Inoltre, uno stimatore © & completo se per un qualsiasi trasformata U si ha
E[U(©)] =0 se e solo se U(©) =0 con probabilita 1. Anche in questo caso, se il metodo di
Blackwell-Rao ¢ applicato allo stimatore © corretto per @ e allo stimatore © sufficiente e completo
per 6, allora lo stimatore risultante U(©) ¢& corretto per @ con matrice di varianza-covarianza minima.
Questa affermazione ¢ da intendersi nel senso che la matrice Var[U(6)] — Var[©)] ¢ definita negativa

per un qualsiasi stimatore corretto © per 6.

* Esempio 2.5.11. Dato un campione casuale da X ~ U (A, A + 6), il problema di stima non ¢ regolare
e quindi non ¢ possibile ottenere un limite inferiore alla matrice di varianza-covarianza di uno
stimatore corretto per (A, ). Tuttavia, si puo costruire lo stimatore corretto per (A, ) con matrice di
varianza-covarianza minima con il metodo di Blackwell-Rao. Tenendo presente i risultati ottenuti
nell'Esempio 1.3.8, ¢ facile verificare attraverso il criterio di fattorizzazione di Neyman che
(X(1), X)) € uno stimatore sufficiente per (A, 6). Se U(X(y), X(,;)) € una qualsiasi trasformata si puo
dimostrare che (X (1), X(,;)) ¢ anche uno stimatore completo. Inoltre, tenendo presente I'Esempio 1.2.6
e le proprieta della Beta (vedi §A.1.5), allora si ha

o
E/ X\ =\
[ (1)] + n+1
c
nod
E[X(n)] = A+ .
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mentre per le proprieta della Uniforme si ha

E[X)] = A+

N | O

b

per cui risulta che

1 2 1
(n+ X1n+

n—lX(l)_n—l ’n—l(X(n)_X(l)))

¢ uno stimatore corretto per (A, ¢). La variabile casuale condizionata (X | (1), Z(,)) € una variabile
casuale con distribuzione mista, ovvero con funzione di ripartizione

1 n—2 T
F(Xl|x(l):x(n))(aj1) = E 1[1'(1)700) (ml) +

o Tm) = T)

da cui

1 Tm) g — 9 1 1 T + T

Emﬁxmﬂmﬂz—ﬂu+/ o doy + = @y = L

n 20 no T — X n 2

Dunque, dal momento che
n+1 2 n+1 2
Eh_le—n_lXﬂwm@w]Zn_1Mn—n_1ﬂXﬂxmww]
1
= ——7 (2@ = 2@w)
e
n+1 n-+1
ELkﬁf&m—Xmﬂxm@m}Zn_lww—wmﬁ

allora si deve dunque concludere che lo stimatore

n—1 n—1

1 n-+1
( (nXa) — X)), (X — X(l)))

¢ corretto per (A, §) con matrice di varianza-covarianza minima. O
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Capitolo 3

Le stime di massima verosimiglianza

3.1. Il metodo della massima verosimiglianza

3.1.1. La definizione di stima di massima verosimiglianza. Anche se esistono in letteratura statistica
vari metodi per ottenere stime per punti, nel seguito viene considerato solo il cosiddetto metodo della
massima verosimiglianza dal momento che ¢ di facile utilizzo e gode di proprieta ottime.

Questo metodo di stima consiste nello scegliere il valore del parametro che massimizza la
probabilita di ottenere proprio il campione che ¢ stato estratto. Se si considera un modello statistico
Fo, dato il campione (z1,...,x,) si dice stima di massima verosimiglianza di @ quel valore 8 € ©
tale che

L(8) = max L(6) .
(6) = max L(6)
Dal momento che la funzione logaritmo ¢ monotona crescente, la precedente condizione ¢ equivalente
a
() = max (0 ,
(6) = max1(6)
che spesso risulta piu conveniente dal punto di vista del calcolo. Tenendo presente la precedente
definizione, niente assicura l'esistenza e l'unicita della stima di verosimiglianza. Infine, la stima di
massima verosimiglianza ¢ la realizzazione campionaria @ = ©(x1, ..., z,) di uno stimatore &, detto
appunto stimatore di massima verosimiglianza.

Talvolta si ¢ interessati solo ad alcuni componenti del vettore di parametri 8. In questo caso, 8 puo
essere ripartito in due componenti 6 = (0%,6%)7, tali che 8,€0, ¢ O5€Op e dove
© = 04 x Op. La cosiddetta verosimiglianza profilo relativa a @ 4 ¢ definita come

L,(04) = L,(04;21,...,2,) = max L(64,05) .
OpcOp

La verosimiglianza profilo permette di analizzare la verosimiglianza rispetto a €, eliminando
l'effetto dovuto a 0. 1l valore @y = 05(64), tale che L,(04) = L(04,6p), ¢ in effetti la stima di
massima verosimiglianza di @3 noto @ 4. Infine, la log-verosimiglianza profilo relativa a @4 ¢ data da

lp(0A> = lp(0A7 L1y--- ,xn) = Or;leaé(B l(a/l; GB) :

* Esempio 3.1.1. Dato un campione casuale da X ~ N(u, 1), tenendo presente I'Esempio 1.3.1 si ha

n52

() = loge = 2 (s + (& = p)?) < loge — - = U(z) = maxi(n),
2 2 HeER
dal momento che (Z — p)? > 0. Dunque ji =% ¢ la stima di massima verosimiglianza di p. Lo
stimatore di massima verosimiglianza risulta X. Dall'Esempio 1.2.3 si ha che X ~ N(u,1/n). Di
conseguenza, lo stimatore di massima verosimiglianza risulta corretto, coerente e sufficiente minimale
per u, ed ¢ inoltre efficiente.
Se si suppone che nel medesimo modello lo spazio parametrico sia dato da © = [0, c0), allora
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n
i) =loge = 5 (s* 4+ (@ — 1)%) + log Lg.0) (1)

2
< max(logc - % +log 1)) ) (T), logc — g (s* + EQ))
= max(l(z),1(0)) = max I(u),

pel0,00)
e dunque la stima di massima verosimiglianza ¢ data da

-~ _Jz >0
=0 =<0

ovvero I = max(Z,0). Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta max(X,0), che ovviamente
non possiede una distribuzione Normale. In questo caso ¢ piu complesso determinare le proprieta dello
stimatore di massima verosimiglianza.

Se infine si suppone che nel medesimo modello lo spazio parametrico sia dato da © = (0, ),
allora la stima di massima verosimiglianza risulta i = Z se T > 0, mentre non esiste se T < 0 in
quanto il valore ;+ = 0 non fa parte dello spazio parametrico. In una situazione di questo genere, dal
momento che ;= 0 ¢ un valore per il quale la verosimiglianza ha senso matematico, si usa porre
1 = 0 e nel seguito sara sempre fatto uso di questa convenzione. Sulla base di questa osservazione, lo
stimatore di massima verosimiglianza risulta dunque dato da max (X, 0). O

* Esempio 3.1.2. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), tenendo presente 'Esempio 1.3.2 si ha

I(pu,v) =logc — glogv - (s* + (T — p)?)

2v
2
<logc— glogv— % =I(z,v) = I;léllé(l(u,v) ,

essendo (T — p)? > 0. Inoltre, dal momento che in generale ¢ valida la relazione logz < z — 1
essendo la funzione logaritmo concava, allora di conseguenza risulta

log<§> < g—l,
v v

d
—logv—ag —logd —1

OVVEero

per d costante positiva. Adoperando quest'ultima disuguaglianza con d = s® nella relazione relativa
alla log-verosimiglianza si ha
2
n ns n n

I(Z,v) =logec — = logv — — < logec — = logs* — = =1(Z,s*) = max I(u,v).

(@v) =loge =5 logv =5 - <loge =g logs” — 5 =T, s7) = max l{nv)
Dunque, (fi,?) = (Z,s*) ¢ la stima di massima verosimiglianza di (u,v). Di conseguenza, lo
stimatore di massima verosimiglianza risulta (X, S?). Tenendo presente i risultati dell'Esempio 1.2.5,
si ha che X ~ N(u,v/n) e nS*/v ~ x2_, e questi due stimatori sono indipendenti. Si pud verificare
facilmente che lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ asintoticamente corretto, coerente e
sufficiente minimale per (u, v), ma non ¢ efficiente non essendo corretto.

Tenendo presente i risultati precedenti la log-verosimiglianza profilo relativa a ;4 ¢ data da

n n
() =loge — S log(s” + (= p)) = 5 = s" + (T —p)) , HER,

mentre la log-verosimiglianza profilo relativa a v ¢ data da
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n32

l,(v) = logc — glogv 5, = I(z,v),veR",
I grafici delle verosimiglianze profilo standardizzate per n = 5, T = 1 e s> = 2 sono riportati nelle

Figure 3.1.1 ¢ 3.1.2. O

0.8

0.6

0.4

0.2

0l 0 1 2 3

Figura 3.1.1. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a yu pern = 5,7 = 1 e s* = 2.

0 1 2 3 4 5

Figura 3.1.2. Verosimiglianza profilo standardizzata relativaavpern = 5,7 = 1 e s> = 2.

* Esempio 3.1.3. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), tenendo presente I'Esempio 1.3.3 e la
disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con d = 7, si ha

(o) =logc —nlogo — < loge —nlogZ —n =1(T) = m?Rxl(o),
ag ocR*

ovvero o = T ¢ la stima di massima verosimiglianza di 0. Lo stimatore di massima verosimiglianza
risulta X e sulla base dei risultati dell'Esempio 1.2.4 si ha X ~ G(0,0/n;n). Lo stimatore di massima
verosimiglianza risulta corretto, coerente e sufficiente minimale per o, ed inoltre ¢ anche efficiente. [

* Esempio 3.1.4. Dato un campione casuale da X ~ U(0,6), sulla base dei risultati ottenuti
nell'Esempio 1.3.4, si ha
1(6) =logc —nlogé +logly  ~)(0) <loge—nlogzy) = l(zw) = grelﬁlR)il((‘i) ,

dove si ¢ tenuto presente che la funzione logaritmo ¢ crescente e che la log-verosimiglianza puo essere
definita per 6 > z(,) (vedi nota finale all'Esempio 3.1.1). Dunque, 6 = x(,) € la stima di massima
verosimiglianza di 6. Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta X, e, tenendo presente i
risultati dell'Esempio 1.2.6, si ha X,y ~ Be(0,6;n,1). Lo stimatore di massima verosimiglianza
risulta asintoticamente corretto, coerente e sufficiente per 6. Dal momento che non si € in un problema
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di stima regolare non ha senso considerare l'efficienza dello stimatore. Lo stimatore di massima
verosimiglianza ¢ comunque una trasformata lineare dello stimatore corretto con varianza minima e
per n elevato ¢ approssimativamente equivalente a quest'ultimo stimatore. O

* Esempio 3.1.5. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, tenendo presente
I'Esempio 1.3.6, si ha

52 2

2
2v sz

2

s ~
glogc—glogv—% (sz—sig‘y) =l(a,b,v) = max I(a,b,v),

dal momento che (bs, —s,,/s.)> >0 ¢ (—a)? >0, e dove @

considerazione inoltre la disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con d = s,

2
~ 7 _ n 9 8%y
[(@,b,v) =logc — —logv — o (Sy - §>
n 2 53 n ~
= logc B 5 log Sy N —sz B 5 - l(a’ b7 Sr) - aeR,Zr)Iell%{)ﬁJeRJr Z(a, bvv) >

2 2

dove s; = s;, — sgy /s2. Sulla base dei risultati dell'Esempio 1.3.6, si ottiene che

Dunque, s? ¢ in effetti la media degli scarti al quadrato dei valori osservati y; dai valori stimati
@+ bz. Si deve dunque concludere che (@, b, s2) ¢ la stima di massima verosimiglianza di (a, b, v).
Lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ (4, B, S?) = (Y, 8., /52, Sy —82,/5%).

Gli stimatori A ¢ B sono combinazioni lineari delle Y, con 1 coefficienti delle combinazioni
rispettivamente pari a ¢; = 1/n e ¢; = z;/(ns?). Per le proprieta della Normale (vedi §A.1.2), A ¢ B
sono statistiche indipendenti distribuite come A ~ N(a,v/n) e B~ N(b,v/ns?). Inoltre, S2
dipende dalle variabili casuali Y; — A— Ezi, che a loro volta sono combinazioni lineari delle Y; con i
coefficienti della combinazione pari rispettivamente a

—i- A
cij = .
R - Y
Dunque, ancora per le proprieta della Normale (vedi §A.1.2), con una dimostrazione simile a quella
dell'Esempio 1.2.5, si puo verificare che A, B ¢ S? sono statistiche indipendenti. Inoltre, tenendo
presente la relazione dell'Esempio 1.3.6, si ha

2

n }/i_ _ 2-2 Sz Iz Y
Z( a—bz) :ﬁ<55__y>+g(bsz—Bsz)2+g(Y—a)2

2
— v v 5%

nS? (B—b)? (Y —a)?
v +U/(nsg)+ v/n

Dal momento che
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i (Y; —a — bz)?

2
v ~ Xn

i=1
eche 4, Be S? sono indipendenti, allora per la proprieta i) della §A.3.1 deve essere necessariamente

2
nsS;

2
U ~ Xn—2 -

Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta asintoticamente corretto, coerente e sufficiente
minimale per (a, b, v). Tenendo presente i risultati precedenti, la log-verosimiglianza profilo relativa a
(a,b) ¢ data da

ly(a,b) =logc — glog(sf +2(b—b)?+(@a—a)?) — g
=1(a,b, s + s2(b — b)* + (@ —a)?) , (a,b) € R?,

mentre la log-verosimiglianza profilo relativaa a ¢

I,(a) = logc — glog(sz +(@—a)?) - g = 1(a,b,82+ (@—a)?),a R,
e la log-verosimiglianza profilo relativaa b ¢
lgm:kgc—gkg@$+£@zwfy—g:z®iﬁ%+£@—bﬁybeR.

I grafici delle verosimiglianze profilo standardizzate per n =5, s> =2, a=0,b =2 e s2 = 1 sono
riportati nelle Figure 3.1.3,3.1.4 ¢ 3.1.5. O

Figura 3.1.3. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a (a, b)
pern=>5s>=2a=0,b=2es?=1.

. =
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Figura 3.1.4. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a a

pern=>5s>=2a=0,b=2es?=1.
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Figura 3.1.5. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a b
pern=>5s>=2a=0,b=2es?=1.

* Esempio 3.1.6. Dato un campione casuale da X ~ E(\, o), sulla base dei risultati ottenuti
nell'Esempio 1.3.7, si ha

(A o) = logc—nloga—ng3

+ IOg 1(—oo,x(])](>‘)

T—x
<logc—nlogo —n S = l(x@),0) = maxl(\,0),
g AeR

dove si ¢ tenuto presente che la funzione (T — A) ¢ decrescente in A e la log-verosimiglianza puo
essere definita per x(;) < A (vedi nota finale all'Esempio 3.1.1). Adoperando la disuguaglianza
dell'Esempio 3.1.2 con d = T — z(y) nella precedente relazione, si ha inoltre

Xr — :L‘(l)
(o2

[(x(1),0) =logc —nlogo —n <logc —nlog(T —zp)) —n

= l(r0), T —z1) = \emax, (A, 0) .
Dunque, (),5) = (1), T — (1)) ¢ la stima di massima verosimiglianza di (A,o). Lo stimatore di
massima verosimiglianza risulta (X, X-X (1))- Non ¢ agevole determinare la funzione di densita

congiunta di questo stimatore e dunque non ¢ immediato ottenere le relative proprieta. Inoltre, la log-
verosimiglianza profilo relativa a A risulta

lp(A) =logc —nlog(T — A) —n+1logl oy (A) =1(AT—A),AER,
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mentre la log-verosimiglianza profilo relativa a o ¢ data da

T—x
l,(c) =logc —nlogo —n O - l(zqy,0),0 € RT.
g
I grafici delle verosimiglianze profilo standardizzate per n = 5, T = 2 e x(;) = 1 sono riportati nelle

Figure 3.1.6 € 3.1.7. O

0.8+
0.6}
0.4+
0.2}

ol I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 3.1.6. Verosimiglianza profilo standardizzata relativaa A pern = 5,7 =2 e x() = 1.
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o o5 1 15 2 25
Figura 3.1.7. Verosimiglianza profilo standardizzata relativaa o pern = 5,7 =2 e x() = 1.

* Esempio 3.1.7. Dato un campione casuale da X ~ L(u,1), sulla base dei risultati dell'Esempio
1.3.10, I(11) raggiunge il massimo quando la funzione

h(pw) =Y lzg — ul
i=1

raggiunge il minimo. Per n dispari, ovvero n = 2[ + 1, il minimo di h(u) € raggiunto per z),
mentre per n pari, ovvero n = 2[, il minimo di h () € raggiunto per qualsiasi valore compreso fra z;
€ T(41). Dunque, in questo ultimo caso esistono infinite stime di verosimiglianza. Tenendo presente la
definizione data nella §1.2.4, si deve concludere che il minimo di A(u) ¢ raggiunto per la mediana
campionaria T se n ¢ dispari e quindi i =% ¢ la stima di massima verosimiglianza di p. Di
conseguenza, lo stimatore di massima verosimiglianza risulta X se n ¢ dispari, mentre non &
univocamente definito se n ¢ pari. O

3.1.2. Alcuni aspetti relativi al calcolo delle stime di massima verosimiglianza. Negli esempi della
§3.1.1 la massimizzazione della verosimiglianza ¢ stata volutamente ottenuta senza ricorrere all'uso
delle derivate. I motivo di questa scelta sono vari: I) innanzitutto nel punto di massimo pud non
esistere la derivata (vedi Esempio 3.1.7); ii) il punto di massimo potrebbe essere sulla frontiera dello



48 Le stime di massima verosimiglianza

spazio parametrico (vedi Esempio 3.1.4); iii) la massimizzazione con l'uso delle derivate comporta il
calcolo del vettore delle derivate prime e della matrice hessiana che pud essere oneroso quando il
numero dei parametri ¢ elevato (vedi Esempio 3.1.6).

Quando tuttavia la condizione C) della §2.1.2 ¢ verificata e se risulta [(#) — — oo quando @ si
avvicina alla frontiera di ©, la stima di massima verosimiglianza 6 ¢ una delle soluzioni
dell'equazione vettoriale, detta equazione di verosimiglianza, data da

0
$,(0;x1,...,2,) = %l(e;xl,...,xn) =0.
La stima di massima verosimiglianza si ottiene per quella soluzione per cui si ha il massimo assoluto
della verosimiglianza. Inoltre, se la matrice hessiana cambiata di segno

~ 0 0?
1 = %sn(e,xl,...,xn)_ ~ 5000T

¢ definita positiva, allora la log-verosiglianza risulta concava. In questo caso esiste un sola soluzione
all'equazione di verosimiglianza che corrisponde appunto alla stima di massima verosimiglianza. La

quantita T,,(6) & detta informazione osservata di Fisher.

1(0;21,...,2,)

* Esempio 3.1.8. Dato un campione casuale da X ~ Bi(1,p), tenendo presente i risultati ottenuti
nell'Esempio 1.3.5, si ha che [(p) ¢ derivabile su tutto lo spazio parametrico (0,1) e

liml(p) = liml(p) = — 0.
p—0 p—1
Inoltre, si ha la seguente equazione di verosimiglianza

d ( nt n-—nk
dp D I1-p

Sn<p; Liyee- 7xn) =

che ha un'unica soluzione p = Z. Infine, essendo
~ d? nt n-—nk
TL(p) = — 5 Up) =S5 + -

allora D = 7 ¢ la stima di massima verosimiglianza. Lo stimatore di verosimiglianza risulta X e per le
proprieta della Binomiale (vedi §A.2.2) si ha nX ~ Bi(n,p). Lo stimatore di massima
verosimiglianza risulta corretto, coerente e sufficiente minimale per p, ed inoltre € anche efficiente. [

* Esempio 3.1.9. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), la condizione c) della §2.1.2 ¢ verificata
e l(u,v) — — oo quando ci si avvicina alla frontiera dello spazio parametrico. Si ha la seguente
equazione di verosimiglianza

) _
a5 L, v) ( v (@ — ) >
. _ ou ? _ v _
Sn(p,vs1, .., xy) = = n " _ =0,
( | (%zm,m) ~ g+ (e - )
che ha un'unica soluzione (ji,?) = (Z, s°). Inoltre, essendo

2 2
_ ( % I, v) 6361; [, U))

3T ) i)

/I\n(,u, U) =

:< v o (T —p) )
FE-p) gt HE+E-p?))”

si ottiene
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- % 0
L= (5 a)-
25

che ¢ una matrice definita positiva. Dal momento che l'equazione di verosimiglianza ha un'unica
soluzione e che il massimo non puo essere sulla frontiera dello spazio parametrico, si deve concludere
che (fi,?) = (7, s?) ¢ la stima di massima verosimiglianza di (u, v). Dunque, i risultati dell'Esempio
3.1.2 sono stati ottenuti di nuovo. O

Anche se la condizione C) della §2.1.2 ¢ verificata, pud accadere che I'equazione di verosimiglianza
non abbia soluzioni esplicite e quindi in questo caso si deve ricorrere a tecniche numeriche. Un
metodo iterativo per ottenere un'approssimazione della stima di massima verosimiglianza ¢ quello di
Newton-Raphson. Partendo da una stima iniziale 0, (anche rozza e ottenuta eventualmente da un
metodo alternativo alla massima verosimiglianza), il procedimento ¢ basato sull'equazione ricorsiva

/éj-i-l = /éj —{—Tn@j)_lsn(@) , j = 0, 1, e

L'iterazione ha termine per quel j tale che ng - 5]-_1\] < € con € > 0 errore prefissato e in questo

caso l'approssimazione della stima di massima verosimiglianza ¢ data da ¢/9\j. Se la log-verosimiglianza
non ¢ concava, niente assicura che la procedura di Newton-Raphson abbia effettivamente determinato
un massimo assoluto. In questo caso, ¢ opportuna una rappresentazione grafica preliminare della log-
verosimiglianza e la scelta di vari punti iniziali per 1'iterazione.

* Esempio 3.1.10. Dato un campione casuale da X ~ W (0, 1; p), il modello statistico dipende dal
parametro # = p con © = R™, ovvero

fp = {fn : fn(xla e 7xn;p) = prfle_ﬁl[o,oo)(xi)} >
i=1
da cui si ottiene la seguente log-verosimiglianza
I(p) =logc+nlogp+ (p—1)) logz; — Y a?,peR’.
i=1 i=1

Dal momento che

Dunque, dal momento che se esiste almeno un valore x; > 1 risulta
liml(p) = lim I(p) = — o0,
p—0 pP—00

la stima di massima verosimiglianza coincide con la soluzione dell'equazione di verosimiglianza.
Per esemplificare il metodo di Newton-Raphson si ¢ generato artificialmente un campione casuale
da questo modello con p = 3 e n = 10, ottenendo il campione

(0.70401,0.75416,0.89619, 0.97485, 1.25193, 1.70781, 0.80169, 1.12120, 0.95200, 1.49632) .

Scegliendo come stima iniziale P, = n~'Y . 27 (una stima piuttosto grezza) e un errore pari a
e = 0.00001, il metodo di Newton-Raphson fornisce le iterazioni della Tavola 3.1.1.
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Tavola 3.1.1. Iterazioni per il metodo di Newton-Raphson.

J /ﬁj Sn(/ﬁj) l(/ﬁ;)

0 1.23496 6.97228 —8.78720
1 214611 2.35514 —4.79208
2 2.78213 0.17488 — 4.00095
3 2.83523 0.00005 — 3.99631
4 2.83525 0.00000 — 3.99631
5 2.83525 0.00000 —3.99631

Dunque la stima di massima verosimiglianza ¢ data da p ~ 2.83525 a meno di un errore pari a

\

e = 0.00001. In questo caso, ¢ stata ottenuta una soluzione specifica, nel senso che cambiando
campione si deve ripercorrere tutto il procedimento di calcolo. Infine, si deve sottolineare che non si
dispone della forma analitica dello stimatore di massima verosimiglianza e quindi non si puo
affermare nulla circa la sua distribuzione e le relative proprieta. O

* Esempio 3.1.11. Se si assume che X ~ C(A,1), allora dato un campione casuale il modello
statistico dipende dal parametro § = A con © = R, ovvero

F/\: {fn:fn(xla--'axn;)‘) =

da cui si ottiene la seguente log-verosimiglianza

n

1
Hvr(l-l—(xi—)\)?)}’

i=1

I(A) = logc—znjlog(l—i— (zi —N?), ER.

Dal momento che

Sp( AT, @) =

=1

d

i=1

Q(ZL‘Z‘—A) —~0
1+(1’i—)\)2 -

allora ¢ evidente che I'equazione di verosimiglianza non ammette soluzioni esplicite. Inoltre risulta

~

In(A) =

d2
-zl =

n

i=1

2(1 - (zi — X))

A+ (@ — A2

Il segno della precedente quantita dipende da A e quindi la log-verosimiglianza non ¢ concava.
Per esemplificare il metodo di Newton-Raphson si ¢ generato artificialmente un campione casuale
da questo modello con A = 1 e n = 10, ottenendo

(0.27577,41.37492,0.50046, 3.98571, 0.52963, 1.94228, — 1.13702,6.32890, 0.97387, 1.90390) .

Scegliendo come stima iniziale o = (z(5) + 2(6)) /2 (ovvero la mediana campionaria) e un errore pari
a e = 0.00001, il metodo di Newton-Raphson fornisce le iterazioni della Tavola 3.1.2.

Tavola 3.1.2. Iterazioni per il metodo di Newton-Raphson.

J 75]' Sn(/l;]) l@j)

0 1.43889 1.72933 —17.35345
1 0.78475 —0.67453 — 16.90786
2 091315 —0.04125 — 16.86283
3 0.92214 —0.00022 —16.86264
4 0.92219 0.00000 — 16.86264
5 0.92219 0.00000 — 16.86264
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Si puo inoltre verificare graficamente che per questo campione la log-verosimiglianza presenta un solo
massimo e dunque la stima di massima verosimiglianza ¢ data da X ~ 0.92219 a meno di un errore
pari a € = 0.00001. Per un ulteriore campione la log-verosimiglianza potrebbe presentare pitt massimi
relativi e quindi il procedimento dovrebbe essere eventualmente ripetuto con piu stime iniziali. O

3.2. Le proprieta degli stimatori di massima verosimiglianza

3.2.1. La proprieta di equivarianza. La proprieta di equivarianza assicura la congruenza della stima
di massima verosimiglianza quando si riparametrizza il modello originale mediante funzioni
biunivoche dei parametri.

Dato un modello statistico Fy, se g: © — I' ¢ una funzione biunivoca e v = g(@), allora sia
L., () la verosimiglianza relativa al modello statistico riparametrizzato F.,. Si ha

Ly() = L(g™' (7)) = L(8).,

per cui, dal momento che il massimo di L(8) si ha per 6, il massimo di L., () si ottiene per 7 = g(6),
che dunque risulta la stima di massima verosimiglianza di . Questa proprieta, detta equivarianza,
permette di calcolare facilmente la stima di massima verosimiglianza di funzioni biunivoche di @
quando si dispone della stima di massima verosimiglianza 0. La proprieta dell'equivarianza evita
inoltre incongrunze passando fra le varie parametrizzazioni di uno stesso modello statistico. La stima

di massima verosimiglianza 7 ¢ la realizzazione campionaria dello stimatore di verosimiglianza g(©),

la cui distribuzione puo essere trovata agevolmente a partire da quella di @, dal momento che la
trasformazione ¢ biunivoca.

* Esempio 3.2.1. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), puo risultare interessante stimare
Var[X] = 02, La trasformazione v = ¢ per o > 0 ¢& biunivoca. Inoltre, dall'Esempio 3.1.3 risulta
G = T e quindi © = 72. Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta X ? la cui distribuzione puo
essere determinata facilmente da quella di X. O

3.2.2. La sufficienza e gli stimatori di massima verosimiglianza. Gli stimatori di massima
verosimiglianza sono trasformate di stimatori sufficienti. Infatti, dato un modello statistico Fy, se
esiste uno stimatore @ sufficiente per 8, sulla base del criterio di fattorizzazione di Neyman risulta

L(6) = L(6;21,...,x,) = cg(0;0) ,0 € O

Di conseguenza la stima di verosimiglianza pud essere ottenuta semplicemente massimizzando
g(0: 6). Dal momento che quest'ultima funzione dipende da (z1,...,,) solo attraverso @, allora la
stima di massima verosimiglianza 0 ¢ funzione di 0. Quindi, anche lo stimatore di massima
verosimiglianza © ¢ una trasformata dello stimatore @ sufficiente per 6.

* Esempio 3.2.2. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), dall'Esempio 3.1.2 ¢ noto che lo
stimatore di massima verosimiglianza risulta (X, S?). Nell'Esempio 2.5.3 si & ottenuto che (X, S?) ¢
sufficiente per (i, v) e dunque i risultati di questa sezione risultano verificati. O

* Esempio 3.2.3. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), dall'Esempio 3.1.3 ¢ noto che lo
stimatore di masima verosimiglianza risulta X. Nell'Esempio 2.5.2 si € ottenuto che X ¢ sufficiente e
quindi 1 risultati di questa sezione risultano verificati. O

3.2.3. La famiglia esponenziale e gli stimatori di massima verosimiglianza. Nel caso particolare in
cui la distribuzione specificata dal modello statistico Fg appartenga alla famiglia esponenziale, gli
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stimatori di massima verosimiglianza godono di interessanti proprieta. Per semplicita si analizza
inizialmente il caso di un parametro. La verosimiglianza risulta

L(0) = ¢ P15 2a)p(0)=1(0)

2

e quindi la log-verosimiglianza ¢ data da
[(0) = loge +O(x1, ..., 2a)p(0) — 1(6)
Di conseguenza, l'equazione di verosimiglianza risulta

d ~ d d

Sp(0;21, ..., x,) = 20 1(0) =O(x1,...,x,) 70 v(0) — @n(é) =0.

Tenendo presente che la media della funzione punteggio ¢ nulla, dalla precedente relazione si ha
inoltre

m%ﬁxgmgnn:ﬂé@gm“nﬂipwyﬁ%mmzo,

ovvero, combinando le precedenti equazioni, si deve avere

E[@(Xl, cen ,Xn)] = @(.’L‘l, cen ,.CL'n) .
Si puo dimostrare che questa equazione ammette soluzione se @(ml, ..., T,) € un valore interno al
supporto dello stimatore @ (X1, ..., X,,) (vedi Brown, 1986). Se la stima di massima verosimiglianza
esiste, dunque deve essere quel valore § per cui la media dello stimatore © ¢ uguale alla sua
determinazione campionaria. Di conseguenza, lo stimatore di verosimiglianza © ¢ funzione dello

stimatore © che per i risultati della §2.5.3 ¢ sufficiente minimale per 6. Inoltre, l'informazione
osservata di Fisher ¢ data da

?(@)——is(e-m )| = -6 m)d—2 (6) +d—2 (0)
n — d0 n\YVy Lly.--ydn 0:/9\— 1y:--9dn dOQ(p 4 d0277 4
~ d? d?
= —E[O(Xy,...,X,)] 0 @(G)L_g + 02 n(0) - ,
mentre l'informazione di Fisher € data da
d ‘ ~ d? d?

Si deve concludere dunque che I, (5) = Tn(g). Dal momento che 1,,(6) > 0 per ogni 6, allora si ha
anche 1, (5) > (. Di conseguenza, ogni soluzione dell'equazione di verosimiglianza ¢ un punto di
massimo e quindi la soluzione ¢ unica. Per inciso si noti che se la distribuzione specificata dal modello
statistico appartiene alla famiglia esponenziale, allora la procedura di Newton-Raphson determina
sicuramente un massimo assoluto. Infine, per i risultati ottenuti nella §2.4.4, se esiste uno stimatore
efficiente, questo ¢ dato da © e lo stimatore di massima verosimiglianza O coincide con O.

Questi risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri 6. In questo caso la
stima di massima verosimiglianza ¢ data dalla soluzione dell'equazione

ElO(Xy,...,X,)] =6O(x1,...,2,),

ed ¢ unica. Inoltre lo stimatore di verosimiglianza © ¢ funzione dello stimatore © sufficiente
minimale per 6. Nel caso infine che esista uno stimatore efficiente allora questo ¢ dato dallo stimatore

di massima verosimiglianza e risulta © = ©.
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* Esempio 3.2.4. Dato un campione casuale da X ~ N(p, 1), € noto dall'Esempio 2.4.13 che la classe
di funzioni di densita definita in questo modello fa parte della famiglia esponenziale. La stima di
massima verosimiglianza ¢ data dalla soluzione dell'equazione E[X] = Z. Dal momento che E[X]| =
(vedi Esempio 1.2.3), allora la stima di massima verosimiglianza risulta ;i = Z, risultato ottenuto in
precedenza nell'Esempio 3.1.1. Lo stimatore di verosimiglianza X ¢ efficiente (vedi Esempio 2.4.9) e

coincide infatti con lo stimatore sufficiente minimale per . O

* Esempio 3.2.5. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), € noto dall'Esempio 2.4.15 che la classe
di funzioni di densita definita in questo modello fa parte della famiglia esponenziale. La stima di
massima verosimiglianza ¢ data dall'equazione vettoriale

E[(X, 5%+ X°)] = (z,5° + 7).

Dal momento che E[X] = s, E[S?] = (n — 1)v/n ¢ E[X’] = v/n + 12 (vedi Esempio 1.2.3 ¢ §1.2.3),
la precedente equazione si riduce a

(v+p°) = (7,8 +7°),

per cui la stima di massima verosimiglianza risulta (T, s*), un risultato ottenuto in precedenza
nell'Esempio 3.1.2. Lo stimatore di verosimiglianza (X, S?) non ¢ efficiente dal momento che non ¢
corretto per (u,v) e quindi, dati i risultati di questa sezione, non esiste in generale uno stimatore
efficiente. In ogni caso lo stimatore (X, S?) ¢ sufficiente minimale per (u, v). O

3.3. Le proprieta degli stimatori di massima verosimiglianza per grandi
campioni

3.3.1. La coerenza degli stimatori di massima verosimiglianza. Supponiamo che Fp, sia un
modello statistico relativo ad un campionamento casuale per ogni n. Siano inoltre valide le seguenti
condizioni:
a) il modello statistico ¢ identificabile secondo la definizione data nella §2.1.2.
b) lo spazio parametrico © ¢ un aperto di R¥;
c) la funzione punteggio s(@;x) esiste ed ¢ continua per ogni 8 € O e per ogni = € Sy (a meno di
insiemi di probabilita nulla);
d) risulta

0 0

5, 90 f(x;0)dv = 20 ng(x;@) dv .

Le condizioni a)-d) date in questa sezione sono leggermente piu blande di quelle per un problema
di stima regolare. In effetti, anche se per provare i risultati che seguono sono sufficienti solo le
precedenti condizioni, molti autori assumono comunque di trovarsi in un problema di stima regolare.

Per semplicita si considera inizialmente un solo parametro 6. Se 6y € © ¢ il vero valore del
parametro, allora innanzitutto si vuole dimostrare che l'equazione di verosimiglianza fornisce una
successione di insiemi di soluzioni (ognuno dei quali non vuoto) dalla quale pud essere scelta una
successione di soluzioni che converge a 6 quasi certamente, fatto che equivale dunque ad ottenere
uno stimatore ©,, fortemente coerente per 6. Per la Legge Forte dei Grandi Numeri di Khintchine
(vedi Barabesi, 2020) si ha

L0ixi, X = %;sw;xl-) % a(6),

dove
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a(0) :/S s(0;2)f(z;00)dv ,0 € O,

0

essendo n'>""  s(f; X;) una media campionaria di variabili casuali indipendenti ed ugualmente
distribuite con media a(#). Per I'assunzione d) la funzione a(f) ¢ continua e strettamente decrescente
in un intorno di 6, del tipo (6p — €,6y + €) con € > 0. Dal momento che a(fy) = 0 per le proprieta
della funzione punteggio, risulta a(6y — €) > 0 e a(fy + €) < 0. Allora si ha

1 1< ¢
Esn(eo_G;Xla'“aXn) = _ZS(QU_EaXz) q_>a’(‘90_€) >0

i=1

1 1 &
ﬁsn(ﬁg%—e;Xl,...,Xn):n; s+ €; Xi) 5 a(f+¢€) < 0.

Di conseguenza, tenendo presente la condizione ), deve esistere un valore 6 € () — €, 0y + €) per cui
si ha
n
DX, X = 30X S0

i=1
Dal momento che € puo essere scelto piccolo a piacere, questo risultato € equivalente ad affermare che
esiste una successione di soluzioni dell'equazione di verosimiglianza che converge a 6, quasi
certamente, ovvero si ¢ ottenuto uno stimatore @n fortemente coerente per 6.

Si dovrebbero sottolineare alcuni aspetti importanti di questo risultato. In primo luogo, si ¢ visto
che esiste una successione di soluzioni dell'equazione di verosimiglianza che permette di costruire uno
stimatore ©,, fortemente coerente per 6y, ma niente viene detto riguardo al modo in cui scegliere
questa successione dall'insieme delle soluzioni dell'equazione di verosimiglianza. In secondo luogo lo
stimatore ©,, non coincide necessariamente con lo stimatore di massima verosimiglianza ©,. 1 due
stimatori coincidono nel caso che l'equazione di verosimiglianza abbia un'unica soluzione che
massimizza la verosimiglianza. Il risultato visto ¢ comunque importante in quanto assicura la coerenza
forte dello stimatore ottenuto attraverso l'equazione di verosimiglianza, e questo fatto giustifica fra
l'altro il procedimento di Newton-Raphson per grandi campioni.

I precedenti risultati possono essere estesi al caso di un vettore di parametri 8. Se 8, € O ¢ il vero
valore del parametro, 1'equazione di verosimiglianza fornisce una successione di insiemi di soluzioni,
dalla quale puo essere scelta una successione di soluzioni che converge a €y quasi certamente, ovvero

esiste uno stimatore ©,, L 6 (vedi Wilks, 1962).

* Esempio 3.3.1. Dato un campione casuale da X ~ Bi(1, p), le condizioni a)-d) di questa sezione
possono essere facilmente verificate. Inoltre, dall'Esempio 3.1.8 si ha che per ogni n l'equazione di
verosimiglianza ha una soluzione unica che massimizza la log-verosimiglianza. Dunque, la soluzione
dell'equazione di verosimiglianza coincide con lo stimatore di massima verosimiglianza e si ha

)_(n gp(). D

* Esempio 3.3.2. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), le condizioni sono a)-d) di questa
sezione sono verificate, in quanto ci si trova in un problema di stima regolare. Inoltre, dall'Esempio
3.1.9 risulta che per ogni n I'equazione di verosimiglianza ha una soluzione unica che massimizza la
log-verosimiglianza. La soluzione dell'equazione di verosimiglianza coincide con lo stimatore di

massima verosimiglianza e si ha (X, 52 ) (120, v0)- O
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Con una dimostrazione pit complessa della precedente, si puo ottenere anche la coerenza forte
dello stimatore di massima verosimiglianza e. Supponiamo dunque che Fy,, sia un modello statistico
relativo ad un campionamento casuale per ogni n e siano verificate le seguenti condizioni:

a’) il modello statistico ¢ identificabile secondo la definizione data nella §2.1.2.

b’) lo spazio parametrico © ¢ un compatto di R”;

¢’) la funzione f(x;@) & semicontinua superiormente in € per ogni @ € O ¢ per ogni = € Sy (a meno
di insiemi di probabilita nulla);

d’) esiste una funzione k() tale che

g k()] f(2;60) dv < o0,

dove 0, ¢ il vero valore del parametro, e

log(%) < k(z)

per ogni @ € O e per ogni z € Sy (a meno di insiemi di probabilita nulla).
Se le condizioni a')-d’) sono verificate, si pud dimostrare che lo stimatore di massima

e . N A qc .
verosimiglianza ¢ fortemente coerente, ovvero &,, — 6, per n — oo (vedi Ferguson, 1996).

3.3.2. La distribuzione per grandi campioni degli stimatori di massima verosimiglianza.
Supponiamo che Fg, sia un modello statistico relativo ad un campionamento casuale per ogni n €
siano inoltre valide le seguenti condizioni:

a) il modello statistico ¢ identificabile secondo la definizione data nella §2.1.2.

b) lo spazio parametrico © ¢ un aperto di R¥;

C) le derivate

82
W f(x;é?)

esistono e sono continue per ogni @ € O e per ogni x € Sp (a meno di insiemi di probabilita nulla);
d) risulta

F) 9

5, 96 flx;:0)dv = 50 Saf(:L‘;B) dv

0? 0?

e) lo stimatore di massima verosimiglianza ©,, coincide con lo stimatore ottenuto dall'unica soluzione
dell'equazione di verosimiglianza;
f) esiste una funzione k(z) tale che

k()] f(2;60) dv < o0,
Sa,

dove 6 ¢ il vero valore del parametro, e ogni componente di % s(@; ) ¢ limitato uniformente in
valore assoluto da k(z) in un intorno di y;
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g) l'informazione di Fisher I(@) relativa ad una sola osservazione ¢ definita positiva.
Le condizioni a)-d) sono leggermente piu forti di quelle per un problema di stima regolare, nel
senso che nella condizione c) si richiede che la derivata 55 aoT f(x; @) sia anche continua.

Si vuole ora determinare la distribuzione per grandi campioni dello stimatore di massima
verosimiglianza. Per semplicita si analizza inizialmente il caso di un parametro. Se 6y € © ¢ il vero

valore del parametro, per un dato campione (z1,...,2,) € C,, consideriamo 1'espansione in serie di
Taylor della funzione punteggio s, (0; x1, ..., x,) = ZL 18(0; ;) in 6y, ovvero
Sp(Oo; 1, ... x,) = sn(an;acl, vy @) + == Sn (051, ..., Ty) (0o —/Q\n) ,
d9 9:9*
dove 0, = O, (x1,...,2,) € |0y — 0*| < |0p —0,]. Dal momento che per l'assunzione e) risulta
Sp(0n; 1, ..., x,) = 0, dalla precedente relazione si ha
1 1 d ~
—Sn(‘go;xl;-'-;xn) — Sn(g 331,...,£Cn) \/ﬁ(gn_gﬂ) .
\/ﬁ n df 9o+

La variabile casuale

1

1 n
—=sn(00; X1,..., X)) = —= s(00; X
7 V2>

¢ data dalla somma di n variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite. Dalla §2.4.1 risulta
inoltre E[s(0y; X)] = 0 e Var[s(0y; X)] = 1(6y) e quindi per il Teorema Fondamentale del Limite (se
l'assunzione @) € verificata) si ha

1
7 $u(00: X1, ..., X)) 5 N(0,1(6y)) .
Si osservi ora che la variabile casuale

1 d

n d9 Sn(e Xl,...,Xn)

1<~ d
= — =Y (0 X,

¢ data dalla media di n variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite. Dunque, dalla §2.4.1
risulta

0=0y =0

d
E[—@s(e Xi)

] = 1(th)

0=0,

e quindi per la Legge Forte dei Grandi Numeri di Khintchine (se 1'assunzione Q) ¢ verificata) si ottiene

_1d

qc

sn(0; X1, ..., X)

0=0,

Infine, per le assunzioni a)-€) si ha e, ki 0y da cui 0* — 6, e per la Legge Forte Uniforme dei Grandi
Numeri (se l'assunzione f) ¢ verificata) si ottiene (vedi Wilks, 1962)

1d

0; X1,..., X, 16, .

XX 1)
Tenendo presente la relazione iniziale, si noti che le variabili casuali n~t/ 2sn(00;X1, X)) e
—nfl% sn(H;Xl,...,Xn)‘ezg*\/ﬁ(@n—00) devono condividere la medesima distribuzione, e

quindi applicando il Teorema di Slutsky (vedi Barabesi, 2020) si ottiene infine la distribuzione per
grandi campioni dello stimatore di massima verosimiglianza, ovvero
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VB, — ) % N(O, ﬁ) .

Il precedente risultato puo essere generalizzato al caso di un vettore di parametri, nel senso che
(vedi Wilks, 1962)

(6, — 8) 5 N.(0,1(6) ) .

La distribuzione per grandi campioni dello stimatore di massima verosimiglianza ¢ stata ottenuta
quando questo coincide con lo stimatore ottenuto dall'unica soluzione dell'equazione di
verosimiglianza. Risultati piu complessi possono essere ottenuti, anche se in questo ambito non
saranno ulteriormente considerati (per ulteriori analisi vedi Lehmann, 1983).

E importante infine osservare che, se sono verificate le assunzioni a)-f) di questa sezione, dai
risultati ottenuti lo stimatore di massima verosimiglianza risulta asintoticamente efficiente, nel senso
che per grandi campioni la sua varianza tende al limite inferiore di Rao-Cramér.

* Esempio 3.3.3. Dato un campione casuale da X ~ N(u,1), allora le condizioni a)-e) di questa
sezione sono verificate (vedi Esempio 2.1.1 e Esempio 3.3.1). E laborioso, anche se semplice
verificare la condizione f). Infine, la condizione g) ¢ verificata dal momento che I(p) =1 (vedi
Esempio 2.4.1). Inoltre, dall'Esempio 3.1.1 € noto che lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ dato
da X, e inoltre risulta 1/1(119) = 1. Di conseguenza, si ottiene che

\/E(Xn - NO) i N(Oa 1) D

ovvero la distribuzione per grandi campioni coincide in questo caso con quella per campioni finiti. [

* Esempio 3.3.4. Dato un campione casuale da X ~ F(0, o), si pud dimostrare che le condizioni di
questa sezione sono verificate. Inoltre, dall'Esempio 3.1.3 ¢ noto che lo stimatore di massima
verosimiglianza & X, mentre dall'Esempio 2.4.2 si ha 1/1(0() = o3. Di conseguenza, si ha

V(X — 09) 5 N(0,02). O

* Esempio 3.3.5. Dato un campione casuale da X ~ U (0, ¢), le condizioni di questa sezione non sono
verificate (vedi Esempio 2.4.3). Dall'Esempio 3.1.4 lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ dato da
X(n) € dalla teoria delle statistiche estremali € noto che (Ferguson, 1996)

n

d
- 5_ (X(n) - 60) - E(O> 1) .
0

Dunque, la distribuzione per grandi campioni dello stimatore X ,,) non ¢ Normale. O

* Esempio 3.3.6. Dato un campione casuale da X ~ W (0, 1; p), si puo dimostrare che le condizioni di
questa sezione sono verificate per p > 2. Dall'Esempio 3.1.10 ¢ noto che lo stimatore di massima
verosimiglianza non ha una forma esplicita e non ¢ possibile ottenere la relativa distribuzione per
campioni finiti. Tuttavia, dal momento che si ha 1/1(py) = 6p3 /72, per py > 2 la distribuzione per
grandi campioni dello stimatore di massima verosimiglianza risulta

- d 6p?
ﬁ(Pn—poHN( %) =
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* Esempio 3.3.7. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), si puo dimostrare che le condizioni di
questa sezione sono verificate. Inoltre, dall'Esempio 3.1.2 ¢ noto che lo stimatore di massima
verosimiglianza ¢ dato da (X, S2), mentre dall'Esempio 2.4.4 risulta

_ Vo 0
oo, )™ = ( 0 2v3) '

Dunque si ha

— d _
ﬁ(X7L — Mo, S72L - UO)T - NQ(Oﬂl(M()?,UO) 1) . O

Supponendo vere le condizioni date in questa sezione, nel caso in cui g : © — [ sia una funzione
biunivoca e v = g(#), tenendo presente la proprieta di equivarianza degli stimatori di massima
verosimiglianza e i risultati della §2.4.2, si ha immediatamente che

N d d(6p)?
Vila(®,) =) (0,555

dove d(0) = <L g(6) e vo = g(), supponendo che d(6y) esista e d(fy) # 0.
Sulla base del precedente risultato ¢ interessante determinare la trasformazione g per cui la varianza
per grandi campioni di /1(g(6,,) — 7o) risulta pari a 1. In questo caso, si deve avere

aoy
HON
per ogni 6, ovvero
d _ 1/2
5 9(6) = TO)?

Questa equazione differenziale ha per soluzione la funzione
o(6) = [160)*as.

detta trasformazione stabilizzatrice della varianza.
Questi risultati possono essere estesi al caso di un vettore di parametri. Se dunque g : © — I" ¢ una
funzione biunivoca e -y = g(8), allora si ha

~ d —
V1(g(6,) — v) = Ni(0,D(60)1(6y) "' D(6y)) ,
dove D(0) ¢ definita nella §2.4.2 e vy = g(6y).

* Esempio 3.3.8. Dato un campione casuale da X ~ F(0, o), tenendo presente i risultati dell'Esempio
3.3.4, si consideri la trasformata biunivoca g(o) = o2 per o > 0. Dal momento che risulta

d(o) = % g(o) =20,

allora si ha

= d
ﬁ(Xi - 70) - N(O,4’7(2)) 5

dove vy = o7. La trasformazione stabilizzatrice della varianza ¢ data da
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1
g(o) = /— do =logo
g
e dunque

V/n(log X, — o) 4 N(0,1),

dove vy = log oy. l

3.3.3. Una nota sull'informazione osservata di Fisher. Nella §2.1.1 ¢ stato affermato che, in un
procedimento di stima per punti, una stima deve essere accompagnata da una misura della sua
attendibilita nello stimare il vero parametro 6.

Dato un modello statistico Fp ,, se il relativo stimatore di massima verosimiglianza O ¢ corretto
per @ (o almeno asintoticamente corretto), una naturale misura della precisione della stima ¢ data da
Var[é]. Questa quantita dipende da @ e va quindi stimata sulla base del campione. Si indichi con
Var[©)] la stima di Var[©)]. Nel caso che Var|©)] sia una trasformata biunivoca di @, si puo sfruttare la
proprieta dell'equivarianza, ovvero VAar[@] puo essere ottenuta semplicemente sostituendo 0 al posto
di @ nell'espressione di Var[@] (vedi Esempio 3.2.1). Se la trasformata non ¢ biunivoca, si tenga
presente che la stima che si ottiene in questo modo non ¢ la stima di massima verosimiglianza di
Var|©)].

Se ©, ¢ coerente per @, un indice di precisione per 8, ¢ dato dalla matrice inversa
dell'informazione osservata di Fisher, ovvero da Tn(én)*l. Questo indice misura la curvatura locale
della log-verosimiglianza in un intorno di 9, ¢ quindi misura anche il grado relativo di preferenza che
la verosimiglianza assegna a 0, rispetto ad altri valori di 6.

Supponendo verificate le condizioni della §3.3.2 e i risultati conseguiti nella medesima sezione,
una ulteriore giustificazione per la scelta del precedente indice ¢ data dal fatto che

]_ ~ -~ C
- 1.(0,) 516y,

da cui segue che in effetti 1,,(6,)"! & una stima della matrice di varianza-covarianza per grandi
campioni di &,,.

* Esempio 3.3.9. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), si ha

~ 2NT
T.(0) = n nx

2

o2 o3

e, dal momento che la stima di massima verosimiglianza di o & data Z, si ha 1,(z)"' = z%/n.
Tenendo presente I'Esempio 3.2.1, la stima di massima verosimiglianza di Var(X) = o?/n ¢ data da
Var(X) = 72 /n, che quindi coincide con T,,(z)~". O

* Esempio 3.3.10. Dato un campione casuale da X ~ N (u,v), tenendo presente 'Esempio 3.1.9, dal
momento che la stima di massima verosimiglianza di (i1, o) ¢ data da (7, s?), si ha

2
~ -~ =0
I,(z,s%) 1:(8 2_34)

Dunque, la stima di massima verosimiglianza Var[(X, 5?)] coincide con T,,(z, s*) . O
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3.4. Alcune esemplificazioni del metodo della massima verosimiglianza

3.4.1. La stima di massima verosimiglianza e la distribuzione di Poisson. Si consideri un
campionamento casuale da X ~ Po(u). La classe di funzioni di probabilita definita da questo

modello fa parte della famiglia esponenenziale con O(z1, ..., z,) = T,
p(n) = nlogp
e
n(p) = np,
mentre

n

H L0, () .

gz, 20) = e
K

1=1

Dunque, la stima di massima verosimiglianza ¢ data dalla soluzione dell'equazione E[X] = Z. Dal
momento che E[X] = pu (vedi §A.2.2), la stima di massima verosimiglianza risulta i = T
stimatore di massima verosimiglianza X ¢& corretto per /.

Dalle proprieta della famiglia esponenziale (vedi §3.2.3) si ricava che I,,(1) = n/p. Inoltre, per le
proprieta della media campionaria (vedi §1.2.2) e della Poisson (vedi §A.2.2), si ha Var[X] = p/n e si
deve concludere che X ¢ anche uno stimatore efficiente. Tenendo presente i risultati della §3.2.3, X ¢
anche sufficiente minimale per p.

Per quanto riguarda le proprieta per grandi campioni, le condizioni a)-g) della §3.3.2 sono
verificate e quindi X, & fortemente coerente per j, mentre

V(X = j10) = N0, o) -

Dal momento che Var[X] ¢ una funzione biunivoca di j, allora una misura della precisione di X ¢
data da Var[X] = Z/n. Questa stima coincide con T,,(z) .

Si considera ora un'applicazione con dati reali. I dati della Tavola 3.4.1 si riferiscono al numero di
taxi arrivati in intervalli di un minuto alla stazione di Euston a Londra fra le 9.00 e le 10.00 in una
mattina del 1950. Se gli arrivi sono casuali allora ¢ noto dalla teoria dei processi stocastici puntuali
che i dati provengono da una variabile casuale di Poisson Po(y), dove p rappresenta l'intensita del
processo. E immediato verificare che la stima di massima verosimiglianza risulta
T = 79/60 ~ 1.3167, che ¢ l'intensitd stimata di taxi per minuto. Inoltre, si ha Var[X] = 0.0219. Il
coefficiente di variazione stimato risulta Var[X]'/?/Z = 0.1124, un valore piuttosto basso che
suggerisce un certa precisione della stima.

Tavola 3.4.1. Numero di taxi in intervalli di un minuto.
numero di taxi frequenza

0 18
1 18
2 14
3 7
4 3
pit di 5 0

Fonte: Kendall (1951)

3.4.2. La stima di massima verosimiglianza e la regressione di Poisson. Supponiamo che il
campione (yi,...,¥y,) sia la determinazione di un vettore di variabili casuali (Y7,...,Y},), le cui
componenti sono indipendenti e tali che Y; ~ Po(bz;). In questo caso, (z1,..., 2,) rappresenta un
vettore di quantita note e fisse. Il campione non ¢ casuale, in quanto le Y;, sebbene indipendenti, non
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sono ugualmente distribuite. Questo ¢ in effetti un modello di regressione e pud essere opportuno
quando le variabili di risposta sono intere (per ulteriori dettagli si veda Agresti, 1995).
Il modello statistico risultante dipende dal parametro # = b con © = R* ed ¢ dato da

(b;)yi 1{0,1,...}(%)} :

!
La classe di funzioni di probabilita definita da questo modello fa parte della famiglia esponenziale con

@(yla 7y7l) =Y,

Fyp = {fn : fn(yl, >yn;b) = Heszi
i=1

2

w(b) =nlogb
e
n(b) = nbz,
mentre
q(yh e 7y7l) = H ﬁ 1{0,17...}(yi) >
i=1 Jv

dove z=n"'>" z. Dunque, la stima di massima verosimiglianza ¢ data dalla soluzione
dell'equazione E[Y] = 7. Dal momento che E[Y] = bz, la stima di massima verosimiglianza risulta
b= 7/Z. Di conseguenza, lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ Y /z ed ¢ corretto per b. Dalle
proprieta della famiglia esponenziale (vedi §3.2.3) si puo ricavare che I,,(b) = nz/b. Inoltre, per le
proprieta della media campionaria (vedi §1.2.2) e della Poisson (vedi §A.2.2), si ha
Var[Y /z] = b/(nz) e quindi si deve concludere che Y /z ¢ anche uno stimatore efficiente. Tenendo
presente i risultati della §3.2.3, si ha inoltre che Y /Z ¢ sufficiente minimale per b. Dal momento che
Var[Y /z] & una funzione biunivoca di b, allora una misura della precisione di Y /z ¢ data da
Var[Y /z] = 7/(nz%). Questa stima coincide con T,,(7/z) .

Si considera ora un'applicazione con dati reali. I dati della Tavola 3.4.2 si riferiscono ad alcuni
pezzi di stoffa prodotti da una industria.

Tavola 3.4.2. Lunghezza (in metri) e numero di difetti nei pezzi di stoffa.
p€zZ0 Zi Yi Pp€zzo Zi Yi

1 551 6 17 543 8
2 651 4 18 842 9
3 832 17 19 905 23
4 375 9 20 542 9
5 715 14 21 522 6
6 868 8 22 122 1
7 271 5 23 657 9
8 630 7 24 170 4
9 491 7 25 738 9
10 372 7 26 371 14
11 645 6 2T 735 17
12 441 8 28 749 10
13 895 28 29 495 7
14 458 4 30 716 3
15 642 10 31 952 9
16 492 4 32 417 2

Fonte: Bissel (1972)

Ogni pezzo di stoffa ¢ stato misurato e successivamente ¢ stato contato il numero di difetti di
lavorazione che presentava. Se 1 difetti sono situati in modo casuale sui pezzi di stoffa, in base alla
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teoria dei processi stocastici puntuali, un modello di regressione di Poisson sembra dunque
ragionevole nell'analisi di questi dati.

E immediato verificare che la stima di massima verosimiglianza risulta 7/Z =
8.875/587.65625 ~ 0.0151, quantita che rappresenta l'intensita di errori per metro nella produzione di
stoffa. Inoltre, ¢ immediato verificare che risulta Var[Y/z]'/? = 0.0009.Di conseguenza il
coefficiente di variazione stimato risulta Var[Y /z]'/2/(7/z) = 0.0596, un valore piuttosto basso che
suggerisce un certa precisione della stima.

I dati della Tavola 3.4.2 sono infine rappresentati graficamente nella Figura 3.4.1 insieme con la
retta della regressione di Poisson.

30}
251
20!
15¢
10 ¢

d 260 400 660 860 1600
Figura 3.4.1. Diagramma per punti e retta di regressione di Poisson
per i dati della Tavola 3.4.2.

3.4.3. La stima di massima verosimiglianza e la regressione logistica. Supponiamo che il campione
(Y1,...,Yn) sia la determinazione di un vettore di variabili casuali (Y3,...,Y},), le cui componenti
sono indipendenti e tali che Y; ~ Bi(1, p;). Inoltre, si pone

ea+bzi
pi = pi(a,b) = 11 eatm
dove (z1,...,2,) rappresenta un vettore di quantita note e fisse. Questo ¢ in effetti un modello di

regressione quando si ha una variabile di risposta dicotomica e le probabilita di successo vengono
modellate secondo la precedente funzione, detta curva logistica (per ulteriori dettagli si veda Agresti,
1995). 1l campione non ¢ casuale, in quanto le Y, sebbene indipendenti, non sono ugualmente
distribuite.

Il modello statistico risultante dipende dal vettore di parametri @ = (a,b)" con © = R? ed ¢ dato
da

Fap = {fn sy and) = [ 01— pi)” 1{0,1}(%)} :
=1

La classe di funzioni di probabilita definita dal precedente modello fa parte della famiglia
esponenziale una volta che si pone O (y1, ..., yn) = O i 1 Yis 2 ory 2i¥i) s

(P(av b) = (a7 b)T

n(a,b) = = log(l—p),
i=1

mentre
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q(Y1s -y Yn) = Hl{O,l}(yi) :
i1

Dunque, la stima di massima verosimiglianza ¢ data dalla soluzione dell'equazione vettoriale

n 1
= (Zyi,zzz‘yf) .
=1 =l

=1 = |

Dal momento che

E (;K,;&E) = (Z;m;&%) ,

allora la stima di massima verosimiglianza si ottiene dalla soluzione dell'equazione vettoriale

n n n n
(Z bi, Z Zipi) = (Z Yis Z Zﬁh) >
i=1 =l =1 i=1

che non ha soluzioni esplicite. Dunque, dato un certo campione si deve applicare la procedura di
Newton-Raphson per ottenenere la stima di massima verosimiglianza. Al fine di implementare questa
procedura, la log-verosimiglianza ¢ data da

l(a,0) = loge + 3 yilogp + > (1 —y) log(1—py) , (a,0) € R,

i=1 i=1

da cui, dal momento che si verifica

0
%pz’(a, b) =pi(l—pi),

0
%pi(aa b) = zipi(1 — i) ,

il vettore delle funzioni punteggio risulta

2.1(a,b) Ly L
sn(a, b) = %a - nl Zn
a5 (a:0) Do ZiYi — ) Zibi
i=1 i=1

mentre

T,(a,b) = — ( T l(a,b) 52 l(a,b)) ;pz'(l—pi) ;Zipi(l—pi)

0adb
5 0 n n
pap 1(a,0) 5 1(a, D) zpi(1—p) X 2ipi(1—pi)
=1 =1

)

Si considera ora un'applicazione con dati reali. I dati della Tavola 3.4.3 si riferiscono ai voli shuttle
prima dell'incidente che ne sospese il programma. In particolare, ¢ stata misurata la temperatura
esterna (in £'°) al momento del volo ed ¢ stato riportato se vi ¢ stato danneggiamento termico (y; = 1)
o meno (y; = 0) nei pannelli di protezione.
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Tavola 3.4.3. Temperatura (in F'°) e danneggiamento termico nei voli shuttle.
shuttle z;, y; shuttle 2z y;

1 66 0 13 67 0
2 70 1 14 53 1
3 69 0 15 67 0
4 68 0 16 7 0
) 67 0 17 70 0
6 72 0 18 81 0
7 73 0 19 76 0
8 70 0 20 79 0
9 o7 1 21 71
10 63 1 22 76 0
11 70 1 23 58 1
12 78 0

Fonte: Dalal, Fowlkes e Hoadley (1989)

Scegliendo come stima iniziale (@,bo) = (0,0) e un errore pari a € = 0.00001, il metodo di
Newton-Raphson fornisce le iterazioni della Tavola 3.4.4.

Tavola 3.4.4. Iterazioni per il metodo di Newton-Raphson.

j a; b; sm(@ibj)  su2(@j,0;) I(@j,b;)

0  0.00000 0.00000 —4.50000 —354.00000 — 15.94238
1 9.61905 —0.14952 —0.78714 — 63.33039 —10.59252
2 1365574 — 021125 —0.11878 — 10.00817 — 10.17932
3 14.93829 —0.23060 — 0.00529 —0.49352 —10.15770
4 15.04229 —0.23215 — 0.00002 — 0.00193 —10.15760
5 15.04290 —0.23216 0.00000 0.00000 —10.15760
6 1504290 —0.23216  0.00000 0.00000 — 10.15760

La stima di massima verosimiglianza risulta (a,b) ~ (15.04290, — 0.23216) a meno di un errore
pari a e = 0.00001. Inoltre, la matrice inversa dell'informazione osservata di Fisher risulta

i @ /b\)_l - 54.44427 - 0.79639
e —\ —0.79639 0.01171 )~

Infine, la curva logistica stimata ¢ data da

615‘04290_0‘23216'2

p(z) = 1 + ¢15.04290-0.232162 ~

0.8

0.6

0.4

0.2

O’ oo 000 o0 oo oo o

50 55 60 65 70 75 80 85
Figura 3.4.2. Diagramma per punti e curva di regressione logistica
stimata per i dati della Tavola 3.4.3.
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La curva logistica ¢ decrescente, ovvero la probabilitd di danneggiamento termico aumenta al
diminuire della temperatura. 1 dati della Tavola 3.4.3 sono stati rappresentati graficamente nella
Figura 3.4.2 insieme con la curva di regressione logistica stimata.

3.4.4. La stima di massima verosimiglianza e la distribuzione ipergeometrica. Nell'ambito della
statistica ambientale, si vuole stimare spesso la numerosita /N di una fissa popolazione biologica. In
questo caso si cattura un numero M di animali che vengono “marcati” in modo opportuno.
Successivamente, si ricatturano n animali nella popolazione e si determina fra di questi il numero x
dei marcati. Questo ¢ appunto il cosiddetto metodo di “cattura-ricattura”. Se la probabilita di essere
catturati ¢ la stessa per tutti gli animali della popolazione, non ¢ difficile verificare che il campione
consiste in una singola realizzazione = di una X ~ I(n, M, N) (con n e M noti) e dunque il modello
statistico risultante dipende dal parametro § = N con © = NT, dove

)G

fN - {fn : f?L('m? N) = (N) l{max(OJLN+Af),...7min(7l,]\/[)}(x)} °

Di conseguenza, la verosimiglianza risulta

(N — M) (N —n)!
(N o M -n + w)! N! l{max(o,n*N+A/I),...,min(n7]\/l)}(x) °

L(N)=c

Dal momento che

L(N) _ (N—M)(N —n)

LIN-1) (N—-M-n+a)N’

allora si ha L(N)/L(N —1)>1 se N <nM/z, ovvero la successione L(N) ¢& crescente per
N <nM/x e decrescente successivamente. Dunque, la stima di massima verosimiglianza N si
ottiene per uno dei due valori [nM /z] o [nM/z] + 1 che massimizza L(N), dove [ -] indica la

-~

funzione troncamento. Si puo dimostrare inoltre che una stima di Var[/N] ¢ data da (vedi Seber, 1973)

m+1)(M+1)(M —z)(n—x)

Var[N] = @+ 12 +2) ’

che tuttavia non corrisponde alla stima di massima verosimiglianza.

In un applicazione con dati reali Odum e Pontin (1961) hanno marcato 600 formiche di una colonia
della specie Lasius Flavus con una sostanza radiottiva (P3?) e ne hanno ricatturate 437 di cui 68 sono
risultate marcate. In questo caso, la stima di verosimiglianza ¢ dunque data da N = 3213, mentre si ha

Var[N]'/2 = 323.9760.
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La verifica di ipotesi

4.1. 11 test statistico

4.1.1. La definizione di test statistico. Sulla base del campione osservato (z1, ..., x,) si ¢ interessati
a stabilire se il vero valore del parametro appartiene ad un certo sottoinsieme dello spazio parametrico.
Dato un modello statistico Fy, se gli insiemi O e ©; costituiscono una partizione di ©, la verifica
statistica di ipotesi consiste in un procedimento decisionale di scelta fra I'ipotesi di base H : @ € ©¢ e
l'ipotesi alternativa H; : @ € ©1. L'insieme delle ipotesi ammissibili e la sua partizione in Hy e H; ¢
detto sistema di ipotesi. Se O, (alternativamente ©;) contiene un solo punto l'ipotesi H
(alternativamente H) ¢ detta semplice. In caso contrario 1'ipotesi ¢ detta composta.

Lo strumento statistico che sulla base del campione consente di concludere in favore dell'una o
dell'altra ipotesi ¢ il test statistico. Dato un modello statistico Fp e il sistema di ipotesi H : € € O
contro H; : @ € ©4, si dice test una funzione

D . Cn — {Ho,Hl} .

Il test ¢ in effetti una regola decisionale che suddivide C,, negli insiemi complementari Cy e Cy, in
modo tale che si accetta Hy se (z1,...,2,) € Cy, mentre si accetta H; se (z1,...,2,) € C;. L'insieme
C; ¢ anche detto regione critica del test.

Usualmente il procedimento decisionale ¢ basato sulla determinazione di una statistica piuttosto
che sul campione osservato. Dunque, se 7= T'(X1, ..., X,) ¢ una statistica con supporto 7, si dice
test basato su 7" la funzione

DZT—>{H0,H1},

mentre 7" ¢ detta statistica test. Il test basato su 7' ¢ una regola decisionale che suddivide 7 negli
insiemi complementari 7, ¢ 7;, in modo tale che si accetta H, se per la realizzazione
t=T(x1,...,x,) di T si ha t € 7y, mentre si accetta H; se t € 7. L'insieme 7; ¢ detto regione
critica del test basato su 7. L'insieme C; € indotto dall'insieme 77, essendo

Cr={(x1,...,zy) : t =T(xy,...,2,) € T1 }.

* Esempio 4.1.1. Dato un campione casuale da X ~ N(u,1), si consideri il sistema di ipotesi
Hy: p=pp contro Hy : o # pg, dove py € una quantita nota. L'ipotesi Hy ¢ semplice, mentre
l'ipotesi H; € composta. Se si suppone che la statistica test sia X, risulta 7 = R. Una possibile scelta
per 7 potrebbe essere data da

To = {77 — ol < a},
con a costante. Di conseguenza, la regione critica del test basato su X risulta

T =A{7:|T — | > a}.
Questa scelta di 77 appare logica, in quanto piu la realizzazione della media campionaria differisce dal
valore ipotizzato p per la media, piu si ¢ propensi ad accettare l'ipotesi alternativa. Resta aperto il
problema della scelta della costante a. Il problema che verra analizzato nelle sezioni successive €

quello di determinare la statistica test che permette la partizione dello spazio campionario “ottima”
secondo alcuni criteri. l
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4.1.2. La funzione potenza. Uno strumento per misurare la capacita discriminatoria del test basato su
una statistica ¢ dato dalla cosiddetta funzione potenza. Dato un modello statistico Fy e il sistema di
ipotesi Hy : @ € O contro H; : @ € Oy, la funzione potenza del test basato su I" ¢ data da

PT(G) = PI‘@(T € ,Tl) ,

dove Prg ¢ da intendersi nel senso che la probabilita ¢ indotta dalla distribuzione specificata dal
modello con il valore del parametro pari a 8. Per ogni @ € © la funzione potenza Pr(6) fornisce la
probabilita di respingere Hy quando questa ¢ vera, ovvero la probabilita di commettere il cosiddetto
errore di I specie. Analogamente, per ogni @ € ©; la quantita 1 — Pp(6@) fornisce la probabilita di
accettare Hj quando ¢ vera H;, ovvero la probabilita di commettere il cosiddetto errore di II specie.
Per ogni @ € O, la funzione potenza Pr(@) fornisce la probabilita di accettare H; quando questa ¢
vera.
Si dice che il test basato su 7" ¢ al livello di significativita « se

sup Pr(0) = .
0c0O

Il livello di significativita o rappresenta la massima probabilita di commettere un errore di I specie.

* Esempio 4.1.2. Dato un campione casuale da X ~ N(u,1), si consideri il sistema di ipotesi
Hy : pp <0 contro Hy : 1 > 0. Entrambe le ipotesi sono composte. Se si suppone che la statistica test
sia X, dato che 7 = R, si puo scegliere

Zl—a
T = =0 ]
Jn
Questa selezione di 77 appare logica, in quanto piu la realizzazione della media campionaria ¢ elevata,

piu si & propensi ad accettare 1'ipotesi alternativa. Dal momento che risulta X ~ N (u, 1/n) per ogni
1 € R, allora la funzione potenza ¢ data da

Px(n) = Pr, (X > Z\l/g) = Pr(v/n(X — ) > 210 — \/1p1)
=1-®(z10 — /np) = (/= 21-0) , n ER .

Il grafico della precedente funzione potenza per n = 10 e a = 0.05 ¢ riportato in Figura 4.1.1.
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Figura 4.1.1. Funzione potenza Px(u) per n = 10 e o = 0.05.
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Dal momento che Px(p) € crescente e che

sup Px(p) = Px(0) = ®(— 21-0) =1 = ®(21-0) = @,

<0

il test basato su X ¢ al livello di significativita cv. O

4.1.3. Le proprieta del test statistico. Dalla discussione fatta nella precedente sezione risulta
evidente che esiste la possibilita di commettere due tipi di errore decisionale, ovvero puo accadere che
la realizzazione della statistica test sia in 7; quando il vero valore del parametro ¢ in © (errore di I
specie) e che la realizzazione della statistica test sia in 7 quando il vero valore del parametro ¢ in ©,
(errore di II specie). Dal momento che non si puo sperare di rendere contemporaneamente pari a zero
questi tipi di errore, si deve stabilire un insieme di proprieta desiderabili per un test.

Una prima proprieta opportuna per un test ¢ quella della correttezza. Dato un modello statistico Fy
e il sistema di ipotesi Hy : @ € ©( contro H; : @ € O, un test basato su 7" al livello di significativita
« con funzione potenza Pr(@) ¢ detto corretto al livello di significativita o se

PT(G)ZO(,V0€@1.

La proprieta della correttezza permette di controllare 'errore di I specie e al tempo stesso assicura che
la probabilita di accettare H; quando ¢ vera risulta maggiore dell'errore di I specie.

Una seconda proprieta riguarda il comportamento per grandi campioni del test. Se Fg, € un
modello statistico per ogni n, dato il sistema di ipotesi Hy : @ € O contro H; : @ € O, si consideri il
test al livello di significativita « basato sulla successione di statistiche (7},),,>1. Il test € detto coerente
se

lim Pr, (0) =1,V € 6.

n—o0
La proprieta della coerenza assicura che la probabilita di commettere un errore di II specie tende a 0
quando si dispone di grandi campioni.

* Esempio 4.1.3. Dato un campione casuale da X ~ N(u, 1), si consideri il sistema di ipotesi
Hy : 11 <0 contro Hy : 1> 0 (vedi Esempio 4.1.2). 1l test basato su X ¢ corretto in quanto si ha
Px(pn) < aperogni p <0e Px(u) > aperogni > 0. Dal momento che la successione di funzioni
(®(y/nit — 21_a))n>1 converge uniformemente ad una funzione costante pari ad 1 per 1 > 0, allora

lim Pp (u) =1,V >0,
n—oo
ovvero il test basato sulla successione di statistiche (X,),>1 risulta coerente. O

4.1.4. 11 test di livello assegnato. Idealmente, si vorrebbe che Pr (@) fosse piu alta possibile quando
6 € ©; e la piu piccola possibile quando € € ©y. Come gia evidenziato nella sezione precedente,
questi requisiti sono conflittuali tra loro. Un possibile modo di procedere ¢ quello di fissare il livello di
significativita « e scegliere quel test che ha piu alta potenza per ogni 8 € ;.

Dato un modello statistico Fy e il sistema di ipotesi Hy : @ € O contro H; : @ € ©1, un test
basato su T al livello di significativitd « con funzione potenza Pr(@) ¢ detto uniformemente piu
potente al livello di significativita « se

PT(H) > PT*(G) , V0 € O,

per ogni altro test basato su una qualsiasi statistica 7™ al livello di significativita a.

Sfortunatamente 1 test uniformente piu potenti esistono solo in varie situazioni speciali. Per
campioni finiti, ¢ possibile costruire test uniformente piu potenti quando entrambe le ipotesi sono
semplici o quando Ia statistica test ha una particolare struttura. Sotto certe condizioni, in generale si
puo costruire test uniformente piu potenti quando si dispone di grandi campioni. Questi argomenti
saranno trattati in dettaglio nelle prossime sezioni.
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Con la precedente impostazione del problema l'ipotesi di base e l'ipotesi alternativa vengono
trattate in modo non simmetrico. Questo ¢ giustificato dal fatto che usualmente H costituisce una
affermazione in qualche modo privilegiata e quindi si preferisce controllare il livello di significativita
del test (ovvero l'errore di I specie) che comporta I'erroneo rifiuto di questa ipotesi privilegiata. Anche
se per sviluppare la teoria ¢ necessario fissare il livello di significativita «, ¢ bene sottolineare che
quando si lavora operativamente non esiste nessuna regola ragionevole per stabilirne la scelta. Questa
considerazione porta al concetto di livello di significativita osservato o valore-P.

Dato un modello statistico Fy e il sistema di ipotesi Hy : @ € O contro H; : @ € O, se la regione
critica del test basato su 7' ¢ data da 7; = {t:t > ¢}, per un determinato valore campionario
t =T(xy,...,x,) sidice livello di significativita osservato la quantita

Qpss = supPrg(T > 1),
0cO,

mentre, se la regione critica ¢ data da 77 = {¢ : ¢ < ¢}, allora si dice livello di significativita osservato
la quantita

Qpss = supPrg(T < t).
ISCN

Quando invece la statistica test 7" ha una distribuzione simmetrica, se la regione critica del test basato
suT eédatada7y = {t:t <e¢p,t > o}, sidice livello di significativita osservato la quantita

Qoss = 2ming supPrg(T < t), supPre(T > t) p .
[SCH [ISCH

Il livello di significativita osservato rappresenta la probabilita di ottenere, quando H ¢ vera, un
valore campionario ¢ di 7' estremo (nella appropriata direzione) almeno quanto quello osservato.
Dunque, il livello di significativita osservato fornisce una misura su quanto l'ipotesi di base risulta
compatibile con i dati campionari. Un livello di significativita osservato basso porta a ritenere poco
compatibile con i dati campionari l'ipotesi di base, mentre con un livello di significativita osservato
elevato ¢ vera l'affermazione contraria.

In una verifica di ipotesi si pud semplicemente riportare il livello di significativita osservato,
oppure si puo arrivare ad una decisione sull'accettazione di H fissando un livello di significativita a.
Se il livello di significativita osservato ¢ minore o uguale ad «, allora si respinge H), altrimenti si
accetta Hy. Il livello di significativita osservato diventa in questo caso il piu elevato livello di
significativita per cui si accetta Hy. In questo caso il livello di significativita osservato diventa non
solo uno strumento per la decisione nella verifica di ipotesi, ma anche una misura quantitativa di
questa decisione.

4.2. 1l test del rapporto delle verosimiglianze

4.2.1. Il Lemma di Neyman-Pearson. Dato un modello statistico Fp, si supponga che lo spazio
parametrico sia composto da due soli punti, ovvero © = {6y, 0 }. Si consideri il sistema di ipotesi
Hy : 0 =6, contro H; : @ = 6, dove evidentemente entrambe le ipotesi sono semplici. Si desidera
costruire il test corretto al livello di significativita « tale che sia il piu potente.

Al fine di verificare questo sistema di ipotesi, si dice test del rapporto delle verosimiglianze quel
test basato sulla statistica test R (detta appunto rapporto delle verosimiglianze), la cui realizzazione
campionaria ¢ data da

L(6y;x1,...,2n)
L(6y;21,...,2,)

r =
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La statistica test R ha una interpretazione intuitiva, nel senso che se la realizzazione
r= R(xy,...,x,) ¢ tale che r > 1, allora il campione attibuisce maggiore verosimiglianza a 6
piuttosto che a @, e quindi si ¢ piu propensi ad accettare H,. Alternativamente, se r < 1, allora il
campione attibuisce maggiore verosimiglianza a @; piuttosto che a 8y e quindi si ¢ piu propensi ad
accettare H;. Di conseguenza, si puo scegliere come regione critica

Ti={r:r<r,},
dove
Prg,(R <r,) = .
Ovviamente, 7; ¢ equivalente alla regione critica indotta da R sullo spazio campionario data da
Ci={(z1,...,xp) :r=R(xy,...,x,) <To}.
Se si ¢ osservato il valore campionario , il livello di significativita osservato del test ¢ dato da
Qpss = Prg,(R <) .

Supponiamo di considerare un test basato su una statistica 7™ corretto al livello di significativita o
e sia inoltre C} la regione critica indotta da 7™ sullo spazio campionario. Risulta

a= [ fulz,...,z,;600)dv = [ fo(x1,...,2,;60) dv,
C C

da cui

folz1, ..., 203 60p) dv = folz, ..., z0;60p)dr
G—C Ci—C

dal momento che l'integrale sull'insieme C; NC; ¢ comune alle due regioni. Inoltre, se
(x1,...,2,) € C; — C} e quindi (z1,...,x,) € Cy, dalla definizione di C; risulta

=

(

(w1, 0;600) < TofulT1,.. 0, 20501) .

Alternativamente, se (z1,...,x,) € Cj —C; e quindi (z1,...,2,) € C,, — Cy, siha
folx1, oo, 203 600) > rofo(T1, ..., 2,;07) .

Dunque, dalle precedenti relazioni si ottiene

/ Tafu(T1y ., Tp;01)dv > folx, ..., 203 60p) dv = folz1, ..., 20;60) dv
C—C; e ci—Cy

>/ Tafu(T1, ..., zn;601)dv,
ci-¢
da cui

folz1, .o xp;61) dv > folx1, .o, 20;601) dy .
C—Cy e

Sommando ad ambo i membri l'integrale sull'insieme C; N Cj, si ha infine

folzr, .oy zn;00)dv > | fu(xy, ... x,;61) dv,
2 c

che ¢ equivalente a Pr(6,) > Pr-(6,). Si deve dunque concludere che il test del rapporto delle
verosimiglianze ¢ il piu potente fra quelli corretti quando entrambe le ipotesi sono semplici. Questo
risultato costituisce il cosiddetto Lemma di Neyman-Pearson.
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* Esempio 4.2.1. Dato un campione casuale da X ~ N(u, 1), si supponga che lo spazio parametrico
sia © = {po, 1} dove py < o e si consideri il sistema di ipotesi Hy : = o contro Hy : p1 = puy.
Tenendo presente I'Esempio 1.3.1, la determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze ¢
data da

C 67%(52+(E7NO)2)

r = _ — = en(ﬂo—ﬂl)f_%(ﬂg_ﬂ%) .
ce 3 m)

Dal_momento che r ¢ una funzione biunivoca di Z, la regione critica C; indotta da R ¢ la stessa indotta
da X e quindi i test basati sulle due statistiche sono equivalenti. Inoltre, dal momento che se ¢ vera H
siha \/n(X — p9) ~ N(0,1), allora

b - z
PrILU(ﬁ(X - MO) S Za) = PI‘MO (X S Ho —+ _Oc) = .
Vvn
Di conseguenza, la regione critica del test piu potente corretto al livello di significativita « ¢ data da

T {— T < +ZO‘}
1= T T > Ml .
Vn

Se si ¢ osservato il valore campionario Z, il livello di significativita osservato risulta

Coss = Pr, (X < 7) = B(\/n(E — o) - O

La precedente procedura puod essere generalizzata per determinare test uniformente piu potenti in
sistemi di ipotesi piu complessi quando il rapporto delle verosimiglianze ha una particolare struttura.
Si consideri il sistema di ipotesi Hy : @ = 0, contro Hy : @ = 6, < 6, dove la disuguaglianza ¢ da
intendersi in senso lessicografico. Questo tipo di ipotesi alternativa ¢ detto direzionale. Supponiano
inoltre che il rapporto delle verosimiglianze R sia una trasformata monotona crescente di una statistica
T'. 1 test basati su R e T" sono equivalenti, dal momento che inducono la medesima regione critica

Cl = {(.fEl,...,iL'n)ZT:R(.CI?l,...,l'n) Sra}
={(z1,...,2n) : t=T(21,...,20) < ta},

dove Prg, (1 < t,) = . Per un dato 6, il Lemma di Neyman-Pearson assicura che il test basato su 7'
¢ il piu potente. Dal momento che ¢, non dipende dal valore di 8y in quanto 7' ¢ una statistica, la
precedente affermazione ¢ valida per ogni @ specificato in Hy, ovvero si € ottenuto il test uniformente
piu potente per questo sistema di ipotesi.

In maniera analoga, nel caso che si consideri il sistema di ipotesi Hj: 8 = 6@, contro
H,:0 =6, > 0, se il rapporto delle verosimiglianze R ¢ una trasformata monotona decrescente di
una statistica 7', allora il test basato su 7' ¢ uniformente piu potente.

Si consideri infine il sistema di ipotesi Hy : @ = 6y contro H; : 8 # 6. Questo tipo di ipotesi
alternativa ¢ detta bilaterale. Dalla precedente discussione risulta chiaro che per il sistema di ipotesi
precedente non pud esistere un test uniformente piu potente, dal momento che il rapporto delle
verosimiglianze non puo essere contemporaneamente funzione monotona crescente e decrescente di
una statistica 7.

* Esempio 4.2.2. Dato un campione casuale da X ~ N(u, 1), si supponga che lo spazio parametrico
sia © = ( — oo, pg] e si consideri il sistema di ipotesi Hy : = po contro Hy : pu < . Dall'Esempio
4.2.1 ¢ noto che il rapporto delle verosimiglianze ¢ una trasformata monotona crescente di X. Quindi
il test basato su X ¢ quello uniformente piu potente anche in questo sistema di ipotesi. La regione
critica risulta identica a quella dell'Esempio 4.2.1. O
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4.2.2. 1l test del rapporto delle verosimiglianze. In questa sezione si generalizza la formulazione del
rapporto delle verosimiglianze al caso in cui una o entrambe le ipotesi siano composte. Dato un
modello statistico Fy e il sistema di ipotesi Hy : @ € © contro H; : @ € O, il test del rapporto delle
verosimiglianze ¢ basato sulla statistica test R la cui realizzazione campionaria ¢ data da

IgleagL(O;xl,...,xn) '

Questa statistica test ha un'interpretazione intuitiva, nel senso che se si sta confrontando la
“plausibilita” di un valore @ rispetto ad un altro sulla base di un campione (z1, ..., z,), siamo portati a
scegliere quel valore che fornisce la verosimiglianza piu alta. Estendendo la discussione fatta nella
precedente sezione, se non esiste un valore @ che fornisce una verosimiglianza sensibilmente piu alta
in O rispetto alla verosimiglianza massima in O, siamo propensi ad accettare Hj. Ovviamente, si ha
0 <r < 1. Se la realizzazione r ¢ prossima ad 1 si ¢ piu propensi ad accettare Hj, mentre se la
realizzazione r ¢ prossima ad O si € piu propensi ad accettare H;. Di conseguenza, si puo scegliere
come regione critica 7y = {r : r < r,}, dove

supPrg(R <r,) = .
6c0O,

Se si ¢ osservato il valore campionario , il livello di significativita osservato del test ¢ dato da

Qpss = supPrg(R < 7).
6c0,
Se risulta @ = (0),05)" dove 84 ¢ un vettore a (k — h) componenti ¢ @5 ¢ un vettore a h

componenti, dato il sistema di ipotesi Hy: 04 = 0y4 contro H;:0p # Oy, la realizzazione
campionaria della statistica test R ¢ data da

_ L,(6pa;21,...,2,)
L(@;azl,...,:pn)

2

che evidenzia la dipendenza di R dalla verosimiglianza profilo.

* Esempio 4.2.3. Dato un campione casuale da X ~ N(u,1), si consideri il sistema di ipotesi
Hy:p=py contro Hip:p# py. Tenendo presente I'Esempio 1.3.1 e 1'Esempio 3.1.1, Ia
determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze ¢ data da

r = = 6_%(1_%)2 .

Dal momento che 7 ¢ una funzione biunivoca di (Z — j10)?, la regione critica C; indotta da R ¢ la
stessa indotta da (X — j19)? e quindi i relativi test sono equivalenti. Inoltre, dal momento che se ¢ vera
Hy si ha \/n(X — yy) ~ N(0,1), allora n(X — 19)? ~ x?3. Tenendo presente che r ¢ una funzione
monotona decrescente di (Z — 119)? e dunque si respinge H per realizzazioni elevate di (X — p)?,
allora

Pr,uo(n()_( - MO)Q > X%,l—a) = Q.
Di conseguenza, la regione critica del test basato sul rapporto delle verosimiglianze ¢ data da

Ti={z 0@ — wo) > X1}

Essendo 21_,/2 = 4/ X%,l—a per la relazione fra la N(0,1) e la x3, la precedente regione critica puo

essere anche espressa in modo equivalente come
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VAR VAR
ﬂ:{f:fguo— 1\/%/2,fzuo+ 1\/‘%/2}

Dal momento che la distribuzione di X & simmetrica, se si & osservato il valore campionario 7, il
livello di significativita osservato risulta

Qoss = 2min(Pr,, (X < ),Pr, (X > 7)) O
= 2min(®(\/n(T — o)), 1 — D(/n(T — 1)) = 2 (1 — (/1| — puo)) -

4.2.3. La distribuzione per grandi campioni del rapporto delle verosimiglianze. Il test del rapporto
delle verosimiglianze R,, ha proprieta ottime quando si dispone di grandi campioni. Per semplicita si
analizza inizialmente il caso di un solo parametro.

Dato un modello statistico JF relativo ad un campionamento casuale, si consideri il sistema di
ipotesi Hy : 0 = 60y contro Hy : 6 # 6y e si supponga che le condizioni a)-g) della §3.3.2 siano
verificate. Se Hj ¢ vera, per un dato campione (z1,...,2,) € C,, si consideri l'espansione in serie di
Taylor di

10g fu(1, ... @0;0) = Y log f(i; 6)
i=1

in 0, ovvero

10gfn(x17 73371;00) = Ingn(Jfl, 7:17717571)

-~

d
+_10gfn($la---axn§9) (OO_Qn)
1 d? ~
= =51 n IR n;e 9_91129
+5 a0 og fn(z1 T )9:6*( 0 )
dove 0, = @n(xl, ...,T,) rappresenta la stima dell'equazione di verosimiglianza, mentre

0y — 0*| < |6y — 0,,|. Dal momento che

d N
— log fn(x1,...,x,;0) ~ $,(0n;1,...,2,) =0

do 9—0
per l'assunzione b), la precedente relazione puo essere riscritta come
9lg ;E:ig@) - % om0
La quantita a primo membro ¢ — 2logr,, dove r, = R,,(z1,...,x,). Inoltre, in base ai risultati della
§3.3.2,si ha
1 d

e (X1, X1 0)| (VB — 00)° 5 2
n dg =0~

da cui segue che
—2logR, LA X2

Si ¢ determinata la distribuzione per grandi campioni di una trasformata biunivoca del rapporto
delle verosimiglianze quando H, ¢ vera. Dal momento che la regione critica indotta da — 2log RR,, €
identica a quella indotta da R,,, i relativi test sono equivalenti. Si pud dimostrare che il test basato
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sulla successione di statistiche ( —2log R,),>1 ¢ coerente al livello di significativita « e che ¢
uniformente piu potente (in senso asintotico) per una vasta classe di test (Wilks, 1962).

Dal momento che — 2logr ¢ una funzione monotona decrescente di r, si respinge H, per
realizzazioni elevate di — 2log R,,. Essendo

lim PI'@O( -2 log Rn > X%,l—a) =,

la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze ¢ data da
Tp1={r: —2logr > X%ka} .

La regione critica per campioni finiti data da 73 = {r: r <r,}, dove Pry,(R <r,) =a, ¢ la
regione critica 7, ; in generale non coincidono (per un'eccezione si veda I'Esempio 4.2.2). In
particolare, il livello reale di significativita del test «,, non coincide con il livello nominale di
significativita a (ovvero quello prefissato). Dal momento che si vuole controllare al massimo I'errore
di I specie, ¢ opportuno che sia «, < a e se il test soddisfa a questa condizione allora ¢ detto
conservatore. Infine, se si ¢ osservato il valore campionario r, il livello di significativita osservato per
grandi campioni del test ¢ dato da

Onoss = PI'(X% > =2 IOg T‘) >

che ovviamente non coincide in generale con il livello di significativita osservato per campioni finiti
Qlpss = PFQO(R <r).
Per ottenere 1 risultati di questa sezione, ¢ stato implicitamente dimostrato che

1,(00) (B, = 00 = X3
e che
P NINPN d
In(@n)(@n - ‘90)2 - X% .
Su queste due statistiche si possono dunque costruire test equivalenti al test del rapporto delle

verosimiglianze per grandi campioni.

* Esempio 4.2.4. Dato un campione casuale da X ~ E(0,0), si consideri il sistema di ipotesi
Hy: 0 =0y contro H; : 0 # 0y, dove oy ¢ una quantita nota. Tenendo presente I'Esempio 1.3.3 ¢
I'Esempio 3.1.3, la determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze ¢ data da

c e—nlog 00—nZT /oy

c e—nlogT—n

_ enlOg(T/O’o)*nT/O'()‘FTZ
- s

r =

ovvero r € una funzione (non biunivoca) di Z. E evidentemente laborioso determinare la distribuzione
per campioni finiti del rapporto delle verosimiglianze. Tuttavia, dal momento che le condizioni
richieste in questa sezione sono soddisfatte, se Hy ¢ vera risulta

X, 2nX,, d

—2logR, = —2nlog(—)—|— —2n = 2.
00

00

Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle
verosimiglianze ¢ data da

o
T, = { _inog(ﬁ) +ﬂ—2nzﬁla}.
oo oo ’

Infine, la significativita osservata per grandi campioni risulta
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_ IMNT
Qnoss = PI'(X% > — inog(ﬁ) + ﬂ — Qn) . |

00 00

* Esempio 4.2.5. Dato un campione casuale da X ~ Bi(1,p), si consideri il sistema di ipotesi
Hy:p=py contro Hp:pF# py. Tenendo presente I'Esempio 1.3.5 e 1'Esempio 3.1.8, la
determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze ¢ data da

nxlog n—n)log(1—
¢ MM stog(n/a)+{—n) o (1) (1)

r= =e

¢ en@logT+(n—nz)log(1-7)
ovvero r € una funzione (non biunivoca) di Z. E evidentemente laborioso determinare la distribuzione
per campioni finiti del rapporto delle verosimiglianze. Tuttavia, dal momento che le condizioni
richieste in questa sezione sono soddisfatte, allora se H ¢ vera risulta

— - 1-—
—2logR, = —2anlog<§0 ) —2(n—an)log(1 )_220) ix?.

Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle
verosimiglianze ¢ data da

1 —
Tna = {T D= 2nTlog(%) —2(n — nx) log( N _};) > X%,la} .

Infine, la significativita osservata per grandi campioni risulta

1 —
Qnoss = Pr (X% > —2nT 10g(@> —2(n — nx) log( & )) : O
, = b

I precedenti risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri. Se Fy ¢ un
modello statistico relativo ad un campionamento casuale, si consideri il sistema di ipotesi Hy : @ = 6
contro H; : @ # 6y ¢ supponiamo che le condizioni a)-g) della §3.3.2 siano verificate. Si puo
dimostrare che se H ¢ vera risulta (vedi Wilks, 1962)

—2log R, ixz

Dunque, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze ¢ data
da

Tpa={r: —2logr > X%71,a} )

Inoltre, per un dato valore campionario r, il livello di significativita osservato per grandi campioni
risulta

Qposs = Pr(X%. > —2logr) .
Anche nel caso di un vettore di parametri si pud dimostrare che (vedi Wilks, 1962)
. N d
(Qn - GO)TITL(GO)(QTL - 00) - X%
e che
> ™7 (D V(A d 2
(Qn - 00) In(en)(en - 00) - Xk -

Su queste due statistiche si possono costruire test equivalenti a quello del rapporto delle
verosimiglianze quando si dispone di grandi campioni.
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Si supponga infine che 6 = (8, 0},)" dove 4 ¢ un vettore a (k — h) componenti ¢ 8 ¢ un vettore
a h componenti. Si consideri il sistema di ipotesi Hy : @4 = Oy contro Hy : 84 # 6y4 e supponiamo
che le condizioni a)-g) della §3.3.2 siano verificate. Si puo dimostrare che se Hj ¢ vera risulta (vedi
Wilks, 1962)

—2log R, i Xth s

ovvero in questo caso i gradi di liberta della distribuzione di — 2log R,, per grandi campioni
diminuiscono del numero di componenti di @ da stimare sotto Hj. Dunque, la regione critica per
grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze ¢ data da

Toa={r: —2logr > Xi_pi-a} -
Per un dato valore campionario 7, il livello di significativita osservato per grandi campioni risulta

Oln,oss = Pr(X%—h > —2 IOg T‘) .

4.3. Alcune applicazioni del test del rapporto delle verosimiglianze

4.3.1. 11 test ¢ di Student ad un campione (bilaterale). Si consideri un campionamento casuale da
X ~ N(u,v) e si supponga di voler verificare il sistema di ipotesi Hy : p = g contro Hy : p # pg.
Si ha

O = {(p,v) : (n,v) €RxR"}

O = {(1;v) 1 p=po, vER"}.
In base ai risultati dell'Esempio 3.1.2, si ottiene

max [(u,v) = (T, %) .
[max, (b, v) =1(z,57)

Inoltre, tenendo presente la disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con d = s* + (T — p)?, si ha

I(po,v) = loge — glogv _ [s* + (T — po)?] < loge — glog[s2 + (T — po)?] — g

2v
= l[o, s° + (T — p0)°] = Uy (po) = max I(u,v) .
(p,0) €O

0

La determinazione campionaria di R ¢ data da

p— i) U(E?) _ ~Blog(s+(T—po))+ Hlog

1 1 1
@\ (), ) AR
( + 52 + (n—1)s2 +n—1 ’

V(T — o) '

Se

dove
t =

Se Hj ¢ vera, t ¢ la determinazione campionaria di una statistica 7" distribuita come una ¢ di Student
con (n — 1) gradi di liberta, dal momento che
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o VAR ) A )\
S V(= 1)52/0)/(n — 1)

e che inoltre le statistiche \/n(X — p9)/\/v ~ N(0,1) e (n—1)S?/v ~ x2_, sono indipendenti
(vedi Esempio 1.2.5). Inoltre r ¢ una funzione monotona decrescente di |t| e quindi i test costruiti su R
e |T'| sono equivalenti. Tenendo presente la relazione fra le statistiche 7" ¢ |T| ¢ dal momento che
rifiutare H\ per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare H( per determinazioni elevate di
|T|, la regione critica del test risulta

Ti={t:t< —th11-a/2t >ty 11-as2} -

Dal momento che la distribuzione di 1" ¢ simmetrica, se si ¢ osservato il valore campionario ¢, il
livello di significativita osservato risulta infine

Qoss = 2Pr(tn—l > |t|) .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test ¢ nota per campioni finiti, si noti
tuttavia che per grandi campioni, quando H ¢ vera, la quantita

t2
—210gr:nlog(1+ >,
n—1
¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — X3, in quanto vi sono due parametri, di cui uno da
stimare sotto ipotesi di base.

* Esempio 4.3.1. Gli antichi greci indicavano come rettangolo aureo un rettangolo con un rapporto fra
ilatidatoda p =1+ (\/5 +1)/2 ~ 0.618. Questo tipo di rettangolo era spesso adoperato nella loro
architettura (per esempio nella struttura del Partenone). I dati della Tavola 4.3.1 riguardano il rapporto
fra i lati di un campione casuale di 20 rettangoli usati dai nativi americani Shoshoni per decorare le
loro tende.

Tavola 4.3.1. Rapporto dei lati dei rettangoli.

rettangolo  x;  rettangolo  x;
1 0.693 11 0.654
2 0.662 12 0.615
3 0.690 13 0.668
4 0.606 14 0.601
5 0.570 15 0.576
6 0.749 16 0.670
7 0.672 17 0.606
8 0.628 18 0.611
9 0.609 19 0.553

—_
o

0.844 20 0.933
Fonte: Dubois (1970)

Si vuole verificare se gli Shoshoni avessero conoscenza del rettangolo aureo, ovvero, supponendo
valido il modello di questa sezione, si vuole verificare il sistema di ipotesi Hj : ;= p contro
H; : pn # p. Dal momento che per questi dati ¢ immediato verificare che T = 0.6605 e s. = 0.0925,
allora si ha t = 2.0529. Di conseguenza, il livello di significativita osservato risulta

(toss = 2Pr(t9 > 2.0529) = 0.0541 .

Dato che la significativita osservata ¢ piuttosto bassa, vi ¢ una moderata indicazione a respingere
l'ipotesi di base, ovvero sembra dubbio che gli Shoshoni avessero conoscenza del rettangolo aureo.
Infatti, si puo respingere Hy ad ogni livello di significativita « > 0.0541. Si noti che — 2log
r = 4.0066 e dunque si ha
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Qnoss = Pr(xG > 4.0066) = 0.0453 ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. O

4.3.2. 1l test ¢ di Student ad un campione (direzionale). Si consideri ancora il modello della §4.3.1 ¢
si supponga ora di voler verificare il sistema di ipotesi Hy : ;1 = pip contro H; : o < pg. Dunque, si ha

© = {(1,v) : pp < po, v € RT}

O = {(1,v) 1 pp = po, v ERT}.

Per quanto riguarda la massimizzazione su ©( nulla cambia rispetto alla §4.3.1. Inoltre, tenendo
presente la disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con d = s? + (T — ut)?, con un procedimento simile a
quello dell'Esempio 3.1.1, si ha

n n
I(p,v) =logc — 3 logv — %0 (s* + (= 11)*) + log Lo ) (1)

n n
<loge — S log(s” + (7 — 1)) = 5 108 Lo (1) = Upts 8° + (T = 1))
< maX(logc - g log s* — g +10g 1o, (T); log e — g log[s® + (% — p0)?] — g)

= max(L(Z, s*) +10g 1(_ o ) (T), L0, 8* + (T — po)?)) = (lm)aex@ W) -
1,V 0

Di conseguenza la determinazione campionaria di R ¢ data da

7= L) (B) T 11, (7)

t2 —n/2
) F10m(0),

n—1

=10 (t) (1 +

dove

V(T — o) '

Se

t =

Per 1 motivi esposti nella sezione precedente, quando H ¢ vera, ¢t ¢ la determinazione campionaria di
una statistica 1" distribuita come una ¢,,_;. Dal momento che r € una funzione monotona crescente di ¢,
allora i test costruiti su R e 1" sono equivalenti. Inoltre, rifiutare H per piccole determinazioni di R ¢
equivalente a rifiutare H, per piccole determinazioni di 7', e dunque la regione critica del test ¢ data
da

IZE = {t 't < tn—l,a} .
Infine, per un dato valore campionario ¢, il livello di significativita osservato risulta
Qpss = Pr(tn—l < t) .

E immediato estendere questi risultati al sistema di ipotesi Hy : 1 = puo contro Hy : pu > f10. In questo
caso la regione critica del test ¢ data da

7'1 = {t it > tnfl,lfa} 5

mentre il livello di significativita osservato risulta
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Qpss = Pr(tn—l > t) .

Infine, la statistica — 2log R,, non converge ad una Chi-quadrato, in quanto I'ipotesi di base non ¢ del
tipo specificato nella §4.2.3.

* Esempio 4.3.2. Su un campione casuale di 20 soggetti in sovrappeso (con un peso COrporeo
superiore a 100 chilogrammi) ¢ stato misurato il livello di colesterolo ottenendo i1 dati della Tavola
4.3.2.

Tavola 4.3.2. Livello di colesterolo (in mg per 100 ml).
soggetto x; soggetto x;
1 344 11 226

2 185 12 175
3 263 13 242
4 246 14 252
) 224 15 153
6 212 16 183
7 188 17 137
8 250 18 202
9 148 19 194
10 169 20 213

Fonte: Selvin (1991)

Da numerose esperienze cliniche risulta che il livello di colesterolo nel sangue di una persona sana
¢ di circa 190 mg per 100 ml. Si sospetta che i1 soggetti in forte sovrappeso abbiano un livello del
colesterolo piu alto della norma e dunque si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : i = 190 contro
Hy : > 190. Dal momento che per questi dati si ottiene Z = 210.3 e s, = 48.3399, allora si ha
t = 1.8780. Di conseguenza, il livello di significativita osservato ¢ dato da

Closs = Pr(t19 > 1.8780) = 0.0379 .

Dal momento che la significativita osservata ¢ bassa, si € propensi ad affermare che i soggetti in
sovrappeso abbiano un livello del colesterolo piu alto della norma, in quanto si puo respingere Hy ad
ogni livello di significativita a > 0.0379. O

4.3.3. 1l test Chi-quadrato per la verifica di ipotesi sulla varianza. Si consideri un campionamento
casuale da X ~ N(u,v) e si supponga di voler verificare il sistema di ipotesi H : v = vy contro
H, : v # vy. Anche se questa verifica di ipotesi non si adopera usualmente nella pratica, sara
utilizzata nel prossimo capitolo per ulteriori sviluppi teorici. Si ha

O = {(1v): (1,v) € R x ')

O0 = {(u,v) : v =19, p € R}.
In base ai risultati dell'Esempio 3.1.2, risulta

max [(u,v) = (T, s?) .
max (k,v) = U(z,57)

Inoltre, si ha

n n
i, v0) =loge — o logug — o= (s + (7 — 1))

2’0()

2

n ns
<1 - =1 - — =1z =1 = l :
<loge — g loguo — 5 - = I(T,v0) = (vo) = max I(ys,v)
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Di conseguenza, la determinazione campionaria di R ¢ data da

2) _ps?

r = elp(vo)_l(f’sz) = eilOg(%) 200+%
dove

Quando Hj ¢ vera, u ¢ la determinazione campionaria di una statistica U distribuita come una Chi-
quadrato con (n — 1) gradi di liberta (vedi Esempio 1.2.5). In questo caso, r non ¢ una funzione
biunivoca di u e quindi 1 test costruiti su R e U non sono equivalenti. Tuttavia, dal momento che
r = r(u) ¢ una funzione prima crescente e successivamente decrescente, allora la regione critica del
test ¢ del tipo 77 = {u : u < ¢1,u > 2}, dove ¢; e ¢y vanno scelti in modo tale che r(c;) = r(c2) e
Pr(c; < x2_; < ¢a) = 1 — a. Questa procedura risulta complessa e usualmente si adotta come regione
critica

_ . 2 2
7-1 - {u S Xn—l,a/27u > Xn—l,l—a/Q} :

Dato che la distribuzione di U non ¢ simmetrica, il livello di significativita osservato non ¢ definito.
Tuttavia, dato che per n elevato la distribuzione di U ¢ approssimativamente simmetrica, se si €
osservato il valore campionario u, usualmente si pone

Qoss = 2min(Pr(X%_1 < U),PT(X%_I > u)) .

Infine, per grandi campioni la quantita

—2logr = —nlog(g) +u—n
n

. o . - d . : Co
¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — X}, in quanto vi sono due parametri, di cui uno da
stimare sotto ipotesi di base.

4.3.4. 1l test ¢ di Student a due campioni. Si consideri due campioni casuali indipendenti
(11, .-+ T1p,) © (To1, ..., Top,) rispettivamente da X1 ~ N (uy,v) e Xy ~ N(u2,v), ovvero da due
variabili casuali Normali indipendenti con differenti medie e uguale varianza. Quando si assume
I'omogeneita delle varianze come in questo caso, le variabili casuali sono dette omoschedastiche. Sia
inoltre n = n; 4 n9 la numerosita campionaria globale. Il modello statistico ¢ dato da

2 ny

1 Tji — b
f‘m,ug,v: {fn:fn(xll,-“7$1n17x21,---7$2n2;U17ﬂ27v):HH ¢( g )}:
Vv Vv

j=li=1

dove (ju1, pu2,v) € R? x R*. Si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy: i = jio = p contro
H; : 11 # po. Dunque, si ha

0= {(:ulnu%v) : (/J“hM?aU) € RQ X RJr}

©o = {(p1, p2,v) : p1 = pig, v € RT}

Sex;e s? rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie della media campionaria X ; e
della varianza campionaria 5]2 per il j-esimo campione, allora estendendo i risultati dell'Esempio 1.3.1
la funzione di log-verosimiglianza ¢ data da
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2
Tn; mn;
l(:ulalj“%v) - IOgC + Z <_ - IOgU - = (8? + (T7 - M?)Q))
j=1

2 2v
n ns? 1 < _ 9
zlogc—glogv—% %jzlnj(a;j—,uj) ,

dove

In maniera analoga all'Esempio 3.1.2, adoperando la disuguaglianza del medesimo esempio con
d = s2,siha
n ns? o
U1, p2,v) < loge — 5 logv — S UT1, T2, v)

n n
<loge— —logs? — = = U(T1,T2,52) = max 1(ug, po,v) .
<loge — g logs, — 5 (T1, T2, 5,,) o max (p1, p, v)

Inoltre, tenendo presente che se Hy ¢ vera si dispone in effetti di un unico campione da N (p, v), si
ottiene

W, p,0) < UT, T, 8%) =  max  I(py, po,v) ,
(111,12,0) €O

dove
1 2
Tr=— n;T;
n E : 3L j
J=1
e
2 n
1 J
== (i 3:)2
n J
=1 i=1

Inoltre risulta
2 2
2 _ 1 N (m a2 L 2, 1 (22 2
S_nz. (zji —x5) + (T, — T)) —nZanj+nZn](x] T) =s,+ s,

LN n; — LN
dove si ¢ tenuto presente che ) ., (z;; — T;) = 0 e dove si ¢ posto

La precedente relazione evidenzia la classica scomposizione della varianza totale s® nella varianza
all'interno dei gruppi s2, e nella varianza fra i gruppi s2. E facile inoltre verificare che

ningz ,_ —
s = e (Ty — T1)?.
Dunque, risulta
2 2
[(z,,5%) = logc — glOgSQ - ZS;U — Z—z =logc — glogs2 — g :
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Di conseguenza, la determinazione campionaria di R ¢ data da

r— el(fj,sz)fl(fl.jg.,s%.) _ ef%logs%r%logsfu
—n/2 —n/2
52 n/ £2 n/
sz n—2
dove
Sp
t=vn—2—.
Sw

Le quantita s} e s? sono le determinazioni campionarie di due statistiche S? e S? indipendenti.

Questo risultato & una generalizzazione dell'Esempio 1.2.5, in quanto le statistiche S? e S2 sono
trasformate rispettivamente delle medie e delle varianze campionarie di campioni indipendenti.
Inoltre, dal momento che

nS? B i n;S ]2
v 4 v
j=1
dove le statistiche 1,52 /v ~ x2 _, sono indipendenti in quanto i campioni sono indipendenti , per la
] J XTL] 1 p q p p p
proprieta i) della §A.3.2, si ha nS? /v ~ x2_,. Dal momento che risulta

nS*  nS; n nSE

v (% v

e che nS?/v ~ x2_,, ancora per la proprieta i) della §A.3.2 si deve necessariamente concludere che
nSE/v ~ x3i. Dunque, se Hy ¢ vera, t ¢ la determinazione campionaria della statistica

T = n_Q&_ nSg /v ~nana(n —2) Xy — X
B Se  \ (nS2/0)/(n—2) ~ 2 S

distribuita come una ¢ di Student con (n — 2) gradi di liberta. Inoltre r ¢ una funzione monotona
decrescente di |¢| e quindi i test costruiti su R e |T'| sono equivalenti. Tenendo presente la relazione fra
le statistiche 7" e |1'|, dal momento che rifiutare H, per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a
rifiutare per quelle elevate di |T'|, la regione critica del test ¢ data da

Ti={t:t< —th 91 a2t >ty 21/}

Dato che la distribuzione di 7" ¢ simmetrica, se si ¢ osservato il valore campionario ¢, il livello di
significativita osservato risulta infine
Qpss = 2Pr(tn—2 > |t|) .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test ¢ nota per campioni finiti, si noti
tuttavia che per grandi campioni la quantita

t2
—210gr:n10g<1—|— 2)

n —

¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — x?, in quanto vi sono tre parametri, di cui due da
stimare sotto ipotesi di base.

* Esempio 4.3.3. In un esperimento ¢ stata misurata la secrezione di tromboglobulina urinaria in 12
pazienti sani e in 12 pazienti diabetici. I dati relativi all'esperimento clinico sono riportati nella Tavola
4.3.3.
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Tavola 4.3.3. Secrezione di tromboglobulina.
paziente sano  xy; paziente malato  xy;

1 4.1 1 11.5
2 6.3 2 12.1
3 7.8 3 16.1
4 8.5 4 17.8
) 8.9 5 24.0
6 10.4 6 28.8
7 11.5 7 33.9
8 12.0 8 40.7
9 13.8 9 51.3
10 17.6 10 56.2
11 24.3 11 61.7
12 37.2 12 69.2

Fonte: van Oost, Veldhayzen, Timmermans e Sixma (1983)

Si sospetta che 1 pazienti diabetici abbiano una secrezione di tromboglobulina differente dai pazienti
sani, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : p11 = o = p contro Hy : 3 # po. Dal
momento che T = 13.5333, Ty = 35.2750, s7 = 77.4939 e s3 = 376.6335, allora s,, = 227.0637, da
cui t = 3.3838. Di conseguenza, il livello di significativita osservato risulta

(tpss = 2 Pr(tyy > 3.3838) = 0.0027 .

Dato che la significativita osservata ¢ molto bassa, vi ¢ una forte indicazione a concludere che i
pazienti diabetici abbiano una secrezione di tromboglobulina differente dai pazienti sani. Infatti, si puo
respingere Hj ad ogni livello di significativitda o > 0.0027. Risulta — 2logr = 10.0561 e dunque si
ha

Qnoss = Pr(x7 > 10.0561) = 0.0015,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. O

4.3.5. 1l test F' di Snedecor per l'omogeneita delle varianze. Si supponga di considerare due
campioni casuali indipendenti (x11,...,%1,,) € (Z21,...,Tap,,) rispettivamente da X7 ~ N (pq,v1) €
Xo ~ N(ug,v9), ovvero da due variabili casuali Normali indipendenti con differenti medie e
varianze. Se inoltre n = n; + ny ¢ la numerosita campionaria globale, il modello statistico ¢ dato da

2 1 Tji — [y
-Etl,ug,vl,vg — fn . fn(mlla ceey Tlng, L21y - - - 7m2n2) = HH QS )
Yj V'Y

j=1i=1

dove (1, p12,v1,v2) € R? x RT x R e dove per semplicita di notazione si ¢ eliminato la dipendenza
di f,, dai parametri. Si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : v; = v9 = v contro Hy : v # vs.
Dunque, si ha

@ = {(,Uflal'@yvlav?) . (Ml,ﬂg,vl,vg) S R2 X R+ X R+}

O = {(N17M2;U17U2) 11 =V, 1 €ER, py € R}.

Se ;e s? rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie della media campionaria X ; e
della varianza campionaria 5’]2 per il j-esimo campione, la funzione di log-verosimiglianza ¢ data da

2
m; .
Z(M17#27U17U2) = 10gC+Z (— él()gvj — 2—7
=1 Yj

(54 - "))
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In maniera analoga all'Esempio 3.1.2, adoperando la disuguaglianza del medesimo esempio
rispettivamente con d = s? e d = s3, si ha

2 2
U, p2; v1, v2) < loge + Z (‘ EJIOng - #> = U(T1, T2, v1, v2)

=1 21)]'
<10gc+Z( ]logsz—ﬁ)
2
= l(thQ:S%;S%) = max  l(p1,p2,v1,02) .

(11, 2,01,09) €O

Inoltre, tenendo presente la definizione di s?, data nella §4.3.4, si ha

2

(1, 2, v,v) < loge — glogv - 7;& = (71, T, v, )
v
<logc — L log s? — o Ty, Ty, 52,5%) = max  I(p, p2,v1,09) .
2 2 (11,42,01,02) €O

Di conseguenza, la determinazione campionaria di R ¢ data da

_ _ , . 9 n; .
r— el(xl@2753’,753’,)71(901,xg,s%,sg) _ ef%logsiﬂrzj:]?"logsf _ 6721 ]%(logs —logs?)

1
2 S%v 2 ny *%nl N9 *%nz 1 7%7“ (?’Ll—l)f 7%712

() ) e ) ()
T\ S n n (nl—) ny — 1

dove

CIJ

1
F==2
C

[\

Dal momento che le statistiche (n; — 1)Sfj Ju ~ X%jq sono indipendenti in quanto i campioni sono
indipendenti, se Hj ¢ vera, f ¢ una determinazione della statistica

o Sa _ (= 1)S4/v)/(m — 1)
Sh o (e =1)8%/v)/(na = 1) 7

distribuita come una F' di Snedecor con (n; — 1) e (ny — 1) gradi di liberta. In questo caso,  non ¢
una funzione biunivoca di f e quindi i test costruiti su R e F' non sono equivalenti. Tuttavia, notando
che r = r(f) ¢ una funzione prima crescente e successivamente decrescente, allora la regione critica
del test e del tipo 77 = {f : f < c1, f > 2}, dove ¢1 e ¢y vanno scelti in modo tale che r(¢;) = r(c2)
e Pr(ci < F—1pny-1 <c2) =1—c. Questa procedura risulta piuttosto complessa e quindi
usualmente si adotta come regione critica

Ti={f:f<F_1n-1a2f > Fo1n-11-a/2} -

Dato che la distribuzione di F' non ¢ simmetrica, il livello di significativita osservato non ¢ definito.
Tuttavia, dato che per n; e no elevati la distribuzione di F' ¢ approssimativamente simmetrica, se si €
osservato il valore campionario f, usualmente si pone

Qpgs = Qmin(Pr(Fnl 1,m—1 < f) Pr( ny—1,ne—1 > f))

)

Per grandi campioni la quantita

—2logr—2n710g<

J=1

»
QMNI\D
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. L . . d . . C o
¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — X}, in quanto vi sono quattro parametri, di cui tre
da stimare sotto ipotesi di base.

Quando non si ¢ sicuri che l'ipotesi di omoschedasticita nella §4.3.4 risulti valida, si dovrebbe
eseguire in maniera preliminare il test analizzato in questa sezione e successivamente, se 1'ipotesi di
base ¢ accettata, si dovrebbe procedere con la verifica di ipotesi sulle medie. Tuttavia, se i due test
sono effettuati rispettivamente ai livelli di significativita o e aw, allora l'ipotesi di uguaglianza delle
medie verra accettata al livello (1 — aq)(1 — a2), dal momento che si puo dimostrare che le due
statistiche test sono indipendenti. Dunque, in effetti il livello di significativita complessivo sara dato
da o = a1 + as — ajas. Questa serie di test successivi ¢ detta test in cascata. In generale le statistiche
test di un test in cascata non sono indipendenti e quindi diventa estremamente complesso calcolare il
livello di significativita globale.

* Esempio 4.3.4. Una fabbrica produce un tipo specifico di sfere di acciaio del diametro di 1 micron.
Alla fine di una giornata di produzione sono stati estratti due campioni casuali di 10 sfere fra quelle
prodotte da due macchinari ed ¢ stato misurato il loro diametro, ottenendo i dati della Tavola 4.3.4.

Tavola 4.3.4. Diametro delle sfere (in micron).
sferamac. 1 xy; sferamac.2 o

1 1.18 1 1.72
2 1.42 2 1.62
3 0.69 3 1.69
4 0.88 4 0.79
) 1.62 5 1.79
6 1.09 6 0.77
7 1.53 7 1.44
8 1.02 8 1.29
9 1.19 9 1.96
10 1.32 10 0.99

Fonte: Romano (1977)

Si vuole controllare se la produzione ¢ sotto controllo, ovvero se i due macchinari producono sfere
con la medesima precisione, e dunque si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : v; = vy = v contro
H; : v1 # vy. Dal momento che per questi dati ¢ immediato verificare che T; = 1.1940, T = 1.4060,
s%, = 0.0755, s2, = 0.1651, allora si ha f = 0.4574. Di conseguenza, il livello di significativita
osservato risulta

pss = 2Pr(Fyg > 0.4574) = 0.2592 .

Dato che la significativita osservata ¢ abbastanza alta, si puo concludere che i due macchinari
producono sfere con la medesima precisione. Infatti, si pud accettare H, ad ogni livello di
significativita o < 0.2592. Dal momento che — 2logr = 1.4918, si ha

Qnoss = Pr(xd > 1.4918) = 0.2219,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. Supponiamo di voler verificare inoltre il sistema
di ipotesi Hy: py = pe = p contro Hy : py # po. Dal momento che si ha s, = 0.1203, allora
t = 1.2965. 11 livello di significativita osservato risulta

(toss = 2 Pr(tys > 1.2965) = 0.2112 .

Dato che la significativita osservata ¢ abbastanza alta, si pud concludere che i due macchinari
producono sfere con il medesimo diametro. I due test sono in cascata e si puo scegliere i livelli di
significativita pari a

ar =oay=1—+1-—0.05~0.0253
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per accettare 1'ipotesi di base ad un livello di significativita globale pari a o = 0.05. O

4.3.6. 1l test ¢t di Student per dati appaiati. Si supponga di considerare due campioni casuali
dipendenti (x11,...,21,) € (%21, ..., T2,), relativi ad un gruppo di n soggetti su cui ¢ stata osservata
una certa variabile casuale prima e dopo un trattamento. In questo caso 1'obiettivo ¢ quello di valutare
l'efficacia del trattamento. I dati di questo tipo sono detti dati appaiati. Al fine di analizzare queste
osservazioni si costruisce il nuovo campione casuale (dy,...,d,), dove d; = x9; — x1;. Supponendo
che questo ultimo campione casuale provenga da D ~ N(u,v), la verifica dell'efficacia del
trattamento si riduce a considerare il sistema di ipotesi Hp:pu =0 contro H;:pu#0 (o
eventualmente l'opportuno sistema di ipotesi direzionale). In questo caso, ¢ sufficiente applicare le
procedure di verifica di ipotesi basate sul test ¢ di Student discusse nelle §4.3.1 e §4.3.2.

* Esempio 4.3.5. Su 8 pazienti con anemia cronica grave ¢ stato misurato l'indice di infarto prima e
dopo un trattamento medico e i relativi dati sono stati riportati nella Tavola 4.3.5.

Tavola 4.3.5. Indice di infarto dei pazienti con anemia (in ml/battito/m?).
paziente prima dopo  d;

1 109 56 —53
2 o7 4 —-13
3 93 35 2
4 o7 40 —17
) 68 62 -6
6 72 46 —26
7 o1 49 =2
8 65 41 —-24

Fonte: Bhatia, Manchanda e Roy (1969)

Per vedere se il trattamento ¢ stato effettivo e quindi per determinare se l'indice di infarto ¢
diminuito, si vuole verificare dunque il sistema di ipotesi Hy : ;x = 0 contro H; : ;¢ < 0. Dal momento
che si ha d = — 17.3750 e s. = 16.3845, allora t = — 2.8055. Dunque, il livello di significativita
osservato risulta

Qpss = Pr(t; < —2.8055) = 0.0132.

Dato che la significativitd osservata ¢ piuttosto bassa, si deve concludere che il trattamento ¢ stato
effettivo, dal momento che si puo respingere H\ ad ogni livello di significativita o > 0.0132. O

4.3.7. L'analisi della varianza ad un criterio. Si supponga di considerare m campioni casuali
indipendenti (x;1,...,2j,,) rispettivamente dalle variabili casuali X; ~ N(u;,v), ovvero da m

variabili casuali Normali indipendenti con differenti medie e uguale varianza. Sia inoltre n = >

j=1"j

la numerosita campionaria globale. In questo caso, il modello statistico ¢ dato da

m_ 1y

1 Tji —
f,“«l.../l, .'U:{fn:fTL(x117"'7x1n17"‘7‘/'U’IYL17“'7']:7TLTL )IHH ¢< : >}7
e m \/5 \/E

j=1i=1

dove (p1,..., ftm,v) € R™ x RT e dove per semplicita di notazione si ¢ eliminato la dipendenza di
fn dai parametri. Si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy: p) = ... = p,, = g contro
Hy:pj#,35#1=1,...,m. Dunque, si ha

SES {([Ll,...,ﬂ7n,U) : (/vl’la"'numyv) € R™ x R+} 5
mentre

@0:{(/1’177/1‘77171})./*’[’1 — ... :/«l"yn, U€R+}.
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Se ;e s? rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie della media campionaria X ; e
della varianza campionaria S? per il j-esimo campione, allora estendendo i risultati della §4.3.4 la
funzione di log-verosimiglianza ¢ data da

T logc+Z( FLlogu— 5L (57 + (a; m)))

zlogc—§10gv—%——ZnJ ,

dove

j=1
In maniera analoga alla §4.3.4, si ha
2
l(:ula ,,um,v) < IOgC - glogv - % = l(fl, 7fm7v)
<logc— glogsfv - g =Ty, ..., T,y S°)

= max  l(py, ...y fm,v) .
(111, « s b ,0) EO

Inoltre, tenendo presente che se Hy ¢ vera si dispone in effetti di un unico campione da una N (u,v),
allora

_ — 9y
Wy ooy pyv) <U(ZTy...,T,s°) = max (g1, .-y o, V),
(ﬂ/lv . '7IU’IIL7U)€®0
dove
1 m
T = ﬁ n]T]
=1
e
n
1 m J
2 —\2
j=1i=1

In completa analogia con la §4.3.4, si ha dunque s* = s + s7, dove
1 m
“ a2

Di conseguenza, risulta

Iz,...,T,s%) = logc — glogSQ— g

dove
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Tenendo presente i risultati della §4.3.4, s? e s2 sono le determinazioni campionarie di due statistiche
Sy e S2 indipendenti. Inoltre, dal momento che nSy/v =37 n;S?/v, dove le statistiche
n;S3 /v ~ x;._; sono indipendenti, per la proprieta i) della §A.3.2, si ha nS; /v ~ x;_,. Risulta
2 2 2
nS*  nSy n nsSj

v v v

mentre si ha n.S? /v ~ x2 | di nuovo per la proprieta i) della §A.3.2, e quindi si deve necessariamente
concludere che nSZ/v ~ x% _,. Dunque, se Hy ¢ vera, f ¢ la determinazione campionaria della
statistica

(n—m)S} _ (nSp/v)/(m—1)

B = o DSE ~ nS2/0)/(n—m)

distribuita come una F' di Snedecor con (m — 1) e (n — m) gradi di liberta. In questo caso, r ¢ una
funzione monotona decrescente di f e quindi i test costruiti su R e F' sono equivalenti. Dal momento
che rifiutare H per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare per determinazioni elevate di
F, la regione critica del test ¢ data da

T ={f: /> Futamial
Se si ¢ osservato il valore campionario f, il livello di significativita osservato risulta infine
Qoss = Pr(Fr—1n—m > f) .
Anche se la distribuzione della statistica test € nota per campioni finiti, per grandi campioni

m—1

—2logr = nlog(l + u) ,

n—m

L . . d . . Coe

¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — X2, ;, in quanto vi sono (m + 1) parametri, di cui
due da stimare sotto ipotesi di base.

* Esempio 4.3.6. In tre zone nei pressi di Bimini Lagoon alle Bahamas sono stati effettuati alcuni
prelievi di acqua e sono stati misurati 1 relativi coefficienti di salinita (numero di parti per mille)
ottenendo in questa maniera i dati della Tavola 4.3.6.

Tavola 4.3.6. Indici di salinita (numero di parti per mille).
zonal x1; zona2 xy; zona3 Ty

1 37.54 1 40.17 1 39.04
2 37.01 2 40.80 2 39.21
3 36.71 3 39.76 3 39.05
4 37.03 4 39.70 4 38.24
) 37.32 ) 40.79 ) 38.53
6 37.01 6 40.44 6 38.71
7 37.03 7 39.79 7 38.89
8 37.70 8 39.38 8 38.66
9 37.36 9 38.51
10 36.75 10  40.08
11 37.45

12 38.85

Fonte: Till (1974)
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Si ¢ interessati a determinare se la salinita ¢ identica nelle tre zone considerate, ovvero il sistema di
ipotesi  Ho:py = po = pug =p  contro Hy:p;#y, 3Jj#1=1,2,3. Dal momento che
T) = 37.3133, Ty = 40.1038, T3 = 38.8920, s? =0.3008, s3=0.2471 e s3 = 0.2348, allora
s2 = 0.2645 e s7 = 1.2934, da cui f = 66.0210. Di conseguenza, il livello di significativita osservato
risulta

Npss = PI‘(FQ’27 2 66.0210) ~0.

Dato che la significativita osservata ¢ estremamente bassa, vi ¢ una forte indicazione a concludere che
le salinita sono differenti nelle tre zone considerate. Inoltre — 2logr = 53.2000 e dunque si ha

Qposs = PT(X% > 532000) ~0,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. O

4.3.8. La regressione lineare. Si consideri il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8 e si
supponga di voler verificare il sistema di ipotesi Hy : b = 0 contro H; : b # 0. Dunque,

O = {(a,b,v) : (a,b,v) € R* x R"}

O ={(a,b,v):b=0,a € R, veR"}.
In base ai risultati dell'Esempio 3.1.5, si ha

I(a,b 1(@,0,s%),
max (a,b,v) =1(a,b, s?)

2

~ = 2 2 _
dove @ =7, b = s,,/s; e 57 = s,

3.1.2cond = 8112/’ risulta

— szy /s%. Inoltre, tenendo presente la disuguaglianza dell'Esempio

2

l(a,0,v) =logc — glogv— % [s2+ (7 — a)*] < logc — glogv— % =1(g,0,v)
<logc— glog 35 — g = l(y,(),sz) = (m&z}é@ol(a,b,v) .
Inoltre, si ha
s? s
533:533_ SL;—FSL; :si(l—n2)+5§n2:s?+si,

2

dove 57 = s2(1 — n?) e 52 = s27)%, mentre

2
2 5

"=

2
555

2
y
¢ il coefficiente di determinazione lineare. E noto che l'indice 7? rappresenta la percentuale di
variabilita spiegata dal modello lineare (vedi Fattorini, 1997). Dunque la varianza totale 32 puo essere

scomposta in una parte spiegata dal modello lineare, ovvero s2, ed in una parte residua, ovvero s2. In
questo caso, la determinazione campionaria di R ¢ data da

77 7 n
r= el(y,O s2)—l@b,s Zlog(s24s2)+2log s?

52 —n/2 -n/2
- (1 ) _ (1 v L)
n—2

=€

dove
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f=m-2)

ﬁmw | o:cnw

.. . ~2 . .
Tenendo presente i risultati della §3.1.5, essendo s? = s%b ", allora s> e s? sono le determinazioni

campionarie di due statistiche S? e S? indipendenti. Inoltre, dal momento che nS?/v ~ x2 , e
~2 . . . . _r

nS?/v=ns’B" Jv ~ x3, se Hy ¢& vera, f ¢ la determinazione campionaria di una statistica

Sz nS? Jv

S (nSp/v)/(n—2)°

F=(n-2)

distribuita come una F' di Snedecor con 1 e (n — 2) gradi di liberta. In questo caso, r ¢ una funzione
monotona decrescente di f e quindi i test costruiti su R e F' sono equivalenti. Dal momento che
rifiutare H\ per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare per determinazioni elevate di F/,
la regione critica del test ¢ data da

Ti={f:f>Fip2i-a}-
Se si ¢ osservato il valore campionario f, il livello di significativita osservato risulta infine

Qpgs = Pr(Fl,n—Q > f) .

* Esempio 4.3.7. Su 36 piante di eucalipto sono state rilevate rispettivamente la densita e la durezza di
Janka, ottenendo in questa maniera i dati della Tavola 4.3.7.

Tavola 4.3.7. Densita e durezza degli eucalipti.
eucalipto densita durezza eucalipto densita durezza

1 24.7 484 19 42.9 1270
2 24.8 427 20 45.8 1180
3 27.3 413 21 46.9 1400
4 28.4 017 22 48.2 1760
) 28.4 549 23 51.5 1710
6 29.0 648 24 51.5 2010
7 30.3 587 25 53.4 1880
8 32.7 704 26 56.0 1980
9 35.6 979 27 56.5 1820
10 38.5 914 28 57.3 2020
11 38.8 1070 29 57.6 1980
12 39.3 1020 30 59.2 2310
13 39.4 1210 31 59.8 1940
14 39.9 989 32 66.0 3260
15 40.3 1160 33 67.4 2700
16 40.6 1010 34 68.8 2890
17 40.7 1100 35 69.1 2740
18 40.7 1130 36 69.1 3140

Fonte: Williams (1959)

Si noti che la durezza di Janka ¢ una importante caratteristica del legname che risulta tuttavia
difficilmente rilevabile, mentre la densitd pud essere misurata in modo semplice. Sarebbe dunque
opportuna l'esistenza di un legame lineare fra le due quantita, in modo tale che la durezza di Janka
possa essere prevista sulla base della densita. Di conseguenza, si ¢ interessati a verificare il sistema di
ipotesi Hy : b = 0 contro H; : b # 0.Una volta considerati gli scarti delle misurazioni relative alla
densita, ¢ immediato verificare che @ = 1469.4722 ¢ b = 57.5067. Inoltre, dal momento che
n? = 0.9493, si ottiene f = 636.9794. Dunque, il livello di significativita osservato risulta

Npss = PI'(F1734 Z 6369794) ~0.
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Dato che la significativita osservata ¢ estremamente bassa, vi € una netta indicazione a concludere che
esiste un forte legame lineare fra la durezza di Janka e la densita. In effetti I'indice 7? evidenzia che
circa il 95% della variabilita ¢ spiegata dal modello lineare.

I dati della Tavola 4.3.7 sono rappresentati graficamente nella Figura 4.3.1 insieme con la retta di
regressione. O

020 110 0 10 20 30

Figura 4.3.1. Diagramma per punti e retta di regressione per i dati della Tavola 4.3.7.

4.3.9. I test per dati categoriali. Si supponga di disporre di un campione casuale di n osservazioni da
una variabile qualitativa X che assume valori su k categorie esaustive € mutuamente esclusive. Sia
inoltre p; la probabilita di osservare un valore nella j-esima categoria e sia n; la frequenza assoluta di

osservazioni nella medesima categoria. Ovviamente, si ha 3 7;_;n; = n. L'informazione campionaria &

contenuta nel vettore di frequenze (nq,...,ny), dette appunto frequenze osservate. Dal momento che
il campione ¢ casuale e che le categorie sono esaustive e mutuamente esclusive, allora (ng,...,ny) €
la realizzazione di un vettore casuale (IVy,...,Ny) distribuito come Mu(n;p,...,pr). Tenendo

presente che p, =1 — 21;2—11 p; e che quindi solo i primi (k — 1) parametri sono distinti, il modello
statistico in questo caso ¢ dato da

k
n ,.
Foropr = Sn s fu(na, oo smes pry oo pre1) = ( ) [T/ 1401, ) ¢
ny...Ng =1

dove l'insieme A ¢ definito nella §A.2.2, mentre (py, ..., pr—1) € Sk_1 ¢

k—1
Skfl - {(pla"'apkl) ‘D S (071)7229] S 17]: 15"'71{7_ 1} .

=

Si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy:p;j=poj, j=1,...,k—1, contro Hi: p; # poj,
. k— .
dj=1,...,k —1,dove (po1,---, Po(k-1)) € Sk—1€por =1 — Z]-:llpoy- Si ha

©={(p1,---so6-1) : (D1y---, Dk—1) € Sk—1}»
mentre risulta
@0:{(p177pk*1) pj:p(J]a.]: 177k_1}

Per evidenti motivi le componenti del vettore (npy1, ..., npo;) sono dette frequenze attese. Quindi, se
si pone P; = n;/n, la funzione di log-verosimiglianza ¢ data da
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K
(s pro1) =loge+n > P;logp;, (pr, ..., pe—1) € Skt -
s

Tenendo presente la disuguaglianza della teoria dell'informazione

k k
Zajlogbj < Zajlogaj,
=1 =1
dovea; > 0,b; >0e Z;Llaj = Z;lej = 1 (vedi Rao, 1973), si ottiene

k k
I(p1y.- s pr—1) = loge + nZ’ﬁjlogpj <logc+ nZﬁjlog”pj
— —

j j
:l(ﬁ17"'7ﬁk—l): max l(pl?"'7pk_l)'
(P1y--Pr-1)€O
Inoltre, ¢ immediato verificare che
Wpots---spok-1)) = max_ Upi,...,pr-1) -

(p17' . -’pk—l)eeo
La determinazione campionaria di R ¢ data da

~ ~ ko~ ko~ ~
r = el(p017"'7p0(k—1))7l(p]7"'7pk'—]) — ean:]pjlogpo‘}*nz‘}:]p‘}logpj

k nD;
=1 \ Pj

La distribuzione per campioni finiti di R non puo essere ottenuta in modo semplice e quindi ¢
conveniente adoperare i risultati per grandi campioni. Dunque, la quantita

k
—2logr = — 2nZﬁjlog<@>
p.

j=1 j

¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, < X2_,in quanto vi sono (k — 1) parametri.
Tenendo presente le proprieta della Multinomiale (vedi §A.2.2), si ha

_ M N _ N _ N
P P Pl P
_ N _ N N _ N
— Do Do P P
L.(pot; -, pogk—1)) = — E S0 . . .
_ N _ N ver N N
2 2 2 2
Dok Do Pok-1) Do
n n n n
Po1 + Dok Pok Dok
— Pok P02 + Dok Pok
n n . n n
Pok Pok Po(k—1) Pok

Dunque, sulla base della discussione fatta nella §4.2.3, una statistica che fornisce un test equivalente a
— 2log R,, per grandi campioni ¢ data da
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Qn= D1 —Pots-- D1 — Pogk—1)) Tn(Pots -, Doge—1)) By — Po1s -+, D1 — Dok—1))

1 (3, Rooklkly,

_ pOJ ZZ n(p; — poj (P — por)
= ==

2

_y 1M+1 “@,_pﬁ.)
— nPo; por \4= "’ ’

_ A (npg npoj)2 I n(Dy pOk i npo; 2
=1 nPo; = nPoj

La statistica test (),, € la cosiddetta statistica di Pearson. Dato che @),, ha le medesime proprieta per

grandi campioni di — 2log R,, allora risulta ), LA X2_,. Tuttavia, si pud dimostrare che (),, converge
piu rapidamente di — 21log R,, (vedi Ferguson, 1996). Infatti, una numerosita campionaria din > 25 ¢
solitamente adeguata per l'approssimazione per grandi campioni, qualora nessuna delle frequenze
attese sia minore di 1. In caso contrario, si puo raggruppare le categorie in modo da ottenere frequenze
attese maggiori di 1 per ogni categoria. Infine, la regione critica per grandi campioni di @),, ¢ data da

2
T =19:92> Xs-11-a) >
mentre per un dato valore campionario q il livello di significativita osservato risulta
Qposs = Pr(X%—l > q) .
* Esempio 4.3.8. In un esperimento di genetica sono stati considerati ibridi di pomodoro con un

rapporto atteso di quattro fenotipi pari a 9 : 3 : 3 : 1. I dati della Tavola 4.3.8 sono relativi al numero
di piante generate per ogni fenotipo.

Tavola 4.3.8. Numero di piante di pomodoro per fenotipo.

Fenotipo Frequenze osservate
Alto, foglia corta 926
Alto, foglia a patata 288
Nano, foglia corta 293
Nano, foglia a patata 104

Fonte: McArthur (1931)

Si vuole verificare sperimentalmente i risultati della teoria genetica, ovvero il sistema di ipotesi
Hy:p1 =9/16,po = 3/16,p3 = 3/16 contro H, : p; # poj, 3j# 1 =1,2,3. Ovviamente risulta
ps = 1/16. Dal momento che n = 1611, allora ¢ immediato ricavare che p; = 0.5748, P, = 0.1788,
p3 = 0.1819 e p, = 0.0645. Dunque, risulta — 2logr = 1.4776, con un livello di significativita
osservato per grandi campioni

Qnoss = Pr(x3 > 1.4776) = 0.6875 .
Inoltre, si ha ¢ = 1.4687, con un livello di significativita osservato per grandi campioni
Qnoss = Pr(x3 > 1.4687) = 0.6895 .

Data I'elevata numerosita campionaria i due test forniscono ovviamente risultati quasi equivalenti, e
quindi si deve concludere che i risultati teorici sono in questo caso supportati dall'evidenza empirica.l[]

4.3.10. I test per l'indipendenza nelle tavole di contingenza. Si supponga di disporre di un
campione casuale di n osservazioni da una coppia di variabili qualitative (X, Y') che assumono valori
rispettivamente su k£ e h categorie esaustive € mutuamente esclusive. Sia inoltre p; la probabilita di
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osservare un valore contemporaneamente nella j-esima categoria di X ¢ nella l-esima categoria di Y ¢
sia nj la frequenza assoluta di osservazioni nella medesima categoria. Ovviamente, risulta che

k h . h k . . .
> im12 1= = n. Inoltre, si pone > ;- njy =nj e > nj = ny. Questo tipo di osservazioni
campionarie viene usualmente organizzato nella cosiddetta tabella di contingenza (vedi Tavola 4.3.9).

Tavola 4.3.9. Tabella di contingenza.

1 2 .. I -« h Totale
1 nyy Nz e My o Ny Ny
2 No1 Mg e+ My 0 Mo Mg
J i1 Myo s Mg s Nyp T+
k ng Ng2 0 Mg o0 Nph Mg
Totale ny1 nye -+ Ny - Nap n

Si  noti che l'informazione campionaria ¢ contenuta nel vettore di frequenze

(NA1yeev s Mihyeev s M1y - -, N ). Dal momento che il campione ¢ casuale e che le categorie sono
esaustive e mutuamente esclusive, allora (ni1,...,n1p, ..., M1, ..., 7%,) € la realizzazione di un
vettore casuale Mwu(n; pi1, ..., Pihy---s Pkly---> Pkn). Tenendo presente che solo i primi (kh — 1)
parametri sono distinti, il modello statistico in questo caso ¢ dato da
‘7:1’117-~-~,P1h,~-~:Pk17-~-~,Pk(h,71) = {fn : fn(nlla ceey Mahy ooy MLy - - 7nkh) =
n k h
Uz
= ( )HHI%; ]-A(nlh R LT TRRRER £775 P 7nk‘h)} D
nip... Mip oo N1 oo NEp, J=11=1

dove per semplicita di notazione si ¢ eliminato la dipendenza di f,, dai parametri ¢ dove l'insieme A ¢
definito nella §A.2.2, mentre (pi1,..., Pihs -+ s Dily--- s Ph(h-1)) € Sk(h—1) €

k_h—1
Sk(n-1) = {(pu,--- TPl -5 Dhts -5 Pr(hen) - P € (0,1), Y " py < 1} :
=1 =1

Si denoti ora con p;; la probabilita di avere una osservazione nella j-esima categoria di X, ovvero
Dj+ = 27:1 pji, € con py; la probabilita di avere una osservazione nella |-esima categoria di Y, ovvero
D41 = Zgzlpﬂ. Risulta dunque interessante verificare l'indipendenza delle due variabili categoriali,
ovvero il sistema di ipotesi Hy : pj = pj+p+1,5=1,...,k,l=1,...h, contro H; : pj # Djt+ P11,
dj=1,...,k, 1 =1,...,h. Dunque, si ha

O = {(p117 ceesPlhy -+ s PELy - - 7pk'(h—1)> : (plla «oesPlhy sy Pkly--- 7pk(h—1)) € Sk(h—l)}

@O = {(pHJ"'7p1h7--'7pk17"'7pk(h71)) PP :pj+p+l7j: 17"'kal = 17h} .

Quindi, se si pone p;; = n;;/n, la funzione di log-verosimiglianza ¢ data da

kh
Upity -« s Pihy o s PhLs -+ Pr(no1)) = loge +n Zﬁﬂ log pii ,
=1 1=1
con (Pi1, .-y Plhs -+ Pkls---s Pi(h-1)) € Sk(h—1)- Tenendo presente i risultati della §4.3.9, si ottiene

noltre
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UPiis - sPihy oo s Dily -5 Dr(h-1)) = loge + nzz/ﬁjl log pji
J=11=1

k. h
< logc + NZZ@J logDjy = U(Pr1s s Pins s Pty - a/ﬁk,(hfl))

= max L(P11y -+ s Dby -+ DELy -+ s Di(h—1)) -
(D115 sP1hse - 5Dkl s - s Pi(h-1)) €O

In modo analogo alla §4.3.9, e tenendo presente che sotto ipotesi di base la verosimiglianza dipende
solo da (Piy, -+ P(k—1)4> Pi1s -+ s Pr(h—1))> POSLO D; = njy /ne P,y = nyy/n siha

k h
l(p1+7 sy Plk—1)+5 D+15 - - 7p+(h—1)) - log c+mn Z/ﬁyr log Dj+ + 1 Z/ﬁqtl 10gp+l
=1 =1

k h
<logc+nY Pjylogh +nY Pyloghy =1Bres- s Dt)yrs Dits - Pighor))
=1 =1
= max L(Pros s Dlh=1)4> P1s -+ s Do(h-1)) -
(P15 - 5P(—1)+P+1 5 P+ (h—1)) €EO0

La determinazione campionaria di R ¢ data da

r = el(/lerV . 'j)(ktfl)ﬁw/ﬁ#»l:' . '5ﬁ+(h—1))_l(/’ﬁ117' . 'fﬁlhv' . ~7?7\k15' . '7?7\k(h71))

o~ ~ o~ ~ k B~ o~ —1
— ean:]pj+1°gpj++n21:1p+11°gp+l*n2j:]Zl:lpjll(’gpjl — J

h npj
~ J
[TIIP i

j=1l=1

E evidente che la distribuzione per campioni finiti di R non puo essere ottenuta in modo semplice e
quindi € conveniente adoperare 1 risultati per grandi campioni. Dunque la quantita

k h k h
—2logr = —2n (Z Dyi logByy + ) Pyloghy = Y D By log@-l>

=1 =1 j=1 1=1

.. ) L. d ) : )
¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — X%kfl) (h—1)> I quanto vi sono (kh — 1) parametri,

di cui (k + h — 2) da stimare sotto ipotesi di base.
Con una dimostrazione analoga a quella della §4.3.9, una statistica che fornisce un test equivalente
a — 2log R, per grandi campioni ¢ data da

ZZ (i — npj-i-p—l—l)

=1 1=1 nP;j D

detta statistica di Pearson per l'indipendenza. Dato che (), ha le medesime proprieta per grandi
campioni di — 2logR,, allora si ha @, — X%k_l)(h—l)- Anche in questo caso una numerosita

campionaria di n > 25 ¢ solitamente adeguata per l'approssimazione per grandi campioni, qualora
nessuna delle frequenze attese sia minore di 1. Infine, la regione critica per grandi campioni di @Q),, €
data da

Ton ={0: 4> X 1)1a) -

mentre per un dato valore campionario q il livello di significativita osservato risulta
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Onoss = Pr(X%kfl)(h—l) > q).

* Esempio 4.3.9. | dati della tabella di contingenza della Tavola 4.3.10 sono stati raccolti durante uno
studio della malattia di Hodgkin. Ognuno dei 538 malati ¢ stato classificato per tipologie istologiche
(indicate con le sigle LP, NS, MC e LD) e per la risposta dopo tre mesi di trattamento.

Tavola 4.3.10.
positiva parziale nessuna Totale
LP 74 18 12 104
NS 68 16 12 96
MC 154 54 58 266
LD 18 10 44 72
Totale 314 98 126 538

Fonte: Dunsmore e Daly (1987)

Si vuole verificare che la risposta al trattamento ¢ indipendente dalla tipologia istologica del malato,
ovvero il sistema di ipotesi Hy : pjy = pj+p+1,J = 1,2,3,4,1=1,2,3, contro H; : pji # pj+P+i,
3j=1,2,3,4, 1=1,2,3. E immediato ricavare che — 2logr = 68.2955, con un livello di
significativita osservato per grandi campioni

QU oss = Pr(x2 > 68.2955) ~ 0.
Inoltre, si ha ¢ = 75.8901, con un livello di significativita osservato per grandi campioni
Qnoss = Pr(x2 > 75.8901) ~ 0.

Data l'elevata numerosita campionaria due test forniscono ovviamente risultati quasi equivalenti,

ovvero si deve concludere che la risposta al trattamento dipende dalla tipologia istologica del malato.
O
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Capitolo 5

La stima per intervalli

5.1. Gli intervalli di confidenza

5.1.1. La definizione di intervallo di confidenza. Si consideri un modello statistico Fy, dove 6 € un

parametro univariato. Piuttosto che selezionare sulla base del campione (1, ..., x,) un unico valore
come nella stima per punti, puo essere utile dal punto di vista operativo ottenere un insieme di valori
plausibili di 6.

Supponiamo che esista una funzione
P:C,x0 =R,

tale che P = P(Xj,..., X,,; 0) abbia una distribuzione che non dipende da 6. La variabile casuale P,
detta quantita pivot, non ¢ una statistica dal momento che dipende dal parametro 6. Se c; e ¢, sono due
valori tali che

Pro(c1 < P(X1,...,X;0) <) =1—a,
ese L=L(Xy,....,X,)eU =U(Xy,...,X,) sono statistiche tali che

{(z1,...,20) 11 < P(x1,...,2,;0) < 2} &
S {(z1,... xn) s Lz, .oyx) <0< U(zy,y...,20)},

allora (L(x1,...,2,),U(21,...,2,)) & detto intervallo di confidenza per 6 al livello di confidenza
(1 — «). In questo contesto, il termine “confidenza” ¢ da intendersi nel senso di sicurezza.

La nozione di intervallo di confidenza deve essere adoperata con una certa cautela, ovvero non si
deve affermare che il vero valore del parametro 6, ¢ contenuto in un intervallo con probabilita pari a
(1 — «). In termini rigorosi di probabilita, una volta che l'intervallo di confidenza ¢ stato determinato
sul campione, questo contiene il vero valore 6, con probabilita 0 o 1. Si puo affermare invece che
l'intervallo di confidenza ¢ la determinazione di un procedimento casuale che sceglie intervalli in
modo tale che la probabilita di ottenere un intervallo contenente 6, ¢ pari a (1 — «).

E possibile ottenere un intervallo di confidenza solo quando P(x1,...,x,;0) & funzione monotona
di 6. Tuttavia, il concetto di intervallo di confidenza puo essere generalizzato. Data una quantita pivot
P,se B C R ¢un insieme tale che

Prg(P(X1,...,Xp;60) € B) =1—«,
ese E(Xy,...,X,) ¢ un insieme casuale tale che
{(x1,...,2n) : P(x1,...,2,;0) € B} & {(z1,...,2,) : 0 € E(21,...,2,)},

allora E(x1,...,2,) ¢ detto insieme di confidenza per 6 al livello di confidenza (1 — «). Ovviamente,
la nozione di intervallo di confidenza ¢ molto piu utile dal punto di vista operativo di quella di insieme
di confidenza.

Infine, quando la quantita pivot ¢ una variabile casuale discreta, allora esiste un numero finito o
contabile di livelli di confidenza ottenibili, che vengono detti livelli di confidenza naturali.

* Esempio 5.1.1. Se si considera un campione casuale da X ~ N (u, 1), una possibile quantita pivot ¢
data da \/ﬁ()_( — 1t). Questa variabile casuale ¢ in effetti una quantita pivot, dal momento che la sua
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distribuzione non dipende da p essendo /n(X — y) ~ N(0,1). Scelto un livello di confidenza «,
risulta

Pr,(— z1_ap2 < \/ﬁ()_( — ) < Zl—qpp) =1 —a,
da cui

{(@1,em) t =210 < V(T —p) < Z1a2} &
1

1
= {(.fl,...,l'n)lf—zla/g— <M<f+2’1a/2—} .
Vvn N

Si deve dunque concludere che

1 1
(T — Z1-a/2 ﬁ, T+ Z1—q/2 ﬁ)

¢ un intervallo di confidenza per p al livello di confidenza (1 — «). O

5.1.2. La relazione fra gli intervalli di confidenza e il test statistico. Viene ora evidenziata la stretta
connessione che esiste tra il problema della stima per intervalli e quello della verifica di ipotesi.
Questa ¢ anche la ragione per cui la stima per intervalli ¢ stata analizzata successivamente alla teoria
relativa alla verifica di ipotesi.

Dato un modello statistico Fy ¢ il sistema di ipotesi Hy : § = 0, contro H; : 6 # 6y, si consideri un
test corretto al livello di significativita a.. Se Cy € la regione di accettazione del test, ¢ immediato
verificare che Cy dipende dal valore prefissato 6y di 6. Dunque risulta Cy = Cy(#). Inversamente, per
un data realizzazione campionaria (z1, ..., ,) deve esistere un insieme E(z1,...,x,) di valori di 6
per i quali si accetta l'ipotesi di base. I due insiemi sono equivalenti, ovvero

{(x1,...,20) : (z1,...,20) €Co(0)} & {(21,...,20) : 0 € E(x1,...,2,)} .
Dal momento che

{(z1, . mp) s (21,0, 20) €Co(0) ) = {(21, ..., 20) = Loy (21, .., 20) = 1}

e
Pro((X1,..., Xn) € Co(0)) = Pro(gyp) (X1, ..., Xp) = 1) =1 -«

se come quantita pivot si considera la variabile casuale 1¢,) (X1, ..., X,), allora E(z1,...,2,) ¢ un

insieme di confidenza al livello di confidenza (1 — «). Quindi, l'insieme di tutti i valori 6 per cui si

accetta l'ipotesi di base costituisce un insieme di confidenza per . Nel caso che E(xy,...,x,) sia un

intervallo, con la precedente procedura si ottiene ovviamente un intervallo di confidenza e questa
situazione ¢ frequente con i modelli usualmente adoperati in pratica.

Partendo dunque da un test opportuno ¢ possibile costruire un intervallo di confidenza al livello di
confidenza desiderato. Inoltre, piu il test prescelto ha funzione potenza elevata piu l'intervallo di
confidenza risultante ¢ desiderabile, dal momento che a priori dal campionamento la probabilita che
esso contenga un qualunque valore 6 diverso da 6, ¢ bassa. E dunque buona regola costruire intervalli
di confidenza a partire da un test che gode di buone proprieta.

Nel caso che si costruisca insiemi di confidenza a partire dal test del rapporto delle
verosimiglianze, la regione di accettazione per il sistema di ipotesi Hy : 8 = 6y contro H; : 0 # 6
risulta

CO - {(3717 7xn) : L(g;xla ,ZC”) > Ca} D

dove
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Co =romax L(0;z,...,2,)
0cO
e Pry(R < r,) = a. Dunque, il relativo insieme di confidenza E(z1,...,x,) al livello di confidenza
(1 — «) ¢ dato da tutti i valori di 6§ € © per cui la verosimiglianza L(0; x4, ..., x,) ¢ maggiore di c,.

Quando la verosimiglianza ¢ una funzione prima crescente e successivamente decrescente, si ottiene
un intervallo di confidenza.

Se il modello statistico risulta Fy dove @ = (64, OE)T, dove 64 ¢ unidimensionale, supponiamo di
essere interessati a costruire un insieme di confidenza per 64 a partire dal test del rapporto delle
verosimiglianze. In questo caso la regione di accettazione per il sistema di ipotesi Hy : 04 = Oya
contro Hy : 04 # 0y ¢ datada

CO = {(xla 7xn) : L])(HA;xla 7xn) > Ca} .

Di conseguenza, il relativo insieme di confidenza E(x1,...,x,) al livello di confidenza (1 — ) ¢
dato da tutti i valori di 64 € © 4 per cui la verosimiglianza profilo L,(04; x1, ..., x,) ¢ maggiore di
Ca = Ta %%L(O; T1, T2,y Ty)

dove Prg(R < r,) = a. Anche in questo caso, quando la verosimiglianza profilo ¢ una funzione prima
crescente e successivamente decrescente, si ottiene un intervallo di confidenza.

* Esempio 5.1.2. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), si vuole costruire un intervallo di
confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi Hy : i = po contro Hy : o # g, dalla §4.3.1 ¢
noto che la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze risulta

n(T — p)
CO = {(wla 79371) L tn—l,l—a/Z < \/_7 < tn—l,l—a/Q} >

Sc

che ¢ equivalente all'insieme

— SC — SC
(@1, @n) T =ty 1 1ap——= <MW <T+t, 11 -ap—F7 -
Vvn Vn

Dunque,

T —=1lp-11-a/2 \[,93 n—l,l—a/Q\/*
n n

costituisce un intervallo di confidenza per p al livello di confidenza (1 — «).

Se si considera dunque di nuovo i dati dell'Esempio 4.3.1, si vuole costruire un intervallo di
confidenza al livello di confidenza del 95% per il rapporto dei lati dei rettangoli usati dai nativi
americani Shoshoni. Dunque, si sceglie o = 0.05, e tenendo presente i risultati dell'Esempio 4.3.1 si
ha

Se  _ Se
(T — 119,0975 ﬁ7 T + ti9,0.975 ﬁ) = (0.6172,0.7038) . O

* Esempio 5.1.3. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), si vuole costruire un intervallo di
confidenza per v. Se si considera il sistema di ipotesi H : v = vy contro Hy : v # vy, dalla §4.3.3 ¢
noto che la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze pud essere scelta
come
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2 ns* 2
CO — (.%1, “oe ,l'n) . XTL—LO(/2 < 7 < Xn—l,l—a/2

che ¢ equivalente all'insieme

TLS2 nsQ
($1,...,l’n)22—<1}< 5 .
Xn—l,l—a/Q Xn—l,a/Q

n82 n82
2 7 N2
Xn—l,l—a/? Xn—l,a/Q

costituisce un intervallo di confidenza per v al livello di confidenza (1 — «). Sulla base della
discussione dell'Esempio 4.3.3, questo intervallo di confidenza non corrisponde esattamente a quello
si sarebbe ottenuto a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze a causa della scelta
semplificata fatta per i quantili.

Se si considera dunque di nuovo i dati dell'Esempio 4.3.1, un intervallo di confidenza per v al
livello di confidenza del 95% ¢ dato da

( 2052 208

2 » 2
X19,0.975  X19,0.025

Di conseguenza,

) = (0.0046,0.0173) . O

* Esempio 5.1.4. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, si vuole costruire un
intervallo di confidenza per b. Se si considera il sistema di ipotesi Hy : b = by contro Hy : b # by, in
maniera analoga alla §4.3.8 la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze ¢
data da

2

z
— < Fipoi-a¢-
87"

28

Co = {(xl,...,a;n) :(n—2)(b —b)

Essendo ¢, 1_a/2 = \/ F1n,1-a per la relazione fra la ¢, e la F,, (vedi §A.3.4), allora la precedente
regione di accettazione puo essere anche espressa come

~ S,
C() = {(.ﬁEl, ,l’n) L= tn72,170z/2 < VvV n— 2(b — b) S_ < tn?,la/?} ,

che ¢ equivalente all'insieme

~ Sy ~ Sy
Trre ) D=ty o1y < b < DAty e Y
{( ) 2,1-a/2 Szm 2,1-a/2 Szm}

Di conseguenza,

b

~ ST
—ln21-ap —F—
( n-21-af s.v/n—2

¢ un intervallo di confidenza per b al livello di confidenza (1 — «).
Se si considera di nuovo i dati dell'Esempio 4.3.7, un intervallo di confidenza per b al livello di
confidenza del 95% ¢ dato da

~ s
b+ ln—21-a/2 —r>

s.\/n—2



Capitolo 5 103

(i)\ — 134.0.975 L,g + 1340975 L) = (52.8800, 62.1333) . O
Sz

\/3_4 52\/3_4

* Esempio 5.1.5. Dato un campione casuale da X ~ Bi(1,p), si vuole costruire un intervallo di
confidenza per p. Se si considera il sistema di ipotesi Hy : p = py contro H; : p # py, dall'Esempio
4.2.5 si ha che r = r(t), dove t = nZ, ¢ una funzione prima crescente ¢ successivamente decrescente.
Dunque, la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze ¢ del tipo

Co={(z1,...,z,) : ti(p) < t < ta(p)},
dove

Pr,(ti(p) <T <ta(p)) =1—«

e 7(t1(p)) = r(t2(p)). Tuttavia, in maniera analoga alla §4.3.3, ¢ conveniente scegliere ¢;(p) e t2(p)
in modo che

Pr, (T < ti(p)) = Pry(1' > ta(p)) = 5 -

Dal momento che 7" ~ Bi(n, p), allora risulta

n

Pry(T>1)=)_ (?)pi(l —p)" =Pr(Z < p),

i=t

dove Z ~ Be(0,1;t,n —t + 1) (vedi §A.1.5). In modo analogo si ha Pr,(7 < t) = Pr(Z > p), dove
in questo caso Z ~ Be(0,1;t + 1,n — t). Inoltre, essendo

t
t+(n—t+1)Fyp 1)

Be(0,1;t,n—t+1) =

B t+1
t+ 14+ (n—1t)Fapt)2011)

Be(0,1;t+1,n —t)

(vedi §A.3.4), la regione di accettazione ¢ equivalente a

{( ) t e t+1 }
Llyeee, L) : p
' t+(n—t+1)Fop 1) 21-a/2 t+ 1+ (n—1)Fop_p26+1)a/2

Si deve dunque concludere che

( t t+1 )
t+(n—t+1)Fp i)o1-ap t+ 14 (0= 1) Fon_s)26+1),0/2

¢ un intervallo di confidenza per p al livello di confidenza (1 — «).
Se n = 10 e ¢ = 6 un intervallo di confidenza per p al livello di confidenza del 95% ¢ dato da

6 7
) = (0.2626,0.8782) . O
<6 +5F1012,0975 7+ 4F8,14.,0.025) ( )
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5.2. La stima per intervalli con grandi campioni

5.2.1. GIi intervalli di confidenza con grandi campioni. Molte volte non ¢ nota la distribuzione
esatta del rapporto delle verosimiglianze e non ¢ possibile costruire l'intervallo di confidenza a partire
dal relativo test. In questo caso, si puo tuttavia fare riferimento alle proprieta per grandi campioni del
rapporto delle verosimiglianze.

Dato il modello statistico Fy e il sistema di ipotesi Hy : § = 6 contro H; : 6 # 6, supponendo
verificate le condizioni della §3.3.2, sulla base dei risultati contenuti nella §4.2.3, la statistica test — 2
log R,, ha la stessa distribuzione per grandi campioni della statistica test Tn(@n)(@n — 60)2. I test
basati sulle due statistiche sono equivalenti e godono quindi delle stesse proprieta ottimali per grandi
campioni, anche se la seconda statistica ¢ piu opportuna in questo contesto teorico. Dal momento che
risulta

T}Lngoprﬁo(fn(@n)(@n - 90)2 < Xil—a) =l-a,
la regione di accettazione per grandi campioni del test basato sulla statistica precedente ¢ data
dall'insieme

Cno(0) = {(z1,...,2n) : Tn(/én)(b\n - 9)2 < X%l—a} .
Inoltre, tenendo presente la relazione fra la N (0, 1) e la x? (vedi Esempio 4.2.2) si ha I'equivalenza

{(ajlv s 7'-'1771) : /I\n(/én)(an - 9)2 < X%,l—a} g

~

1 ~ 1
S (@1, xn) 10y — 21 ———= <0 <0, + 214/

/I\n @n) \V /I\n @n)

Dunque, si deve concludere che

~ 1 ~ 1
On — 21-a/2 T On + 21-0/2 T
\/ 1n(60y) \/ 1n(0,)

¢ un intervallo di confidenza per 6 per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «). Mentre questa
costruzione di intervalli di confidenza ¢ sempre possibile, difficilmente si ottiene l'intervallo di
confidenza partendo dalla statistica test — 2log R,,. Infine, la precedente procedura fornisce intervalli
ottimi, almeno per grandi campioni, dal momento che il test basato sulla successione di statistiche
(1,(60,)(O,, — 0))%)n>1 & uniformemente pitl potente in senso asintotico.

Se il modello statistico risulta Fy dove 8@ = (04, Og)T dove 64 € unidimensionale, sulla base dei
risultati della §4.2.3, un intervallo di confidenza per 64 per grandi campioni al livello di confidenza
(1 — ) ¢ dato da

0an — 21-a/2 T Oan + 21-a/2 el K
\/ IA,n(en) \/ IA,n(an)

dove con I 4 ,,(6),) si denota l'informazione osservata di Fisher relativa a 6 4.

* Esempio 5.2.1. Se si considera un campione casuale da X ~ N (u,v), tenendo presenti i risultati
dell'Esempio 3.3.10, si ha che
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(T — Z1-q/2 %, T+ 21-a/2 %)

5 25t 254
§ = 22\ 58 t Zi—a/2 o

sono intervalli di confidenza per ;1 e v per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «). Questo
risultato serve unicamente ad esemplificare, dal momento che si dispone degli intervalli di confidenza
per campioni finiti. O

* Esempio 5.2.2. Se si considera un campione casuale da X ~ Bi(1, p) tenendo presenti i risultati
dell'Esempio 3.1.8, allora risulta che

¢ un intervallo di confidenza per p per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «).
Se n = 10 e nT = 6, un intervallo di confidenza per p per grandi campioni al livello di confidenza
del 95% ¢ dato da

(1l —1 (1 — 7
<T — 20.975 1/ fﬂ(li()lt)y T+ 20975 1/ x(liom)> = (02963, 09036) .

Tenendo presente i risultati dell'Esempio 5.1.5, ¢ evidente che questo intervallo fornisce una buona
approssimazione dell'intervallo per campioni finiti.

In una indagine ¢ stata considerata la patologia del russare su un campione casuale di 2484
individui. E risultato che 1104 dei soggetti esaminati soffrono di questa patologia in modo pit 0 meno
grave (fonte: Norton e Dunn, 1985). Dal momento che si ha T = 1104/2484 = 0.4444, un intervallo
di confidenza per grandi campioni al livello di confidenza del 95% per la proporzione di individui che
russano ¢ dato da

T i
<z ~ 2051/ ‘T(Tgf), T + 20975 \/ %) — (0.4249, 0.4640) . O

* Esempio 5.2.3. Se si considera un campione casuale da X ~ W (0, 1; p), dal momento che non si
puo esprimere in forma esplicita lo stimatore di massima verosimiglianza, allora non ¢ possibile
ottenere una forma generale per l'intervallo di confidenza. Tuttavia, per il campione specifico
dell'Esempio 3.1.10, essendo in questo caso p = 2.83525 e Tn(ﬁ) = 3.29202, scegliendo o = 0.05,
allora (1.7550, 3.9155) ¢ un intervallo di confidenza per p per grandi campioni al livello di confidenza
del 95%. O

5.2.2. Le trasformazione stabilizzatrice della varianza e gli intervalli di confidenza. Dal momento
che l'impiego della distribuzione per grandi campioni comporta un'approssimazione, pud essere
conveniente considerare una riparametrizzazione per migliorare il grado di approssimazione.
Supponendo verificate le condizioni della §3.3.2, se

mm::/}wﬂﬂde

¢ la trasformazione stabilizzatrice della varianza, allora ¢ immediato dimostrare che
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n(9(On) — 9(600))* = 3 .

Tenendo presente la discussione della sezione precedente, questa statistica ¢ equivalente al rapporto
delle verosimiglianze e quindi gode di proprieta ottime per costruire intervalli di confidenza per g(0)
per grandi campioni. Dal momento che risulta

. A 2 2
Tim Prg, (n(9(€n) = 9(00))" < X7,1-0) =1 — @,
la regione di accettazione per grandi campioni del test basato su questa statistica ¢ data dall'insieme

C’IL-,O(H) = {(:Ula >$n) : n(g(b\n) - g<0))2 < X%,l—a} .

Tenendo presente che g ¢ una funzione biunivoca, si ha I'equivalenza

{21, @0) :0(9(00) = 9(0))° < xiia} &

—~ 1 —~ 1
Ang {(xla vy my) 1 g(0n) = 212 % < g(0) < g(0n) + 21-a/2 %} And

1

Ang {(1‘1, s Tp) g_l (g(/én) — Rl-a/2 %) <0< g_l (g(/én) + 21-a/2 %) } 5

(g_l (9(@1) — Z1-q/2 %) gt (g(@n) + Z1_a/2 %))

¢ intervallo di confidenza per 6 per grandi campioni. Questa procedura consente di eliminare il
problema della stima della varianza e quindi rende piu stabili gli intervalli di confidenza ottenuti.

OvVVvero

* Esempio 5.2.4. Se si considera un campione casuale da X ~ Bi(l,p), la trasformazione
stabilizzatrice della varianza ¢ data da

1 -
g(p):/\/ﬁdp:%m N

Di conseguenza, si ha che

: N 1 : I 1
(sm2 (sm 1\/5 — Z1-q/2 m) ) sin? (sm 1\/; + 21-a/2 m))

¢ un intervallo di confidenza per 6 per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «). Questo
intervallo di confidenza seleziona insiemi di valori solo in (0, 1), ovvero all'interno dello spazio
parametrico. L'intervallo ottenuto nell'Esempio 5.2.2 invece puo selezionare valori al di fuori dello
spazio parametrico € questo motivo lo rende poco opportuno.

Se n = 10 e nT = 6, un intervallo di confidenza per p per grandi campioni al livello di confidenza
del 95% ¢ dato da

1 1
b 2 : 1 —_— : 2 : 1 —_—
Nl Sin T — 20975 —— |,SIn Sin T+ z 975 ———r/— = 02968, 08659 5

Tenendo presente i risultati dell'Esempio 5.1.5, questo intervallo fornisce una approssimazione
migliore di quella dell'Esempio 5.2.2.



Capitolo 5 107

Se si considera di nuovo i dati dell'Esempio 5.2.2, un intervallo di confidenza per grandi campioni
al livello di confidenza del 95% per la proporzione di individui che russano risulta (0.4247,0.4641).0

5.3. Le regioni di confidenza

5.3.1. La definizione di regione di confidenza. In questa sezione viene generalizzato il concetto di
intervallo di confidenza nel caso che si disponga di un vettore di parametri 6. Sia Fp un modello
statistico, e P una quantita pivot. Se B C R ¢ un insieme tale che

Pro(P(X1,...,X,;0) € B) =1 —«,
ese B(Xy,...,X,) C R¥ & un insieme casuale tale che per ogni @
{(x1,...,2n) : P(x1,...,20;0) € B} & {(z1,...,2,) : 0 € E(x1,...,2,)},

allora E(x1,...,x,) ¢ detta regione di confidenza per @ al livello di confidenza (1 — «). Le quantita
pivot piu opportune sono quelle che forniscono regioni di confidenza convesse o almeno connesse, dal
momento che sono le piu facili da usare in modo operativo.

Si puo dimostrare che esiste un legame fra la regione di confidenza e la regione di accettazione del
test per il sistema di ipotesi Hy : @ = 6, contro H; : 8 # 6. Partendo da un test opportuno ¢ possibile
costruire una regione di confidenza al livello di confidenza desiderato.

Nel caso che si costruisca regioni di confidenza a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze,
in maniera analoga al caso univariato, si puo verificare che la regione di confidenza F(x,...,x,) al
livello di confidenza (1 —«) ¢ data da tutti i valori di @ € © per cui la verosimiglianza
L(6;z4,...,x,) ¢ maggiore di

Cq = Ty glea(;( L(07 Liyee- ,:—En) 5
dove Prg(R <r,) = a. Inoltre, se si ha 6 =(07,6})", dove 64 ¢ un parametro a (k—h)
componenti, la regione di confidenza E(z1,...,x,) al livello di confidenza (1 — «) ¢ data da tutti i
valori di @4 € © 4 per cui la verosimiglianza profilo L,(04; 1, ..., x,) ¢ maggiore di c,.

* Esempio 5.3.1. Dato un campione casuale da X ~ N(u,v), si vuole costruire una regione di
confidenza per (u, v). Supponiamo di scegliere come quantita pivot n.S?/v 4+ n(X — u)?/v. Tenendo
presente i risultati dell'Esempio 1.2.5 ¢ noto che nS?/v+ n(X — pu)?/v ~ x2 e scelto quindi un
livello di confidenza « si ha

nS? X — )2

v

da cui

2

ns (T — p)? _ v
{(xlv"',xn) : T +TLT) < X?Q’L,loa} g {(:Ijl,"-)mn) : 32"‘(1'_#)2 < X?z,lfa E}

In questo caso la regione di confidenza F(xy,...,z,) per (i, v) al livello di confidenza (1 — «) ¢ data
dall'epigrafico di una parabola nel piano (u,v) con vertice (Z,ns’ /X?L,l—a)' Questa regione di
confidenza ¢ convessa, ma tuttavia ¢ illimitata. Per questo modello ¢ molto laborioso ottenere la
regione di confidenza a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze. O

5.3.2. Le regioni di confidenza per grandi campioni. E evidente che ¢ piuttosto difficile determinare
una regione di confidenza partendo dal test del rapporto delle verosimiglianze, come ¢ stato
evidenziato nella precedente sezione. Tuttavia, nel caso di grandi campioni la teoria si semplifica in
modo elegante.
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Dato il modello statistico Fp ¢ il sistema di ipotesi H : @ = @, contro H; : 8 # 6, supponendo
verificate le condizioni della §3.3.2, nella 4.2.3 si ¢ evidenziato che la statistica test

(@n — GO)T/I\H(én)(én — 0y) ¢ equivalente alla statistica test — 2log R,,. Dal momento che risulta

lim Prg, (8, — 60)'1,(8,)(8, — 6)) <X}, .)=1—a,

n—oo

la regione di accettazione per grandi campioni del test basato sulla statistica precedente ¢ data
dall'insieme

C0(8) = {(@1,-,20) : (B, — 6)'T,(0,)(6, — 6) < X1 o} -
La regione di confidenza per @ per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «/) ¢ data da
16: (6~ a?L)TTTL(§7z)(0 - /én) < X%,l—a} s
ovvero dall'insieme dei punti contenuti in un ellissoide di centro 6,, con direzioni degli assi date dagli

autovettori di Tn(an) e con lunghezza degli assi pari a 2, /X7, ./, dove a; ¢ il j-esimo autovalore

di Tn(b\n) Questa regione di confidenza ¢ anche detto ellissoide di confidenza. Per gli stessi motivi
esposti nella §5.2.1, questa procedura fornisce regioni di confidenza ottime per grandi campioni.

Infine, se risulta @ = (07,05)", dove 64 ¢ un parametro a (k — h) componenti, la regione di
confidenza per @4 per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «) ¢ data da

{0A : (0,4 — aAn)TTAn(an)(eA - /éAn) < Xifh,lfa} ’

ovvero dall'insieme dei punti contenuti in un ellissoide di centro [ An con direzioni degli assi date dagli
autovettori di TAn(én) e con lunghezza degli assi pari a 2,/x37_,, ./, dove a; ¢ il j-esimo

autovalore di T 4, (@n) ely, (@n) ¢ l'informazione osservata di Fisher relativa a 6 4.

* Esempio 5.3.2. Dato il terzo modello statistico dell'Esempio 1.1.7, tenendo presente i risultati
dell'Esempio 3.3.10, si ha che

(n—7)° (v—s*)°
{(u, v)in g e < X51-a

costituisce una ellisse di confidenza per (i, v) per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «).
Questa ellisse ¢ centrata in (T,s?) ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di lunghezze

rispettivamente pari a 2\/ $2x3, /ne 2\/ 2s*x31_,/n. Se si considera di nuovo i dati dell'Esempio

4.3.1, una ellisse di confidenza per (i, v) per grandi campioni al livello di confidenza del 95% ¢
centrata in (0.6605,0.0081) ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di lunghezze rispettivamente
pari a 0.0987 ¢ 0.0125. O

* Esempio 5.3.3. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, si vuole costruire una
regione di confidenza per (a, b) per grandi campioni. E evidente che

(a—a)*  (b=0
{(a, b) :n = +n oy < X21-a

r

costituisce una ellisse di confidenza per (a,b) per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «).
Questa ellisse ¢ centrata in (@,b) ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di lunghezze

rispettivamente pari a 2,/s2x3, ,/n e 2\/33X§,1_(¥/(ns§). Se si considera di nuovo i dati

dell'Esempio 4.3.8, allora una ellisse di confidenza per (a,b) per grandi campioni al livello di
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confidenza del 95% ¢ centrata in (1469.4722,57.5067) ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di
lunghezze pari a 145.1871 e 10.8428. O

5.4. Alcuni esempi di intervalli di confidenza

5.4.1. Gli intervalli di confidenza e la distribuzione Esponenziale. Dato un campione casuale da
X ~ E(0,0), si vuole costruire un intervallo di confidenza per o. Se si considera il sistema di ipotesi
Hy: 0 =0y contro H; : 0 # 0y, dall'Esempio 4.2.4 ¢ noto che il rapporto delle verosimiglianze ¢
funzione di u = 2n%/o(. Quando Hj ¢ vera, u ¢ la determinazione campionaria di una statistica U
distribuita come una Chi-quadrato con 2n gradi di liberta, essendo nX /oy distribuita come una
G(0,1;n) (vedi Esempio 1.2.2). Tuttavia, r non ¢ una funzione biunivoca di u ¢ quindi i test costruiti
su R e U non sono equivalenti. Dal momento che r = r(u) ¢ una funzione prima crescente e
successivamente decrescente, risulta che la regione di accettazione del test ¢ del tipo
{u:c1<u<c}, dove ¢4 e c¢o vanno scelti in modo tale che 7(ci)=r(c2) e
Pr(c; < X%n < ¢9) = 1 — a. Tuttavia, tenendo presente la discussione fatta nell'Esempio 4.3.3, questa
procedura risulta complessa ed ¢ conveniente invece adottare come regione di accettazione
approssimata per il test del rapporto delle verosimiglianze

2nT
Co = {('xh 71.”) : X%n,a/Q < T < X%n,l—a/Q} >

che ¢ equivalente all'insieme

2nT 2nT
(T1,..052) : 57— <0< — )

N2
XQTL,l—a/Z X2n,a/2

2nT 2nT
2 2 ’
X2n,1—a/2 X2n,a/2

costituisce un intervallo di confidenza per ¢ al livello di confidenza (1 — «).
Tenendo presenti 1 risultati dell'Esempio 3.3.9, si ha che

(T — Z1-qa/2 %, T+ 21-a/2 %)

costituisce un intervallo di confidenza per o per grandi campioni al livello di confidenza (1 — «). La
trasformazione stabilizzatrice della varianza ¢ data da

1
g(o) :/—do:loga.
g

Di conseguenza,

Di conseguenza, risulta che

(Ee_zlf(yﬂ/\/ﬁ, Tezlf(yﬂ/\/ﬁ>

¢ un intervallo di confidenza per o per grandi campioni al livello di confidenza (1 — ). Questo
intervallo di confidenza seleziona insiemi di valori solo in (0,00), ovvero lo spazio parametrico.
L'intervallo per grandi campioni ottenuto in precedenza invece pud selezionare valori negativi (e
quindi al di fuori dello spazio parametrico) e questo motivo lo rende poco opportuno.
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Al fine di illustrare i precedenti risultati teorici sono stati considerati i dati della Tavola 5.4.1. In
questa tavola sono stati riportati i tempi di rottura in ore (operative) di un campione casuale di 20
componenti elettronici.

Tavola 5.4.1. Tempi di rottura (in ore).

componente x; componente  x;
1 6278 11 3212
2 3113 12 9003
3 5236 13 3523
4 11584 14 12888
5 12628 15 9460
6 7725 16 13341
7 8604 17 17809
8 14266 18 2812
9 6125 19 11825
10 9350 20 2398

Fonte: Angus (1982).

Dal momento che si ha T = 8563.5, un intervallo di confidenza al livello di confidenza del 95% per
o ¢ dato da

( 40 407

5 y 3 = (5772.3029, 14019.5637) .
X10,0.975  X40,0.025

Dalla precedente discussione si ha inoltre che due intervalli di confidenza per o approsimativamente
al livello del 95% sono dati da

(T — Zogrs —2 i) — (4809.6147,12317.3853)

—7_+ .
\/2—0 X 20.975 \/%

(fe*%-m/ V20 zors/ @) — (5524.2651, 13274.8033) .

L'intervallo di confidenza ottenuto con la trasformazione stabilizzatrice della varianza fornisce una
migliore approssimazione. O

5.4.2. Gli intervalli di confidenza e la distribuzione Uniforme. Dato un campione casuale da
X ~ U(0,6), si vuole costruire un intervallo di confidenza per 6. Se si considera il sistema di ipotesi
Hy: 6 =6y contro Hy : 6 # by, tenendo presente I'Esempio 3.1.4, la determinazione campionaria del
rapporto delle verosimiglianze ¢ data da

_ ¢ 60_n1(0,1) (CE(”)/(S()) o <x(n) ) " (Jf(m)
r= —-n - 1(0,1) )
Cx, oo bo

n

Si noti che r ¢ funzione di x(,) /8p. Dunque, quando H, ¢ vera, T(n) /6y & la determinazione
campionaria di una statistica X,/ distribuita come una Be(0,1;7n,1) (vedi Esempio 1.2.6). E
facile verificare che 7 ¢ una funzione monotona crescente di x(,)/d € quindi i test costruiti su R e
X(ny/00 sono equivalenti. Dal momento che il quantile di ordine o di una Be(0,1;n,1) ¢ dato da
o'/", 1a regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze risulta

Cy = {(ml,...,mn) cal/m < % < 1} ,

che ¢ equivalente all'insieme
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{(z1,...,2,) : Ty <6< as(n)ofl/”} )

Di conseguenza, (7, as(n)a_l/ ") ¢ un intervallo di confidenza per ¢ al livello di confidenza (1 — «).
Non si puo ottenere un intervallo per grandi campioni sulla base dei risultati della §5.2.1, dal momento
che non risultano verificate le condizioni della §3.3.2.
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Capitolo 6

L'inferenza multivariata

6.1. Il campionamento con osservazioni multivariate

6.1.1. La matrice campionaria e il modello statistico multivariato. In questo capitolo saranno
considerati per semplicita solo i risultati relativi ad un campionamento casuale, anche se i concetti
esposti possono essere facilmente estesi a contesti piu ampi. Dunque, se invece di n realizzazioni
indipendenti di una variabile casuale X, si dispone di n realizzazioni indipendenti di un vettore
casuale X = (Xi,..., X4)" con funzione di ripartizione congiunta F, allora l'esperimento produce la
cosiddetta matrice campionaria di ordine (d x n) data da

T11 T1in

Td1 .- Tdn
dove

L1
X; = : s
Tdi

rappresenta la i-esima osservazione campionaria. La j-esima riga della matrice campionaria, ovvero
(xj1,..., ), costituisce un campione casuale univariato di n osservazioni relativo alla variabile
casuale X;.

Con considerazioni simili a quelle fatte nella §1.1.1, risulta evidente che prima del rilevamento
ogni osservazione campionaria A&; ¢ un vettore casuale la cui distribuzione ¢ identica a quella del
vettore casuale X'. Di conseguenza, la funzione di ripartizione congiunta di (X7, ..., X)) risulta

Fu(xy,....x) = [[F(x) .
i=1

La definizione di modello statistico si estende in modo ovvio alla struttura multivariata.
Supponiamo che la funzione di ripartizione F'( - ;@) relativa al vettore casuale & sia specificata a
meno di un insieme di parametri @ € © e che in corrispondenza di F esista una funzione di densita o
di probabilita congiunta f( - ;@). Dunque, se f, (X1, ..., X,; @) ¢ la funzione di densita o di probabilita
congiunta relativa a F,(Xy,...,X,;0) e se il campionamento ¢ casuale, allora il modello statistico
multivariato ¢ dato da

Fo = {fn : fn(xla 7Xn§0) = Hf(xz,G),O € @} .
i=1

Infine, lo spazio campionario risulta

Cn = U Snﬂ )

[ISC)

dove S, 9 = Sp X --- X Sp e Sp ¢ il supporto di f(x;8).
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* Esempio 6.1.1. Nella statistica inferenziale univariata esistono numerosi modelli statistici alternativi
a quello relativo ad un campionamento casuale da una variabile casuale normale. Come ¢ stato visto
nei precedenti capitoli, questi modelli vengono ampiamente applicati e per essi sono disponibili
numerose procedure inferenziali ben collaudate e di facile utilizzo. Al contrario, nella statistica
multivariata il modello relativo ad un campionamento casuale da un vettore normale multivariato,
ovvero da X ~ Ny(u,3X), svolge un ruolo veramente fondamentale e spesso costituisce l'unico
modello disponibile. Questo modello puo essere espresso come

Fus = {fn S (Xey e X, ) = Hdet(ZWZ)éeé(xi“)Tzl(xi“)} ,

i=1

dove € R? e & > 0. La notazione X > 0 serve ad indicare che la matrice 3 ¢ definita positiva. Dal
momento che la matrice di varianza-covarianza contiene solo (d(d + 1)/2) parametri distinti, in
questo modello sono presenti (d + d(d + 1)/2) parametri in totale. Inoltre, lo spazio parametrico &
dato dal cartesiano di RY con lo spazio costituito dall'insieme delle matrici simmetriche definite
positive di ordine d. O

6.1.2. 11 vettore medio campionario e la matrice di varianza-covarianza campionaria. La
definizione di statistica data nella §1.2.1 si applica in modo immediato al presente contesto
multivariato. Dato un modello statistico Fy, si definisce come statistica un vettore di trasformazioni
misurabili a kK componenti

T:C, — RF

che non dipende da @, mentre un valore t = T(xy,...,X,) ¢ detto realizzazione campionaria di T
relativa alla matrice campionaria (X1, ..., X,).

E opportuno ora considerare in maggiore dettaglio le generalizzazioni multivariate delle statistiche
media e varianza campionaria. Si consideri dunque un modello statistico Fp relativo ad un
campionamento casuale dal vettore casuale X per cui esistono il vettore medio E[X] = w ¢ la matrice
di varianza-covarianza Var[X| = X. La realizzazione campionaria del vettore medio campionario ¢
data

dove
1 n
T, = — E X
J n 4 Ji
i=1

rappresenta la media campionaria relativa alle n determinazioni della variabile casuale X ;. Il vettore
medio campionario pud anche essere scritto come combinazione lineare delle n osservazioni
campionarie, OVVero

>
I
31—
]
#

Da un punto di vista probabilistico, X ¢ dunque una realizzazione del vettore casuale
1 n
x=-Sx

ottenuto dalla combinazione lineare dei vettori casuali (X, ..., X,,). Di conseguenza risulta
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e tenendo presente 'indipendenza dei vettori casuali (X7, ..., &), si ha

_ 1 n 1
Var|X| = = ZVar[Xi] = 3.
=1

e Esempio 6.1.2. Dato un campione casuale da X ~ Ny(w,3), dal momento che X & una
combinazione lineare di vettori casuali indipendenti ed ugualmente distribuiti &X; ~ N, (u, 33), in base
alla proprieta i) della §A.4.1, si ha X ~ Ny(u,n 'X), ovvero i risultati ottenuti in questa sezione
risultano verificati. O

La realizzazione campionaria della matrice di varianza-covarianza campionaria ¢ data

S11 S1d
s=1{: - i,
Sd1 Sdd

ovvero una matrice quadrata di ordine d, simmetrica e semidefinita positiva, il cui generico elemento
di posto (j,!) risulta
1 n
si=— > (w0 — %) (wy — 7).

n i=1

In altri termini, gli elementi della diagonale di S sono le varianze delle determinazioni di ogni singola
variabile casuale, mentre gli altri elementi sono le covarianze tra le determinazioni di ogni coppia di
variabili casuali. La matrice S pud essere anche espressa come

S — li(xi CX)(x —x)T

Al fine di derivare le proprieta della matrice di varianza-covarianza campionaria, risulta
conveniente esprimere S nel modo seguente

1=1

S - - -

Dunque, la matrice di varianza-covarianza campionaria ¢ data da

5= (@ -w — (R-w-w

Di conseguenza, si ha
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B8] = L3 Bl - )~ ']~ EI(E ) (R )]

— n—1

1 n
== ZVar[Xi] — Var[X]| = 3.
noi=

n

* Esempio 6.1.3. Dato un campione casuale da X ~ N;(u, X)), si consideri i vettori scarto

Di:Xi—/?:ZCinj,
j=1

dove le costanti ¢;; sono definite nell'Esempio 1.2.5. Dal momento che
X =Y dx;,
j=1

dove di nuovo le costanti d; sono definite nell'Esempio 1.2.5, in analogia con il medesimo esempio
sulla base della proprieta ii) della §A.4.1, i vettori casuali D; e X sono indipendenti. Di conseguenza,
essendo

1 n
S= E;’Dﬂ)},

una trasformata dei vettori scarto, allora anche S e X sono indipendenti. Inoltre, dall'espressione della
matrice di varianza-covarianza si ottiene

n

Z(%—M)(%—M)T:n8+n(;_t'_ﬂ)(jg_u)y

Tenendo presente che X; ~ N;(u, 32) sono indipendenti, dalla §A.4.2 si ha

n

Z (X — ) (X — )" ~ Wa(Z,n),

mentre, essendo X ~ Ny(u,n '), si ha
(& — p) (X —p)' ~ Wy(Z,1).
Dal momento che S e X sono indipendenti, per la proprieta i) della §A.4.2, si deve concludere che
nS ~ Wy(3,n—-1).
Dunque i risultati di questa sezione sono confermati, dal momento che in base alla §A.4.2 si ha

n—1

B[S = ~Ens] = L5 O

n n

6.1.3. La funzione di verosimiglianza con matrici campionarie. Dato un modello statistico Fp
relativo ad un campionamento casuale, una volta che la matrice campionaria (xi,...,X,) ¢ stata
osservata, ¢ immediato estendere il concetto di funzione di verosimiglianza al caso multivariato. Di
nuovo la funzione di verosimiglianza ¢ la funzione L : © — R* U {0} data da
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L(6) = L(6;x1,...,%,) = cfu(x1,...,%,;0) = c [ [ f(x::0) .0 €O,
i—1
mentre la funzione di log-verosimiglianza ¢ data da

1(6) = U(6;x1,...,x,) = logc+ Y log f(xi;0).,0 €O
1=1

* Esempio 6.1.4. Dato un campione casuale da X ~ N;(u, 22), la verosimiglianza risulta

L(p,X)=c H det(QWZ])_%e‘%(xi—N)TZ_l(Xru)
i=1

= cdet(Z)*%6752?:‘(""7”)%71(""7”) ,weR! 3>0.
Si ha

Zf: (x; — p)' S (x; — ) = Ztr(E’l(xi —p)(xi —p)")

= tr (21 i (xi — p)(xi — )"

=tr(Z 'S+ nX—p)(x— )
= ntr(S7'8) + ntr(S (X — p) (X — w)")
)

dove si ¢ tenuta presente la relazione ottenuta nella §6.1.2. Dunque, risulta infine
L(#’v Z) =cC det(Z)*% efgtr(zfls)*%(Xfy,)Tzfl(i,#) .

Inoltre, la log-verosimiglianza ¢ data da

(4, %) = logc — glog det(Z) — gtr(zfls) - g X-p)'=(x-p). O

6.2. La stima per punti con osservazioni multivariate

6.2.1. Gli stimatori con matrici campionarie e le relative proprieta. I concetti considerati nel
Capitolo 2 si estendono in modo ovvio al contesto multivariato. Dunque, dato un modello statistico Fp
relativo ad un campionamento casuale, il procedimento di stima per punti fa corrispondere ad ogni
matrice campionaria (Xi,...,X,) € C,, un valore 8 € © per mezzo dello stimatore, che risulta di
nuovo definito come

e:C, —0.

Di conseguenza, la realizzazione campionaria dello stimatore, ovvero la stima, ¢ data da
0 =0(x1,...,X,).

Per quanto riguarda le condizioni di regolarita date nella §2.1.2, se si considera un modello
statistico Fp relativo ad un campionamento casuale, la condizione a) si riduce a richiedere che le
distribuzioni f(x; @) specificate dal modello statistico siano distinte per valori distinti di 6 € ©,
mentre la condizione b) rimane inalterata. Inoltre, la condizione C) si riduce all'esistenza delle derivate
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0

90 (X; 9)
e
82
50507 f(x;6)

per ogni @ € © e per ogni x € Sy (a meno di insiemi di probabilita nulla), mentre la condizione d)
risulta

0 0
80% f(x;0)dv = %/Saf(x;e) dv

0? 0?
SGW f(X,e) dv = W /Sef(x, 0) dv .

La definizione di correttezza ¢ di coerenza di una stimatore rimangono inalterate nel contesto
multivariato, ovvero si dice che lo stimatore @ ¢ corretto per 6 se

E©O] =6,

per ogni € € O, mentre se Fp, ¢ un modello statistico per ogni n, allora si dice che lo stimatore 6, ¢
coerente per 6 se

énieﬂo

dove 6 ¢ il vero valore del parametro nella popolazione.
In modo ovvio si pud estendere anche il concetto di vettore di funzioni punteggio, ovvero nel caso
di campionamento casuale si ha

n

sn(05%1,...,%,) = ,(0) =) _s(6;x;),

1=1

dove

0
) = 20 log f(x;;6)

¢ il vettore delle funzioni punteggio relative all'i-esima osservazione campionaria. In questo caso, la
matrice di informazione di Fisher puo essere espressa come

s(0;x;) =s(0

L,(0) = nVar[s(8; X)] = — nE [% s(6; X)] =nl(0),

dove I(@) = Var[s(0; X)| ¢ la matrice di informazione di Fisher relativa ad una sola osservazione
campionaria. Il limite inferiore di Rao-Cramér risulta dunque

=~ 1
Var[@] > —1(0) ',
n
per cui l'efficienza di uno stimatore © corretto per 0 ¢ data da
eff(@) = det(Var(©)1,,(0)) " .

Per quanto riguarda la sufficienza nel contesto multivariato, uno stimatore @ ¢ detto sufficiente per
6 se per ogni (Xy,...,X,) € C, e (Y1,...,¥n) € C, siha
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O(x1,...,%,) =O(y1,...,¥n) = L(0;x1,...,X,) x L(O;y1,...,¥n)
per ogni @ € O. In questo caso, il criterio di fattorizzazione di Neyman richiede che

fo(X1y .o X0;0) = hy(xq, ... ,xn)g(é;e) )

* Esempio 6.2.1. Dato un campione casuale da X ~ N;(u,1;), ovvero data una versione ridotta del
modello statistico dell'Esempio 6.1.1, allora risulta

Fu= {fn Sas e ) = [ <27r>%e%<*f“f<w>} ,
i=1
dove u € RY. In questo caso la verosimiglianza ¢ data da
L(p) = ce 36w n)

per cui il vettore delle funzioni punteggio risulta
0
a1, -0 30) = (1ogc - g (% — )T (% — ,,,,)) — (X — ),

mentre la matrice d'informazione di Fisher ¢ data da

0

L(k) = ~E| s (n(Z - )| = .

Di conseguenza, il limite inferiore di Rao-Cramér risulta
- 1
Var|p| > — 1,4,
n

per cui, essendo E[X] = p e Var[X] = n~!1; in base ai risultati della §6.1.2, X ¢ uno stimatore
efficiente per p. Inoltre ¢ immediato verificare mediante il criterio di fattorizzazione che X ¢ anche
sufficiente. O

6.2.2. Gli stimatori di massima verosimiglianza con matrici campionarie. Se si considera un
modello statistico Fpy relativo ad un campionamento casuale, data la matrice campionaria (x1, ..., X;,)

si dice stima di massima verosimiglianza di @ quel valore 0 € O tale che

L) = max L),

che costituisce ovviamente una condizione equivalente a

[(8) = max[(6) .

(6) = max1(6)

La stima di massima verosimiglianza ¢ la realizzazione campionaria 0= @(xl,...,xn) dello
stimatore di massima verosimiglianza ©. Inoltre, se @ pud essere ripartito in due componenti
0 =(6,0})", taliche @4 € ©,4 ¢ 85 € Op, la verosimiglianza profilo relativa a @4 risulta

LP(GA) = LP(0A7 ) SERER 7Xn) = max L(0A703) :
OpcOp
Supponiamo ora che siano soddisfatte le condizioni di regolarita sul modello statistico e che per

semplicita lo stima di massima verosimiglianza coincida con l'unica soluzione ottenuta dall'equazione
di verosimiglianza
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$,(0;x1,...,X,) = %1(0 X1,...,X,) =0.

In questo caso, sulla base dei risultati si pud facilmente dimostrare che lo stimatore di massima
verosimiglianza ¢ coerente per @, ovvero si ha

~ p
677,_>005

dove 6, ¢ il vero valore del parametro nella popolazione. Inoltre, se l'informazione di Fisher 1(6) ¢
definita positiva, allora si ha anche

(8, — 8y) % N.(0,1(6)) ) .

* Esempio 6.2.2. Dato un campione casuale da X ~ Ny(u, ), si vuole determinare la stima di
massima verosimiglianza di g e 3. Dall'Esempio 6.1.4 si ha

(4, =) = logc — glog det(Z) — gtr(zfls) - g (X—p)'=1(x - p)

<logc — n log det(X) — L tr(X7!8) = I(X, ) = maxl( ).
2 2 peERE

Nella precedente espressione si ¢ tenuto presente che 3 > 0, per cui anche =~ > 0, in modo tale che
la forma quadratica (X — u)"S71(X — ) ¢ definita positiva e quindi raggiunge il minimo quando

m =X
Per 3 > 0siha

— logdet(2) — tr(Z7'D) < — logdet(D) —d,

dove D > 0 ¢ una matrice quadrata di costanti di ordine d. Al fine di dimostrare la precedente
disuguaglianza, si noti che dalle assunzioni fatte si ha anche 3~ 'D > 0, per cui la matrice X 'D ha
autovalori (s, ..., o) tali che o;; > 0. Dunque, si ha

— logdet(X) — tr(Z7'D) = logdet(D) — log det(D) — log det(XZ) — tr(X~'D)
= —logdet(D) + log det(Zle) —tr(Z7'D)

= — logdet(D +logHa3 Zaj

d
= —logdet(D) + (loga; — ;) < —logdet(D) — d,
J=1

dove si ¢ tenuto presente che
IOgOéj—OéjS —1.
Adoperando la disuguaglianza con D = S, si ha

I(X,%) = logc — glog det(Z) — gtr(E_ls)

n nd
<logc — = logdet(S) — — =[(X,S) = l(p,2) .
<loge — g logdet(§) — o= = I(X,8) = max I(p,3)
Dunque (X,S) costituisce la stima di massima verosimiglianza di (u,3), per cui lo stimatore di
massima verosimiglianza ¢ dato da (X, S). Tenendo presente i risultati dell'Esempio 6.1.3 si ha
inoltre che X ~ Ny(u,n ') e nS ~ Wy(E,n—1) e che X ¢ S sono indipendenti. Si puo
verificare che (X, 8) ¢ asintoticamente corretto, coerente e sufficiente. O
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* Esempio 6.2.3. Dato un campione casuale da X ~ Ny(u,X), si vuole determinare la stima di
massima verosimiglianza degli autovalori e degli autovettori di . Dunque, se 3 = TAT'T dove I ¢

una matrice ortogonale di ordine d e A = diag(\y,..., A\q), supponendo senza perdita di generalita
che Ay > ... > )y, allora l'obiettivo ¢ quello di ottenere la stima di massima verosimiglianza di A e
T

Nel caso in cui tutti gli autovalori sono distinti, ovvero se A\ # ... # Ay, allora la rappresentazione
di 32 ¢ unica e gli autovalori e gli autovettori sono funzioni biunivoche di 3. Di conseguenza, a meno
di matrici campionarie di probabilita nulla, la matrice di varianza-covarianza campionaria ammette
una rappresentazione unica S = GLG', dove G & una matrice ortogonale di ordine d, mentre
L = diag(ly,...,13) e (l1,-..,13) sono gli autovalori campionari di S, che senza perdita di generalita
possono essere scelti come [ > ... > [4. In base alla proprieta di equivarianza della stima di massima
verosimiglianza, allora le stime di massima verosimiglianza di A e I" risultano rispettivamente L ¢ G.

Quando invece solo i primi e < d autovalori sono distinti, ovvero se A; # ... A €
Aer1 = ... = Ag = A, allora la rappresentazione di 32 non ¢ unica e la proprieta di equivarianza non
puo essere applicata. In questo caso, tenendo presente I'Esempio 6.1.4, la log-verosimiglianza puo
essere espressa come

I(, A,T) = logc — g log det(A) — gtr(I‘A’ll"TGLGT) - g (X — p)TA'TT(X - p)
€ massimizzando in maniera analoga all'Esempio 6.2.1 si ha

I(u,A,T) < logc — glog det(A) — gtr(I‘A_lI‘TGLGT) = (%, A,T) = max (s, A,T) .

e
Per le assunzioni si ha A = diag(Aj, A\I;_.) con A; = diag()\q,..., \.). Inoltre, sia I'; la matrice di
ordine (d x e) costituita dai primi e autovettori di I' e sia I'y la matrice di ordine (d x (d — e))
costituita dai restanti (d — e) autovettori di I'. Analogamente, sia L; = diag(ly,...,[.), sia G; la
matrice di ordine (d X e) costituita dai primi e autovettori di G e sia Gy la matrice di ordine
(d x (d —e)) costituita dai restanti (d —e) autovettori di G. Di conseguenza, dalla precedente
espressione si ha

I(x,A,T") = logc — glog det(diag(Ay, MNlz—¢)) — gtr(Fdiag(Afl, A, ) TTGLGT)

d—
=logec — glog det(A;) — % log A\
- g tr(D'diag(A; ", 0)TTGLGT) — % tr(T'diag(0, I,_.)ITGLG)
d—
=logc — glog det(A;) — nid=e¢) log A

- gtr(rlA;T{GLGT) - % tr(diag(0, I;_.)GLGT) .

Dal momento che risulta
tr(diag(0,I;_.)GLG") = tr(G'diag(0,1,;_.)GL) = tr(diag(0,1;_.)L) = (d — )l ,
dovel = (d —e)™'3_7,,,1;, allora si ha

n(d —e) n(d — e)l
5 log A\ — o) .

I(X,A,T") =logc — glog det(Ay) — gtr(Al’quGLTGI‘l) -
La precedente espressione non dipende da I' e quindi qualsiasi matrice T, di ordine (d x (d — e)), le
cui colonne sono ortogonali, costituisce la stima di massima verosimiglianza di I's anche se
solitamente per convenzione si adotta I'; = G,. Inoltre, tenendo presente che gli elementi sulla
diagonale di A;! sono in ordine decrescente, quelli sulla diagonale di L sono in ordine crescente € che
G'T"; ¢ una matrice le cui colonne sono ortogonali, allora
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tr(A;'T{GLG'T) > tr(A['Ly) ,
e l'identita viene ottenuta quando I'y = G; (vedi Muirhead, 1982). Dunque,

n(d — e) (d—e)l

I(x,A,T") <logc— glogdet(Al) - gtr(AflLl) — log A\ — r 7

AL = e AT

dove T' = (Gq, f‘Q), mentre O rappresenta il gruppo delle matrici ortogonali di ordine d. Applicando
opportunamente alla precedente espressione la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 e quella
ottenuta nell'Esempio 3.1.2 rispettivamente con D = L; e d = [, si ha

T d— _ d —
l<iaA71—‘) < 10gC - ﬁ logdet(Ll) — E — u logl —_ u
n n(d —e _ nd
=logc — 5 logdet(L;) — % logT — 5
- d
=logc — glog det(diag(L1,l 1)) — %
= l(ij K—7 f‘) = max Z(I.L, A_, F) ,

peRY AehD; T'eO

dove A = diag(Lq, 1 I,_.), mentre Dy rappresenta il gruppo delle matrici diagonali di ordine d i cui
ultimi (d — e) elementi sulla diagonale sono uguali. Dunque, si deve concludere che le stime di
massima verosimiglianza dei primi e autovalori di 32 sono date dai primi e autovalori di S, mentre la
stima dei restanti (d — e) autovalori coincidenti di X ¢& data dalla media aritmetica [ dei corrispondenti
autovalori di S. Inoltre, le stime di massima verosimiglianza dei primi e autovettori di 32 sono date dai
primi e autovettori di S, mentre le stime di massima verosimiglianza dei restanti (d — e) autovettori
non sono uniche, anche se solitamente per convenzione si adottano gli ultimi (d — e) autovettori di S.
Infine, si noti che risulta molto complicato determinare la distribuzione degli stimatori di massima
verosimiglianza degli autovalori e degli autovettori (vedi Muirhead, 1982). O

6.3. La verifica di ipotesi con osservazioni multivariate

6.3.1. 1l test del rapporto delle verosimiglianze con matrici campionarie. Si consideri un modello
statistico JFy relativo ad un campionamento casuale e il sistema di ipotesi Hj: 8 € Oy contro
H,:0 € 0,. 1l test del rapporto delle verosimiglianze ¢ basato sulla statistica test R la cui
realizzazione campionaria ¢ data da

- 2;%>§L(0;x1,...,xn)
%Laé(L(O;xl,... X))

La regione critica del test ¢ datada 73 = {r : r < r,}, dove

sup Prg(R<r,) =a,
0cO

mentre, avendo osservato il valore campionario r, il livello di significativita osservato del test ¢ dato
da

Qlpss = sup Prg(R < 7).
SN
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Se inoltre si considera il sistema di ipotesi Hy : @ = 8, contro H; : @ # 6, supponendo verificate
le condizioni della §4.2.3 per ottenere la normalita per grandi campioni degli stimatori di massima
verosimiglianza, allora se H ¢ vera risulta

—2log R, < X%-

Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle
verosimiglianze ¢ data da

Tog ={r: —2logr>xi, o},

mentre, per un dato valore campionario r, il livello di significativita osservato per grandi campioni
risulta

Qn,oss = PI'(X% > —2log 7”) .

Se si suppone infine che 8 = (0, 67,)", dove 84 ¢ un vettore a (k — h) componenti e 5 ¢ un vettore
a h componenti e si considera il sistema di ipotesi Hy : @4 = 0y, contro Hy : @4 # 64, allora se H
¢ vera risulta

—2logR, % X2,

Dunque, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze ¢ data
da

Zz,l = {T L 210g7‘ > X%—h,l—a} >

mentre per un dato valore campionario 7, il livello di significativita osservato per grandi campioni
risulta

Qposs = Pr(X%—h > - 210g 7’) .

Nelle prossime sezioni vengono considerate alcune applicazioni del test del rapporto delle
verosimiglianze quando si dispone di matrici campionarie provenienti da popolazioni Normali
multivariate.

6.3.2. 11 test di Hotelling. Dato un campione casuale da X ~ Ny(u,3), si supponga di voler
verificare il sistema di ipotesi Hy : gt = o contro Hy : p # pp. Siha

0={(w,X%):peR,= >0}

O ={(1,2) : p= o, X > 0}.
Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, ¢ immediato ricavare che

(w,X) = I(X,8) .
hax (1, 2) = 1(X,8)

Inoltre, si ha
(g0, =) = loge — g logdet(S) — — tr(S'S) — g (% — o) "= (X — o)
_ n _
tr(27'S) — 5 (= HE = po) (X — po)")

tr(S7H(S + (X = po) (X — o) "))

=logc — g log det(X) —

o303 3

=logc — g log det(X) —
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per cui adoperando nella precedente espressione la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 con
D =S+ (X— o) (X — )7, si ottiene

d

(o, 3) < loge — 7 logdet(S + (X — o) (X~ o)) = -

= l(p0, S+ (X — po) (X — o) ") = max I(p, %) .
(sz)e(_)[l

Tenendo presente che per le proprieta dei determinanti si ha
det(S + (X — po) (X — po) ") = det(S)(1 + (X — po) 'S (X — po))

allora

nd

(o, + (X = o) (X — pa)") = log.e — 5 log(det($)(1+ (X — po)"S ' (X~ ))) — -

n n h nd
-1 B | ool 1+ ) - =
o0ge— 5 ogdet(S) 5 og( + 1) 5

dove h = (n — 1)(X — o) "S™H(X — po). Di conseguenza, la determinazione campionaria di R risulta

r = el S+ (=) ")-I(XS) _ (1 P 1) o
n —

Se H, ¢ vera, h ¢ la determinazione campionaria di una statistica /I distribuita come una 77, di
Hotelling dal momento che

H = (n—1)(X — po)'SHX — po) = (n = 1)3/n(X — po)" (nS) ™' /n(X — o)

e che inoltre \/n(X — pg) ~ Ny(0,2) e nS ~ Wy(Z,n — 1) sono indipendenti. Tenendo presente
le proprieta della 7" di Hotelling date nella §A.4.2 si ha inoltre

(n—1)d

H ~
n—d

Fona.

Si noti che r ¢ una funzione monotona decrescente di i e quindi 1 test costruiti su R ¢ H sono
equivalenti. Dal momento che rifiutare H, per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare
Hj per determinazioni elevate di H, la regione critica del test risulta di conseguenza

(n—1)d

n —

ﬂ:{hhz Fd.,nd,la}-

Se si ¢ osservato il valore campionario h, il livello di significativita osservato risulta infine

n—d
oss = Pr{ Fypq> ——-h].
o ( P (= 1)d )

Anche se la distribuzione della statistica test ¢ nota per campioni finiti, per grandi campioni quando
H ¢ vera la quantita

h
—2logr = nlog(l-l— —)
n—1

¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, 4 X3, in quanto vi sono (d + d(d + 1)/2) parametri
in totale, di cui (d(d + 1)/2) parametri da stimare sotto ipotesi di base.

Questa struttura di verifica di ipotesi pud essere impiegata quando si dispone di dati appaiati, in
maniera analoga a quanto visto nella §4.3.6. Si supponga di considerare due matrici campionarie
(X11,..-,X1) € (X21,...,X2,), relative ad un gruppo di n soggetti su cui sono state osservate d
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variabili casuali prima e dopo un trattamento. Analogamente alla §4.3.6, 1'obiettivo ¢ quello di
valutare l'efficacia del trattamento. Dunque, si costruisce la nuova matrice campionaria (di, ... ,d,),
dove d; = x9; — Xy;, ¢ si suppone che provenga da D ~ N(u,>). La verifica dell'efficacia del
trattamento si riduce a considerare il sistema di ipotesi Hy: u =0 contro Hy:pu#0 e di
conseguenza possono essere applicate le procedure di verifica di ipotesi discusse in questa sezione.

* Esempio 6.3.1. Per confrontare due tipi di vernice anticorrosione, sono stati verniciati 15 pezzi di
tubo di uguale lunghezza con la prima vernice e altri 15 sempre di uguale lunghezza con la seconda
vernice. Successivamente, 1 tubi sono stati sepolti per un certo tempo a coppie di due in 15 differenti
locazioni. Su ogni tubo sono state rilevate successivamente due variabili legate alla corrosione, ovvero
la massima profondita delle macchie di corrosione e il numero di tali macchie, e le relative
osservazioni sono state riportate nella Tavola 6.3.1.

Tavola 6.3.1. Massima profondita (in millesimi di pollice) e numero di macchie di corrosione.

prima vernice seconda vernice differenza
locazione profondita numero profonditd numero profondita numero
1 73 31 51 35 22 —4
2 43 19 41 14 2 5
3 47 22 43 19 4 3
4 53 26 41 29 12 -3
) 58 36 47 34 11 2
6 47 30 32 26 15 4
7 52 29 24 19 28 10
8 38 36 43 37 -5 -1
9 61 34 53 24 8 10
10 56 33 52 27 4 6
11 56 19 57 14 -1 5
12 34 19 44 19 —-10 0
13 55 26 57 30 -2 —4
14 65 15 40 7 25 8
15 75 18 68 13 7 5

Fonte: Kramer e Jensen (1969)

Si vuole determinare se le due vernici sono ugualmente efficaci nel prevenire la corrosione, ovvero
si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : ;. = O contro H; : g # 0. Dal momento che per questi

dati si puo verificare che
q— 8.0000
~ \ 3.0667

S_ 113.4667 15.9333
~\ 159333 20.3289 )’

allora si ha h = 10.8189. Dunque il livello di significativita osservato risulta
pss = Pr(Fy 3 > 5.0231) = 0.0242 .

Dato che la significativitd osservata ¢ piuttosto bassa, si deve concludere che le due vernici hanno
diverse prestazioni, dal momento che si pud respingere H;, ad ogni livello di significativita
a > 0.0242. Si ha inoltre — 2logr = 8.5882 e dunque

Qnoss = Pr(x3 > 8.5882) = 0.0136,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. O
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6.3.3. 1l test per la verifica di una matrice di varianza-covarianza diagonale a blocchi. Dato un
campione casuale da X ~ Ny(u,3), si supponga di voler verificare il sistema di ipotesi
Hy: X =3, = diag(341,392) contro H; : 3 > 0, dove X;; ¢ la matrice di varianza-covarianza
relativa alle prime e < d componenti (X7, ..., X,) del vettore casuale X, mentre Xy, ¢ la matrice di
varianza-covarianza relativa alle restanti (d — e) componenti (X, X.11,...,Xy) del vettore casuale
X. Questa ipotesi di base implica l'indipendenza dei due gruppi di componenti. Si ha

0= {(,%):peR,= >0}

Oy = {(/J:,Z) YIRS ]Rd,Z =3 = diag(ZH,Zgg)} .
Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, ¢ immediato ricavare che

(p,2) =1(X,S).
d%%(M ) =1(X,8)
Inoltre, si ha
n 1/
— 5 K- B RX-p)

<logc — n logdet(3)) — L tr(S,'S) = I(X, 3¢) = max [(u, ) ,
2 2 peER

I(p,3y) = loge — glog det(3)) — gtr(Zals)

dal momento che (X — p)"3 (X — ) > 0 (vedi Esempio 6.2.2). Tenendo presente che
Sii S
S — oS
So1 Sa2
dove Sq; ¢ la matrice di varianza-covarianza campionaria relativa alle prime e componenti del vettore
casuale X, Sy; ¢ la matrice di varianza-covarianza campionaria relativa alle restanti (d — e)

componenti, mentre S;» = SI, ¢ la matrice delle covarianze fra le prime e componenti e le restanti
(d — e) componenti, allora

I(x,%)) =logc — glog det(diag(X11,X9)) — gtr(diag(Zu, 32)7!'S)
n n ) _ _
=logc — 5 log(det(X1;)det(X92)) — 3 tr(diag(31' S11, X5y S22))

=logec — glog det(Xq7) — gtr(Z}ﬁlSH) — glog det(X90) — gtr(22_21S22) :

Adoperando nella precedente espressione due volte la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2,
rispettivamente con D = S;1; e D = Sy, si ottiene

d—
[(x,32)) <logc— n logdet(S11) — ne_n log det(Se0) — u
2 2 2 2
d
— loge — Zlog det(diag(S11,S2)) — ne_ I(X,diag(S11,S2)) = max [(u,X).
2 2 (1.3)€0y

Di conseguenza, la determinazione campionaria di R risulta

NI

P — (X diag(S11,82))~U(xS) _ det(S) _ yn
det(Sll)det(Szg)

dove

det(S)

A= )
det(511 )det(SQQ)
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Per le proprieta dei determinanti si ha
det(S) = det(Sll)det(Szg - 5218;11812) R
da cui

\ = det(SQQ — Sglsﬁlslg) . det(E)
B det(Sgg) B det(E + H) ’

dove E = n(S22 — S21S71!S12) € H = 1S S7!S12. Dal momento che nS ~ W, (3, n — 1), allora per
la proprieta ii) della §6.3.6, E ¢ H sono le determinazioni campionaric di due matrici casuali
E~n Wi o(Bog,n—1—e) e H~W;_.(X20,e) indipendenti. Dunque, se H, ¢ vera, A ¢ la
determinazione campionaria della statistica

_ det(€)

Cdet(E+H)’

distribuita come una A;_¢ 1 di Wilks. Inoltre, r ¢ una funzione monotona crescente di A e quindi
i test costruiti su R e /A sono equivalenti. Dal momento che rifiutare H; per piccole determinazioni di
R ¢ equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di /A, la regione critica del test ¢ data da

71 = {>\ AL Adfemflfe,e,a} .
Se si ¢ osservato il valore campionario A, il livello di significativita osservato risulta infine

Qpss = Pr(Ad—e,n—l—e,e < )\) .

Anche se la distribuzione della statistica test € nota per campioni finiti, per grandi campioni, quando
H,j ¢ vera, la quantita

det(SH)det(Sgg)

—2logr =nl
ogr=n 0g< dct(S) ,
¢ la determinazione di una statistica — 2log R, 4, x§< d—¢)» 0 quanto vi sono (d +d(d+1)/2)

parametri in totale, di cui (d + e(e +1)/2+ (d — e)(d — e + 1)/2) parametri da stimare sotto ipotesi
di base. Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni ¢ data da

2
ZL,l - {7’ P 210g7° > Xe(d—e),l—a} >
mentre la significativita osservata per grandi campioni risulta

QA oss = Pr(Xg(dfc) > — 210g ’I”) .

* Esempio 6.3.2. Sono state considerate 25 famiglie in cui erano presenti coppie di fratelli. Su ogni
fratello di ogni coppia sono state rilevate la lunghezza e il diametro della testa, ottenendo le
osservazioni della Tavola 6.3.1.

Si vuole verificare se le misurazioni relative al primo fratello sono indipendenti dalle quelle
relative al secondo fratello, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi Hj : X = diag(31, 392)
contro H; : 3 > 0, dove 3y ¢ la matrice di varianza-covarianza relativa alle componenti (X7, X5),
mentre X9, ¢ la matrice di varianza-covarianza relativa alle restanti componenti (X3, X4). Risulta

185.72
151.12
183.84
149.24

e
|
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91.4816 50.7536 66.8752 44.2672
50.7536 52.1856 49.2592 33.6512
66.8752 49.2592 96.7744 54.2784
44.2672 33.6512 54.2784 43.2244

Tavola 6.3.2. Lunghezza e diametro della testa di fratelli (in cm).

primo fratello secondo fratello
famiglia lunghezza diametro lunghezza diametro

1 191 155 179 145
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
6 208 157 192 152
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148
12 183 147 174 147
13 174 150 185 152
14 190 159 195 157
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150

Fonte: Frets (1921)

Inoltre si ha

g _ (914816 50.7336
1=\ 50.7536 52.1858

g, _ (96.7744 54.2784
227\ 54.2784 43.2244 | -

Dal momento che det(S)= 102525, det(S;;) = 1236.68 e det(S9) = 2198.09, allora risulta
A = 0.3772. Tenendo presenti 1 risultati della §A.4.2, il livello di significativita osservato ¢ dato da

Qpss = Pr(A272272 < 03772) = PI‘(F4742 > 65964) ~0.

Dal momento che la significativita osservata estremamente bassa, si deve concludere che i due gruppi
di variabili non sono indipendenti. Inoltre si ha — 2logr = 6.5964 e dunque

Qnoss = Pr(x; > 24.377) ~ 0,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. O



Capitolo 6 129

6.3.4. 11 test per la verifica di una matrice di varianza-covarianza diagonale. Dato un campione
casuale da X ~ Ny(w,X), si supponga di voler verificare il sistema di ipotesi
Hy: X =%, = diag(oy1,...,044) contro H; : 3 > 0. Questa ipotesi di base implica l'indipendenza
delle componenti del vettore X. Si ha

0= {(,T):peR,= >0}

@0 = {(M,Z) THE ]Rdvz = Z]0 = diag(au, 7Udd)} .
Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, si ricava che

(.S = (X, S) .
Jhax (1, 2) =1(X,8)

In completa analogia con la §6.3.3 si ha

l(u, 20) < l(i, Zo) = maxl(p,, 20) .
HER?

Inoltre, tenendo presente la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 3.1.2 si ha

I(x,3)) = logc — glogdet(diag(an, ey 04d)) — gtr(diag(on, o, 040)7'S)

d d d
n n Sjj n 5jj
ZIOgC_§IOgH%_§ E, f:logc%—g Eﬁ (—logajj—ﬁ)
n & n nd
<logc+ 5 jE_l (—logsj; —1) =logec — 3 log det(diag(S)) — 5

= [(X,diag(S)) = max [(u,X),

(/"’72)660

per cui la determinazione campionaria di R risulta

. —1in
b ol diag(s)-UxS) _ det(diag(S)) | *
det(S) '

In questo caso ¢ complesso ottenere la distribuzione esatta di R o di una sua trasformata. Tuttavia, per
grandi campioni, quando Hj ¢ vera, la quantita

det(diag(S))
—21 =nl —
ogr=mn og( det(S)
¢ la determinazione di una statistica — 2logR, 4 XZ( d—1)/22 in quanto vi sono in totale

(d 4+ d(d + 1)/2) parametri, di cui (2d) parametri da stimare sotto ipotesi di base. Di conseguenza, la
regione critica per grandi campioni ¢ data da

Ty ={r: —2logr > X?I(d—l)/ll—a} ;
mentre la significativita osservata per grandi campioni risulta
QA oss = Pr(X?[(dfl)/Q > — 210g T‘) .

6.3.5. 1l test per la verifica della sfericita. Dato un campione casuale da X ~ N, (u, X), si supponga
di voler verificare il sistema di ipotesi Hy : 3 = 3y = ol; contro H; : 3 > 0. Questa ipotesi di base
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implica l'indipendenza e I'omoschedasticita delle componenti del vettore X e per questo motivo ¢
detta ipotesi di sfericita. Si ha

O ={(n.%): peR",= >0}

O ={(, ) : w e R, T =3 =oly} .
Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, si ricava che

(. X) =1(x.S) .
Jnax (1, 2) = 1(X,8)

In completa analogia con la §6.3.3 risulta

l(/-l'a 20) < l(iv 20) - l’l’laXl(/J,, 20) :
mant

Inoltre, tenendo presente la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 3.1.2 si ha

d d d
Z(X,Zo)zlogc—%loga—%tr(S) glogc—%logﬁ—%
n nd
=1 — —logdet(c 1) — — =I(X,0ly) = [, 22
oge — g logdet(@ly) — —- = U(X,1a) Jmax (1, 3),

dove & = d~'tr(S). La determinazione campionaria di R risulta dunque

1
~d —an
r— Jxal)-ixs) _ [ 7 _
det(S)

In questo caso ¢ complesso ottenere la distribuzione esatta di R o di una sua trasformata. Tuttavia, per
grandi campioni, quando Hj ¢ vera, la quantita

a_\d
— 2logr =nlog aet(s) | °

. o . . d . . .
¢ la determinazione di una statistica — 2logR,, — X%d +2)(d—1)/2> i0 quanto Vi sono in totale

(d + d(d + 1)/2) parametri, di cui (d + 1) parametri da stimare sotto ipotesi di base. Di conseguenza,
la regione critica per grandi campioni ¢ data da

: 2
Ty =A{r: —2logr > X(d+2)(d71)/2,17a} )
mentre la significativita osservata per grandi campioni risulta

Qnoss = Pr(X(Qd+2)(d_1)/2 > — 210g 7“) .

6.3.6. 11 test per la verifica dell'omogeneita degli ultimi (d — e) autovalori. Dato un campione
casuale da X ~ Ny(u,X), supponiamo che X =Y + &, dove Y ~ Ny(u, ®) e € ~ Ny(0,0%1,)
sono vettori casuali indipendenti. Inoltre, supponiamo che 7(®) = e < d, ovvero il vettore casuale
¢ degenere. Questa situazione campionaria si puo verificare in pratica quando, pur essendo il vettore
casuale ) degenere, a causa di errori stocastici di misura £, il vettore casuale risultante X non appare
degenere. In questo caso, pur essendo solo e le variabili che descrivono il fenomeno, si pud essere
indotti a considerarne d, rendendo inutilmente complessa I'analisi statistica.
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Se A e I' rappresentano rispettivamente la matrice diagonale degli autovalori e la matrice degli
autovettori di X, allora risulta 3 = TAT'T. Tenendo presente l'indipendenza di Y e &, si ha la
seguente ulteriore rappresentazione di 3

X =&+ 0l =TAT" + ¢’TT =T(A + 0*1,)T",

dove A rappresenta la matrice diagonale degli autovalori di ®. Quindi, risulta che A = A + o?I,.
Tuttavia, solo i primi e autovalori di ® sono non nulli, per cui

A = diag(A,,0),
dove A; = diag(éy,...,06.), ovvero
A = diag(Ay, M\g—.) ,

dove Ay = diag(\y, ..., \.) = diag(é; + 02, ..., 6. + %) mentre A\ = o2,

Al fine di decidere se esistono componenti ridondanti nel vettore casuale X, si deve dunque
verificare il sistema di ipotesi Hj: X = I'diag(A;, \ly_.)T'T contro H; : ¥ = TAT'T. Tenendo
presente la notazione dell'Esempio 6.2.3, si ha

O ={(u,A,T): pncR" AcD,T €0}

Qo= {(, A,T") : pc R A € D,,T € O} .

Sulla base dei risultati dell'Esempio 6.2.3 si ha dunque

n nd
l(p, A, T') = I(X,L,G) =1 — —logdet(L) — — ,
peRd,ngﬁ,re(» (w ) x ) = loge 2 og det(L) 2

mentre

ma I(, A, T :li,ﬁ,f‘ .
ueRd.,Ae]]))i,l"e@ (,u, ) ( )

La determinazione campionaria di R risulta

cAf) LG _ (det(diag(Ly, ITy—))\ *" _ (1 ~gld=e)
det(L) 1

r=ell

dove | = (H‘f:_f lj)l/ (d=¢) rappresenta la media geometrica degli ultimi (d — e) autovalori campionari.
In questo caso ¢ complesso ottenere la distribuzione esatta di R o di una sua trasformata. Tuttavia, per

grandi campioni, quando H ¢ vera, la quantita
1
—2logr =n(d—e) log(T) ,

. ) . d ) ) . .
¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — X? d—e+2)(d—e—1) /2" Infatti, sotto ipotesi di base 33 ¢

determinata da e autovalori distinti, un autovalore coincidente ed e autovettori a d componenti
corrispondenti agli autovalori distinti, i quali sono inoltre vincolati da (e(e 4+ 1)/2) condizioni di
ortonormalita. Dunque, considerando anche il vettore delle medie, sotto ipotesi di base vi sono
(d+e+1+de—e(e+ 1)/2) parametri in totale. Inoltre, sotto ipotesi alternativa 3 ¢ determinata
da d autovalori e d autovettori, i quali sono inoltre vincolati da (d(d + 1)/2) condizioni di
ortonormalitd. Di conseguenza, vi sono (d + d + d* — d(d +1)/2) = (d + d(d + 1)/2) parametri in
totale. La regione critica per grandi campioni ¢ dunque data da
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) 2
Tog ={r: —2108" > X{4—ct2)d—c-1)/21-a) »
mentre la significativita osservata per grandi campioni risulta
2
Qnoss = Pr(X(d—e+2)(d—e—1)/2 > — 210g 7’) .
6.3.6. 11 test di Hotelling a due campioni. Si supponga di considerare due campioni casuali
indipendenti (Xy1,...,X1,,) € (X21,...,Xay,,) rispettivamente dai vettori casuali &} ~ Ny(p,X) e

X, ~ Ny(ug,3), ovvero si suppone l'omoschedasticita dei due vettori casuali. Sia inoltre
n = Zlem la numerosita campionaria globale. In questo caso, il modello statistico ¢ dato da

Frp s = {fn D (Xity e Xipy, X0ty o0, Xog, ) 1, 2, 20) =

dove i, po €RY e > 0. Si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy: 1 = po = g contro
H1 Ny % M. Siha

O = {(p1, 2, 3) : p1, w2 € RY, 3 > 0}

O = { (11, 2X) : po1 = 2, X > 0} .

Se X; e S; rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie del vettore medio campionario
X e della matrice di varianza-covarianza campionaria S; per 1'l-esimo campione, allora la funzione di
log-verosimiglianza ¢ data da

2
n n, _ n; .
U1, 2, ) = loge + Y ( - 55 log det(X) — 51 tr(S71S)) — 51 (X, — )" (% — M))
=1

(X — ) 2 (K — )

NE

1
=logc — glog det(X) — %tr(Z’IW) -5 2

dove

1 2
W = —ansl.
Ly

In maniera analoga all'Esempio 6.2.2, adoperando la disuguaglianza del medesimo esempio con
D =W,siha

o, 2, B) < loge — = logdet(E) — ~ tr(S'W) = [(X1,%2, 5) = max (g1, oo, X)
2 2 1,2 €RY

n nd
< logc — — logdet(W) — — = (X1, X5, W) = Wy, po, )
< loge — o logdet(W) — —- = I(X1, X2, W) e (p1, p2, X0)

Inoltre, tenendo presente che se H ¢ vera si dispone in effetti di un unico campione da Ny (u, 33), si
ottiene

o, , ) < U(X,X,S) = max (1, p2,X),
(p1,142,2)€0¢

dove
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Siha

= 2 =)+ (8 =) (0 =)+ (=)

ng ng

Z—ZZ i = %) (% — X)' ZZ % -X)& -0
= — nlSl+— n(X; — X YZ—YT:W—{—B,
DTS NIRRT
dove si ¢ tenuto presente che Y, (x;; — X;) = 0 e dove si & posto
1 2
B=-) nEx-x)x-x)".
DICELLES

La precedente relazione ¢ evidentemente una generalizzazione della relazione ottenuta nella §4.3.4,
ovvero costituisce la scomposizione della matrice di varianza-covarianza totale S nella matrice di
varianza-covarianza all'interno dei gruppi W e nella matrice di varianza-covarianza fra i gruppi B. E
facile verificare che

nins

B = (XQ — Xl)(fg — il)T

n2

n n _ 1 _
I(x,%,S) =logc — 3 log det(S) — ) tr(ST'W) — 3 E n (X — X)X, — X)
n n 1<
=logc — 3 log det(S) — ) tr(S'W) — 5 E ntr(S7H(x — %) (X —%X)7)

n n 1 1 2
:logc—glogdet(S)—gtr(S itr S™ an X —X)(X; — X) )
n

=logc — glogdet(S) - %tr(S’IW) — —tr(S'B

~—

2
d
=logc — glogdet(S) — %tr(S_l(W +B)) =loge — glogdet(S) — % )

Di conseguenza, la determinazione campionaria di R ¢ data da

r = el(ix,s)fl(il,ig,W) _ ef%logdet(S)Jr%logdet(W)

Dol

dove
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_ det(W)
~ det(W+B)’

Le matrici B e W sono le determinazioni campionarie di due matrici casuali B e W indipendenti.
Questo risultato ¢ una generalizzazione dell'Esempio 6.1.3, in quanto le statistiche B ¢ W sono
trasformate rispettivamente dei vettori medi campionari e delle matrici di varianza-covarianza
campionarie relative a matrici campionarie indipendenti. Inoltre, dal momento che

2
nWw = Zm& .

=1

dove le matrici casuali m;S; ~ Wy(X,n; — 1) sono indipendenti in quanto i campioni sono
indipendenti, per la proprieta i) della §A.4.2, si ha nW ~ W, (X, n — 2). Essendo

nS =nW +nB

e nS ~ Wy(X,n — 1), ancora per la proprieta i) della §A.4.2 si deve necessariamente concludere che
nB ~ Wy(%, 1). Dunque, se H ¢ vera, A ¢ la determinazione campionaria della statistica

_ det(W)
~ detW+B)’

distribuita come una A di Wilks con (n — 2) e 1 gradi di liberta. Inoltre r ¢ una funzione monotona
crescente di A e quindi i test costruiti su R e /A sono equivalenti. Dunque, dal momento che rifiutare
Hy per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di A, la
regione critica del test ¢ data da

Ti={A: A< Agno21a}-
Se si ¢ osservato il valore campionario A, il livello di significativita osservato risulta infine
Qpss = Pr(Ad,anl S )\) .

Partendo dall'espressione di r, si pud ottenere una formulazione alternativa della statistica test. Infatti,
tenendo presente la rappresentazione di B, si ha

_ (7@3;?;)3) ) T (det(W ) det(W + B) " = det(1, + WB) ¥

1
ning _ —3n

W (X — %)) (X, —Xl)T)

= det (Id + D)
n

nn —3n h \ 2"
=2 (% — X1) TW(x, —Xl)) g <1+ 2) :

n

= (1+

dove

ning(n — 2)

h = 5

- (X — %)Wz, — %))

La quantita y/ning/n(Xy — Xp) € la determinazione campionaria di un vettore casuale

ning = =

(X — X)) ~ Ny(0,%),

per la proprieta i) della §A.4.1, dal momento che X'; ¢ X5 sono indipendenti in quanto i campioni
sono indipendenti e \/E(X | — ) ~ Ny(0,3). Inoltre, il precedente vettore casuale ¢ indipendente
da W in quanto le due statistiche sono trasformate rispettivamente dei vettori medi campionari e delle
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matrici di varianza-covarianza campionarie relative a matrici campionarie indipendenti. Dunque, se
Hy ¢ vera, h ¢ la determinazione campionaria di una statistica H distribuita come una 7}, o di
Hotelling dal momento che

ninz(n — 2)

=0 (R - )W (R - &)
= (n—2)) |2 (2 — &) (W) [ (R - &)

Tenendo presente le proprieta della statistica di Hotelling si ha inoltre

(n—2)d

H~ —~—
n—d-—1

dn—d—1 -

La quantita » ¢ una funzione monotona decrescente di h e quindi i test costruiti su R e H sono
equivalenti. Dal momento che rifiutare H per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare
H) per determinazioni elevate di H, la regione critica del test risulta di conseguenza

(n—2)d

= . > - 7
i {h h_n—d—l

Fd,n—d—l,l—a} .

Se si ¢ osservato il valore campionario h, il livello di significativita osservato risulta infine

n—d-—1
oss = Pr{ Fyypn_q- > ——F—h|.
R GO )

Anche se la distribuzione della statistica test ¢ nota per campioni finiti, per grandi campioni,
quando H ¢ vera, la quantita

h
—210gr:nlog(1+ —) ,
n—2

¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, 4 X2, in quanto vi sono (2d + d(d + 1)/2) parametri
in totale, di cui (d + d(d + 1)/2) parametri da stimare sotto ipotesi di base.

* Esempio 6.3.3. Sono stati considerati 20 atleti di valore internazionale di cui 12 fondisti e 8
maratoneti. Su ogni atleta ¢ stato misurato la massa grassa, la massa magra, il VO, durante lo sforzo
massimale, la concentrazione di acido lattico durante uno sforzo sub-massimale ¢ il VO, durante lo
sforzo sub-massimale e le osservazioni sono state riportate nella Tavola 6.3.3. Per inciso, si noti che il
VO, costituisce una misura dell'efficienza aerobica di un atleta.

Tavola 6.3.3. Caratteristiche fisiologiche dei fondisti ¢ dei maratoneti.

fondisti massa massa VO, acido VO,  maratoneti massa massa VO, acido VO,

grassa magra max lattico submax grassa magra max lattico submax
8.3 65.8 5.77 30 4.71 5.9 58.7  5.07 17 4.32
3.3 57.6  4.51 33 4.15 4.8 60.2 4.74 34 4.00
2.9 59.9 4.82 46 4.20 2.1 53.7  4.04 38 3.40
1.4 56.6  4.38 37 3.99 2.8 61.5 4.77 40 4.20
7.1 59.2  5.30 26 4.29 14 55.6  4.39 44 3.99
3.2 58.9 4.96 24 4.07 2.0 59.3 437 19 3.71
4.1 65.8 541 19 4.57 5.8 55.5 447 27 3.85
1.8 67.6 5.29 32 4.44 1.9 64.2 4.84 29 4.10
4.0 49.6 4.33 39 3.93

10 3.8 62.5 5.60 16 4.79

11 4.7 54.5  4.67 24 3.96

12 0.9 60.1 5.04 31 4.12

Fonte: Pollock, Jackson e Pate (1980)

© 00O U Wi+
0 O Tk Wi
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Si vuole verificare se i due gruppi di atleti hanno simili caratteristiche fisiologiche, ovvero si vuole
verificare il sistema di ipotesi Hy : p; = po = p contro Hy : g1 # po. Siha

Inoltre, risulta

4.3058
1.0645
0.4476
—4.6771
0.2263

2.7861
—0.4689
0.2333
—6.9375
0.1500

Sy =

Dalle precedenti espressioni risulta

3.6979
0.4512
0.3619
— 5.5812
0.1958

W =

0.0610
0.1518
0.0509
—0.1513
0.0349

B =

X =

Xo =

1.0645
24.0491
1.8711

— 13.9479
1.4712

—0.4689
10.6811
0.7153
—6.3750
0.5498

0.4512
18.7019
1.4088
—10.9188
1.1027

0.1518
0.3775
0.1265
—0.3763
0.0869

3.7917
59.8417
5.0067
29.7500
4.2350

3.2875
58.5875
4.5863
31.0000
3.9463

0.4476
1.8711
0.2094
— 2.1642
0.1398

0.2333
0.7153
0.0941
— 1.0600
0.0783

0.3619
1.4088
0.1633
—1.7225
0.1152

0.0509
0.1265
0.0424
—0.1261
0.0291

—4.6771
— 13.9479
—2.1642
67.0208
— 1.4679

—6.7593
—6.3750
— 1.0600

83.5000
—0.3913

— 5.5812
— 10.9188
— 1.7225
73.6125
—1.0373

—0.1513
—0.3763
—0.1261

0.3750
— 0.0866

0.2263
1.4712
0.1398
— 1.4679
0.1144

0.1500
0.5498
0.0783
—0.3913
0.0745

0.1958
1.1027
0.1152
—1.0372
0.0984

0.0349
0.0869
0.0291 |,
— 0.0866
0.0200

per cui A = 0.5499. Di conseguenza il livello di significativita osservato ¢ dato da

Apss — PI'(A571871 S 05499) = PI'(F10728 Z 22921) = 0.0410.

Visto il livello di significativita osservata, vi ¢ una certa indicazione a rifiutare l'ipotesi di base, ovvero
1 due gruppi di atleti sembrano differire sulla base delle caratteristiche fisiologiche. Si ha inoltre — 2
logr = 11.9515 e di conseguenza la significativita osservata per grandi campioni risulta
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QU oss = Pr(xé > 11.9615) = 0.0353 ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. O

6.3.7. L'analisi multivariata della varianza. Si supponga di considerare m campioni casuali
indipendenti (X1, ..., X, ) rispettivamente dai vettori casuali &} ~ Ny(p;, X), ovvero da m vettori
casuali normali omoschedastici. Sia inoltre n = ;" n; la numerosita campionaria globale. Il modello
statistico ¢ dato da

fuhm,“nuz = {fn . fn(xlla 7X1n17 ey Xl e ,anm;p,l, ,,um,Z) =

- HI_I[ det(QWZ)_%e_%(x“_“’)Tzl(x”'_m)} ,
1—1i=1

dove u; € RY ¢ ¥ > 0. Si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : py = ... = i, = f4 cONtro
Hy:p # pj, A # j=1,...,m.Dunque, si ha

O={(p1,..., o, T) : €RE, T >0,1=1,...,m}

O ={ (1, s b, 2) : 41 = .. = o, 2 > 0}

Se X; e S; rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie del vettore medio campionario
X, e della matrice di varianza-covarianza campionaria S; per I'l-esimo campione, estendendo in
maniera ovvia i risultati della §6.3.6, la funzione di log-verosimiglianza ¢ data da

1 m
Wprs ..., oo, 2) = loge — glog det(X) — gtr(ZJ_lW) —3 ;nz(il —w)' =N - ),

dove

1 m
W = —ansl.
3

In maniera analoga alla §6.3.6, si ha

pery ooy o, 2) <logc— glogdet(E) - %tr(Z’1W)

=1(X1,.., X, 2) =  max (g1, o, 2)
Wi, €RY

d
<logc— glogdet(W) - % =1(X1,.. -, X, W)

= max (g1, .oy o, 23) .
(l‘/lr--v/-/"rmz)ee <M1 M7n )

Inoltre, tenendo presente che se Hy ¢ vera si dispone in effetti di un unico campione da una N;(u, 3),
allora si ottiene

ey ooy, 2) <I(X,...,X,S) = max Wpory s o, 2)
(ILI’17"'7IJ"!7L7Z)€®0

dove
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m n

(Xli — Y)(Xli — Y)T .

=1 1i=1

S —

S|

In completa analogia con la §6.3.6 siha S = W + B, dove
1 m
B=— X —X)(x-%)".
- Z n(X; — X)(X; — X)

=1

Dunque,
- - n nd
I(X,...,X,S) =logc — Elogdet(S) -

Di conseguenza, la determinazione campionaria di R ¢ data da

r = el(i,...,i,S)—l(il,...,im,W) _ e—%logdet(S)+%logdet(W)
det(W) \*" _ 4,
= _ — )\2 ,
det(W + B)
dove
_ det(W)
~ det(W+B) -’

In maniera analoga alla §6.3.6, B ¢ W sono le determinazioni campionarie di due matrici casuali B e
W indipendenti. Inoltre, dal momento che

m
nW = TL[S[ ,
=1

dove le matrici casuali m;S; ~ Wy(X,n; — 1) sono indipendenti in quanto i campioni sono
indipendenti, per la proprieta i) della §A.4.1, si ha nW ~ W, (32, n — m). Dal momento che risulta
nS =nW +nBB

e che nS ~ Wy(3,n — 1), ancora per la proprieta i) della §A.4.1 si deve necessariamente concludere
che nB ~ Wy (X, m — 1). Dunque, se Hy ¢ vera, A ¢ la determinazione campionaria della statistica

_ det(W)

~ detW+B)”’
distribuita come una A di Wilks con (n —m) e (m — 1) gradi di liberta. Inoltre r ¢ una funzione
monotona crescente di A e quindi i test costruiti su R e A sono equivalenti. Dal momento che rifiutare

Hy per piccole determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di A, la
regione critica del test ¢ data da

,]i - {>\ P < Ad,nfm,mfl,oz} .
Se si ¢ osservato il valore campionario A, il livello di significativita osservato risulta infine

Qopss = Pr(Ad,n—m,m—l < )\) .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test ¢ nota per campioni finiti, per grandi
campioni, quando H ¢ vera, la quantita

—2logr = —nlog\,
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. .. ) _ d ) e . ) .
¢ la determinazione di una statistica — 2log R,, — X%m—l) 4> In quanto ¢ facile verificare che vi sono in

totale (md + d(d + 1)/2) parametri, di cui (d + d(d + 1)/2) parametri da stimare sotto ipotesi di
base.

* Esempio 6.3.4. Tre gruppi di pesci, ognuno dei quali era composto da 12 pesci, sono stati cucinati
con tre diversi metodi di cottura. Successivamente, alcuni giudici hanno assaggiato ciascun pesce e
hanno assegnato un punteggio sulla base di 4 variabili, ovvero l'aroma (A), il sapore (S), la
consistenza (C) e il grado di umidita (U). Nella Tavola 6.3.4 sono riportati i punteggi medi dei giudici
per ogni pesce e ogni metodo di cottura.

Tavola 6.3.4. Punteggi dei giudici per i tre metodi di cottura dei pesci.
metodol A B C D metordo2 A B C D metodo3 A B C D
54 6.0 6.3 6.7 1 5.0 53 53 6.5 48 5.0 6.5 7.0
52 6.2 6.0 5.8 4.8 49 42 56 54 50 6.0 64
6.1 59 6.0 7.0 3.9 40 44 5.0 49 51 59 6.5
4.8 50 49 5.0 4.0 5.1 48 538 5.7 52 64 64
5.0 5.7 50 6.5 5.6 54 51 6.2 42 46 53 6.3
5.7 6.1 6.0 6.6 6.0 5.5 5.7 6.0 6.0 53 58 64
6.0 6.0 5.8 6.0 52 48 54 6.0 5.1 52 6.2 6.5
4.0 5.0 4.0 5.0 5.3 5.1 58 64 4.8 4.6 5.7 5.7
5.7 54 49 5.0 9 5.9 6.1 5.7 6.0 5.3 54 6.8 6.6
10 5.6 5.2 54 58 10 6.1 6.0 6.1 6.2 46 44 57 56
11 5.8 6.1 52 64 11 6.2 5.7 59 6.0 4.5 4.0 50 59
12 5.3 59 58 6.0 12 51 49 53 438 44 42 56 55

Fonte: Baten, Tack e Baeder (1958)

© 00O U Wi+~
00 ~J O U W N

— ==
B S ©owNo otk W=

Si vuole verificare se 1 metodi di cottura non differiscono sulla base dei punteggi assegnati dai
giudici, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : g1 = po = ps = p contro Hy : py # pj,
d#j=1,2,3.Siha

5.3833
5.7083
5.4417
5.9833

5.2583
5.2333
5.3083
5.8750

mentre

4.9750
4.8333
5.9083
6.2333

Inoltre

0.3131 0.1410 0.2399 0.2114
0.1410 0.1791 0.2105 0.2093
0.2399 0.2105 0.4041 0.2999
0.2114 0.2093 0.2299 0.4447

S
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mentre

0.5341
0.3289
0.3412
0.1756

Sy

0.2702
0.1783
0.1419
0.1017

S3

Dalle precedenti espressioni risulta

0.3725
0.2161
0.2410
0.1629

0.3289
0.3022
0.2289
0.1633

0.1783
0.1939
0.1739
0.1497

0.2161
0.2251
0.2044
0.1741

0.3412
0.2289
0.3241
0.1477

0.1419
0.1739
0.2391
0.1389

0.2410
0.2044
0.3224
0.1955

0.0292
0.0589
— 0.0382
—0.0211

B =

0.0589
0.1280
— 0.0650
—0.0345

—0.0382
—0.0650
0.0662
0.0385

0.1756
0.1633
0.1477 | °
0.2452

0.1017
0.1497
0.1389
0.1906

0.1629
0.1741
0.1955
0.2935

—0.0211

—0.0345
0.0385 |~
0.0225

per cui A = 0.2200. Di conseguenza il livello di significativita osservato risulta

(pss = Pr(Ays39 < 0.2200) = Pr(Fygo > 8.4901) ~ 0 .

Dato che la significativita osservata estremamente bassa, si deve concludere che 1 tre metodi di cottura
differiscono sostanzialmente. Inoltre — 2logr = 54.5008 e dunque si ha

Qnoss = Pr(x3 > 54.5008) ~ 0,
O

un risultato che conferma le conclusioni precedenti.

6.3.8. 1l test per la verifica della omoschedasticita. Si supponga di considerare m campioni casuali
indipendenti (X;1,...,X;,) rispettivamente dai vettori casuali A ~ Ng(p;,%;). Sia inoltre
n =Y/ ,n la numerositd campionaria globale. In questo caso, il modello statistico ¢ dato da

f‘,ul,...,p,m,El,...,Em == {fn . fn(X117 e s Xings oo s Xmly oo s Xy s M1y - - 7”771721; 72m)

dove u; € R% ¢ 3; > 0. Si vuole verificare il sistema di ipotesi Hy : 3 = ...
Hl : El 75 Zj, = #]Z 1,...,m. Si ha

@:{(Ml,

mo n

- HH det(QWzl)_%6_%("“_“1)Tzfl(xu—m)
=1i=1

=33, = X contro

s S0, ) w €RY E; > 0,1=1,...,m}

Qo= {(pe1s - s o, 21, .., Z) m ERL T =... =2, =2 >0}.
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Se X; e S; rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie del vettore medio campionario
X, e della matrice di varianza-covarianza campionaria S; per I'l-esimo campione, allora la funzione di
log-verosimiglianza ¢ data da

l([,l,l,...,[,l,m,zl,...,zm) =

= n n _ n _
= logc + Z ( — 5[ logdet(El) — 51 tr(El 1Sl) — 31 (Yl — HZ)TEZ 1(Yl — ,u,l)> .
=1

Tenendo presente che ogni (X; — p;) "1 (X; — ) raggiunge il minimo per g; = X; e adoperando
nella precedente espressione la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 in maniera ripetuta con
D = S, si ottiene

- ny (U
Wty o s oy 215 -, B < loge + ; (— 5 log det(%;) — 5tr(21 151))
= l(il, ,im,Zl,...,Zm)

1 & nd
=logc — 5 ;nl log det(S;) — 5
=1(X1,...,Xm,S1,...,Sm)

= max (e, ... X1, .., 2) .
(“17"'7“7777217"'72771)66 (M ’ ,“m’ ’ ’ 777’)
Inoltre, se Hy ¢ vera, allora si ha

Wty s o, 2, ..., 8) =
n

- n n _ _
=logc+ Yy ( - 5l log det(X) — EZ tr(S71S)) — EZ (X — )" (x — m))
=1

1 m
— loge — glog det(Z) — gtr(2_1W) -5 ;m(il AL ST A

Di conseguenza, adoperando la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 rispettivamente con
D = W, si ottiene

gtr(Z’IW) SIS SN S S 5)
d
<logc — glogdet(W) - % =Xy, X, W, ..., W)

Wty o, 2, .. 8) < loge — glogdet(Z) -

= max U7 P 7 I 3 W I
(#17"',“7717217'"az’m)GGU

Dunque, la determinazione campionaria di R ¢ data da

3 B e B m det(w) —ng/2
— X X, W W) =R X, St S)
e 11 (det(Sl) )

=1

In questo caso ¢ complesso ottenere la distribuzione esatta di R o di una sua trasformata. Tuttavia,
per grandi campioni, quando H, ¢ vera, la quantita

= det(W)
—2logr = nllog( ) )
lz—; det(Sl)
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2
(m—1)d(d+1)/2°

(md + md(d + 1)/2) parametri, di cui (md + d(d + 1)/2) parametri da stimare sotto ipotesi di base.
Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni ¢ data da

¢ la determinazione di una statistica — 2logR,, — x in quanto vi sono in totale

) 2
Ty ={r: —2logr > X(m—1)d(d+1)/2,1—a} )
mentre la significativita osservata risulta

Qposs = Pr(X%mfl)d(d+1)/2 2 — 210g T‘) .

* Esempio 6.3.5. Con gli stessi dati dell'Esempio 6.3.4 si vuole verificare il sistema di ipotesi
Hy:3 =3, =33 contro H; : 3, #3%;, 3l # j=1,2,3. In questo caso ¢ facile verificare che
— 2logr = 17.7733 e di conseguenza il livello di significativita osservato per grandi campioni risulta

Qn.oss = Pr(x3y > 17.7733) = 0.6023 .

Questo valore ¢ un valore elevato di «, . che porta dunque ad accettare dunque l'ipotesi di
omoschedasticita. O

6.3.9. La regressione lineare multivariata. Supponiamo che la matrice campionaria (yi,...,y,) sia
la determinazione di un insieme di vettori casuali indipendenti (J%,...,)),), tali che
Y; ~ Ny(a+ Bz;,X), dove a & un vettore di parametri di ordine d, B ¢ una matrice di parametri di
ordine (d x e), mentre (zy,...,Z,) costituisce una matrice di quantita note e fisse di ordine (e x n).
Ovviamente, in questo caso il campionamento non ¢ casuale ed ¢ immediato verificare che questa
struttura campionaria costituisce una estensione multivariata del modello di regressione lineare.
Analogamente all'Esempio 1.1.8, si suppone che la parametrizzazione sia fatta in modo tale che

1 n
TZ—ZZZ'ZO.
=

In questo caso il modello statistico ¢ dato da

fa,B~,2 = {fn : f’n(yh oy ¥Yn;a, B, E) = H det(2ﬂ'z)_%6_%(yj_a_BZ7")TZ1(yi_a_BZi)} >
i=1

dove a € R?, B € R% 3 > 0. Si vuole verificare il sistema di ipotesi H : B = 0 contro H; : B # 0.
Si ha

©=1{(a,B,X):ac R BcR™ x>0}

Oy ={(a,B,X):B=0,ac R’ 2 >0}.

La log-verosimiglianza puo essere espressa come

n

/(a,B,%) = logc — g det(Z) — (yi —a—Bz)"= !y, —a— Bz,).

1

24
Si indichi rispettivamente con y € S, il vettore medio campionario e la matrice di varianza-covarianza
campionaria relative a (yi,...,y,) € con S, la matrice di varianza-covarianza relativa a (zi, ..., z,).

Sia inoltre
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1
Sy == 3 (5 =2y Zzlyz

. . . . . _ T .
la matrice di covarianza relativa a (z1, ...,2,) € (y1,...,yn), mentre siaS,, = S;, . Si ha

n

Z (yi—a—Bz)'="(y;—a—Bz) =

1=1

=D (i —¥) =Bz + (- a)'= (v —¥) ~ Ba + (7~ a)
= itr(El((Yi —¥)—Bz +(y—2))((y; —¥) —Bz; + (y—a))")

= ntr(Z_l(Sy + BSzBT +(y—a)[y - a)T - SyzBT - BSZy)) 5

dove ¢ stato tenuto presente che > - ;z; =0e Y . ,(y; —¥) = 0. Inoltre, sommando e sottraendo la
matrice S,.S;'S., nella precedente espressione e raccogliendo opportunamente si ha

Y (yi—a—Bz)'S ' (y,—a—Bz) =
i=1
= ntr(S7H(S, —8,.87'S., + (B —5,.87)S.(B—S,.8;) + (Y —a)(y —a)"))
=ntr(Z (S, — syzs*szy)) +ntr(Z'B —-8,.S;S.(B—-S,.S; 1))
+n(y—a)'Zl(y—a),

Dunque, si ottiene infine
I(a,B, %) = logc — gdet(Z) - g (tr(=71(S, — 8,.8.'S.,))
+ (ST (B —8,.8.1)S.(B—S,.87)) + (¥ —a)' =7 (Y —a)).

Sulla base di questi risultati, si ha dunque

/(a,B,%) < logc — g det(Z) — gtr(Z_l(Sy ~8,.8.'S.,)) = (3,B,%),

dovea =yeB = S,.S;! che ovviamente costituiscono le stime di massima verosimiglianza di a e B.
Nella precedente espressione si & tenuto presente che 3 > 0 e dunque anche X! > 0, in modo tale
che la forma quadratica (y — a)’X~!(y — a) ¢ definita positiva e quindi raggiunge il minimo quando
a =Y. Nella stessa espressione si ¢ notato che, essendo S, definita positiva in quanto matrice di
varianza-covarianza, allora la matrice (B —S,.S;")S.(B —S,.S;!)T ¢ definita positiva e quindi
anche la matrice 7' (B —S,.S;1)S.(B — S,.S;!)" ¢ definita positiva. Di conseguenza, la traccia di
questa matrice ¢ maggiore o uguale a 0 e raggiunge quindi il minimo in corrispondenza della matrice
nulla, ovvero quando B —S,.S;! = 0. Tenendo presente la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio
6.22conD =S, —S,.S;'S.,, si ottiene dunque

o n _ nd P
l(a,B,X) <logc — 5 det(S, — S,.S;'S.,) — -5 = [(a,B,E) = (avlrsr}g(e@l(a,B, ),

doveE =S, — SyszSzy ¢ la stima di massima verosimiglianza di 3. E facile dimostrare che

1 & —~ ~
E=— i —a—Bz)(y; —a —Bz)"
n;:l(y a —Bz)(y; —a — Bz
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e dunque in effetti E costituisce la matrice delle medie degli scarti al quadrato dei valori osservati y;
dai valori stimati @ — Bz;. Di conseguenza, in maniera analoga alla §4.3.8, la matrice E rappresenta la
matrice di varianza-covarianza residua.

Tenendo presente le note fatte in precedenza, si ha inoltre che

n B 3 1o
5 (1(E7'S) + (¥ —a)'=7 (¥ - a))
n nd
<1 — —det —— =1y y) = ! 7B7Z'
Sloge— 5 et(S,) 2 (5,0.8,) (a,él,lgll))é@o & )

[(a,0,X) =logc — gdet(Z) —

In maniera analoga alla §4.3.8, si noti che si ha la seguente scomposizione

S,=E+H,

dove H =S,.S; 'S, rappresenta la matrice di varianza-covarianza spiegata dal modello lineare. Di
conseguenza, si haanche E=S§, — S,. s;lszy. La determinazione campionaria di R ¢ dunque data da

b o30S, I@BE) _ det(S, — 8,:8.'S.,) \ *" N
det(S,)

dove

_det(S, —S,.S'S.,)  det(E)

A det(S,) ~ det(E + H) -

Dal momento che nS, ~ Wy(3,n —1), per la proprieta iii) della §A4.2, E ¢ H sono le
determinazioni campionarie di due matrici casuali n€ ~ Wy(X,n—1—¢e) e nH ~ Wy(X,e)
indipendenti. Dunque, se H ¢ vera, A ¢ la determinazione campionaria della statistica

~ det(&)

 det(E+H)’
distribuita come una Ag,_1_.. di Wilks. Inoltre, r ¢ una funzione monotona crescente di A e quindi i
test costruiti su R e /A sono equivalenti. Dunque, dal momento che rifiutare H, per piccole

determinazioni di R ¢ equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di 4, la regione critica del test
¢ data da

/Zrl = {)\ DA < Ad,nflfe,e.,a} .
Avendo osservato il valore campionario A, il livello di significativita osservato risulta infine

Qpss = Pr(Ad,nflfe,c < >\) .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test ¢ nota per campioni finiti, per grandi
campioni, quando H ¢ vera, la quantita

det(S, — syzszlszy)>

—210gr:nlog( det(s,)
Y

¢ la determinazione di una statistica — 2log R, 4 X2 in quanto visono (d + de + d(d + 1)/2)
parametri in totale, di cui (d+d(d+1)/2) parametri da stimare sotto ipotesi di base. Di
conseguenza, la regione critica per grandi campioni ¢ data da

Tog = {r: —2logr > X31 o}

mentre la significativita osservata risulta
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On oss = Pr(Xfle > - 210g T) .

* Esempio 6.3.6. Sono stati condotti 19 esperimenti che riguardavano una certa reazione chimica. Le
variabili tenute sotto controllo sono state la temperatura, la concentrazione e il tempo. Si vuole
verificare che esiste una relazione lineare di queste variabili con le variabili di risposta della reazione
chimica, ovvero la quantitd di materiale iniziale non trasformato, la quantita di materiale iniziale
trasformato e la quantita di sottoprodotto non desiderato. Le osservazioni relative agli esperimenti
sono riportati nella Tavola 6.3.5.

Tavola 6.3.5. Risultati degli esperimenti relativi alle reazioni chimiche.

variabili di risposta variabili sotto controllo
Esperimento non trasformato trasformato sottoprodotto temperatura concentrazione tempo
1 41.5 45.9 11.2 162 23.0 3.0
2 33.8 53.3 11.2 162 23.0 8.0
3 27.7 57.5 12.7 162 30.0 5.0
4 21.7 58.8 16.0 162 30.0 8.0
5 19.9 60.6 16.2 172 25.0 5.0
6 15.0 58.0 22.6 172 25.0 8.0
7 12.2 58.6 24.5 172 30.0 5.0
8 4.3 52.4 38.0 172 30.0 8.0
9 19.3 56.9 21.3 167 27.5 6.5
10 6.4 55.4 30.8 177 27.5 6.5
11 37.6 46.9 14.7 157 27.5 6.5
12 18.0 57.3 22.2 167 32.5 6.5
13 26.3 55.0 18.3 167 225 6.5
14 9.9 58.9 28.0 167 275 9.5
15 25.0 50.3 22.1 167 27.5 3.5
16 14.1 61.1 23.0 177 20.0 6.5
17 15.2 62.9 20.7 177 20.0 6.5
18 15.9 60.0 22.1 160 34.0 7.5
19 19.6 60.6 19.3 160 34.0 7.5

Fonte: Box ¢ Youle (1955)

Si vuole verificare se esiste 0 meno una relazione lineare fra le variabili di risposta e le variabili
sotto controllo, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi H, : B = 0 contro H; : B # 0. Si ha

36.6371 —11.5319 —0.2105

S. = —11.5319 17.0055 1.1579
—0.2105 1.1579 2.5263
e
94.0701 —27.0650 — 55.9214
S,=| —27.0650  21.0771 5.4795 |,
— 55.9214 5.4795 42.8888
mentre

—39.7407 —8.9882 —6.9763
S,. = 11.2252 1.5143 2.8658
22.8681 6.0924 3.7632

Risulta quindi
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20.1789
56.3368
20.7842

&)
I

—1.5460 —1.4256 —2.2374
0.4046 0.2930 1.0338
0.9139 0.8995 1.1535

==)
I

Inoltre si ha

4.2197 —1.1423 — 3.4696
E=| —1.1423 13.1296 —9.4472 | ,
—3.4696 — 9.4472 12.1683

mentre

89.8504 —25.9227 —52.4518
H=| —25.9227 7.9475 14.9267 |,
— 52.4518 14.9267 30.7204

per cui A = 0.0332. Di conseguenza il livello di significativita osservato risulta
Qpgs — PI'(A371573 S 00332) ~0.

Dato che la significativita osservata ¢ estremamente bassa, si deve concludere che esiste un legame
lineare fra le variabili di risposta e quelle di controllo per la reazione chimica considerata. Inoltre, — 2
logr = 64.7232 e dunque si ha

Aposs = PT(XS > 647232) ~0,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. O

6.4. Le regioni di confidenza con osservazioni multivariate

6.4.1. Le regioni di confidenza con matrici campionarie. Se Fy ¢ un modello statistico relativo ad
un campionamento casuale, allora si definisce quantita pivot P la trasformata

P:C,x06 — R,

tale che P = P(A&],...,A),;0) ha una distribuzione che non dipende da 6. Se B C R ¢ un insieme
tale che

Pr0<P(X17"'7‘k'n;€) EB)II—Q,
ese B(AXy,...,A&,) C R¥ & un insieme casuale tale che per ogni @
{(X1, ..., %) : P(X1,...,X,;0) € B} & {(x1,...,X,) : 0 € E(Xq,...,X,)},

allora E'(xq,...,X,) ¢ detta regione di confidenza per @ al livello di confidenza (1 — «).

Anche nel caso multivariato si puo dimostrare che esiste un legame fra la regione di confidenza e la
regione di accettazione del test per il sistema di ipotesi Hy : @ = @, contro H; : @ # 6,. Nel caso che
si costruisca regioni di confidenza a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze si puo verificare
che la regione di confidenza FE(xi,...,X,) al livello di confidenza (1 — «/) ¢ data da tutti i valori di
6 <€ O per cui la verosimiglianza L(6;xy, ..., X,) ¢ maggiore di
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Co =Tomax L(0;xq,...,X,),
6cO

dove Prg(R <r,) = a. Inoltre, se si ha 6= (0),6})", dove 64 ¢ un parametro a (k—h)

componenti, si verifica che la regione di confidenza E(xy,...,X,) al livello di confidenza (1 — «) ¢
data da tutti i valori di @4 € O 4 per cui la verosimiglianza profilo L,(64;x,...,X,) ¢ maggiore di
Ca-

6.4.2. Gli ellissoidi di confidenza. Dato un campione casuale da X ~ N;(u, 2), si vuole costruire
una regione di confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi Hy : u = po contro H; :
L # o dalla §6.3.2 ¢ noto che la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze
¢ data da

1 d

Di conseguenza, la regione di confidenza per g al livello di confidenza (1 — «) ¢ data da
e (XS %) < L Fa
. n—d n—d,l—a ( >

ovvero dall'insieme dei punti contenuti in un ellissoide di centro X con direzioni degli assi date dagli
autovettori di S e con lunghezza degli assi pari a 2\/ a;dFyp-q1-o/(n —d), dove o ¢ il j-esimo
autovalore di S. Questa regione di confidenza ¢ detto ellissoide di confidenza del vettore medio.

* Esempio 6.4.1. Su 31 ciliegi del parco nazionale di Allegheny in Pennsylvania sono state misurate
rispettivamente l'altezza e il volume, ottenendo in questa maniera le osservazioni della Tavola 6.4.1.

Tavola 6.4.1. Altezza e volume dei ciliegi (in piedi e piedi cubi).
ciliegio altezza volume ciliegio altezza volume

1 70 10.3 17 65 10.3
2 63 10.2 18 72 16.4
3 81 18.8 19 83 19.7
4 66 15.6 20 (0] 18.2
) 80 22.6 21 (0] 19.9
6 79 24.2 22 76 21.0
7 76 214 23 69 21.3
8 (0] 19.1 24 74 22.2
9 85 33.8 25 86 274
10 71 25.7 26 64 24.9
11 78 34.5 27 80 31.7
12 74 36.3 28 72 38.3
13 77 42.6 29 81 55.4
14 82 55.7 30 80 58.3
15 80 51.5 31 80 51.0
16 87 77.0

Fonte: Ryan, Joiner e Ryan (1985)

Risulta

>

([ 176.0000
~ \30.1710
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S — 39.2903  60.6387
~ \ 60.6387 261.4866 )

Dunque, 1 due autovalori di S sono dati da 23.8189 e 276.9580, mentre gli autovettori di S sono
(0.2472,0.9690) e (0.9690, — 0.2472). Di conseguenza, una ellisse di confidenza per (ui, o) al
livello di confidenza del 95% ¢ centrata in (76.00,30.17) ed ha gli assi in direzione degli autovettori
di lunghezze pari a 4.6760 e 15.9449. 1l diagramma di dispersione e il grafico dell'ellissi di confidenza
sono riportati in Figura 6.4.1. O

70 t

60 t

30+

20| : Lt

10¢-

65 70 75 80 85
Figura 6.4.1. Ellissi di confidenza per (111, 112) al livello di confidenza del 95%.



Appendice

A.l. Alcune distribuzioni continue

A.1.1. Le famiglie di posizione e scala. Nelle prossime sezioni vengono presentate a grandi linee le
caratteristiche di alcune distribuzioni continue di uso frequente (per approfondimenti sulle
distribuzioni continue univariate si pud consultare i due manuali di Johnson e Kotz, 1972, vol. I e II).
Nel seguito una variabile casuale Z viene analizzata nella sua forma standard. La funzione di
ripartizione e la funzione di densita di Z vengono indicate rispettivamente con F; e f.

A partire da una variabile casuale standard Z, attraverso la trasformazione lineare

X=\+07,

dove A € Re § € R, si pud generare la cosiddetta famiglia (di distribuzioni) di posizione e di scala.
Questa famiglia ¢ caratterizzata appunto dai parametri di posizione A e di scala é.
La variabile casuale non standard X possiede funzione di ripartizione e funzione di densita date da

Fy(a) = Fz(“" - A)

e =5 £2(55)

Inoltre, supponendo E[Z?] < oo, risulta

= E[X] = \ + 6E[Z]

0% = Var[X] = §*Var[Z] .

In particolare, se E[Z] =0 e Var[Z]| =1, i parametri di posizione e di scala coincidono
rispettivamente con la media e lo scarto quadratico medio. Per evidenziare questa proprieta, nel
seguito si adottano i simboli 1 e o al posto di A e . Infine, 1 parametri rimanenti di una distribuzione
sono detti parametri di forma.

A.1.2. La distribuzione Normale. La variabile casuale Z ¢ detta Normale standard se ammette
funzione di densita f; = ¢, dove

o(z) = \/ﬁejz :

Il grafico della funzione di densita ¢ ¢ riportato in Figura A.1.1. La funzione di ripartizione di Z viene
indicata con ® e non puo essere ottenuta in forma analitica.
I momenti della Normale standard risultano

n_ )0 r dispari
E[Z]_{lx?)x---x(r—l) 7 pari r=12,

Di conseguenza, si ha E[Z] = 0 e Var[Z] = 1. Quindi, per la Normale non standard X i parametri di
posizione e di scala coincidono con la media p e con lo scarto quadratico medio o.
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Per indicare che Z ha distribuzione Normale standard si adotta la notazione Z ~ N (0, 1), mentre
se X ha distribuzione Normale non standard si scrive X ~ N(u,0?). Il quantile di ordine « della
Normale standard viene indicato con z,,.

Per la Normale valgono le seguenti tre proprieta (vedi Barabesi, 2020):

i) Se X ~ N(u,oc?), allora

Y =a+bX ~ N(a+bu,b*c?),

dove a e b sono costanti.
i) Se (X1,..., X}) & un vettore di variabili casuali indipendenti tale che X; ~ N (u;,0?), allora

k k
Y:Z (a; + b; X;) (Z a; + bip;), Zb ),

= 1

dove (ay,...,ax) e (by,...,by) sono vettori di costanti.
iii) Se (X1,...,X}) & un vettore di variabili casuali indipendenti tale che X; ~ N(u,o?), allora le
variabili casuali

}/1 = ZCzXz ,}/2 = Zdez )
i=1 i=1
dove (c1,...,¢x) e (dy, ..., d;) sono vettori di costanti, sono indipendenti se e solo se
k
Z Cidi =0
i=1
0.4
0.3
0.2
0.1
o3 02 ol 0 1 2 3

Figura A.1.1. Funzione di densita della Normale standard.

A.1.3. La distribuzione Uniforme. La variabile casuale Z ¢ detta Uniforme standard se ammette
funzione di densita

fz2(2) = Lp(2) .

Il grafico della funzione di densita di Z ¢ riportato in Figura A.1.2.
La funzione di ripartizione di Z risulta

Fz(2) = 21 1)(2) + 1j1,00)(2) -

I momenti della Uniforme standard sono dati da

1

E[ZT] - r+1

,r=1,2,....
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Di conseguenza, risulta E[Z] = 1/2 e Var[Z] = 1/12.
Per indicare che Z ha distribuzione Uniforme standard si adotta la notazione Z ~ U (0, 1), mentre
se X ha distribuzione Uniforme non standard si scrive X ~ U (A, A + §). La parametrizzazione in

termini di A e A\ + ¢ si usa per evidenziare che il supporto della variabile casuale non standard X
risulta (A, A + 6).

1.2¢

1t

0.8
0.6
0.4]
0.2]

o 7\ L L L L
0.5 0 0.5 1 1.5

Figura A.1.2. Funzione di densita della Uniforme standard.

A.1.4. La distribuzione Gamma. La variabile casuale Z ¢ detta Gamma standard se ammette
funzione di densita

1
['(p)

dove p € RT & un parametro di forma. Per p = 1 la variabile casuale Z ¢ detta Esponenziale standard.
I grafici delle funzioni di densita di Z per alcuni p sono riportati in Figura A.1.3.
La funzione di ripartizione di Z ¢ ottenibile in forma chiusa solo se p ¢ intero, nel qual caso

p=l i
L2

Fz(2) = (1—@ E ﬁ) 1po)(2), p e NT.
=0 v

zp_le_zl[opo)(z) ,

fz(2) =

I momenti della Gamma standard risultano

L(p+r)
L(p)

Di conseguenza, si ha E[Z] = p e Var[Z] = p.

Per indicare che Z ha distribuzione Gamma standard con parametro di forma p si adopera la
notazione Z ~ G(0,1;p), mentre se X ha distribuzione Gamma non standard si scrive
X ~ G(\,6;p). Per indicare che Z ha distribuzione Esponenziale standard si adopera invece la
notazione Z ~ FE(0,1), mentre se X ha distribuzione Esponenziale non standard si scrive
X ~ E()\,0), dal momento che in questo caso il parametro di scala coincide con lo scarto quadratico
medio.

Per la Gamma valgono le seguenti due proprieta (vedi Barabesi, 2020):

i) Se X ~ G(A,6;p), allora

E[Z'] = r=1,2,....

Y=a+bX ~G(a+ \b,bd;p),

dove a e b sono costanti.
ii) Se (X1, ..., X%) € un vettore di variabili casuali indipendenti con X; ~ G (A, 8; p;), allora
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0.8

0.6

0.4

0.2

o 1 2 3 4 5 6 7
Figura A.1.3. Funzioni di densita della Gamma standard per p = 1, 2, 3.

A.1.5. La distribuzione Beta. La variabile casuale Z ¢ detta Beta standard se ammette funzione di
densita

L'(p+q) -1
L(p)T(q)

dove pe R" ¢ g € R" sono parametri di forma. Se p = ¢ = 1, la Beta standard si riduce alla
Uniforme standard. I grafici della funzione di densita di Z per alcuni valori di p e ¢ sono riportati
nelle Figure A.1.4 e A.1.5.

La funzione di ripartizione di Z puo essere ottenuta in forma chiusa solo se p e g sono interi, nel
qual caso

fz(2) = (1—2)""1(2),

prg—1
+q-1\ L
FZ(Z) = Z (p q )ZZ(I—Z)IH_(] 1 Z].[()71)(2)—f—].[l’oo)(z),pEN—F,qEN—i_ .

" ]
i=p

Per la Beta standard si ha

r r
B[Z"] = (p+gl(p+r) _ 12,
L(p)l'(p+q+r)
da cui
E[Z] = 2
p+gq
€
Var[Z] = Pq

(p+a)?ip+aq+1)°

Per indicare che Z ha distribuzione Beta standard con parametri di forma p e ¢ si adotta la
notazione Z ~ Be(0,1;p,q), mentre se X ha distribuzione Beta non standard si scrive
X ~ Be(A, A+ 6;p,q). La parametrizzazione in termini di A e A + § viene impiegata per evidenziare
che il supporto della variabile casuale non standard X risulta (A, A + 0).
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1.5

0.5

0 0.2 0.4 06 0.8 1
Figura A.1.4. Funzioni di densita della Beta standard per (p, ¢) = (0.3,0.3), (1.3,0.7), (0.7, 1.3).

1.5

0.5

0 0.2 0.4 06 08 1
Figura A.1.5. Funzioni di densita della Beta standard per (p, q) = (2,2),(2,4), (4,2).

A.1.6. La distribuzione di Cauchy. La variabile casuale Z ¢ detta di Cauchy standard se ammette
funzione di densita

1
fz(2) = 1+ 2)

11 grafico della funzione di densita di Z ¢ riportato in Figura A.1.6.

0.3

0.2

0.1

1‘4 1‘2 0 2 4
Figura A.1.6. Funzione di densita della Cauchy standard.

La funzione di ripartizione di Z risulta

1 1
FZ(Z) = 5 —+ ;tan_l(z) .
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La Cauchy standard non possiede momenti di alcun ordine. Per indicare che Z ha distribuzione
Cauchy standard si adotta la notazione Z ~ C(0,1), mentre se X ha distribuzione Cauchy non
standard si scrive X ~ C'(], 9).

A.1.7. La distribuzione di Laplace. La variabile casuale Z ¢ detta di Laplace standard se ammette
funzione di densita

fz2(z) = %€z| :

Il grafico della funzione di densita di Z ¢ riportato in Figura A.1.7.
La funzione di ripartizione di Z risulta

1. 1 .
Fz(z) = 5 ¢ | ‘1(—00,0}(2) + 3 2—e ‘)1(0,00)(2)-

Per la Laplace standard si ha

)0 r dispari
E[Z"] = {F(r+1) r pari ,r=1,2,....
Di conseguenza, risulta E[Z] = 0 e Var[Z] = 2. Quindi, per la Laplace non standard il parametro di
posizione coincide con la media . Per indicare che Z ha distribuzione Laplace standard si adotta la
notazione Z ~ L(0, 1), mentre se X ha distribuzione Laplace non standard si scrive X ~ L(u,0).

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

4 2 0 2 4
Figura A.1.7. Funzione di densita della Laplace standard.

A.1.8. La distribuzione di Weibull. La variabile casuale Z ¢ detta di Weibull standard se ammette
funzione di densita

fz(2) = p2P e " 1 ) (2)

dove p € Rt & un parametro di forma. I grafici della funzione di densita di Z per alcuni valori di p
sono riportati in Figura A.1.8.
La funzione di ripartizione di Z risulta

Fz(z) = (1—e )1 (2) -

I momenti della Weibull standard sono dati da

E[Z’“]:P(fﬂ) r=1,2,... .
p

Di conseguenza, risulta
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Var[Z] = r(% +1) —F(% +1)2.

Per indicare che Z ha distribuzione Weibull standard si adotta la notazione Z ~ W (0, 1; p), mentre
se X ha distribuzione Weibull non standard si scrive X ~ W (A, §; p).

0.8}

0.6}

0.4+

0.2}

o 05 1 1.5 2 25
Figura A.1.8. Funzioni di densita della Weibull standard per p = 1.5, 2.0, 2.5.

A.2. Alcune distribuzioni discrete

A.2.1. Premessa. Nelle prossime sezione vengono analizzate brevemente le caratteristiche di alcune
distribuzioni discrete di importanza fondamentale. Per ulteriori approfondimenti delle distribuzioni
discrete ¢ opportuno consultare il manuale di Johnson e Kotz (1972, vol. IV).

A.2.2. La distribuzione Binomiale. La variabile casuale Z ¢ detta Binomiale se ammette funzione di
probabilita

n

p2(2) = (1 )p (1= o) 01y (2).

z
dove p € (0,1) e n € NT. I grafici della funzione di probabilita di Z per alcuni valori di p e n sono
riportati in Figura A.2.1.

Per la Binomiale si ha E[Z] = np e Var[Z] = np(1 — p). Per indicare che Z ha distribuzione
Binomiale si adotta la notazione Z ~ Bi(n, p).

Per la Binomiale vale la seguente proprieta (vedi Barabesi, 2020):
i) Se (Z1, ..., Zx) € un vettore di variabili casuali indipendenti con Z; ~ Bi(n;, p), allora

k k

La variabile casuale Binomiale pud essere generalizzata al caso multivariato ottenendo la
distribuzione Multinomiale. Il vettore di variabili casuali discrete (Z7, ..., Z;) ¢ detto Multinomiale se
ammette funzione di probabilita congiunta



156 Appendice

p(zl,...,zk,)(zl, ey 2E)

Il
VR
N
A
3
N
o
~~
o
=,
(==
b
—~
N
o
N
o~
N—

dove

k
A= {(Zl,...,Zk):ZjEN+,ZZj:n}

=1

e (p1,-..,pr) € un vettore di parametri tale che p; € (0,1) e che Z?lei = 1.

Evidentemente, (Z;,...,Z;) ¢ un vettore degenere di variabili casuali e inoltre sono distinti solo
(k — 1) parametri nel vettore (py, ..., pg). Si puo dimostrare che Z; ~ Bi(n, p;), mentre E[Z;] = npj,
Var[Z;| = np;(1 — p;) e Cov[Z;,Z)| = —npjp (vedi Barabesi, 2020). Infine, per indicare che
(Zy, ..., Z) ha distribuzione Multinomiale si adotta la notazione (71, ..., Z;) ~ Mu(n;p1, ..., Pr)-

0.25}

0.2}

0.15¢

0.1}

0.05 ¢

0.25}

0.2

0.15 ¢

0.1;

0.05 ¢}

0 2 4 6 8 10
Figura A.2.1. Funzioni di probabilita della Binomiale per p = 0.3,0.5 e n = 10.

A.2.3. La distribuzione di Poisson. La variabile casuale Z ¢ detta di Poisson se ammette funzione di
probabilita

z

pz(z) =€ % Lo, 3(2),

dove p € RT. 1 grafici della funzione di probabilita di Z per alcuni valori di x4 sono riportati in Figura
A22.

Per la Poisson si ha E[Z] = p e Var[Z] = u. Per indicare che Z ha distribuzione di Poisson si
adotta la notazione Z ~ Po(p).

Per la Poisson vale la seguente proprieta (vedi Barabesi, 2020):
i) Se (Z1,...,Z)) ¢ un vettore di variabili casuali indipendenti tali che Z; ~ Po(u;), allora



Appendice 157

0.25 ¢}
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0 2 4 6 8 10

Figura A.2.2. Funzioni di probabilita della Poisson per . = 2, 4.

A.2.4. La distribuzione Ipergeometrica. La variabile casuale Z ¢ detta Ipergeometrica se ammette
funzione di probabilita

(M)(N—M)
()
dove n e NT, M e N*, N € N" sono tali che n < N e M < N. I grafici della funzione di

probabilita di Z per alcuni valori di n, M e N sono riportati in Figura A.2.3.
Si ha

pz(2) = 10,0 N+, .. in(m, )} (2)

nM(N — M)(N —n)
N2(N —-1)

Var[Z] =

Per indicare che Z ha distribuzione Ipergeometrica si adotta la notazione Z ~ I(n, M, N).
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0.3}
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Figura A.2.3. Funzioni di probabilita della Ipergeometrica per M = 12,20, N = 40 e n = 10.

A.3. Le distribuzioni Chi-quadrato, t e F

A.3.1. Premessa. In questa sezione si considera alcune distribuzioni fondamentali nella statistica
inferenziale connesse alla Normale. Per i dettagli teorici della genesi di queste distribuzioni si veda
Barabesi (2020).

A.3.2. La distribuzione Chi-quadrato. Se (71, ..., Z,) ¢ un vettore di variabili casuali indipendenti
tali che Z; ~ N(0, 1), allora la trasformata

¢ detta variabile casuale Chi-quadrato con n gradi di liberta. Per indicare che U ha distribuzione Chi-
quadrato con n gradi di liberta si adotta la notazione U ~ 2. Dal momento che x2 ~ G(0,2;n/2)
(vedi Barabesi, 2020), allora la funzione di densita di U risulta

1 uy sn—1 1,
fU(u) = QF(%) (5)2 6_5111[0,00)(71) .
I grafici della funzione di densita di U per alcuni valori di n sono riportati in Figura A.3.1.
Per la Chi-quadrato risulta E[U] = n e Var[U] = 2n. Si noti che il quantile di ordine « della Chi-
quadrato con n gradi di liberta viene indicato con X%,m
Per la Chi-quadrato vale la seguente proprieta (vedi Barabesi, 2020):
i) Se (Uy, ..., U) € un vettore di variabili casuali indipendenti con U; ~ X%w allora
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V=2 U~
=1

doven = S°F

1=
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Figura A.3.1. Funzioni di densita della Chi-quadrato per n = 1, 3, 5.

A.3.3. La distribuzione ¢ di Student. Se Z ~ N(0,1) e U ~ x> sono indipendenti, allora la
trasformata

Z

VU/n

¢ detta variabile casuale ¢ di Student con n gradi di liberta. Per indicare che 7' ¢ ¢ di Student con n
gradi di liberta si adotta la notazione 1" ~ t,,. Si pud dimostrare la funzione di densita di 7" risulta

(vedi Barabesi, 2020)
I‘ n+1 t2 7%(n+1)
L A
['(5)y/nm n
I grafici della funzione di densita di 7" per alcuni valori di n sono riportati in Figura A.3.2.

Per n = 1 la ¢ di Student si riduce alla Cauchy standard. Per la ¢ di Student si ha inoltre E[7] = 0
sen>1,e Var[T] =n/(n —2) se n > 2. Il quantile di ordine « della ¢ di Student con n gradi di

T —

liberta viene indicato con t,, . Infine, per n — oo risulta ¢, i N (0,1) (vedi Barabesi, 2020).

0.4

0.3

0.2

0.1

4 2 0 2 4
Figura A.3.2. Funzioni di densita della ¢ di Student per n = 1, 3, 10.
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A.3.4. La distribuzione F di Snedecor. Se U ~ x2, e V ~ x2 sono indipendenti, allora la
trasformata

U/m
"=V

¢ detta variabile casuale F' di Snedecor con m e n gradi di liberta. Per indicare che F' ha distribuzione
F di Snedecor con m e n gradi di liberta si adotta la notazione F' ~ Fj, . Si puo dimostrare la
funzione di densita di F’ risulta (vedi Barabesi, 2020)

w %m1(1 m_f)_%(mﬂ)
rere) o

2

fr(f) = Li0.00)(f) -

2

I grafici della funzione di densita di /' per alcuni valori di m e n sono riportati in Figura A.3.3.
Per la F' di Snedecor risulta rispettivamente

sen > 2,¢

2n2(m +n — 2)

VarlF] = m(n —2)%(n —4)

se n > 4. Il quantile di ordine « della F' di Snedecor con m e n gradi di liberta viene indicato con
Fyno- Infine, sihat, = \/Fy, e Be(0,1;n/2,m/2) = n/(n+mk,,,).

0.8
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0.4
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0 1 2 3 4
Figura A.3.3. Funzioni di densita della F' di Snedecor per (m,n) = (4,4), (12,12).

A.4. Alcune distribuzioni multivariate

A4.1. La distribuzione Normale multivariata. La variabile casuale Normale pud essere
generalizzata al caso multivariato. Si dice che il vettore di variabili casuali X = (X1,...,Xy)T ¢
Normale multivariato se ammette funzione di densita congiunta

Fa(x) = det(27%) 2o ()= )

dove i € R% ¢ & > 0 & una matrice simmetrica definita positiva di ordine d.

La Normale multivariata possiede vettore medio E[X] = p ¢ matrice di varianza-covarianza
Var[X] = 3. Per indicare che X ha distribuzione Normale multivariata si adotta la notazione
X ~ Ny(p,X). 1 grafici della funzione di densita di & per d = 2 ¢ alcuni valori di 4 e 3 sono
riportati nelle Figure A.4.1, A.4.2 e A4.3.

Per la Normale multivariata valgono le seguenti due proprieta (vedi Muirhead, 1982):
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i) Se (A%, ..., X%) sono vettori di variabili casuali indipendenti tali che X; ~ Ny(u;, X;), allora

k

k k
YV=> (ai+bX)~ Ny (Z (@i + bigsi), sz‘QZi> :
' im1

i=1

dove (ay,...,ax) e (b, ..., by) sono vettori di costanti.

0.15 1

0-1 0 @

0.05 o1
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03 L ‘ ‘ ‘ ‘
03 2 01 0 1

N
wre

Figura A.4.1. Funzione di densita (con grafico di contorno) di una

Normale multivariata No(u, 33) con o = <8> eX = ((1) (1)) :

3
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4\ 0-1
A :
Jeiy 0-08
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2 =-'-.::"//7/7///l“ “\‘\‘\‘\\\\\:\::::\ 0.04
‘ ‘\\“ AN 0.02
iiny 2
2 S

3 2 1 0 1 2 3
Figura A.4.2. Funzione di densita (con grafico di contorno) di una

Normale multivariata No(p, 3) con g = (8) e = (3 ;) :
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o1

2

03 L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ g
03 02 01 0 1 2 3

Figura A.4.3. Funzione di densita (con grafico di contorno) di una
Normale multivariata No(u, 33) con g = <8> eX = ( _ ? B ;)

ii) Se &%,..., X} sono vettori di variabili casuali indipendenti tali che X; ~ Ny(u;,%;), allora i
vettori di variabili casuali

k k
Y = Zcz‘Xz‘ Yo = Zdz‘xz‘ )
=1 i=1
dove (c1,...,¢x) e (dy, ..., d;) sono vettori di costanti, sono indipendenti se e solo se

Cl‘di =0.

-.
Il >~
—_

A.4.2. La distribuzione di Wishart. Se (&7, ..., &) sono vettori di variabili casuali indipendenti tali
che X; ~ N;(0,X), allora la trasformata

M= xxl

n
1=1

¢ detta matrice casuale di Wishart con n gradi di liberta e parametro 3. Per indicare che M ha
distribuzione di Wishart si adotta la notazione M ~ Wy(n,X). Se n > d, allora M risulta quasi
certamente positiva definita con funzione di densita congiunta

e —n/2
2

dove I'y(3) = wid(d*l)ngzlf(%‘j_l). Se X =1I; e d=1, allora la Wy(n,X) si riduce alla x2.
Inoltre, risulta E[M] = 3.

Per la distribuzione di Wishart valgono le seguenti proprieta (vedi Muirhead, 1982):
i) Se (M, ..., M) sono matrici casuali indipendenti con M; ~ W;(n;, %), allora

det(M)2("—4- D3t (E"M) NS )
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k
YV=> M;~Wyn3x),
i=1

doven = Zleni.
ii) Se M ~ Wy(n,X) con X = diag(X;1, X99) dove 3y ¢ di ordine e e X9 € di ordine (d — ¢e) e se

(M My,
M= (le Mzz) ’

allora

E =My — My MiF Mg ~ Wy o (Eg9,n —e)

H = My MMy ~ Wy o(Zas,e),
sono indipendenti.

iii) Se M, =>"" XX ~Wy(n,E) e se (z1,...,2,) costituisce una matrice di coefficienti di
ordine (e x n) tale che Y . ;z; = 0, allora

E= M;I - szMz_lex ~ Wd(za n— 6)

H — Mszlezf ~ Wd(z7 e) )

sono indipendenti, dove M, = ML =>" Xzl eM, =" z;2].
Una trasformata della matrice casuale di Wishart ¢ la variabile casuale 7" di Hotelling. Se il vettore
casuale X ~ N;(0, X) e la matrice casuale M ~ W;(n, X) sono indipendenti, allora la trasformata

H=nX"M'x

¢ detta variabile casuale 7" di Hotelling con n gradi di liberta. Per indicare che H ha distribuzione 7' di
Hotelling si adotta la notazione H ~ Tg,. Si puod dimostrare (vedi Muirhead, 1982) che fra la 7" di
Hotelling e la F' di Snedecor esiste la seguente relazione

nd

= ——— Fin-dan1.
A1 i

Td N

Evidentemente, perd = 1sihat, = (/1.
Una ulteriore trasformata della matrice casuale di Wishart ¢ la variabile casuale A di Wilks. Se le
matrici casuali My ~ W;(m,X) e My ~ W;(n,X) sono indipendenti, allora la trasformata
B det(M1)
~ det(M; + M)

¢ detta A di Wilks con m e n gradi di liberta. Per indicare la distribuzione di A si adotta la notazione
A ~ Agpn. Sipuod dimostrare (vedi Muirhead, 1982) che la Ay, ,, di Wilks vale la seguente relazione

- —d+1 d
Ad,m,n = HB6<0717 mT—i_aE) D
i=1

dove le variabili casuali Beta nel prodotto sono indipendenti. Come casi particolari della precedente
relazione si ha inoltre
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Agm1 = Be (0, L; m—Td—Fl’ g) T d?—b l_f ;—Fil,m—d—&-l
e
) m—d+1 ?
Agmz = Be(0,1;m —d +1,d)" = (m —d+1+ dF2d72m2d+2) ’
mentre
N = Be(O, 1; %, g) = #nan
e
m — 1 ?
Ay = Be(0,1;m — 1,n)2 - (m -1+ nFQn,2m—2) .

Infine, il quantile di ordine o della A di Wilks con m e n gradi di liberta viene indicato con Ag ;5 -
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