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Capitolo 1

Il campionamento

1.1. Il modello statistico

1.1.1. Il campione. Si supponga che un esperimento casuale abbia prodotto un vettore di osservazioni
ÐB ßá ß B Ñ 8" 8 . Questo vettore è detto campione, mentre la quantità  è detta numerosità campionaria.
Ogni campione, una volta osservato, costituisce un risultato acquisito. Tuttavia, prima del rilevamento,
il campione è un vettore di variabili casuali  con una funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J8.
Se ogni osservazione viene ottenuta nelle medesime condizioni sperimentali e se il campionamento

è effettuato in modo da assicurare anche l'indipendenza delle osservazioni, il campione è la
realizzazione di un vettore di variabili casuali indipendenti e ugualmente distribuite. In questo caso, il
campione è detto casuale e questa è la situazione campionaria a cui verrà fatto riferimento più spesso
nel seguito. Se il campionamento è casuale, la funzione di ripartizione congiunta di Ð\ ßá ß\ Ñ" 8

risulta

J ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB Ñ8 " 8 3

3œ"

8  ,

dove  è la funzione di ripartizione marginale comune alle . Dunque, la funzione di ripartizioneJ \3

congiunta di  dipende solamente da . Di conseguenza, un campione casuale può essereÐ\ ßá ß\ Ñ J" 8

pensato convenientemente come un insieme di  realizzazioni indipendenti di una variabile casuale 8 \
con funzione di ripartizione .J

1.1.2. Il modello statistico classico. L'informazione relativa all'esperimento casuale è interamente
contenuta nella funzione di ripartizione congiunta . L'insieme delle funzioni di ripartizioneJ8

ammissibili per l'esperimento casuale delimita una classe  detta modello statistico. ObiettivoY
dell'inferenza statistica è quello di fare affermazioni sulla distribuzione di  che ha effettivamenteY
generato il campione  sulla base del campione stesso. L'inferenza sarà maggiormenteÐB ßá ß B Ñ" 8

accurata quanto più è possibile delimitare la classe , compatibilmente con la condizione che Y Y
contenga effettivamente la distribuzione che ha generato il campione.

Nella statistica inferenziale classica si assume nota la morfologia funzionale delle funzioni di
ripartizione congiunte del modello statistico e si assume che queste siano dello stesso tipo a meno di
un insieme di parametri. Se  è un vettore di  parametri in uno spazio parametrico , tale che) 5 ©@ ‘5

J −8 è una funzione di ripartizione congiunta per ogni , allora il modello statistico classico) @
dipende solamente da , ovvero)

Y @) œ ÖJ À J ÐB ßá ß B à Ñß − ×8 8 " 8 ) )  ,

dove nella notazione si è enfatizzato la dipendenza di  da . L'obiettivo dell'inferenza si riduce aJ8 )
fare affermazioni su  il “vero valore” del parametro della distribuzione in  che ha generato il)! − @ Y)
campione .ÐB ßá ß B Ñ" 8

Quando si adotta un campionamento casuale, il modello statistico dipende solo dalla struttura delle
funzioni di ripartizione marginali. Se  è una funzione di ripartizione per ogni , nel casoJÐ † à Ñ −) ) @
di un campionamento casuale il modello statistico classico risulta
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Y @) œ J À J ÐB ßá ß B à Ñ œ JÐB à Ñß − 8 8 " 8 3

3œ"

8

) ) )  .

• Esempio 1.1.1. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ RÐ ß Ñ. 5#

vettore di parametri  con , ovvero) œ Ð ß Ñ œ ‚. 5 @ ‘ ‘T 

Y . 5 F
.

5
. 5ß 8 8 " 8

3œ"

8
3

œ J À J ÐB ßá ß B à ß Ñ œ
B      . 

• Esempio 1.1.2. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ IÐ!ß Ñ5
parametro  con , ovvero) 5 @ ‘œ œ 

Y 55 œ J À J ÐB ßá ß B à Ñ œ Ð"  / Ñ ÐB Ñ 8 8 " 8 3

3œ"

8


Ò!ß∞Ñ

B3
5 "  . 

A meno di casi che coinvolgono distribuzioni singolari o misture di distribuzioni, si può
usualmente supporre che ad ogni funzione di ripartizione  corrisponda una funzione di densitàJ8

(definita a meno di insiemi di misura di Lebesgue nulla) o funzione di probabilità congiunta, denotata
con . Dunque, per semplicità il modello statistico classico può essere specificato in termini di ,0 08 8

ovvero

Y @) œ Ö0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñß − ×8 8 " 8 ) )  ,

dove nella notazione si è enfatizzato la dipendenza di  da . Nel caso di un campionamento casuale,08 )
il modello statistico classico può essere espresso in termini della funzione di densità o della funzione
di probabilità  relativa a , ovvero0Ð † à Ñ J Ð † à Ñ) )

Y @) œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ 0ÐB à Ñß − 8 8 " 8 3

3œ"

8

) ) )  .

• Esempio 1.1.3. Dato un campione casuale da , il modello statistico dell'Esempio 1.1.1\ µ RÐ ß Ñ. 5#

può essere scritto in maniera equivalente come

Y . 5 9
5 5

.
. 5ß 8 8 " 8

3œ"

8
3

œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à ß Ñ œ
" B      . 

• Esempio 1.1.4. Dato un campione casuale da , il modello statistico dell'Esempio 1.1.2\ µ IÐ!ß Ñ5
può essere scritto in maniera equivalente come

Y 5
5

5 œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ / ÐB Ñ
" 8 8 " 8 3

3œ"

8


Ò!ß∞Ñ

B3
5 "  . 

1.1.3. Lo spazio campionario. Connesso al concetto di modello statistico vi è quello di spazio
campionario, ovvero l'insieme  di tutte le possibili realizzazioni del campione compatibili con ilV8
modello statistico stesso. Se  è il supporto di , allora lo spazio campionario è dato daf8ß 8) 0
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V f8 8ß

−

œ 
)

)

@

 .

Nel caso di un campionamento casuale si ha , dove  è il supporto di .f f f f8ß) ) ) )œ ‚â‚ 0

• Esempio 1.1.5. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ RÐ ß "Ñ.
parametro  con , ovvero) . @ ‘œ œ

Y . 9 .. œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ ÐB  Ñ 8 8 " 8 3

3œ"

8

 .

Dal momento che , allora si ha . Di conseguenza, lo spaziof ‘ f ‘ ‘ ‘. .œ œ ‚â‚ œ8ß
8

campionario risulta

V f ‘8 8ß

−

8œ œ
. ‘

.  . 

• Esempio 1.1.6. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ IÐ ß "Ñ-
parametro  con , ovvero) - @ ‘œ œ

Y - --
-œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ / ÐB  Ñ 8 8 " 8 3

3œ"

8
ÐB  Ñ

Ò!ß∞Ñ
3 "  .

Dal momento che , allora si ha . Di conseguenza lo spaziof - f - -- -œ Ð ß∞Ñ œ Ð ß∞Ñ ‚â‚ Ð ß∞Ñ8ß

campionario risulta

V f ‘8 8ß

−

8œ œ
- ‘

-  . 

1.1.4. La parametrizzazione. Un modello statistico può avere varie formulazioni equivalenti, ovvero
si possono avere diverse parametrizzazioni. Sia  con  una funzione vettorialeg À Ä ©@ I I ‘5

biunivoca. Se  con , il modello statistico  può essere espresso come# ) #œ Ð Ñ −g I Y)

Y @ I Z) #œ Ö0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñß − × œ Ö0 À 0 ÐB ßá ß B à Ð ÑÑß − × œ8 8 " 8 8 8 " 8
") ) # #g  ,

dove  e  è l'immagine di  attraverso , ovvero  e  sono modelli statistici equivalenti.# − I I @ Z Yg # )

La preferenza per una certa parametrizzazione è legata all'interpretazione statistica del parametro
scelto. In ogni caso sussiste una certa arbitarietà nella parametrizzazione, che può dipendere anche
dalla facilità di trattazione matematica del modello statistico selezionato.

• Esempio 1.1.7. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ RÐ!ß Ñ5#

parametro  con , ovvero) 5 @ ‘œ œ 

Y 5 9
5 5

5 œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ
" B   8 8 " 8

3œ"

8
3  .

La trasformazione  per  è biunivoca. Quindi, il modello statistico può essere8 5 5 5œ 1Ð Ñ œ  !#

riparametrizzato in termini della varianza piuttosto che dello scarto quadratico medio, ovvero

Z 8 9
8 8

8 œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ
" B    8 8 " 8

3œ"

8
3  .
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Generalizzando questo esempio, quando si dispone di un campione casuale da , anche il\ µ RÐ ß Ñ. 5#

modello statistico dell'Esempio 1.1.3 può essere scritto in termini della media e della varianza, ovvero

Z . 8 9
8 8

.
. 8ß 8 8 " 8

8

3œ"

3
œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à ß Ñ œ

" B       .

Per questo modello statistico è conveniente considerare la precedente parametrizzazione, in quanto
permette di semplificare la trattazione matematica. 

• Esempio 1.1.8. Si supponga che il campione  sia la determinazione di un vettore diÐC ßá ß C Ñ" 8

variabili casuali  con componenti indipendenti e tali che . Si assumaÐ] ßá ß ] Ñ ] µ RÐ  A ß Ñ" 8 3 3
#α " 5

inoltre che le componenti del vettore  siano quantità note e fisse. Il campione non èÐA ßá ßA Ñ" 8

casuale, in quanto le  non sono ugualmente distribuite. Il modello statistico risultante dipende dal]3

vettore di parametri  con  ed è dato da) œ Ð ß ß Ñ œ ‚α " 5 @ ‘ ‘T # 

Y α " 5 9
5 5

α "
α " 5ß ß 8 8 " 8

3œ"

8
3 3

œ 0 À 0 ÐC ßá ß C à ß ß Ñ œ
" C   A     .

Si può porre

EÒ] Ó œ  A œ  A ÐA  AÑ œ +  ,D3 3 3 3α " α " "– –  ,

dove ,  e , mentre . Questa riformulazione di  è– – –+ œ  A , œ D œ A  A A œ 8 A Ò] Óα " " 3 3 3 3
"

3œ"
8 E

conveniente, dal momento che le nuove quantità fisse  sono tali che .–ÐD ßá ß D Ñ D œ 8 D œ !" 8 3
"

3œ"
8

Inoltre, la trasformazione  è biunivoca, e quindi il modello può essere–Ð+ß ,ß Ñ œ Ð  Aß ß Ñ8 α " " 5#

riparametrizzato come segue

Z 8 9
8 8

+ß,ß 8 8 " 8

8

3œ"

3 3
8 œ 0 À 0 ÐC ßá ß C à +ß ,ß Ñ œ

" C  +  ,D      .

Questo modello statistico è fondamentale e costituisce il cosiddetto modello di regressione lineare
(vedi Seber, 1977). 

1.2. Le statistiche

1.2.1. La definizione di statistica. Piuttosto che considerare il campione originale nella sua interezza
può essere conveniente talvolta sintetizzarlo in qualche maniera. Dato un modello statistico , si diceY)
statistica una trasformazione misurabile

X À ÄV ‘8

che non dipende da . Un valore  è detto realizzazione campionaria di  relativa al) > œ XÐB ßá ß B Ñ X" 8

campione . Prima del rilevamento la statistica  è una variabile casuale,ÐB ßá ß B Ñ X œ XÐ\ ßá ß\ Ñ" 8 " 8

la cui distribuzione dipende dal modello statistico considerato.
La statistica induce una partizione dello spazio campionario in insiemi del tipo

EÐ>Ñ œ ÖÐB ßá ß B Ñ À ÐB ßá ß B Ñ − ß X ÐB ßá ß B Ñ œ >×" 8 " 8 8 " 8V  ,

ovvero in insiemi di campioni per cui il relativo valore della statistica risulta costante.
La definizione di statistica può essere estesa ad un vettore di statistiche , doveT

T À ÄV ‘8
5

è un vettore di trasformazioni misurabili a  componenti che non dipende da .5 )
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• Esempio 1.2.1. Dato un campione casuale da , si consideri la statistica\ µ RÐ ß Ñ. 8

X œ \
3œ"

8

3 .

Dal momento che , tenendo presente che  è una somma di variabili casuali\ µ RÐ ß Ñ X3 . 8
indipendenti, in base alla proprietà ) della §A.1.2 si ottiene che .ii X µ RÐ8 ß 8 Ñ. 8 

• Esempio 1.2.2. Dato un campione casuale , si consideri di nuovo la statistica \ µ IÐ!ß Ñ X5
dell'Esempio 1.2.1. Dal momento che , tenendo presente che  è una somma di variabili\ µ IÐ!ß Ñ X3 5
casuali indipendenti, in base alla proprietà ) della §A.1.4 si ha .ii X µ KÐ!ß à 8Ñ5 

1.2.2. La media campionaria. Dato un modello statistico  relativo ad un campionamento casualeY)
da una variabile casuale  tale che , si consideri la statistica media campionaria, la\ Ò\Ó œ  ∞Var 8
cui realizzazione campionaria è data da

B œ B
"

8
–  .

3œ"

8

3

Da un punto di vista probabilistico, la media campionaria è data dalla variabile casuale

\ œ \
"

8
–  .

3œ"

8

3

Dal momento che  e  sono finiti, si ha. 8

E EÒ\Ó œ Ò\ Ó œ
"

8
–  ,

3œ"

8

3 .

e, tenendo presente l'indipendenza delle variabili casuali ,Ð\ ßá ß\ Ñ" 8

Var VarÒ\Ó œ Ò\ Ó œ
"

8 8
–  .

#
3œ"

8

3 8

• Esempio 1.2.3. Dato un campione casuale da , si consideri la media campionaria .–
\ µ RÐ ß Ñ \. 8

Dal momento che , tenendo presente che  è una combinazione lineare di variabili–
\ µ RÐ ß Ñ \3 . 8

casuali indipendenti, in base alle proprietà ) della §A.1.2 si ha . Risultano quindi–ii \ µ RÐ ß Î8Ñ. 8
verificati i risultati di questa sezione, in quanto  e .– –E VarÒ\Ó œ Ò\Ó œ Î8. 8 

• Esempio 1.2.4. Dato un campione casuale da , si consideri la media campionaria .–
\ µ IÐ!ß Ñ \5

Dal momento che , tenendo presente che  è una combinazione lineare di variabili–
\ µ IÐ!ß Ñ \3 5

casuali indipendenti, in base alle proprietà ) della §A.1.4 si ha . Inoltre, per la–ii \ µ KÐ!ß Î8à 8Ñ5
proprietà ) della §A.1.4, si ha  e . Dunque, risultano verificati i risultati di– –i E VarÒ\Ó œ Ò\Ó œ Î85 5#

questa sezione, in quanto per la  si ha  e .IÐ!ß Ñ Ò\Ó œ Ò\Ó œ5 5 5E Var # 

1.2.3. La varianza campionaria. Dato un modello statistico  relativo ad un campionamentoY)
casuale da una variabile casuale  tale che , si consideri la statistica varianza\ Ò\Ó œ  ∞Var 8
campionaria, la cui realizzazione campionaria è data da

= œ ÐB  BÑ
"

8
# #

3œ"

8

3 –  .

Da un punto di vista probabilistico, la varianza campionaria è data dalla variabile casuale



6 Il campionamento 

W œ Ð\ \Ñ
"

8
# #

3œ"

8

3 –  .

Al fine di derivare le proprietà della varianza campionaria, risulta conveniente esprimere  nel=#

modo seguente

= œ ÐÐB  Ñ  ÐB  ÑÑ
"

8

œ ÐB  Ñ  ÐB  Ñ ÐB  Ñ  ÐB  Ñ
" #

8 8

œ ÐB  Ñ  ÐB  Ñ
"

8

# #

3œ"

8

3

3œ" 3œ"

8 8

3 3
# #

8

3œ"

3
# #


 


. .

. . . .

. .

–

– –

–  .

Di conseguenza, la varianza campionaria può essere scritta come

W œ Ð\  Ñ  Ð\  Ñ
"

8
# # #

3œ"

8

3 . .
–  .

Sulla base della precedente relazione, si ottiene che

E E E Var VarÒW Ó œ ÒÐ\  Ñ Ó  ÒÐ\  Ñ Ó œ Ò\ Ó  Ò\Ó œ
" " 8  "

8 8 8
# # #

3œ" 3œ"

8 8

3 3 . . 8
– –  .

Piuttosto che la varianza campionaria  si adotta spesso la cosiddetta varianza campionariaW#

corretta data da

W œ W œ Ð\ \Ñ
8 "

8  " 8  "-
# # #

3œ"

8

3 –  .

La varianza campionaria corretta  viene spesso preferita a , dal momento che gode della proprietàW W-
# #

EÒW Ó œ-
# 8.

• Esempio 1.2.5. Dato un campione casuale da , si vuole determinare la distribuzione\ µ RÐ ß Ñ. 8
della varianza campionaria corretta . Si consideri le cosiddette statistiche scartoW-

#

H œ \ \ œ - \3 3 34 4

4œ"

8
–  ,

dove

- œ
 4 Á 3

"  4 œ 3
34

"
8
"
8

  .

Le statistiche scarto sono variabili casuali Normali, essendo combinazioni lineari di variabili casuali
Normali indipendenti in base alla proprietà ) della §A.1.2. Inoltre, dal momento cheii

\ œ . \
–  ,

4œ"

8

4 4

dove
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. œ
"

8
4  ,

anche  è una combinazione lineare delle medesime variabili casuali Normali indipendenti. Infine, si–
\

ha

  
4œ"

8

34 4 #
- . œ   "  œ !

8  " " "

8 8 8

e dunque  e  sono indipendenti per la proprietà ) della §A.1.2. Di conseguenza, essendo–
H \3 iii

W œ H
"

8  "
# #
- 3

3œ"

8
una trasformata delle statistiche scarto, anche  e  sono indipendenti. Si può dimostrare che questo–

W \#
-

risultato è valido solo per questo particolare modello statistico (vedi Wilks, 1962). Dividendo ora
ambo i membri dell'espressione della varianza corretta per  e tenendo presente la relazione ottenuta8
per , si ottiene la seguente relazioneW#


3œ"

8
3

# # #
-Ð\  Ñ W Ð\  Ñ

œ Ð8  "Ñ 
Î8

. .

8 8 8

–
 .

Le variabili casuali  sono indipendenti e dunque risulta\ µ RÐ ß Ñ3 . 8


3œ"

8
3

#

8
#Ð\  Ñ

µ
.

8
;

(vedi §A.3.2). Inoltre nell'Esempio 1.2.3 è stato verificato che , da cui–
\ µ RÐ ß Î8Ñ. 8

Ð\  Ñ

Î8
µ

–
 .

.

8
;

#

"
#

Dal momento che  e  sono indipendenti, per la proprietà ) della §A.3.2, in base alle relazioni–
W \#
- i

precedenti si deve concludere che

Ð8  "Ñ µ
W-

#

8"
#

8
;  .

Dunque, si ha

E Var   Ð8  "Ñ œ 8  " Ð8  "Ñ œ #Ð8  "Ñ
W W- -

# #

8 8
 , 

(vedi §A.3.2), da cui

E VarÒW Ó œ ÒW Ó œ
#

8  "- -
# #8

8
 ,  .

Inoltre, anche  è indipendente da , mentre–
W \#

8W
µ

#

8"
#

8
;  ,

da cui

E VarÒW Ó œ ÒW Ó œ
8  " #Ð8  "Ñ

8 8
# # #

#
8 8 ,  . 
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1.2.4. La statistica ordinata. Dato un modello statistico  relativo ad un campionamento casuale daY)
una variabile casuale , si consideri il vettore  i cui elementi sono gli elementi ordinati\ ÐB ßá ß B ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

del campione . Da un punto di vista probabilistico il vettore  è laÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ" 8 Ð"Ñ Ð8Ñ

realizzazione campionaria del vettore di statistiche , detto statistica ordinata. Inoltre,Ð\ ßá ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

la statistica  è detta -esima statistica ordinata.\Ð3Ñ i
La mediana campionaria è funzione della statistica ordinata. In effetti, se  è dispari, ovvero8

8 œ #6  " 6 \ œ \ dove  è un intero, la mediana campionaria è definita come . Alternativamente,
~

Ð6"Ñ

se  è pari, ovvero , allora la mediana campionaria  viene usualmente definita come
~

8 8 œ #6 \
\ œ Ð\ \ ÑÎ# B
~

. Una realizzazione della mediana campionaria viene indicata con .~
Ð6Ñ Ð6"Ñ

Se la variabile casuale  da cui si sta campionando è continua, allora la distribuzione della\
statistica ordinata può essere ottenuta in una forma semplice. La funzione di densità congiunta di
Ð\ ßá ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ  risulta (vedi Wilks, 1962)

0 ÐB ßá ß B Ñ œ 8x ÐB ßá ß B Ñ 0ÐB à ÑÐ\ ßáß\ Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ Ð3ÑH

3œ"

8

Ð"Ñ Ð8Ñ
"  )  ,

dove , mentre la funzione di densitàH œ ÖÐB ßá ß B Ñ À ∞  B  á  B  ∞×Ð"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ

marginale di  è data da\Ð3Ñ

0 ÐB Ñ œ 8 JÐB à Ñ Ð"  JÐB à ÑÑ 0ÐB à Ñ
8  "

3  "
\ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ

3" 83
Ð3Ñ   ) ) )  .

• Esempio 1.2.6. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ YÐ!ß Ñ$
parametro  con , ovvero) $ @ ‘œ œ 

Y $
$ $

$ œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ
" B   8 8 " 8

3œ"

8

Ò!ß"Ó
3

"  .

Si consideri la massima statistica ordinata, ovvero . Dal momento che il campione è casuale e la\Ð8Ñ

variabile casuale da cui si sta campionando è continua, la funzione di densità di  risulta\Ð8Ñ

0 ÐB Ñ œ
8 B B

\ Ð8Ñ Ò!ß"Ó
Ð8Ñ Ð8Ñ

8"

Ð8Ñ $ $ $
   "  ,

ovvero . Analogamente, . \ µ F/Ð!ß à 8ß "Ñ \ µ F/Ð!ß à "ß 8ÑÐ8Ñ Ð"Ñ$ $ 

• Esempio 1.2.7. Dato un campione casuale da , supponendo la numerosità campionaria\ µ YÐ!ß Ñ$
dispari con , si vuole determinare la distribuzione della mediana campionaria . Dal

~
8 œ #6  " \

momento che il campione è casuale e la variabile casuale da cui si sta campionando è continua, la
funzione di densità di  risulta

~
\ œ \Ð6"Ñ

0 ÐBÑ œ " 
#6  " #6 B B B

6\

6 6

Ò!ß"Ó~ ~
~ ~ ~

 ,
$ $ $ $

      "

ovvero .
~
\ µ F/Ð!ß à 6  "ß 6  "Ñ$ 

1.3. La verosimiglianza statistica

1.3.1. La funzione di verosimiglianza. Dato un modello statistico , una volta che il campioneY)
ÐB ßá ß B Ñ 0 ÐB ßá ß B à Ñ" 8 8 " 8 è stato osservato, la quantità  è funzione solo di . Questa funzione) )
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rappresenta la (densità di) probabilità di osservare  esattamente il campione  che èa priori ÐB ßá ß B Ñ" 8

stato estratto e contiene tutta l'informazione relativa al campione stesso.
Anche una generica funzione del tipo , con  costante positiva-0 ÐB ßá ß B à Ñ - œ -ÐB ßá ß B Ñ8 " 8 " 8)

che non dipende da , offre una informazione equivalente a quella fornita da . Infatti,) )0 ÐB ßá ß B à Ñ8 " 8

se si deve scegliere fra due valori  e  in , il criterio fondamentale su cui si basa la preferenza è) )w ww @
dato dal rapporto

< œ
0 ÐB ßá ß B à Ñ

0 ÐB ßá ß B à Ñ
8 " 8

w

8 " 8
ww

)

)
 ,

che risulta inalterato moltiplicando numeratore e denominatore per una stessa quantità.
Si dice funzione di verosimiglianza (o verosimiglianza) la funzione  data daP À Ä ∪ Ö!×@ ‘

PÐ Ñ œ PÐ à B ßá ß B Ñ œ -0 ÐB ßá ß B à Ñ −) ) ) )" 8 8 " 8  ,  .@

La notazione  viene adottata perchè in alcuni casi si vuole enfatizzare che laPÐ à B ßá ß B Ñ) " 8

verosimiglianza è riferita proprio al campione . Inoltre, viene considerata anche laÐB ßá ß B Ñ" 8

funzione di log-verosimiglianza, data da

6Ð Ñ œ 6Ð à B ßá ß B Ñ œ PÐ Ñ œ -  0 ÐB ßá ß B à Ñ −) ) ) ) )" 8 8 " 8log log log  ,  ,@

con la convenzione che  se .6Ð Ñ œ ∞ PÐ Ñ œ !) )
Nel caso di un campionamento casuale la funzione di verosimiglianza risulta

PÐ Ñ œ PÐ à B ßá ß B Ñ œ - 0ÐB à Ñ −) ) ) )" 8 3

3œ"

8  ,  ,@

mentre la funzione di log-verosimiglianza si riduce a

6Ð Ñ œ 6Ð à B ßá ß B Ñ œ -  0ÐB à Ñ −) ) ) )" 8 3

3œ"

8

log log  ,  .@

È sempre opportuno rappresentare graficamente la verosimiglianza o la log-verosimiglianza,
almeno quando  o . Se , è possibile ottenere una rappresentazione grafica parziale5 œ " 5 œ # 5  #
della verosimiglianza attraverso il concetto di verosimiglianza profilo. Questo argomento verrà
analizzato nella §3.1.1. Dal momento che la scelta di  è arbitraria, per la rappresentazione grafica è-
conveniente standardizzare la verosimiglianza rispetto al suo massimo (se questo è finito), ovvero
scegliere , in modo tale da ottenere una verosimiglianza normata in .- œ "Î PÐ Ñ Ò!ß "Ómax)−@ )

Di seguito viene data una serie di esempi che considerano una gamma di funzioni di
verosimiglianza al variare del modello statistico.

• Esempio 1.3.1. Dato un campione casuale da , la verosimiglianza risulta\ µ RÐ ß "Ñ.

PÐ Ñ œ - Ð# Ñ / œ - / œ - / −. 1 . ‘
3œ"

8
  ÐB  Ñ  ÐB  Ñ  Ð= ÐB Ñ Ñ" " " 8

# # # #3 3
# # # #

3œ"
8. . . –

 ,  ,

dove nell'ultimo passaggio si è adoperato la relazione ottenuta nella §1.2.3. Il grafico della
verosimiglianza standardizzata per ,  e  è riportato in Figura 1.3.1.–8 œ & B œ " = œ ##

Nella precedente espressione è stato effettuato un abuso di notazione, nel senso che la costante -
non è la stessa fra i vari passaggi algebrici. Si adopera questa convenzione per indicare che la costante
- contiene una quantità che non dipende dai parametri e nel seguito verrà adottata senza ulteriore
commento.

Inoltre, la verosimiglianza è stata espressa in funzione delle realizzazioni campionarie delle
statistiche  e , al fine di ottenere un'espressione più compatta. Questo fatto ha importanti risvolti–

\ W#

teorici, come sarà visto nei successivi capitoli. Infine, la log-verosimiglianza risulta
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6Ð Ñ œ -  Ð=  ÐB  Ñ Ñ −
8

#
. . . ‘log # #–  ,  . 

0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 1.3.1. Verosimiglianza standardizzata per ,  e .–8 œ & B œ " = œ ##

• Esempio 1.3.2. Generalizzando l'esempio precedente, dato un campione casuale da ,\ µ RÐ ß Ñ. 8
tenendo presente i risultati della §1.2.3, si ottiene la seguente verosimiglianza

PÐ ß Ñ œ - Ð# Ñ / œ - / œ - /. 8 18 8 8
3œ"

8
  ÐB  Ñ   ÐB  Ñ   Ð= ÐB Ñ Ñ" " 8 " 8 8

# # # # # #3 3
# # # #

3œ"
8

8 8 8. . . –
 ,

dove . Il grafico della verosimiglianza standardizzata per ,  e  è–Ð ß Ñ − ‚ 8 œ & B œ " = œ #. 8 ‘ ‘ #

riportato in Figura 1.3.2. Infine, la log-verosimiglianza risulta

6Ð ß Ñ œ -   Ð=  ÐB  Ñ Ñ Ð ß Ñ − ‚
8 8

# #
. 8 8 . . 8 ‘ ‘

8
log log # # –  ,  . 

1
0

1
2

32

4

6

8

0

0.25

0.5

0.75

1

0
1

2
3

Figura 1.3.2. Verosimiglianza standardizzata per ,  e .–8 œ & B œ " = œ ##

• Esempio 1.3.3. Dato un campione casuale da , si ha la seguente verosimiglianza\ µ IÐ!ß Ñ5

PÐ Ñ œ - / ÐB Ñ œ - / −
"

5 5 5 ‘
5

8
3œ"

 8  
Ò!ß∞Ñ 3

B3 8B
5 5"

–

 ,  .
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La verosimiglianza è stata espressa in funzione della realizzazione della statistica . Il grafico della–
\

verosimiglianza standardizzata per  e  è riportato in Figura 1.3.3. Infine, la log-–8 œ & B œ "
verosimiglianza risulta

6Ð Ñ œ -  8  −
8B

5 5 5 ‘
5

log log
–

 ,  . 

0 0.5 1 1.5 2 2.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 1.3.3. Verosimiglianza standardizzata per  e .–8 œ & B œ "

• Esempio 1.3.4. Dato un campione casuale da , la verosimiglianza risulta\ µ YÐ!ß Ñ$

PÐ Ñ œ - œ - œ - Ð Ñ −
" B B

$ $ $ $ $ ‘
$ $ $

    
3œ"

8

Ò!ß"Ó Ò!ß"Ó ÒB ß∞Ñ
3 8 8 Ð8Ñ

" " "
Ð8Ñ

 ,  ,

dal momento che  quando  per ogni , ovvero quando si ha . La
3œ"
8

Ò!ß"Ó Ð8Ñ3 3" ÐB Î Ñ œ "   B 3   B$ $ $

verosimiglianza è stata espressa in funzione della realizzazione della statistica , ovvero la\Ð8Ñ

massima statistica ordinata. Il grafico della verosimiglianza standardizzata per  e  è8 œ & B œ "Ð&Ñ

riportato in Figura 1.3.4. Infine, la log-verosimiglianza risulta

6Ð Ñ œ -  8  Ð Ñ −$ $ $ $ ‘log log log"ÒB ß∞Ñ


Ð8Ñ
 ,  . 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 1.3.4. Verosimiglianza standardizzata per  e .8 œ & B œ "Ð&Ñ

• Esempio 1.3.5. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ F3Ð"ß :Ñ
parametro  con , ovvero) @œ : œ Ð!ß "Ñ

Y: 8 8 " 8 3

3œ"

8
B "B

Ö!ß"×œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à :Ñ œ : Ð"  :Ñ ÐB Ñ  3 3"  ,
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da cui si ottiene la seguente verosimiglianza

PÐ:Ñ œ - : Ð"  :Ñ ÐB Ñ œ - : Ð"  :Ñ : − Ð!ß "Ñ
3œ"

8
B "B 8B 88B

Ö!ß"× 3
3 3"

– –
 ,  .

La verosimiglianza è stata espressa in funzione della realizzazione della media campionaria . Il–
\

grafico della verosimiglianza standardizzata per  e .  è riportato in Figura 1.3.5. Infine, la–8 œ & B œ ! #
log-verosimiglianza risulta

6Ð:Ñ œ -  8B :  Ð8  8BÑ Ð"  :Ñ : − Ð!ß "Ñlog log log– –  ,  . 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 1.3.5. Verosimiglianza standardizzata per  e . .–8 œ & B œ ! #

• Esempio 1.3.6. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, la verosimiglianza risulta

PÐ+ß ,ß Ñ œ - Ð# Ñ / œ - / Ð+ß ,ß Ñ − ‚8 18 8 8 ‘ ‘
3œ"

8
  ÐC +,D Ñ   ÐC +,D Ñ # " " 8 "

# # # #3 3 3 3
#

3œ"
8 #

8 8
  ,  .

Siano dunque  e  la media e la varianza di , mentre sia–C = ÐC ßá ß C ÑC
#

" 8

= œ D
"

8D 3
# #

3œ"

8
la varianza di  eÐD ßá ß D Ñ" 8

= œ D C
"

8
DC 3 3

3œ"

8
la relativa covarianza (tenendo presente dall'Esempio 1.1.8 che ). Dunque, si ha–D œ !

 
  

 

3œ" 3œ"

8 8

3 3 3 3
# #

3œ" 3œ" 3œ"

8 8 8

3 3 3
# # # #

3

C D
# # # #

DC

C

ÐC  +  ,D Ñ œ ÐÐC  CÑ  ,D  ÐC  +ÑÑ

œ ÐC  CÑ  , D  8ÐC  +Ñ  #, ÐC  CÑD

œ 8=  8, =  8ÐC  +Ñ  #8,=

œ 8 =

– –

– – –

–

# #
#
DC DC

#
D

D
D

#

  8 ,=   8ÐC  +Ñ
=

= =

=  –  ,

dove è stato tenuto presente che  e . Di conseguenza,– 
3œ" 3œ"
8 8

3 3D œ ! ÐC  CÑ œ !
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PÐ+ß ,ß Ñ œ - /8 8
 Ð=  Ð,=  Ñ ÐC+Ñ Ñ8

#

8
# =C

# # #=#DC DC

=#D
D

=

D8
–

 ,

con . La verosimiglianza è stata espressa in funzione delle realizzazioni delleÐ+ß ,ß Ñ − ‚8 ‘ ‘# 

statistiche

] œ ]
"

8
–  ,

3œ"

8

3

e

 –
W œ Ð]  ] Ñ

"

8C
# #

3œ"

8

3
e della statistica

W œ D ]
"

8
DC 3 3

3œ"

8  .

Infine, la log-verosimiglianza risulta

6Ð+ß ,ß Ñ œ -   =   ,=   ÐC  +Ñ
8 8

# # = =

= =
8 8

8
log log   C

# #
#
DC DC

#
D

D
D

#

–  ,

con .Ð+ß ,ß Ñ − ‚8 ‘ ‘#  

0
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1
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1

Figura 1.3.6. Verosimiglianza standardizzata per ,  e .–8 œ & B œ # B œ "Ð"Ñ

• Esempio 1.3.7. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal vettore\ µ IÐ ß Ñ- 5
di parametri  con , ovvero) œ Ð ß Ñ œ ‚- 5 @ ‘ ‘T 

Y - 5 -
5

- 5ß 8 8 " 8 3

3œ"

8


Ò!ß∞Ñœ 0 À 0 ÐB ßá ß B à ß Ñ œ / ÐB  Ñ
"  B 3 -

5 "

e la verosimiglianza risulta
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PÐ ß Ñ œ - / ÐB  Ñ œ - / ÐB  Ñ
"

œ - / Ð Ñ Ð ß Ñ − ‚

- 5 - 5 -
5

5 - - 5 ‘ ‘


3œ"

8
 8 8

Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ Ð"Ñ3

8 8 
Ð∞ßB Ó

B 3 B

B

Ð"Ñ

-

5 5
-

-
5

" "

"

–

–

 ,  ,

dove si è tenuto conto che  quando  per ogni , ovvero quando si ha
3œ"
8

Ò!ß∞Ñ 3 3" ÐB  Ñ œ " Ÿ B 3- -

- Ÿ B \ \Ð"Ñ Ð"Ñ. La verosimiglianza è stata espressa in funzione delle realizzazioni delle statistiche  e .–

Il grafico della verosimiglianza standardizzata per ,  e  è riportato in Figura 1.3.6.–8 œ & B œ # B œ "Ð"Ñ

Infine, la log-verosimiglianza risulta

6Ð ß Ñ œ -  8  8  Ð Ñ Ð ß Ñ − ‚
B 

- 5 5 - - 5 ‘ ‘
-

5
log log log

–
 , ."Ð∞ßB Ó


Ð"Ñ



• Esempio 1.3.8. Dato un campione casuale , il modello statistico dipende dal\ µ YÐ ß  Ñ- - $
vettore di parametri  con , ovvero) œ Ð ß Ñ œ ‚- $ @ ‘ ‘T  

Y - $
$ $

-
- $ß 8 8 " 8

3œ"

8

Ò!ß"Ó
3

œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à ß Ñ œ
" B    "  ,

da cui

PÐ ß Ñ œ - œ -
" B  B  B 

œ - Ð Ñ Ð  Ñ Ð ß Ñ − ‚

- $ $
$ $ $ $

- - -

$ - - $ - $ ‘ ‘

      
3œ"

8

Ò!ß"Ó Ò!ß"Ó Ò!ß"Ó
3 8 Ð"Ñ Ð8Ñ

8 
Ð∞ßB Ó ÒB ß∞Ñ

" " "

" "
Ð"Ñ Ð8Ñ

 ,  ,

dal momento che  quando  per ogni , ovvero quando si ha8
3œ" Ò!ß"Ó 3 3" ÐÐB  ÑÎ Ñ œ " Ÿ B Ÿ  3- $ - - $

- - $Ÿ B    BÐ"Ñ Ð8Ñ e . La verosimiglianza è stata espressa in funzione delle realizzazioni delle
statistiche  e . Il grafico della verosimiglianza standardizzata per ,  e  è\ \ 8 œ & B œ " B œ #Ð"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð&Ñ

riportato in Figura 1.3.7. Infine, la log-verosimiglianza risulta

6Ð ß Ñ œ -  8  Ð Ñ  Ð  Ñ Ð ß Ñ − ‚- $ $ - - $ - $ ‘ ‘log log log log" "Ð∞ßB Ó ÒB ß∞Ñ


Ð"Ñ Ð8Ñ
 , .  
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1
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Figura 1.3.7. Verosimiglianza standardizzata per ,  e .8 œ & B œ " B œ #Ð"Ñ Ð&Ñ
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• Esempio 1.3.9. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ T9Ð Ñ.
parametro  con , ovvero) . @ ‘œ œ 

Y .
.

.
.œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ / ÐB Ñ
B x 8 8 " 8 3

3œ"

8


B

3
Ö!ß"ßá×

3

"  .

Di conseguenza, la funzione di verosimiglianza risulta

PÐ Ñ œ - / ÐB Ñ œ - / −
B x

. . . ‘
.

  ,  .
3œ"

8
 8 8B 

B

3
Ö!ß"ßá× 3

. .
3

"
–

La verosimiglianza è stata espressa in funzione della realizzazione della media campionaria . Il–
\

grafico della verosimiglianza standardizzata per  e  è riportato in Figura 1.3.8. Infine, la–8 œ & B œ "
log-verosimiglianza risulta

6Ð Ñ œ -  8  8B −. . . . ‘log log–  ,  . 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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0.4

0.6

0.8

1

Figura 1.3.8. Verosimiglianza standardizzata per  e .–8 œ & B œ "

• Esempio 1.3.10. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ PÐ ß "Ñ.
parametro  con , ovvero) . @ ‘œ œ

Y ..
.œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ /

"

# 8 8 " 8

3œ"

8
lB  l3  .

0 2 4 6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 1.3.9. Verosimiglianza standardizzata per 
e .

8 œ %
ÐB ß B ß B ß B Ñ œ Ð  "ß #ß %ß *ÑÐ"Ñ Ð#Ñ Ð$Ñ Ð%Ñ
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0 2 4 6 8
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1

Figura 1.3.10. Verosimiglianza standardizzata per 
e .

8 œ &
ÐB ß B ß B ß B ß B Ñ œ Ð  "ß #ß %ß &ß *ÑÐ"Ñ Ð#Ñ Ð$Ñ Ð%Ñ Ð&Ñ

In questo caso si ha la seguente verosimiglianza

PÐ Ñ œ - / œ - / −. . ‘ lB  l  lB  l 
3œ" 3œ"
8 8

3 Ð3Ñ. .  ,  .

La verosimiglianza è stata espressa in funzione della realizzazione della statistica ordinata
Ð\ ßá ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ . Nelle Figure 1.3.9 e 1.3.10 è riportato il grafico della verosimiglianza standardizzata
per una numerosità pari ed una dispari. Infine, la log-verosimiglianza risulta

6Ð Ñ œ -  lB  l œ -  lB  l −. . . . ‘log log 
3œ" 3œ"

8 8

3 Ð3Ñ  ,  . 

• Esempio 1.3.11. Si consideri la variabile casuale discreta  con funzione di probabilità\

0 ÐBÑ œ ÐBÑ
"

R
\ Ö"ßáßR×"  ,

dove . Questa variabile casuale è la versione discreta di una Uniforme. Dato un campioneR − 

casuale, il modello statistico dipende dal parametro  con , ovvero) @ œ R œ 

YR 8 8 " 8 3

3œ"

8

Ö"ßáßR×œ 0 À 0 ÐB ßá ß B àRÑ œ ÐB Ñ
"

R  "  .

Di conseguenza, la funzione di verosimiglianza risulta

PÐRÑ œ - ÐB Ñ œ -R ÐB Ñ œ -R ÐRÑ
"

R

3œ"

8

Ö"ßáßR× Ö"ßáßR× Ð8Ñ ÖB ßB "ßá×3
8 8" " "

Ð8Ñ Ð8Ñ
 ,

con , e dove si è tenuto conto che  quando  per ogni , ovveroR − ÐB Ñ œ " R   B 3 8
3œ" Ö"ßáßR× 3 3 "

quando si ha . La verosimiglianza è definita solo sugli interi positivi, ovvero lo spazioR   BÐ8Ñ

parametrico. Inoltre, la verosimiglianza è stata espressa in funzione della realizzazione della statistica
\ 8 œ % B œ #Ð8Ñ Ð%Ñ. Il grafico della verosimiglianza standardizzata per  e  è riportato in Figura 1.3.11.
Infine, la log-verosimiglianza risulta

6ÐRÑ œ -  8 R  ÐRÑ R −log log log"ÖB ßB "ßá×


Ð8Ñ Ð8Ñ
 ,  . 
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Figura 1.3.11. Verosimiglianza standardizzata per  e .8 œ % B œ #Ð%Ñ

• Esempio 1.3.12. Si consideri la variabile casuale continua  con funzione di densità\

0 ÐBÑ œ ÐBÑ  ÐBÑ
#B #Ð"  BÑ

: "  :
\ Ò!ß:Ó Ð:ß"Ó" "  ,

dove . Questa variabile casuale è detta anche Triangolare. In questo caso, dato un campione: − Ð!ß "Ñ
casuale, il modello statistico dipende dal parametro  con , ovvero) @œ : œ Ð!ß "Ñ

Y: 8 8 " 8 3 3

3œ"

8

Ò!ß:Ó Ð:ß"Óœ 0 À 0 ÐB ßá ß B à :Ñ œ ÐB Ñ  ÐB Ñ
#B #Ð"  BÑ

: "  :   " "  .

Di conseguenza, la verosimiglianza risulta

PÐ:Ñ œ - ÐB Ñ  ÐB Ñ
#B #Ð"  B Ñ

: "  :

œ - ÐB Ñ  ÐB Ñ
#B #Ð"  B Ñ

: "  :

  
  
3œ"

8
3 3

Ò!ß:Ó Ð:ß"Ó3 3

3œ"

8
Ð3Ñ Ð3Ñ

Ò!ß:Ó Ð3Ñ Ð:ß"Ó Ð3Ñ

" "

" "  .

La verosimiglianza è stata espressa in funzione della realizzazione della statistica ordinata
Ð\ ßá ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ . Dalla Figura 1.3.12, si può notare la struttura complessa che può assumere la
verosimiglianza per questo modello. 
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Figura 1.3.12. Verosimiglianza standardizzata per  e . . . .8 œ $ ÐB ß B ß B Ñ œ Ð! #ß ! %ß ! )ÑÐ"Ñ Ð#Ñ Ð$Ñ
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Capitolo 2

La stima per punti

2.1. Introduzione

2.1.1. La definizione di stimatore. Una volta scelto il modello statistico , un primo obiettivoY)
dell'inferenza è quello di selezionare un valore di  sulla base del campione osservato. Il procedimento)
di stima fa corrispondere ad ogni campione  un valore , ovvero considera unÐB ßá ß B Ñ − −" 8 8V @)
vettore di funzioni  a  componenti, detto stimatore, tale cheKë 5

Kë À ÄV @8  .

Uno stimatore è per definizione un vettore di statistiche. La realizzazione campionaria dello stimatore
) Kë ëœ ÐB ßá ß B Ñ" 8  è detta stima. Questo tipo di procedimento di stima è detto per punti perchè ad
ogni campione fa corrispondere un punto dello spazio parametrico.

In questo capitolo vengono discusse una serie di proprietà desiderabili per uno stimatore .Kë

Tuttavia, anche se lo stimatore gode di proprietà ottimali, si deve sottolineare fin da ora che la stima )ë
può essere molto differente dal “vero valore” del parametro  a causa della variabilità campionaria.)!
Dunque, in un procedimento di stima per punti, la stima  deve sempre essere accompagnata da un)ë

indice di “precisione” dello stimatore  nello stimare il vero parametro . Questo argomento verràK )ë !

trattato in maggiore dettaglio nel prossimo capitolo.

2.1.2. I problemi regolari di stima. Al fine di ottenere un procedimento di stima con proprietà
desiderabili, è opportuno definire alcune condizioni a cui il modello statistico deve preferibilmente
sottostare. Dato un modello statistico , si dice che il problema di stima è regolare se:Y)
a) il modello statistico è identificabile, ovvero le distribuzioni  specificate dal0 ÐB ßá ß B à Ñ8 " 8 )
modello statistico  sono distinte per valori distinti di ;Y @) ) −
b) lo spazio parametrico  è un aperto di ;@ ‘5

c) le derivate

`

`
0 ÐB ßá ß B à Ñ

)
)8 " 8

e

`

` `
0 ÐB ßá ß B à Ñ

#

8 " 8
) )

)
T

esistono per ogni  e per ogni  (a meno di insiemi di probabilità nulla);) − ÐB ßá ß B Ñ −@ V" 8 8

d) risulta

 
V V8 8

` `

` `
0 ÐB ßá ß B à Ñ . œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .

) )
) )8 " 8 8 " 8/ /

e

 
V V8 8

` `

` ` ` `
0 ÐB ßá ß B à Ñ . œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .

# #

8 " 8 8 " 8
) ) ) )

) )
T T

/ / ,
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dove l'integrazione è da intendersi opportunamente estesa alle componenti del vettore o della matrice e
dove una scrittura del tipo


V8

1 ÐB ßá ß B Ñ .8 " 8 /

va interpretata come integrale di Riemann o come somma su  a secondo che il vettore di variabiliV8
casuali  sia continuo o discreto.Ð\ ßá ß\ Ñ" 8

Nel caso di un campionamento casuale, la condizione ) si riduce a richiedere che le distribuzionia
0ÐBà Ñ −) ) specificate dal modello statistico siano distinte per valori distinti di . La condizione ) si@ c
riduce all'esistenza delle derivate

`

`
0ÐBà Ñ

)
)

e

`

` `
0ÐBà Ñ

#

) )
)

T

per ogni  e per ogni  (a meno di insiemi di probabilità nulla), mentre la condizione )) − B −@ f) d
risulta

 
f f) )

` `

` `
0ÐBà Ñ . œ 0ÐBà Ñ .

) )
) )/ /

e

 
f f) )

` `

` ` ` `
0ÐBà Ñ . œ 0ÐBà Ñ .

# #

) ) ) )
) )

T T
/ / .

La condizione ) permette di individuare in maniera univoca una specifica distribuzione a partirea
dal valore del parametro e quindi di ottenere procedimenti di stima coerenti. La condizione ) serve ab
imporre che il vero valore del parametro  non sia sulla frontiera di . Infine, le condizioni ) e ))! @ c d
sono condizioni di regolarità matematica, che vengono adoperate nel seguito per ottenere alcune
proprietà degli stimatori. Le condizioni )- ) sono soddisfatte nella gran parte dei modelli statistici dia d
uso comune.

• Esempio 2.1.1. Dato un campione casuale da , la condizione ) è verificata in quanto\ µ RÐ ß "Ñ. a

9 . 9 .ÐB  Ñ œ ÐB  Ñ" #

per ogni  solo se . La condizione ) è verificata dal momento che . È immediatoB œ œ. . @ ‘" # b
verificare la condizione ), dal momento chec

`

`
ÐB  Ñ œ  ÐB  Ñ

.
9 . 9 .w

e

`

`
ÐB  Ñ œ ÐB  Ñ

#

#
ww

.
9 . 9 .

esistono per ogni  e . Inoltre, risulta. ‘ ‘− B −

` `

` `
ÐB  Ñ .B œ ÐB  Ñ .B œ !

. .
9 . 9 . 

∞ ∞

∞ ∞#

#
 ,

essendo
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
∞

∞

9 .ÐB  Ñ .B œ " ,

mentre

 
∞ ∞

∞ ∞
w ∞

∞

`

`
ÐB  Ñ .B œ  ÐB  Ñ .B œ  Ò ÐB  ÑÓ œ !

.
9 . 9 . 9 .

e

 
∞ ∞

∞ ∞#

#
ww w ∞

∞

`

`
ÐB  Ñ .B œ ÐB  Ñ .B œ  Ò ÐB  ÑÓ œ !

.
9 . 9 . 9 .  ,

e di conseguenza anche la condizione ) è verificata. Si deve dunque concludere il problema di stima èd
regolare. 

2.2. Gli stimatori corretti

2.2.1. La definizione di stimatore corretto. Dato un modello statistico , se si suppone che il veroY)
valore del parametro è , allora si richiede usualmente che la distribuzione dello stimatore sia)! − @
concentrata intorno a questo valore, ovvero si richiede la proprietà della correttezza.  dalA priori
campionamento, questa proprietà assicura che la determinazione campionaria dello stimatore sia
tendenzialmente prossima a .)!

Lo stimatore  è detto corretto per  seK )ë

EÒ Ó œK )ë  ,

per ogni , dove il valore medio esiste ed è calcolato rispetto alla distribuzione specificata dal) − @
modello con il valore del parametro pari a . Nel seguito si assumerà sempre questa ultima)
convenzione per quanto riguarda il calcolo dei valori medi senza ulteriore specificazione.

Uno stimatore non corretto è detto distorto e la quantità

BÒ Ó œ Ò Ó K K )ë ëE

è detta distorsione.
Una proprietà più blanda della correttezza è la cosiddetta correttezza asintotica. Lo stimatore  èKë

detto asintoticamente corretto per  se per ogni ) ) − @

lim E
8Ä∞

Ò Ó œK )ë  .

• Esempio 2.2.1. Dato un campione casuale da , tenendo presente l'Esempio 1.2.5, si ha\ µ RÐ ß Ñ. 8

EÒÐ\ß W ÑÓ œ Ð ß Ñ
–  ,-

# . 8

e quindi  è corretto per .–
Ð\ß W Ñ Ð ß Ñ-

# . 8 

• Esempio 2.2.2. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati dell'Esempio\ µ RÐ!ß Ñ8
1.2.5, dal momento che

EÒW Ó œ
8  "

8
#   ,8

allora la varianza campionaria  è uno stimatore distorto per . La distorsione è pari aW# 8
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B  .ÒW Ó œ ÒW Ó  œ 
8

# #E 8
8

Lo stimatore  è asintoticamente corretto per , dal momento cheW# 8

lim E
8Ä∞

#ÒW Ó œ 8 . 

• Esempio 2.2.3. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati dell'Esempio\ µ YÐ!ß Ñ$
1.2.6 e le proprietà della Beta (vedi §A.1.5), risulta

EÒ\ Ó œ
8

8  "
Ð8Ñ

$
 .

Quindi,  è uno stimatore distorto per , con distorsione pari a\Ð8Ñ $

B  .Ò\ Ó œ Ò\ Ó  œ 
8  "

Ð8Ñ Ð8ÑE $
$

Lo stimatore  è asintoticamente corretto per , dal momento che\Ð8Ñ $

lim E
8Ä∞

Ð8ÑÒ\ Ó œ $ . 

2.3. Gli stimatori coerenti

2.3.1. La definizione di stimatore coerente. Se si suppone che il vero valore del parametro è dato da
)! − @, si richiede usualmente che la distribuzione dello stimatore si concentri sempre di più intorno a
)! all'aumentare della numerosità campionaria, ovvero si richiede la cosiddetta proprietà della
coerenza.

Se  è un modello statistico per ogni , uno stimatore  si dice coerente (in senso debole) perY)ß8 88 Kë

) K ), se la successione di stimatori  converge in probabilità a , ovveroÐ Ñë 8 8 " !

K )ë 8 !
:
Ä

per . Di conseguenza, condizione sufficiente affinchè lo stimatore sia coerente per  è che sia8 Ä ∞ )
asintoticamente corretto per  e che)

lim Var
8Ä∞

8Ò Ó œKë ! .

Inoltre, se si ha

K )ë 8 !
;-
Ä

per , allora lo stimatore è detto coerente in senso forte per . Ovviamente, la coerenza in senso8 Ä ∞ )
forte implica la coerenza in senso debole.

• Esempio 2.3.1. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati dell'Esempio\ µ RÐ ß "Ñ.
1.2.3, dal momento che  è uno stimatore corretto per  e che–

\8 .

lim Var lim
8Ä∞ 8Ä∞

8Ò\ Ó œ œ !
"

8
–  ,



Capitolo 2 23

allora , ovvero  è uno stimatore coerente per . Dal momento che per la Legge Forte dei– –
\ Ä \8 ! 8

:
. .

Grandi Numeri di Khintchine si ha  (vedi Barabesi, 2020),  è uno stimatore coerente in– –
\ Ä \8 ! 8

;-
.

senso forte per .. 

• Esempio 2.3.2. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati dell'Esempio\ µ RÐ ß Ñ. 8
1.2.5, risulta

lim Var lim
8Ä∞ 8Ä∞

8 -ß8
# 8

#
8"

ÒÐ\ ß W ÑÓ œ œ
!

!

–  . 
8

8# !

Dal momento che  è corretto per , allora risulta , ovvero– –
Ð\ ß W Ñ Ð ß Ñ Ð\ ß W Ñ Ä Ð ß Ñ8 8 ! !-ß8 -ß8

# # :
. 8 . 8

Ð\ ß W Ñ Ð ß Ñ
–  è uno stimatore coerente per .8 -

#
8 . 8 

2.4. Gli stimatori efficienti

2.4.1. L'informazione di Fisher. Dato un modello statistico , in questa sezione vengono introdotteY)
alcune quantità fondamentali nell'inferenza statistica classica. Data l'importanza degli argomenti
trattati, è preferibile lavorare inizialmente con un solo parametro, ovvero si assume .5 œ "

Se per il modello statistico considerato è valida la condizione ) della §2.1.2, allora si dice funzionec
punteggio la quantità

= Ð Ñ œ = Ð à B ßá ß B Ñ œ 6Ð à B ßá ß B Ñ œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ
. .

. .

œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ
" .

0 ÐB ßá ß B à Ñ .

8 8 " 8 " 8 8 " 8

8 " 8
8 " 8

) ) ) )
) )

) )
)

log

 .

La funzione punteggio  è la realizzazione campionaria della variabile casuale= Ð à B ßá ß B Ñ8 " 8)
= Ð à\ ßá ß\ Ñ8 " 8) , per cui adoperando l'assunzione ) della §2.1.2 si had

EÒ= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ = Ð à B ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .

œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .
.

.

œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ . œ " œ !
. .

. .

8 " 8 8 " 8 8 " 8

8 " 8

8 " 8

) ) ) /

)
) /

) )
) /






V

V

V

8

8

8

  .

Inoltre, tenendo presente la relazione

. " .

. 0 ÐB ßá ß B à Ñ .
0 ÐB ßá ß B à Ñ œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ 

 0 ÐB ßá ß B à Ñ
" .

0 ÐB ßá ß B à Ñ .

# #

# #8 " 8 8 " 8
8 " 8

8 " 8
8 " 8

#

) ) )
) )

) )
)

log

   ,

e adoperando di nuovo l'assunzione ) della §2.1.2 risultad
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Var EÒ= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ Ò= Ð à\ ßá ß\ Ñ Ó

œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .
" .

0 ÐB ßá ß B à Ñ .

œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .  0 Ð
. .

. .

8 " 8 8 " 8
#

8 " 8
8 " 8 8 " 8

#

# #

# #8 " 8 8

) )

) )
) ) /

) )
) /

  
 
V

V V

8

8 8

 log B ßá ß B à Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .

œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .  = Ð à B ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .
. .

. .

œ  = Ð à\ ßá ß\ Ñ
.

.

" 8 8 " 8

#

# 8 " 8 8 " 8 8 " 8

8 " 8

) ) /

) )
) / ) ) /

)
)

 
 
V V8 8

E   .

La precedente varianza è detta informazione di Fisher ed è indicata come

M Ð Ñ œ Ò= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ  = Ð à\ ßá ß\ Ñ
.

.
8 8 " 8 8 " 8) ) )

)
Var E  .

Nel caso di un campionamento casuale la funzione punteggio può essere espressa come

= Ð à B ßá ß B Ñ œ 0ÐB à Ñ œ 0ÐB à Ñ
. .

. .

œ 0ÐB à Ñ œ =Ð à B Ñ
" .

0ÐB à Ñ .

8 " 8 3 3

3œ" 3œ"

8 8

3œ" 3œ"

8 8

3
3 3

) ) )
) )

) )
) )

 
 

log log

 ,

dove

=Ð Ñ œ =Ð à B Ñ œ 0ÐB à Ñ œ 0ÐB à Ñ
. " .

. 0ÐB à Ñ .
) ) ) )

) ) )
3 3 3

3
   ,log

è la funzione punteggio relativa all' -esima osservazione campionaria. Le variabili casuali i =Ð à\ Ñ) 3

sono indipendenti in quanto trasformate di variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite.
Dunque, si ha

Var Var Var EÒ= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ Ò=Ð à\ ÑÓ œ 8 Ò=Ð à\ÑÓ œ  8 =Ð à\Ñ
.

.
8 " 8 3

3œ"

8

) ) ) )
)

   .

Di conseguenza, l'informazione di Fisher può essere espressa come

M Ð Ñ œ 8 Ò=Ð à\ÑÓ œ  8 =Ð à\Ñ œ 8MÐ Ñ
.

.
8 ) ) ) )

)
Var E   ,

dove  è l'informazione di Fisher relativa ad una sola osservazione campionaria.MÐ Ñ œ Ò=Ð à\ÑÓ) )Var

• Esempio 2.4.1. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 2.1.1 è noto che le\ µ RÐ ß "Ñ.
condizioni ) e ) della §2.1.2 sono verificate. Dunque, tenendo presente l'Esempio 1.3.1, si ha lac d
funzione punteggio

= Ð à B ßá ß B Ñ œ -  Ð=  ÐB  Ñ Ñ œ 8ÐB  Ñ
. 8

. #
8 " 8

# #. . .
.

 log – –  ,

da cui si ottiene l'informazione di Fisher

M Ð Ñ œ  8Ð\  Ñ œ 8
.

.
8 . .

.
E  .– 

I risultati teorici di questa sezione risultano verificati, dal momento che per via diretta si ottiene
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E E EÒ= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ Ò8Ð\  ÑÓ œ 8 Ò\  Ó œ !8 " 8. . .
– –

e

M Ð Ñ œ Ò= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ Ò8Ð\  ÑÓ œ 8 Ò\Ó œ 8 œ 8
"

8
8 8 " 8

# #. . .Var Var Var– –  .

Dal momento che si dispone di un campione casuale, i precedenti risultati possono essere ottenuti più
facilmente dalla funzione punteggio riferita ad una sola osservazione campionaria, ovvero

=Ð à B Ñ œ -  ÐB  Ñ œ B 
. "

. #
. . .

.
3 3 3

# log  ,

da cui l'informazione di Fisher relativa ad una sola osservazione campionaria risulta

MÐ Ñ œ  Ð\  Ñ œ "
.

.
. .

.
E   .

Dalla precedente espressione si ha di nuovo

M Ð Ñ œ 8MÐ Ñ œ 88 . .  . 

• Esempio 2.4.2. Dato un campione casuale da , è facile verificare le condizioni ) e )\ µ IÐ!ß Ñ5 c d
della §2.1.2. Dunque, tenendo presente l'Esempio 1.3.3, si ha la seguente funzione punteggio

= Ð à B ßá ß B Ñ œ -  8  œ  
. 8B 8 8B

.
8 " 8 #
5 5

5 5 5 5
 log log

– –
 ,

da cui, in base ai risultati dell'Esempio 1.2.4, si ottiene l'informazione di Fisher

M Ð Ñ œ    œ   œ   Ò\Ó œ
. 8 8\ 8 #8\ 8 #8 8

.
8 # # $ # $ #
5

5 5 5 5 5 5 5 5
E  .

– –
–     E E

Dal momento che si dispone di un campione casuale, i precedenti risultati possono essere ottenuti più
facilmente dalla funzione punteggio riferita ad una sola osservazione campionaria, ovvero

=Ð à B Ñ œ   œ  
. B " B

.
5 5

5 5 5 5
3

3 3

#
 log  ,

da cui, tenendo presente le proprietà della Esponenziale (vedi §A.1.4), l'informazione di Fisher
relativa ad una sola osservazione campionaria risulta

MÐ Ñ œ    œ   Ò\Ó œ
. " \ " # "

.
5

5 5 5 5 5 5
E E  # # $ #

 .

Dalla precedente espressione si ottiene di nuovo

M Ð Ñ œ 8MÐ Ñ œ
8

8 #
5 5

5
 . 

• Esempio 2.4.3. Dato un campione casuale da , la condizione ) della §2.1.2 non è\ µ YÐ!ß Ñ$ d
verificata. Infatti risulta

. " "

.
œ 

$ $ $#

per ogni  e , da cui$ ‘ $− B − Ò!ß Ó
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
!

$ . " "

.
.B œ 

$ $ $
  .

Tuttavia, si ha

. " "

.
.B œ ! Á 

$ $ $

!

$

 .

Anche se la funzione punteggio esiste, non ha tuttavia le proprietà ottenute in questa sezione. 

I precedenti risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri . Se è valida la)
condizione ) della §2.1.2, si dice vettore delle funzioni punteggio la quantità  data dac s8 " 8Ð à B ßá ß B Ñ)

s s8 8 " 8 " 8 8 " 8
8 " 8

Ð Ñ œ Ð à B ßá ß B Ñ œ 6Ð à B ßá ß B Ñ œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ
` " `

` 0 ÐB ßá ß B à Ñ `
) ) ) )

) ) )
 .

Il vettore  è la determinazione campionaria del vettore di variabili casualis8 " 8Ð à B ßá ß B Ñ)
s8 " 8Ð à\ ßá ß\ Ñ)  e quindi generalizzando in modo ovvio le relazioni ottenute in precedenza, se la
condizione ) della §2.1.2 è verificata, si può ottenere ched

EÒ Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œs8 " 8) !

e

Var EÒ Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ  Ð à\ ßá ß\ Ñ
`

`
s s8 " 8 8 " 8) )

)
  .

Questa matrice di varianza-covarianza è detta matrice di informazione di Fisher ed è denotata con

I s s8 8 " 8 8 " 8Ð Ñ œ Ò Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ  Ð à\ ßá ß\ Ñ
`

`
) ) )

)
Var E  .

Nel caso di un campionamento casuale, il vettore delle funzioni punteggio risulta

s s8 " 8 3

3œ"

8

Ð à B ßá ß B Ñ œ Ð à B Ñ) )  ,

dove

s sÐ Ñ œ Ð à B Ñ œ 0ÐB à Ñ œ 0ÐB à Ñ
` " `

` 0ÐB à Ñ `
) ) ) )

) ) )
3 3 3

3
log  ,

è il vettore delle funzioni punteggio relative all' -esima osservazione campionaria. Anche in questoi
caso la matrice di informazione di Fisher può essere espressa come

I s s I8Ð Ñ œ 8 Ò Ð à\ÑÓ œ  8 Ð à\Ñ œ 8 Ð Ñ
`

`
) ) ) )

)
Var E   ,

dove  è la matrice di informazione di Fisher relativa ad una sola osservazioneI sÐ Ñ œ Ò Ð à\ÑÓ) )Var
campionaria.

• Esempio 2.4.4. Dato un campione casuale da , non è difficile verificare (anche se\ µ RÐ ß Ñ. 8
laborioso) le condizioni ) e ) della §2.1.2. Tenendo presente l'Esempio 1.3.2, si ha il seguentec d
vettore di funzioni punteggio



Capitolo 2 27

s8 " 8

` 8 8
` # #

# #

` 8 8
` # #

# #

8

8 8
# #

# #

Ð ß à B ßá ß B Ñ œ
Ð -   Ð=  ÐB  Ñ ÑÑ

Ð -   Ð=  ÐB  Ñ ÑÑ

œ
ÐB  Ñ

  Ð=  ÐB  Ñ Ñ

. 8
8 .

8 .

.

.

 
 

. 8

8 8

8

8 8

log log

log log

–

–

–

–  ,
#

da cui, considerando anche i risultati dell'Esempio 1.2.5, si ha la matrice d'informazione di Fisher

I8
# # # #

Ð ß Ñ œ 

œ

. 8 E 
 

` 8 ` 8
` `

` 8 8 ` 8 8
` `

# # # #

8 8

8 8 8
#

. 8 8 8

. 88 8 8 8

8 8

8 8 8

Ð Ð\  ÑÑ Ð Ð\  ÑÑ

Ð   ÐW  Ð\  Ñ ÑÑ Ð   ÐW  Ð\  Ñ ÑÑ

Ò\  Ó

Ò\  Ó   Ð ÒW

– –
– –

–
–

. .

. .

.

.

# #

#

# # $

E
E E # #Ó  ÒÐ\  Ñ ÓÑE –  .

.
œ

!

! 8

8
#

8

8#



2.4.2. Il limite inferiore di Rao-Cramer.´  Dato un modello statistico , in questa sezione vieneY)
ottenuto un limite inferiore alla varianza di uno stimatore corretto per una data trasformata di . Di)
nuovo, è opportuno lavorare inizialmente con un solo parametro. Si consideri lo stimatore  tale cheKë

EÒ Ó œ 1Ð ÑK )ë . Si assuma che siano valide le condizioni ) e ) della §2.1.2 e che sia valida per loc d
stimatore  la seguente condizione:Kë

e) la funzione  esiste ed è derivabile con derivata1Ð Ñ)

. .

. .
1Ð Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .

œ ÐB ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .
.

.

) )
) K ) /

)
K ) /

  

 .




V

V

8

8

ë

ë

" 8 8 " 8

" 8 8 " 8

In base alle assunzioni ) della §2.1.2 ed ), si ottienec e

Cov

   .

Ò ß = Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ Ò = Ð à\ ßá ß\ ÑÓ

œ ÐB ßá ß B Ñ= Ð à B ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .

œ ÐB ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ . œ 1Ð Ñ
. .

. .

K ) K )

K ) ) /

) )
K ) / )

ë ë

ë

ë

8 " 8 8 " 8

" 8 8 " 8 8 " 8

" 8 8 " 8

E



V

V

8

8

Inoltre, per la disuguaglianza di Schwarz (vedi Barabesi, 2020), se è verificata la condizione ) dellad
§2.1.2, si ha

Var VarÒ Ó Ò= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ   Ò = Ð à\ ßá ß\ ÑÓK ) K )ë ë8 " 8 8 " 8
#Cov  ,

da cui, supponendo , con opportune sostituzioni, si ottiene infine la cosiddetta!  M Ð Ñ  ∞8 )
disuguaglianza di Rao-Cramer, ovvero´

VarÒ Ó  
Ð 1Ð ÑÑ

M Ð Ñ
K

)

)
ë

.
.

#

8

)  .

Se  è uno stimatore corretto per , allora , e la prececente espressione risultaK ) )ë .
.) 1Ð Ñ œ "

VarÒ Ó  
"

M Ð Ñ
K

)
ë

8
 .

Dalla precedente espressione è chiaro il ruolo dell'informazione di Fisher, nel senso che essa
rappresenta un indice della precisione media ottenibile se si vuole stimare  in modo non distorto.)

Nel caso di un campione casuale la disuguaglianza di Rao-Cramer si riduce a´
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VarÒ Ó  
Ð 1Ð ÑÑ

8MÐ Ñ
K

)

)
ë

.
.

#
)  ,

e, nel caso di uno stimatore corretto per , a)

VarÒ Ó  
"

8MÐ Ñ
K

)
ë  .

• Esempio 2.4.5. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 2.1.1 è noto che le\ µ RÐ ß "Ñ.
condizioni ) e ) della §2.1.2 sono verificate. Tenendo presente l'Esempio 2.4.1, dato un qualsiasic d
stimatore  corretto per  (e per cui è valida la condizione ) di questa sezione) si ha dunqueK .ë e

VarÒ Ó  
"

8
Kë  . 

• Esempio 2.4.6. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 2.4.2 è noto che le\ µ IÐ!ß Ñ5
condizioni ) e ) della §2.1.2 sono verificate. Tenendo presente l'Esempio 2.4.2, dato un qualsiasic d
stimatore  corretto per  (e per cui è valida la condizione ) di questa sezione) si haK 5ë e

VarÒ Ó  
8

K
5

ë
#

 .

Se invece  è uno stimatore corretto per  allora, dal momento cheK 5 5ë 1Ð Ñ œ #

.

.
1Ð Ñ œ #

)
5 5 ,

dalla forma generale della disuguaglianza di Rao-Cramer si ottiene´

VarÒ Ó  
%

8
K

5
ë

%

 .  

• Esempio 2.4.7. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 2.4.3 è noto che la\ µ YÐ!ß Ñ$
condizione ) della §2.1.2 non è verificata. In questo caso non è possibile ottenere un limite inferiored
alla varianza di uno stimatore  corretto per .$ $ë 

I precedenti risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri . Si consideri)
dunque lo stimatore  tale che . Si assuma che siano valide le condizioni ) e ) dellaK K )ë ëEÒ Ó œ Ð Ñg c d
§2.1.2 e che sia valida per lo stimatore  la generalizzazione della condizione ), ovvero:Kë e
eÑ Ð Ñ il vettore di funzioni  esiste ed è derivabile con matrice delle derivateg )

D gÐ Ñ œ Ð Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .
` `

` `

œ ÐB ßá ß B Ñ0 ÐB ßá ß B à Ñ .
`

`

) ) K )
) )

)
K )




V

V

8

8

ë

ë

" 8 8 " 8

" 8 8 " 8

/

/ .

Se  è una matrice definita positiva, si può dimostrare che la generalizzazione dellaI8Ð Ñ)
disuguaglianza di Rao-Cramer (vedi Wilks, 1962) è data da´

VarÒ Ó   Ð Ñ Ð Ñ Ð ÑK ) ) )ë D I DT
8

"  ,

dove la precedente disuguaglianza si deve intendere nel senso che la matrice differenza
VarÒ Ó  Ð Ñ Ð Ñ Ð ÑK ) ) )ë D I DT

8
"  è semidefinita positiva. Nel caso di un campione casuale si ha inoltre
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VarÒ Ó   Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ
"

8
K ) ) )ë D I DT "  .

Infine, se  è uno stimatore corretto per , allora  è la matrice identità di ordine , da cuiK ) )ë DÐ Ñ 5

VarÒ Ó   Ð ÑK )ë I8
" ,

che, nel caso di un campione casuale, si riduce a

VarÒ Ó   Ð Ñ
"

8
K )ë I " .

• Esempio 2.4.8. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 2.4.4 è noto che le\ µ RÐ ß Ñ. 8
condizioni ) e ) della §2.1.2 sono verificate. Dai risultati dell'Esempio 2.4.4, dato un qualsiasic d
stimatore  corretto per  (e per cui è valida la condizione ) di questa sezione) si haKë Ð ß Ñ. 8 e

VarÒ Ó  
!

!
Kë  

8

8
8

#
8

#  .

Se invece  è un qualsiasi stimatore corretto per , allora dal momento cheKë gÐ ß Ñ œ Ð ß Ñ. 8 . 8 T

DÐ ß Ñ œ
" !

!. 8  "
#8

 ,

dalla forma più generale della disuguaglianza di Rao-Cramer si ha´

VarÒ Ó  
!

!
Kë  8

8
8

#8

 . 

2.4.3. La definizione di stimatore efficiente. Dato un modello statistico , quando si dispone di dueY)
stimatori corretti per , la nostra preferenza va ovviamente a quello con varianza minore, in quanto la)
sua distribuzione risulta più concentrata intorno al vero valore del parametro. Dal momento che nella
precedente sezione è stato stabilito un limite inferiore alla varianza di uno stimatore corretto, è logico
introdurre il seguente indice nel caso di un parametro per valutare la bontà di uno stimatore  correttoKë

per )

eff  .Ð Ñ œ
"

Ò ÓM Ð Ñ
K

K )
ë

ëVar 8

La quantità eff  è detta efficienza ed evidentemente si ha eff  quando sono valide leÐ Ñ ! Ÿ Ð Ñ Ÿ "K Kë ë

condizioni ) e ) della §2.1.2 e la condizione ) della §2.4.2. In questo caso, uno stimatore  correttoc d e Kë

per  è quindi detto efficiente se eff  è massima, ovvero se eff . Niente assicura l'esistenza e) K KÐ Ñ Ð Ñ œ "ë ë

l'unicità di uno stimatore efficiente per un dato modello statistico.

• Esempio 2.4.9. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati dell'Esempio\ µ RÐ ß "Ñ.
1.2.3 e dell'Esempio 2.4.5,  è uno stimatore efficiente in quanto è corretto per  e–

\ .

eff  .–
–Ð\Ñ œ œ œ "
" "

Ò\ÓM Ð Ñ Ð"Î8Ñ8Var 8 .


• Esempio 2.4.10. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati\ µ IÐ!ß Ñ5
dell'Esempio 1.2.4 e dell'Esempio 2.4.6,  è uno stimatore efficiente in quanto è corretto per  e–

\ 5
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eff  .–
–Ð\Ñ œ œ œ "
" "

Ò\ÓM Ð Ñ Ð Î8ÑÐ8Î ÑVar 8
# #5 5 5



Nel caso di un vettore di parametri , un indice per valutare il grado di efficienza di uno stimatore)
K )ë  corretto per  è data da

eff  .Ð Ñ œ Ð Ò Ó Ð ÑÑK K )ë ëdet Var I8
"

Anche in questo caso si ha eff  quando sono valide le condizioni ) e ) della §2.1.2 e la! Ÿ Ð Ñ Ÿ "Kë c d
condizione ) della §2.4.2. In questo ultimo caso, uno stimatore  corretto per  è quindi dettoe K )ë

efficiente se eff .Ð Ñ œ "Kë

• Esempio 2.4.11. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati\ µ RÐ ß Ñ. 8
dell'Esempio 2.3.2 e dell'Esempio 2.4.8, se si considera lo stimatore  corretto per , si ha–

Ð\ß W Ñ Ð ß Ñ-
# . 8

eff   ,–
ÒÐ\ß W ÑÓ œ œ

!

!

!

!

8  "

8-
# 8

#
8"

8

8
#

"

det    8

8
8

8

#

#

ovvero lo stimatore  non è efficiente, anche se per  elevato risulta approssimativamente–
Ð\ß W Ñ 8-

#

efficiente. 

Quando si deve confrontare due stimatori, uno dei quali corretto e l'altro distorto, non si può
adoperare l'efficienza come criterio di confronto. Nel caso di un parametro, dato uno stimatore distorto
K )ë  di , un criterio che tiene conto anche della distorsione è il cosiddetto errore quadratico medio,
ovvero

EQM B  .Ò Ó œ Ò Ó  Ò ÓK K Kë ë ë# Var

Il precedente indice può essere generalizzato al caso di un vettore di parametri , ovvero)

EQM B B  .Ò Ó œ Ð Ò Ó Ò Ó  Ò ÓÑK K K Kë ë ë ëdet VarT

Se ci si basa sui precedenti indici, uno stimatore leggermente distorto, ma con bassa varianza, può
essere preferibile ad uno stimatore efficiente.

• Esempio 2.4.12. Dato un campione casuale da , supponiamo che il parametro  sia\ µ RÐ ß Ñ. 8 .
noto. Per un qualsiasi stimatore  corretto per  si haK 8ë

VarÒ Ó  
#

8
K

8
ë

#

 .

Se si considera lo stimatore

K .ë " 3

3œ"

8
#œ Ð\  Ñ

"

8
  ,

allora tenendo presente i risultati dell'Esempio 1.2.5 e le proprietà della Chi-quadrato (vedi §A.3.2), si
ottiene

EÒ Ó œK 8ë "

e
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VarÒ Ó œ
#

8
K

8
ë "

#

 ,

ovvero  è efficiente e inoltreKë "

EQM  .Ò Ó œ
#

8
K

8
ë "

#

Alternativamente, se si considera ora lo stimatore

K Kë ë# "œ
8

8  #
  ,

si ha

EÒ Ó œ
8

8  #
K

8
ë #

e

VarÒ Ó œ
#8

Ð8  #Ñ
K

8
ë #

#

#

e quindi

EQM  .Ò Ó œ   œ
8 #8 #

8  # Ð8  #Ñ 8  #
K 8

8 8 8
ë #

# # #

# 
Dal momento che EQM EQM , se ci si basa sul criterio dell'errore quadratico medio, loÒ Ó  Ò ÓK Kë ë# "

stimatore distorto è preferibile a quello corretto ed efficiente. 

2.4.4. La famiglia esponenziale di distribuzioni. In questa sezione si vuole determinare la famiglia
di distribuzioni per cui è possibile ottenere stimatori efficienti, dato che le condizioni ) e ) dellac d
§2.1.2 sono verificate. Nel caso di uno stimatore  corretto per  (e per cui è valida la condizione )K )ë e
della §2.4.2), per le proprietà della disuguaglianza di Schwarz (vedi Barabesi, 2020), si ottiene il
limite inferiore di Rao-Cramer quando´

= Ð à\ ßá ß\ Ñ œ ,Ð  Ñ8 " 8) K )ë  ,

per  costante, ovvero quando  è una variabile casuale linearmente dipendente da ., = Ð à\ ßá ß\ Ñ8 " 8) Kë

Dunque, se una statistica efficiente esiste, deve soddisfare la precedente relazione. Inoltre, si deve
avere

Var VarÒ= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ , Ò Ó8 " 8
#) Kë  ,

ovvero, dal momento che

VarÒ Ó œ
"

M Ð Ñ
K

)
ë

8

(essendo  uno stimatore efficiente) eKë

VarÒ= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ M Ð Ñ8 " 8 8) )  ,

allora . Tenendo presente la definizione di funzione punteggio, si deve dunque avere, œ M Ð Ñ8 )

.

.
0 ÐB ßá ß B à Ñ œ M Ð ÑÐ ÐB ßá ß B Ñ  Ñ

)
) ) K )log 8 " 8 8 " 8ë  ,
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per ogni  (a meno di insiemi di probabilità nulla). La precedente relazione costituisceÐB ßá ß B Ñ −" 8 8V
un'equazione differenziale in , per cui risolvendo si ha)

log 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ M Ð Ñ .  M Ð Ñ .  -ÐB ßá ß B Ñ8 " 8 " 8 8 8 " 8) K ) ) ) ) )ë    ,

ovvero si ha la seguente famiglia di distribuzioni

0 ÐB ßá ß B à Ñ œ ;ÐB ßá ß B Ñ/8 " 8 " 8
ÐB ßáßB Ñ Ð Ñ Ð Ñ) K : ) ( )ë " 8  ,

dove si è posto

: ) ) )Ð Ñ œ M Ð Ñ . 8  ,

e

( ) ) ) )Ð Ñ œ M Ð Ñ . 8  ,

mentre

;ÐB ßá ß B Ñ œ /" 8
-ÐB ßáßB Ñ" 8  .

Se esiste uno stimatore efficiente, la distribuzione specificata dal modello statistico deve essere della
precedente forma. Questa famiglia di distribuzioni è detta famiglia esponenziale. È immediato
verificare che tutti gli elementi di una stessa famiglia esponenziale devono avere necessariamente lo
stesso supporto per ogni .)

• Esempio 2.4.13. Dato un campione casuale da , la classe di funzioni di densità definita\ µ RÐ ß "Ñ.
in questo modello fa parte della famiglia esponenziale con ,–Kë ÐB ßá ß B Ñ œ B" 8

: . .Ð Ñ œ 8

e

( .
.

Ð Ñ œ
8

#

#

 ,

mentre

;ÐB ßá ß B Ñ œ Ð# Ñ /" 8
  Ð= B Ñ1

8 8
# #

# #–
 .

In effetti, in base ai risultati dell'Esempio 2.4.9, la media campionaria  è uno stimatore efficiente.–
\ 

• Esempio 2.4.14. Dato un campione casuale da , la classe di funzioni di densità definita\ µ IÐ ß "Ñ-
in questo modello non fa parte della famiglia esponenziale, dal momento che il relativo supporto
dipende dal parametro .- 

In generale, se si considera un vettore di parametri , la famiglia esponenziale è definita come)

0 ÐB ßá ß B à Ñ œ ;ÐB ßá ß B Ñ/8 " 8 " 8
ÐB ßáßB Ñ Ð Ñ Ð Ñ) K : ) )ë " 8

T (  ,

dove senza perdita di generalità si può assumere che le funzioni definite dalle componenti del vettore
: )Ð Ñ siano linearmente indipendenti in . Per questo motivo, questa famiglia esponenziale è detta in@
forma ridotta. Per una trattazione generale delle famiglie esponenziali si può consultare Brown (1986).
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• Esempio 2.4.15. Dato un campione casuale da , la classe di funzioni di densità\ µ RÐ ß Ñ. 8
specificata da questo modello fa parte della famiglia esponenziale dal momento che Kë ÐB ßá ß B Ñ œ" 8

ÐBß =  B Ñ– – ,# # T

:Ð ß Ñ œ ß 
8 8

#
. 8

.

8 8
 T

e

( . 8 8
.

8
Ð ß Ñ œ 

8 8

# #

#

log  ,

mentre

;ÐB ßá ß B Ñ œ Ð# Ñ" 8
1

8
#  . 

2.5. Gli stimatori sufficienti

2.5.1. La definizione di stimatore sufficiente. Come è stato evidenziato negli esempi della §1.3, la
funzione di verosimiglianza può dipendere solo dalle realizzazioni di alcune statistiche e quindi non è
necessaria la conoscenza del campione originale per determinarla. L'informazione contenuta nel
campione originale viene mantenuta dalle statistiche, con il vantaggio di avere l'informazione
convenientemente sintetizzata.

Dato un modello statistico , uno stimatore  è detto sufficiente per  se per ogniY) K )ë

ÐB ßá ß B Ñ − ÐC ßá ß C Ñ −" 8 8 " 8 8V V e  si ha

K K ) )ë ëÐB ßá ß B Ñ œ ÐC ßá ß C Ñ Ê PÐ à B ßá ß B Ñ º PÐ à C ßá ß C Ñ" 8 " 8 " 8 " 8  ,

per ogni . Dunque,  è sufficiente per  quando assume lo stesso valore in due punti dello) K )− @ ë

spazio campionario solo se i due punti hanno verosimiglianze proporzionali, ovvero i due punti
forniscono la stessa informazione.

Anche se può risultare sorprendente che una trasformazione non biunivoca del campione originale
riesca ad estrarre tutta l'informazione relativa al campione stesso, si tenga presente che la proprietà
della sufficienza è legata alla scelta del modello statistico, ovvero uno stimatore sufficiente per un
modello può non esserlo per un altro.

2.5.2. Alcune proprietà degli stimatori sufficienti. Un primo risultato relativo agli stimatori
sufficienti è il cosiddetto criterio di fattorizzazione di Neyman. Se  è sufficiente per , allora K ) )ë PÐ Ñ
dipende da  solo attraverso , ovvero . Inoltre, dallaÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ PÐ Ñ º 1Ð à Ñ" 8 " 8) K ) ) )ë ë ë

definizione di funzione di verosimiglianza,  e si deve concludere che laPÐ Ñ º 0 ÐB ßá ß B à Ñ) )8 " 8

funzione

2 ÐB ßá ß B Ñ œ
0 ÐB ßá ß B à Ñ

1Ð à Ñ
8 " 8

8 " 8 )

) )ë

non dipende da . Dunque, se  è sufficiente per , si deve avere la relazione) K )ë

0 ÐB ßá ß B à Ñ œ 2 ÐB ßá ß B Ñ1Ð à Ñ8 " 8 8 " 8) ) )ë  .

Inversamente, se la precedente relazione è vera, allora  è funzione solo di  e quindi  èPÐ Ñ) ) Kë ë

sufficiente per . Si è dimostrato di conseguenza che  è sufficiente per  se e solo se) K )ë

0 ÐB ßá ß B à Ñ 2 18 " 8 8)  può essere fattorizzata nella forma precedente per opportune funzioni  e . Questo
risultato è detto appunto criterio di fattorizzazione di Neyman.
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• Esempio 2.5.1. Dato un campione casuale da , tenendo presente l'Esempio 1.3.1, si ha\ µ RÐ ß "Ñ.

0 ÐB ßá ß B à Ñ œ Ð# Ñ / œ Ð# Ñ / œ Ð# Ñ / /8 " 8

3œ"

8
  ÐB  Ñ   Ð= ÐB Ñ Ñ    ÐB Ñ. 1 1 1 " " 8 8 8 8= 8

# # # # # # #3
# # # ##

. . .– –
 ,

da cui si ottiene che

2 ÐB ßá ß B Ñ œ Ð# Ñ /8 " 8
 1

8 8=
# #

#

e

1ÐBà Ñ œ /–  ..  ÐB Ñ8
#

#– .

Dunque la media campionaria  è stimatore sufficiente per .–
\ . 

• Esempio 2.5.2. Dato un campione casuale da , si ha\ µ IÐ!ß Ñ5

0 ÐB ßá ß B à Ñ œ / ÐB Ñ œ / ÐB Ñ
"

8 " 8 3 3

3œ" 3œ"

8 8
 8 

Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ5 5
5

 B3 8B
5 5" "

–

 ,

da cui

2 ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB Ñ8 " 8 3

3œ"

8

Ò!ß∞Ñ"

e

1ÐBà Ñ œ /–  .5 58 8B–
5

Si deve dunque concludere che la media campionaria  è stimatore sufficiente per .–
\ 5 

• Esempio 2.5.3. Dato un campione casuale da , tenendo presente anche l'Esempio 1.3.2,\ µ RÐ ß Ñ. 8
si ha

0 ÐB ßá ß B à ß Ñ œ Ð# Ñ /8 " 8
   Ð= ÐB Ñ Ñ. 8 1 8

8 8 8
# # #

# #
8

– .  ,

da cui

2 ÐB ßá ß B Ñ œ Ð# Ñ8 " 8
1

8
#

e

1ÐBß = à ß Ñ œ /–  .#   Ð= ÐB Ñ Ñ. 8 8
8 8
# #

# #
8

– .

Dunque lo stimatore  è sufficiente per .–
Ð\ß W Ñ Ð ß Ñ# . 8 

• Esempio 2.5.4. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, tenendo presente
l'Esempio 1.3.6, si ha

0 ÐC ßá ß C à +ß ,ß Ñ œ Ð# Ñ /8 " 8
   Ð=  Ð,=  ÑÐC+Ñ Ñ

8 1 8
8 8
# #

8
# =C

# #=#DC DC

=#D
D

=

D

#

8
–

 ,

da cui si ottiene che

2 ÐC ßá ß C Ñ œ Ð# Ñ8 " 8
1

8
#

e
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1ÐCß = ß = à +ß ,ß Ñ œ /–  .C
# 

DC
 Ð=  Ð,=  ÑÐC+Ñ Ñ

8 8
8
#

8
# =C

# #=#DC DC

=#D
D

=

D

#

8
–

Dunque lo stimatore  è sufficiente per .–
Ð] ß W ß W Ñ Ð+ß ,ß ÑC DC

# # 8 

Dalla fattorizzazione di Neyman, si può ottenere la distribuzione di  integrando come segueKë

0 Ð à Ñ œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .

œ 1Ð à Ñ 2 ÐB ßá ß B Ñ . œ 2 Ð Ñ1Ð à Ñ

K
)

)

ë
ë

ë

) ) )

) ) ) ) )

ë

ë ë ë




EÐ Ñ
8 " 8

EÐ Ñ
8 " 8

‡

/

/  ,

dove la funzione

2 Ð Ñ œ 2 ÐB ßá ß B Ñ .‡

EÐ Ñ
8 " 8)ë 

)ë
/

non dipende da , mentre l'insieme  è stato definito nella §1.2.1. Di conseguenza, tenendo) )EÐ Ñë

presente la precedente relazione e la fattorizzazione di Neyman, risulta

0 ÐB ßá ß B ± Ñ œ œ
0 ÐB ßá ß B à Ñ 2 ÐB ßá ß B Ñ

0 Ð à Ñ 2 Ð Ñ
8 " 8

8 " 8 8 " 8

‡
)

)

) ) )
ë

ë ë
Kë

 ,

ovvero se  è sufficiente per , la distribuzione del vettore di variabili casuali condizionatoK )ë

Ð\ ßá ß\ ± Ñ 0 ÐB ßá ß B ± Ñ" 8 8 " 8) ) ) )ë ë non dipende . Inversamente, se  non dipende da , allora

0 ÐB ßá ß B à Ñ œ 0 ÐB ßá ß B ± Ñ0 Ð à Ñ

œ 0 ÐB ßá ß B ± Ñ2 Ð Ñ1Ð à Ñ œ 2 ÐB ßá ß B Ñ1Ð à Ñ

8 " 8 8 " 8

8 " 8 8 " 8
‡

) ) ) )

) ) ) ) ) )

ë ë

ë ë ë ë
Kë

 ,

dove

2 ÐB ßá ß B Ñ œ 0 ÐB ßá ß B ± Ñ2 Ð Ñ8 " 8 8 " 8
‡) )ë ë

e quindi  risulta sufficiente per  grazie al criterio di Neyman. Si deve quindi concludere che  èK ) Kë ë

sufficiente per  se e solo se la distribuzione del vettore di variabili casuali condizionato)
Ð\ ßá ß\ ± Ñ" 8 ) )ë  non dipende .

Questo fatto evidenzia come il campione  venga ottenuto in due fasi: in una prima faseÐB ßá ß B Ñ" 8

l'esperimento casuale genera il valore , ovvero seleziona l'insieme  della partizione di ) )ë ëEÐ Ñ V8
secondo una legge di probabilità che dipende da , e in una seconda fase sceglie un elemento)
ÐB ßá ß B Ñ EÐ Ñ" 8  di  secondo una legge di probabilità che non dipende da . Dunque, si è ancora) )ë

ottenuto che se  è sufficiente per  la conoscenza del campione originale non aggiunge nienteK )ë

rispetto all'informazione che si ha su  basandosi sul solo stimatore .) Kë

• Esempio 2.5.5. Dato un campione casuale da , tenendo presente l'Esempio 1.2.3 e\ µ RÐ ß Ñ. 8
l'Esempio 1.2.5, si ha che  e  sono stimatori indipendenti. Dunque,–

\ µ RÐ ß Î8Ñ 8W Î µ. 8 8 ;# #
8"

tenendo presente anche l'Esempio 2.5.2, si ha

0 ÐB ßá ß B ± Bß = Ñ œ
0 ÐB ßá ß B à ß Ñ

0 ÐBà ß Ñ0 Ð= à Ñ

œ
Ð# Ñ /

Ð Ñ / Ð Ñ Ð Ñ

8 " 8
# 8 " 8

\ W
#

   Ð= ÐB Ñ Ñ

# 8" 8 8=
8 # # #

 Ð8" ÐB Ñ "

–
–

. 8

. 8 8

1 8

>

–

–

–

#

8 8 8
# # #

# #

" "
# #

8
#

# #

8

8

.

18 .
8 8

Ñ" 

 Ð8"Ñ  #  Ð8$Ñ

/

œ 8 Ð= Ñ
8  "

#

8=#

#

" 8 "
# # #

8

1 >   ,
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e quindi la distribuzione del vettore di variabili casuali condizionato  non dipende–Ð\ ßá ß\ ± Bß = Ñ" 8
#

da . La precedente è in effetti una funzione di densità congiunta, come si potrebbe dimostrareÐ ß Ñ. 8
integrando (in maniera laboriosa) per  con i vincoli  e – –ÐB ßá ß B Ñ B œ 8B ÐB  BÑ œ" 8 3 33œ" 3œ"

8 8 # 
8= Ð\ß W Ñ# #. Dunque, si è di nuovo ottenuto il risultato dell'Esempio 2.5.3, ovvero lo stimatore  è–

sufficiente per .Ð ß Ñ. 8 

• Esempio 2.5.6. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati ottenuti\ µ YÐ!ß Ñ$
nell'Esempio 1.3.4, si ha

0 ÐB ßá ß B ± B Ñ œ œ
ÐB Î Ñ

Ð8Î ÑÐB Î Ñ ÐB Î Ñ

"

8B
8 " 8 Ð8Ñ

8
Ò!ß"Ó Ð8Ñ

Ð8Ñ Ò!ß"Ó Ð8Ñ
8"

Ð8Ñ
8"

$ $

$ $ $

"

"  
 ,

e quindi la distribuzione del vettore condizionato di variabili casuali  non dipendeÐ\ ßá ß\ ± B Ñ" 8 Ð8Ñ

dal parametro . Dunque, lo stimatore  è sufficiente per .$ $\Ð8Ñ 

Se  è uno stimatore sufficiente per , allora dati due campioni  eK )ë ÐB ßá ß B Ñ −" 8 8V
ÐC ßá ß C Ñ −" 8 8V  si ha

ÐB ßá ß B Ñ − EÐ Ñß ÐC ßá ß C Ñ − EÐ Ñ Ê PÐ à B ßá ß B Ñ º PÐ à C ßá ß C Ñ" 8 " 8 " 8 " 8) ) ) )ë ë

ovvero elementi appartenenti ad un dato  hanno verosimiglianze proporzionali. Quindi, una voltaEÐ Ñ)ë

noto , siamo in grado di specificare la funzione di verosimiglianza associata a un qualunqueEÐ Ñ)ë

ÐB ßá ß B Ñ − Ð Ñ" 8 8V . Questo fatto implica che se si considera la trasformata biunivoca , dalU Kë

momento che la funzione  individua la medesima partizione dello spazioUÐ ÐB ßá ß B ÑÑKë " 8

campionario, allora  è ancora uno stimatore sufficiente per .UÐ ÑK )ë

• Esempio 2.5.7. Dato un campione casuale da , nell'Esempio 2.5.4 è stato provato che\ µ RÐ ß Ñ. 8
lo stimatore  è sufficiente per . Di conseguenza, lo stimatore trasformato–

Ð\ß W Ñ Ð ß Ñ# . 8

ÐY ß Y Ñ œ Ð\ß W Ñ œ Ð\ß WÑ" #
#– –

è sufficiente per , dal momento che la trasformazione è biunivoca.Ð ß Ñ. 8 

2.5.3. Stimatori sufficienti minimali. Al fine di ottenere la massima sintesi dell'informazione è
importante considerare stimatori sufficienti che sono in grado di ottenere il massimo grado di
aggregazione dei dati. Dato un modello statistico , uno stimatore  è detto sufficiente minimale perY) Kë

) ) se è sufficiente per  e se per ogni  e  si haÐB ßá ß B Ñ − ÐC ßá ß C Ñ −" 8 8 " 8 8V V

K K ) )ë ëÐB ßá ß B Ñ œ ÐC ßá ß C Ñ Í PÐ à B ßá ß B Ñ º PÐ à C ßá ß C Ñ" 8 " 8 " 8 " 8  ,

per ogni . Dunque,  è sufficiente minimale per  se assume lo stesso valore per due campioni) K )− @ ë

se e solo se i due campioni hanno verosimiglianze proporzionali. Se uno stimatore è sufficiente
minimale per , il rapporto  deve essere una funzione che non) ) )PÐ à B ßá ß B ÑÎPÐ à C ßá ß C Ñ" 8 " 8

dipende da  se e solo se .) K Kë ëÐB ßá ß B Ñ œ ÐC ßá ß C Ñ" 8 " 8

Se si considera la trasformata biunivoca , dal momento che la funzione U UÐ Ñ Ð ÐB ßá ß B ÑÑK Kë ë " 8

individua la medesima partizione dello spazio campionario, allora  è ancora uno stimatoreUÐ ÑKë

sufficiente minimale per .)

• Esempio 2.5.7. Dato un campione casuale da , si ha\ µ RÐ ß Ñ. 8

PÐ ß à B ßá ß B Ñ - /

PÐ ß à C ßá ß C Ñ
œ œ - /

- /

. 8 8

. 8 8

" 8

" 8

  Ð= ÐB  Ñ Ñ

  Ð= ÐB  Ñ Ñ
 Ð= = ÐB  Ñ ÐB  Ñ Ñ

8 8
# # "

# #
"

8
#

8
# #

#
#

#

8
# " #

# # # #
" #

8

8

8

–

–
– –

.

.
. .  ,
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dove ,  e ,  sono rispettivamente la media e la varianza campionaria relative a  e– –B = B = ÐB ßá ß B Ñ" # " 8" #
# #

ÐC ßá ß C Ñ Ð ß Ñ" 8 . La precedente espressione non dipende da  se e solo se l'argomento della funzione. 8
esponenziale si annulla, ovvero quando  e . Si deve dunque concludere che lo– –B œ B = œ =" # " #

# #

stimatore  è sufficiente minimale per .–
Ð\ß W Ñ Ð ß Ñ# . 8 

• Esempio 2.5.8. Dato un campione casuale da , allora si ha\ µ IÐ!ß Ñ5

PÐ à B ßá ß B Ñ - /

PÐ à C ßá ß C Ñ
œ œ - /

- /

5 5

5 5
" 8

" 8

8 8B Î

8 8B Î
 ÐB B Ñ

–

–
– –"

#

8
" #

5

5
5  ,

dove  e  sono le medie campionarie relative a  e . La precedente– –B B ÐB ßá ß B Ñ ÐC ßá ß C Ñ" # " 8 " 8

espressione non dipende dal parametro  se e solo se l'argomento della funzione esponenziale si5
annulla, ovvero quando . Si deve dunque concludere che lo stimatore  è sufficiente– – –

B œ B \" #

minimale per .5 

Se la distribuzione  specificata dal modello statistico  appartiene alla famiglia0 ÐB ßá ß B à Ñ8 " 8 ) Y)
esponenziale in forma ridotta, allora  è ovviamente uno stimatore sufficiente per . Inoltre, dati dueK )ë

campioni  e , per questa famiglia si haÐB ßá ß B Ñ − ÐC ßá ß C Ñ −" 8 8 " 8 8V V

PÐ à B ßá ß B Ñ - /

PÐ à C ßá ß C Ñ
œ œ - /

- /

)

)
" 8

" 8

ÐB ßáßB Ñ Ð Ñ Ð Ñ

ÐC ßáßC Ñ Ð Ñ Ð Ñ

Ð ÐB ßáßB Ñ ÐC ßáßC ÑÑ Ð Ñ
K : ) )

K : ) )

K K : )
ë

ë

ë ë
" 8

" 8

" 8 " 8

T

T

T
(

(
 .

La precedente espressione non dipende dai parametri se e solo se ,K Kë ëÐB ßá ß B Ñ œ ÐC ßá ß C Ñ" 8 " 8

ovvero  è sufficiente minimale per . Dunque, se la distribuzione specificata dal modello statisticoK )ë

appartiene alla famiglia esponenziale in forma ridotta, si può ottenere immediatamente lo stimatore
sufficiente minimale per .)

• Esempio 2.5.9. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati dell'Esempio\ µ RÐ ß Ñ. 8

2.4.13, lo stimatore sufficiente minimale per  è dato da . Questa è una trasformata– –
Ð ß Ñ Ð\ß W  \ Ñ. 8 # #

biunivoca dello stimatore , che dunque a sua volta risulta sufficiente minimale per ,–
Ð\ß W Ñ Ð ß Ñ# . 8

ovvero si sono verificati i risultati dell'Esempio 2.5.7. 

2.5.4. Il metodo di Blackwell-Rao. Avendo a disposizione uno stimatore corretto e uno sufficiente, a
partire da questi stimatori si può costruire un nuovo stimatore corretto e sufficiente che ha varianza
minore di quello corretto iniziale. Per semplicità si analizza inizialmente il caso di un parametro.

Se  è sufficiente per  e  è corretto per , allora si consideri lo stimatore  tale che
–

K ) K ) Kë ëYÐ Ñ

YÐ Ñ œ Ò ± Ó) K )ë ëE
–

 .

Lo stimatore  è corretto per  dal momento cheYÐ ÑK )ë

E E E EÒY Ð ÑÓ œ Ò Ò ± ÓÓ œ Ò Ó œK K ) K )ë ë
)ë

– –
 .

Inoltre, risulta

Var Var E E Var Var E Var VarÒ Ó œ Ò Ò ± ÓÓ  Ò Ò ± ÓÓ œ ÒY Ð ÑÓ  Ò Ò ± ÓÓ   ÒY Ð ÑÓK K ) K ) K K ) K
– – – –

 ,) ) )ë ë ëë ë ë ë ë

essendo . Dunque, lo stimatore  è corretto per  con varianza minore di quella
–

E Var)ëÒ Ò ± ÓÓ   ! YÐ ÑK ) K )ë ë

dello stimatore . La procedura per la costruzione dello stimatore  è detto metodo di Blackwell-
–
K KYÐ Ñë

Rao.
Si consideri una ulteriore caratteristica di uno stimatore. Uno stimatore  è detto completo se perKë

una qualsiasi trasformata  si ha  se e solo se  con probabilità . QuestaY ÒYÐ ÑÓ œ ! YÐ Ñ œ ! "E K Kë ë

proprietà implica l'unicità di una trasformata di  corretta per . Se quindi il metodo di Blackwell-RaoK )ë

è applicato ad uno stimatore  corretto per  e a uno stimatore  sufficiente e completo per , allora
–
K ) K )ë
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lo stimatore risultante  è unico. Questa procedura assicura il raggiungimento dello stimatoreYÐ ÑKë

corretto per  avente varianza minima.)

• Esempio 2.5.10. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 2.4.7 è noto che il\ µ YÐ!ß Ñ$
problema di stima non è regolare e che quindi non è possibile ottenere un limite inferiore alla varianza
di uno stimatore corretto per . Tuttavia, si può costruire lo stimatore corretto per  con varianza$ $
minima attraverso il metodo di Blackwell-Rao. Tenendo presente i risultati ottenuti nell'Esempio
2.5.6,  è stimatore sufficiente per . Se  è una qualsiasi trasformata positiva è facile\ YÐ\ ÑÐ8Ñ Ð8Ñ$

dimostrare che  è anche stimatore completo. Inoltre lo stimatore  è corretto per , essendo\ #\Ð8Ñ " $

EÒ#\ Ó œ" $ come risulta dalle proprietà della Uniforme (vedi A.1.3). La variabile casuale
condizionata  è una variabile casuale con distribuzione mista, ovvero con funzione diÐ\ ± B Ñ" Ð8Ñ

ripartizione data da

J ÐB Ñ œ ÐB Ñ  ÐB Ñ
8  " B "

8 B 8
Ð\ ±B Ñ Ò!ßB Ñ ÒB ß∞Ñ" " "

"

Ð8Ñ
" Ð8Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ

    ," "

da cui

EÒ#\ ± B Ó œ #B .B  #B œ B
8  " " " 8  "

8 B 8 8
" " "Ð8Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ

!

B

Ð8Ñ
 Ð8Ñ

  .

Si deve dunque concludere che lo stimatore  è lo stimatore corretto per  con varianzaÐ8  "Ñ\ Î8Ð8Ñ $

minima. 

Il metodo di Blackwell-Rao può essere generalizzato al caso di un vettore di parametri . Se  è) Kë

uno stimatore sufficiente per  e  è uno stimatore corretto per , allora si può dimostrare che lo
–

) K )
stimatore

UÐ Ñ œ Ò ± Ó) K )ë ëE
–

 ,

è corretto e sufficiente per  con matrice di varianza-covarianza minore (nel senso spiegato nella)
§2.4.2) di quella di . Inoltre, uno stimatore  è completo se per un qualsiasi trasformata  si ha

–
K Kë U

EÒ Ð ÑÓ œ Ð Ñ œ "U UK Kë ë! ! se e solo se  con probabilità . Anche in questo caso, se il metodo di
Blackwell-Rao è applicato allo stimatore  corretto per  e allo stimatore  sufficiente e completo

–
K ) Kë

per , allora lo stimatore risultante  è corretto per  con matrice di varianza-covarianza minima.) K )UÐ Ñë

Questa affermazione è da intendersi nel senso che la matrice  è definita negativa
–

Var VarÒ Ð ÑÓ  Ò ÓU K Kë

per un qualsiasi stimatore corretto  per .
–
K )

• Esempio 2.5.11. Dato un campione casuale da , il problema di stima non è regolare\ µ YÐ ß  Ñ- - $
e quindi non è possibile ottenere un limite inferiore alla matrice di varianza-covarianza di uno
stimatore corretto per . Tuttavia, si può costruire lo stimatore corretto per  con matrice diÐ ß Ñ Ð ß Ñ- $ - $
varianza-covarianza minima con il metodo di Blackwell-Rao. Tenendo presente i risultati ottenuti
nell'Esempio 1.3.8, è facile verificare attraverso il criterio di fattorizzazione di Neyman che
Ð\ ß\ Ñ Ð ß Ñ Ð\ ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ è uno stimatore sufficiente per . Se  è una qualsiasi trasformata si può- $ U
dimostrare che  è anche uno stimatore completo. Inoltre, tenendo presente l'Esempio 1.2.6Ð\ ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

e le proprietà della Beta (vedi §A.1.5), allora si ha

EÒ\ Ó œ 
8  "

Ð"Ñ -
$

e

EÒ\ Ó œ 
8

8  "
Ð8Ñ -

$
 ,
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mentre per le proprietà della Uniforme si ha

EÒ\ Ó œ 
#

" -
$

 ,

per cui risulta che

 8  " # 8  "

8  " 8  " 8  "
\  \ ß Ð\ \ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ" 

è uno stimatore corretto per . La variabile casuale condizionata  è una variabileÐ ß Ñ Ð\ ± B ß B Ñ- $ " Ð"Ñ Ð8Ñ

casuale con distribuzione mista, ovvero con funzione di ripartizione

J ÐB Ñ œ ÐB Ñ  ÐB Ñ  ÐB Ñ
" 8  # B "

8 8 B  B 8
Ð\ ±B ßB Ñ ÒB ß∞Ñ ÐB ßB Ñ ÒB ß∞Ñ" " " "

"

Ð8Ñ Ð"Ñ
" Ð"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ

" " "  ,

da cui

EÒ\ ± B ß B Ó œ B  B .B  B œ
" 8  # " "

8 8 B  B 8 #

B  B
" " "Ð"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ

B

B

Ð8Ñ Ð"Ñ

Ð"Ñ Ð8Ñ
Ð"Ñ

Ð8Ñ

  .

Dunque, dal momento che

E E 8  " # 8  " #

8  " 8  " 8  " 8  "
\  \ ± B ß B œ B  Ò\ ± B ß B Ó

œ Ð8B  B Ñ
"

8  "

Ð"Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ" "

Ð"Ñ Ð8Ñ 

e

E 8  " 8  "

8  " 8  "
Ð\ \ Ñ ± B ß B œ ÐB  B ÑÐ8Ñ Ð"Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ  ,

allora si deve dunque concludere che lo stimatore

 " 8  "

8  " 8  "
Ð8\ \ Ñß Ð\ \ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ

è corretto per  con matrice di varianza-covarianza minima.Ð ß Ñ- $ 
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Capitolo 3

Le stime di massima verosimiglianza

3.1. Il metodo della massima verosimiglianza

3.1.1. La definizione di stima di massima verosimiglianza. Anche se esistono in letteratura statistica
vari metodi per ottenere stime per punti, nel seguito viene considerato solo il cosiddetto metodo della
massima verosimiglianza dal momento che è di facile utilizzo e gode di proprietà ottime.

Questo metodo di stima consiste nello scegliere il valore del parametro che massimizza la
probabilità di ottenere proprio il campione che è stato estratto. Se si considera un modello statistico
Y @), dato il campione  si dice stima di massima verosimiglianza di  quel valore ÐB ßá ß B Ñ −" 8 ) )s

tale che

PÐ Ñ œ PÐ Ñ) )s max
)−@

 .

Dal momento che la funzione logaritmo è monotona crescente, la precedente condizione è equivalente
a

6Ð Ñ œ 6Ð Ñ) )s max
)−@

 ,

che spesso risulta più conveniente dal punto di vista del calcolo. Tenendo presente la precedente
definizione, niente assicura l'esistenza e l'unicità della stima di verosimiglianza. Infine, la stima di
massima verosimiglianza è la realizzazione campionaria  di uno stimatore , detto) K Ks s sœ ÐB ßá ß B Ñ" 8

appunto stimatore di massima verosimiglianza.
Talvolta si è interessati solo ad alcuni componenti del vettore di parametri . In questo caso,  può) )

essere ripartito in due componenti , tali che  e  e dove) ) ) ) )œ Ð ß Ñ − −E F E E F F
T T T @ @

@ @ @œ ‚E EF . La cosiddetta verosimiglianza profilo relativa a  è definita come)

P Ð Ñ œ P Ð à B ßá ß B Ñ œ PÐ ß Ñ: : " 8 FE E E
−

) ) ) )max
)F F@

 .

La verosimiglianza profilo permette di analizzare la verosimiglianza rispetto a  eliminando)E
l'effetto dovuto a . Il valore , tale che , è in effetti la stima di) ) ) ) ) ) )F F F : FE E E

s s sœ Ð Ñ P Ð Ñ œ PÐ ß Ñ
massima verosimiglianza di  noto . Infine, la log-verosimiglianza profilo relativa a  è data da) ) )F E E

6 Ð Ñ œ 6 Ð à B ßá ß B Ñ œ 6Ð ß Ñ: : " 8 FE E E
−

) ) ) )max
)F F@

 .

• Esempio 3.1.1. Dato un campione casuale da , tenendo presente l'Esempio 1.3.1 si ha\ µ RÐ ß "Ñ.

6Ð Ñ œ -  Ð=  ÐB  Ñ Ñ Ÿ -  œ 6ÐBÑ œ 6Ð Ñ
8 8=

# #
. . .log log max# #

#

−

– –  ,
. ‘

dal momento che . Dunque  è la stima di massima verosimiglianza di . Lo– –ÐB  Ñ   ! œ B. . .# s
stimatore di massima verosimiglianza risulta . Dall'Esempio 1.2.3 si ha che . Di– –

\ \ µ RÐ ß "Î8Ñ.
conseguenza, lo stimatore di massima verosimiglianza risulta corretto, coerente e sufficiente minimale
per , ed è inoltre efficiente..

Se si suppone che nel medesimo modello lo spazio parametrico sia dato da , allora@ œ Ò!ß∞Ñ
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6Ð Ñ œ -  Ð=  ÐB  Ñ Ñ  Ð Ñ
8

#

Ÿ -   ÐBÑß -  Ð=  B Ñ
8= 8

# #

œ Ð6ÐBÑß 6Ð!ÑÑ œ 6Ð Ñ

. . .

.

log log

log log log

max

# #
Ò!ß∞Ñ

#

Ò!ß∞Ñ
# #

−Ò!ß∞Ñ

–

– –

–  ,

"

"max

max

 
.

e dunque la stima di massima verosimiglianza è data da

.s œ
B B  !
! B Ÿ ! – –

–  ,

ovvero . Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta , che ovviamente– –
.s œ ÐBß !Ñ Ð\ß !Ñmax max

non possiede una distribuzione Normale. In questo caso è più complesso determinare le proprietà dello
stimatore di massima verosimiglianza.

Se infine si suppone che nel medesimo modello lo spazio parametrico sia dato da ,@ œ Ð!ß∞Ñ
allora la stima di massima verosimiglianza risulta  se , mentre non esiste se  in– – –.s œ B B  ! B Ÿ !
quanto il valore  non fa parte dello spazio parametrico. In una situazione di questo genere, dal. œ !
momento che  è un valore per il quale la verosimiglianza ha senso matematico, si usa porre. œ !
.s œ ! e nel seguito sarà sempre fatto uso di questa convenzione. Sulla base di questa osservazione, lo
stimatore di massima verosimiglianza risulta dunque dato da .–maxÐ\ß !Ñ 

• Esempio 3.1.2. Dato un campione casuale da , tenendo presente l'Esempio 1.3.2 si ha\ µ RÐ ß Ñ. 8

6Ð ß Ñ œ -   Ð=  ÐB  Ñ Ñ
8 8

# #

Ÿ -   œ 6ÐBß Ñ œ 6Ð ß Ñ
8 8=

# #

. 8 8 .
8

8 8 . 8
8

log log

log log max

# #

#

−

–

–  ,
. ‘

essendo . Inoltre, dal momento che in generale è valida la relazione –ÐB  Ñ   ! B Ÿ B  ". # log
essendo la funzione logaritmo concava, allora di conseguenza risulta

log . .
Ÿ  "

8 8
 ,

ovvero

  Ÿ  .  "
.

log log8
8

per  costante positiva. Adoperando quest'ultima disuguaglianza con  nella relazione relativa. . œ =#

alla log-verosimiglianza si ha

6ÐBß Ñ œ -   Ÿ -  =  œ 6ÐBß = Ñ œ 6Ð ß Ñ
8 8= 8 8

# # # #
– –  .8 8 . 8

8
log log log log max

#
# #

− ß −. ‘ 8 ‘

Dunque,  è la stima di massima verosimiglianza di . Di conseguenza, lo–Ð ß Ñ œ ÐBß = Ñ Ð ß Ñ. 8 . 8s s #

stimatore di massima verosimiglianza risulta . Tenendo presente i risultati dell'Esempio 1.2.5,–
Ð\ß W Ñ#

si ha che  e  e questi due stimatori sono indipendenti. Si può verificare–
\ µ RÐ ß Î8Ñ 8W Î µ. 8 8 ;# #

8"

facilmente che lo stimatore di massima verosimiglianza è asintoticamente corretto, coerente e
sufficiente minimale per , ma non è efficiente non essendo corretto.Ð ß Ñ. 8

Tenendo presente i risultati precedenti la log-verosimiglianza profilo relativa a  è data da.

6 Ð Ñ œ -  Ð=  ÐB  Ñ Ñ  œ 6Ð ß =  ÐB  Ñ Ñ −
8 8

# #
:

# # # #. . . . . ‘log log – –  ,  ,

mentre la log-verosimiglianza profilo relativa a  è data da8
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6 Ð Ñ œ -   œ 6ÐBß Ñ −
8 8=

# #
:

#
8 8 8 8 ‘

8
log log –  ,  .

I grafici delle verosimiglianze profilo standardizzate per ,  e  sono riportati nelle–8 œ & B œ " = œ ##

Figure 3.1.1 e 3.1.2. 
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Figura 3.1.1. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a  per ,  e .–. 8 œ & B œ " = œ ##
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Figura 3.1.2. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a  per ,  e .–8 8 œ & B œ " = œ ##

• Esempio 3.1.3. Dato un campione casuale da , tenendo presente l'Esempio 1.3.3 e la\ µ IÐ!ß Ñ5
disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con , si ha–. œ B

6Ð Ñ œ -  8  Ÿ -  8 B  8 œ 6ÐBÑ œ 6Ð Ñ
8B

5 5 5
5

log log log log max
–

– –  ,
5 ‘− 

ovvero  è la stima di massima verosimiglianza di . Lo stimatore di massima verosimiglianza–5 5s œ B
risulta  e sulla base dei risultati dell'Esempio 1.2.4 si ha . Lo stimatore di massima– –

\ \ µ KÐ!ß Î8à 8Ñ5
verosimiglianza risulta corretto, coerente e sufficiente minimale per , ed inoltre è anche efficiente.5 

• Esempio 3.1.4. Dato un campione casuale da , sulla base dei risultati ottenuti\ µ YÐ!ß Ñ$
nell'Esempio 1.3.4, si ha

6Ð Ñ œ -  8  Ð Ñ Ÿ -  8 B œ 6ÐB Ñ œ 6Ð Ñ$ $ $ $log log log log log max"ÒB ß∞Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ
−

Ð8Ñ $ ‘
 ,

dove si è tenuto presente che la funzione logaritmo è crescente e che la log-verosimiglianza può essere
definita per  (vedi nota finale all'Esempio 3.1.1). Dunque,  è la stima di massima$ $  B œ BÐ8Ñ Ð8Ñ

s

verosimiglianza di . Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta  e, tenendo presente i$ \Ð8Ñ

risultati dell'Esempio 1.2.6, si ha . Lo stimatore di massima verosimiglianza\ µ F/Ð!ß à 8ß "ÑÐ8Ñ $

risulta asintoticamente corretto, coerente e sufficiente per . Dal momento che non si è in un problema$



44 Le stime di massima verosimiglianza

di stima regolare non ha senso considerare l'efficienza dello stimatore. Lo stimatore di massima
verosimiglianza è comunque una trasformata lineare dello stimatore corretto con varianza minima e
per  elevato è approssimativamente equivalente a quest'ultimo stimatore.8 

• Esempio 3.1.5. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, tenendo presente
l'Esempio 1.3.6, si ha

6Ð+ß ,ß Ñ œ -   =   ,=   ÐC  +Ñ
8 8

# # = =

= =

Ÿ -   =  œ 6Ð+ß ,ß Ñ œ 6Ð+ß ,ß Ñ
8 8

# # =

=

8 8
8

8 8 8
8

log log

log log max

  
 

C
# #

#
DC DC

#
D

D
D

#

C
#

#
DC

#
D +− ß,−

–

 ,s s
‘ ‘

dal momento che  e , e dove  e . Tenendo in– –Ð,=  = Î= Ñ   ! ÐC  +Ñ   ! + œ C , œ = Î=D DC D DC
# # #

Ds s

considerazione inoltre la disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con , si ha. œ =  = Î=C DC D
# # #

6Ð+ß ,ß Ñ œ -   = 
8 8

# # =

=

Ÿ -  =   œ 6Ð+ß ,ß = Ñ œ 6Ð+ß ,ß Ñ
8 8

# = #

=

s s

s s

8 8
8

8

log log

log log max

 
 

C
#

#
DC

#
D

C <
# #

#
DC

#
D +− ß,− ß −‘ ‘ 8 ‘

 ,

dove . Sulla base dei risultati dell'Esempio 1.3.6, si ottiene che= œ =  = Î=< C DC D
# # # #

= œ ÐC  +  ,D Ñ
"

8<
# #

3œ"

8

3 3 s s  .

Dunque,  è in effetti la media degli scarti al quadrato dei valori osservati  dai valori stimati= C<
#

3

+  ,D Ð+ß ,ß = Ñ Ð+ß ,ß Ñs ss s
3 <

#. Si deve dunque concludere che  è la stima di massima verosimiglianza di .8

Lo stimatore di massima verosimiglianza è .–
ÐEßFß W Ñ œ Ð] ß W Î= ß W  W Î= Ñs s

< D C DC D
# # # # #

DC

Gli stimatori  e  sono combinazioni lineari delle  con i coefficienti delle combinazioniE F ]s s
3

rispettivamente pari a  e . Per le proprietà della Normale (vedi §A.1.2),  e - œ "Î8 - œ D ÎÐ8= Ñ E F3 3 3 D
# s s

sono statistiche indipendenti distribuite come  e . Inoltre, E µ RÐ+ß Î8Ñ F µ RÐ,ß Î8= Ñ Ws s8 8 D <
# #

dipende dalle variabili casuali , che a loro volta sono combinazioni lineari delle  con i]  E FD ]3 3 3
s s

coefficienti della combinazione pari rispettivamente a

- œ
  4 Á 3

"   4 œ 3
34

"
8 8=

D D

"
8 8=

D




3 4

D
#

3
#

D
#

 .

Dunque, ancora per le proprietà della Normale (vedi §A.1.2), con una dimostrazione simile a quella
dell'Esempio 1.2.5, si può verificare che ,  e  sono statistiche indipendenti. Inoltre, tenendoE F Ws s

<
#

presente la relazione dell'Esempio 1.3.6, si ha

  
3œ"

8
3 3

#

C
# # #

#
DC

#
D

D D

<
# # #

D
#

Ð]  +  ,D Ñ 8 8 8
œ W   Ð,=  F= Ñ  Ð]  +Ñ

W

=

œ  
8W ÐF  ,Ñ Ð]  +Ñ

ÎÐ8= Ñ Î8

8 8 8 8

8 8 8

s

s

–

–
 .

Dal momento che
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
3œ"

8
3 3

#

8
#Ð]  +  ,D Ñ

µ
8

;

e che ,  e  sono indipendenti, allora per la proprietà ) della §A.3.1 deve essere necessariamenteE F Ws s
<
# i

8W
µ<

#

8#
#

8
;  .

Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta asintoticamente corretto, coerente e sufficiente
minimale per . Tenendo presente i risultati precedenti, la log-verosimiglianza profilo relativa aÐ+ß ,ß Ñ8
Ð+ß ,Ñ è data da

6 Ð+ß ,Ñ œ -  Ð=  = Ð,  ,Ñ  Ð+  +Ñ Ñ 
8 8

# #
œ 6Ð+ß ,ß =  = Ð,  ,Ñ  Ð+  +Ñ Ñ Ð+ß ,Ñ −

: < D
# # # #

< D
# # # # #

log log s s

s s  ,  ,‘

mentre la log-verosimiglianza profilo relativa a  è+

6 Ð+Ñ œ -  Ð=  Ð+  +Ñ Ñ  œ 6Ð+ß ,ß =  Ð+  +Ñ Ñ + −
8 8

# #
: < <

# # # #log log s ss  ,  ,‘

e la log-verosimiglianza profilo relativa a  è,

6 Ð,Ñ œ -  Ð=  = Ð,  ,Ñ Ñ  œ 6Ð+ß ,ß =  = Ð,  ,Ñ Ñ , −
8 8

# #
: < D < D

# # # # # #log log s ss  ,  .‘

I grafici delle verosimiglianze profilo standardizzate per , , ,  e  sono8 œ & = œ # + œ ! , œ # = œ "D <
# #s s

riportati nelle Figure 3.1.3, 3.1.4 e 3.1.5. 
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Figura 3.1.3. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a 

per , , ,  e .

Ð+ß ,Ñ

8 œ & = œ # + œ ! , œ # = œ "D <
# #s s
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Figura 3.1.4. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a 

per , , ,  e .
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8 œ & = œ # + œ ! , œ # = œ "D <
# #s s
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Figura 3.1.5. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a 

per , , ,  e .

,

8 œ & = œ # + œ ! , œ # = œ "D <
# #s s

• Esempio 3.1.6. Dato un campione casuale da , sulla base dei risultati ottenuti\ µ IÐ ß Ñ- 5
nell'Esempio 1.3.7, si ha

6Ð ß Ñ œ -  8  8  Ð Ñ
B 

Ÿ -  8  8 œ 6ÐB ß Ñ œ 6Ð ß Ñ
B  B

- 5 5 -
-

5

5 5 - 5
5

log log log

log log max

–

–
 ,

"Ð∞ßB Ó

Ð"Ñ
Ð"Ñ

−

Ð"Ñ

- ‘

dove si è tenuto presente che la funzione  è decrescente in  e la log-verosimiglianza può–ÐB  Ñ- -
essere definita per  (vedi nota finale all'Esempio 3.1.1). Adoperando la disuguaglianzaB ŸÐ"Ñ -

dell'Esempio 3.1.2 con  nella precedente relazione, si ha inoltre–. œ B  BÐ"Ñ

6ÐB ß Ñ œ -  8  8 Ÿ -  8 ÐB  B Ñ  8
B  B

œ 6ÐB ß B  B Ñ œ 6Ð ß Ñ

Ð"Ñ Ð"Ñ
Ð"Ñ

Ð"Ñ Ð"Ñ
− ß −

5 5
5

- 5

log log log log

max

–
–

–  .
- ‘ 5 ‘

Dunque,  è la stima di massima verosimiglianza di . Lo stimatore di–Ð ß Ñ œ ÐB ß B  B Ñ Ð ß Ñ- 5 - 5s s Ð"Ñ Ð"Ñ

massima verosimiglianza risulta . Non è agevole determinare la funzione di densità–
Ð\ ß\ \ ÑÐ"Ñ Ð"Ñ

congiunta di questo stimatore e dunque non è immediato ottenere le relative proprietà. Inoltre, la log-
verosimiglianza profilo relativa a  risulta-

6 Ð Ñ œ -  8 ÐB  Ñ  8  Ð Ñ œ 6Ð ß B  Ñ −: Ð∞ßB Ó- - - - - - ‘log log log– –  ,  ,"
Ð"Ñ
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mentre la log-verosimiglianza profilo relativa a  è data da5

6 Ð Ñ œ -  8  8 œ 6ÐB ß Ñ −
B  B

:
Ð"Ñ

Ð"Ñ
5 5 5 5 ‘

5
log log   ,  .

–

I grafici delle verosimiglianze profilo standardizzate per ,  e  sono riportati nelle–8 œ & B œ # B œ "Ð"Ñ

Figure 3.1.6 e 3.1.7. 
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Figura 3.1.6. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a  per ,  e .–- 8 œ & B œ # B œ "Ð"Ñ
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Figura 3.1.7. Verosimiglianza profilo standardizzata relativa a  per ,  e .–5 8 œ & B œ # B œ "Ð"Ñ

• Esempio 3.1.7. Dato un campione casuale da , sulla base dei risultati dell'Esempio\ µ PÐ ß "Ñ.
1.3.10,  raggiunge il massimo quando la funzione6Ð Ñ.

2Ð Ñ œ lB  l. .
3œ"

8

Ð3Ñ

raggiunge il minimo. Per  dispari, ovvero , il minimo di  è raggiunto per ,8 8 œ #6  " 2Ð Ñ B. Ð6"Ñ

mentre per  pari, ovvero , il minimo di  è raggiunto per qualsiasi valore compreso fra 8 8 œ #6 2Ð Ñ B. Ð6Ñ

e . Dunque, in questo ultimo caso esistono infinite stime di verosimiglianza. Tenendo presente laBÐ6"Ñ

definizione data nella §1.2.4, si deve concludere che il minimo di  è raggiunto per la mediana2Ð Ñ.
campionaria  se  è dispari e quindi  è la stima di massima verosimiglianza di . DiB 8 œ Bë ë. .s
conseguenza, lo stimatore di massima verosimiglianza risulta  se  è dispari, mentre non è\ 8ë

univocamente definito se  è pari.8 

3.1.2. Alcuni aspetti relativi al calcolo delle stime di massima verosimiglianza. Negli esempi della
§3.1.1 la massimizzazione della verosimiglianza è stata volutamente ottenuta senza ricorrere all'uso
delle derivate. I motivo di questa scelta sono vari: ) innanzitutto nel punto di massimo può noni
esistere la derivata (vedi Esempio 3.1.7); ) il punto di massimo potrebbe essere sulla frontiera delloii
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spazio parametrico (vedi Esempio 3.1.4); ) la massimizzazione con l'uso delle derivate comporta iliii
calcolo del vettore delle derivate prime e della matrice hessiana che può essere oneroso quando il
numero dei parametri è elevato (vedi Esempio 3.1.6).

Quando tuttavia la condizione ) della §2.1.2 è verificata e se risulta  quando  sic 6Ð Ñ Ä ∞) )

avvicina alla frontiera di , la stima di massima verosimiglianza  è una delle soluzioni@ )s

dell'equazione vettoriale, detta equazione di verosimiglianza, data da

s8 " 8 " 8Ð à B ßá ß B Ñ œ 6Ð à B ßá ß B Ñ œ
`

`
) )

)
! .

La stima di massima verosimiglianza si ottiene per quella soluzione per cui si ha il massimo assoluto
della verosimiglianza. Inoltre, se la matrice hessiana cambiata di segno

I ss8 8 " 8 " 8

#

Ð Ñ œ  Ð à B ßá ß B Ñ œ  6Ð à B ßá ß B Ñ
` `

` ` `
) ) )

) ) )T

è definita positiva, allora la log-verosiglianza risulta concava. In questo caso esiste un sola soluzione
all'equazione di verosimiglianza che corrisponde appunto alla stima di massima verosimiglianza. La
quantità  è detta informazione osservata di Fisher.Is s

8Ð Ñ)

• Esempio 3.1.8. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati ottenuti\ µ F3Ð"ß :Ñ
nell'Esempio 1.3.5, si ha che  è derivabile su tutto lo spazio parametrico  e6Ð:Ñ Ð!ß "Ñ

lim lim
:Ä! :Ä"

6Ð:Ñ œ 6Ð:Ñ œ ∞ .

Inoltre, si ha la seguente equazione di verosimiglianza

= Ð:à B ßá ß B Ñ œ 6Ð:Ñ œ  œ !
. 8B 8  8B

.: : "  :
8 " 8

– –
 ,

che ha un'unica soluzione . Infine, essendo–: œ Bs

M Ð:Ñ œ  6Ð:Ñ œ   !
. 8B 8  8B

.: : Ð"  :Ñ
s8

#

# # #

– –
 ,

allora  è la stima di massima verosimiglianza. Lo stimatore di verosimiglianza risulta  e per le– –
: œ B \s

proprietà della Binomiale (vedi §A.2.2) si ha . Lo stimatore di massima–
8\ µ F3Ð8ß :Ñ

verosimiglianza risulta corretto, coerente e sufficiente minimale per , ed inoltre è anche efficiente.: 

• Esempio 3.1.9. Dato un campione casuale da , la condizione ) della §2.1.2 è verificata\ µ RÐ ß Ñ. 8 c
e  quando ci si avvicina alla frontiera dello spazio parametrico. Si ha la seguente6Ð ß Ñ Ä ∞. 8
equazione di verosimiglianza

s8 " 8

`
`
`
`

8

8 8
# #

# #Ð ß à B ßá ß B Ñ œ œ œ
6Ð ß Ñ

6Ð ß Ñ

ÐB  Ñ

  Ð=  ÐB  Ñ Ñ
. 8

. 8

. 8

.

.   .

8

8

8 8

–

–  ,
#

!

che ha un'unica soluzione . Inoltre, essendo–Ð ß Ñ œ ÐBß = Ñ. 8s s #

Is8

` `
` ` `

` `
` ` `
8 8

8 8 8
#

# #

Ð ß Ñ œ 
6Ð ß Ñ 6Ð ß Ñ

6Ð ß Ñ 6Ð ß Ñ

œ
ÐB  Ñ

ÐB  Ñ   Ð=  ÐB  Ñ Ñ

. 8
. 8 . 8

. 8 . 8
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che è una matrice definita positiva. Dal momento che l'equazione di verosimiglianza ha un'unica
soluzione e che il massimo non può essere sulla frontiera dello spazio parametrico, si deve concludere
che  è la stima di massima verosimiglianza di . Dunque, i risultati dell'Esempio–Ð ß Ñ œ ÐBß = Ñ Ð ß Ñ. 8 . 8s s #

3.1.2 sono stati ottenuti di nuovo. 

Anche se la condizione ) della §2.1.2 è verificata, può accadere che l'equazione di verosimiglianzac
non abbia soluzioni esplicite e quindi in questo caso si deve ricorrere a tecniche numeriche. Un
metodo iterativo per ottenere un'approssimazione della stima di massima verosimiglianza è quello di
Newton-Raphson. Partendo da una stima iniziale  (anche rozza e ottenuta eventualmente da un)s!

metodo alternativo alla massima verosimiglianza), il procedimento è basato sull'equazione ricorsiva

) ) ) )s s s ss4" 4 8 4 8 4
"œ  Ð Ñ Ð Ñ 4 œ !ß "ßáI s  ,  .

L'iterazione ha termine per quel  tale che  con  errore prefissato e in questo4 m  m   !) )s s
4 4" % %

caso l'approssimazione della stima di massima verosimiglianza è data da . Se la log-verosimiglianza)s4

non è concava, niente assicura che la procedura di Newton-Raphson abbia effettivamente determinato
un massimo assoluto. In questo caso, è opportuna una rappresentazione grafica preliminare della log-
verosimiglianza e la scelta di vari punti iniziali per l'iterazione.

• Esempio 3.1.10. Dato un campione casuale da , il modello statistico dipende dal\ µ [Ð!ß "à :Ñ
parametro  con , ovvero) @ ‘œ : œ 

Y: 8 8 " 8 3

3œ"

8

3
:" B

Ò!ß∞Ñœ 0 À 0 ÐB ßá ß B à :Ñ œ :B / ÐB Ñ  3
:

"  ,

da cui si ottiene la seguente log-verosimiglianza

6Ð:Ñ œ -  8 :  Ð:  "Ñ B  B : −log log log 
3œ" 3œ"

8 8

3 3
:  ,  .‘

Dal momento che

= Ð:à B ßá ß B Ñ œ 6Ð:Ñ œ  B  B B
. 8

.: :
8 " 8 3 3

3œ" 3œ"

8 8

3
: log log  ,

allora l'equazione di verosimiglianza non ammette soluzioni esplicite. Inoltre risulta

M Ð:Ñ œ  6Ð:Ñ œ  B Ð B Ñ  !
. 8

.: :
s8 3

#

# #
3œ"

8

3
: # log  .

Dunque, dal momento che se esiste almeno un valore  risultaB  "3

lim lim
:Ä! :Ä∞

6Ð:Ñ œ 6Ð:Ñ œ ∞ ,

la stima di massima verosimiglianza coincide con la soluzione dell'equazione di verosimiglianza.
Per esemplificare il metodo di Newton-Raphson si è generato artificialmente un campione casuale

da questo modello con  e , ottenendo il campione: œ $ 8 œ "!

Ð! (!%!"ß ! (&%"'ß ! )*'"*ß ! *(%)&ß " #&"*$ß " (!()"ß ! )!"'*ß " "#"#!ß ! *&#!!ß " %*'$#Ñ. . . . . . . . . .  .

Scegliendo come stima iniziale  (una stima piuttosto grezza) e un errore pari a: œ 8 Bs!
" #

3œ"
8

3


% œ ! !!!!". , il metodo di Newton-Raphson fornisce le iterazioni della Tavola 3.1.1.
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Tavola 3.1.1. Iterazioni per il metodo di Newton-Raphson.
4 : = Ð: Ñ 6Ð: Ñ

! " #$%*' ' *(##)  ) ()(#!
" # "%'"" # $&&"%  % (*#!)
# # ()#"$ ! "(%))  % !!!*&
$ # )$&#$ ! !!!!&  $ **'$"
% # )$&#& ! !!!!!  $

s s s4 4 48

. . .

. . .

. . .

.  . .

. . .**'$"
& # )$&#& ! !!!!!  $ **'$". . .

Dunque la stima di massima verosimiglianza è data da .  a meno di un errore pari a: ¶ # )$&#&s
% œ ! !!!!". . In questo caso, è stata ottenuta una soluzione specifica, nel senso che cambiando
campione si deve ripercorrere tutto il procedimento di calcolo. Infine, si deve sottolineare che non si
dispone della forma analitica dello stimatore di massima verosimiglianza e quindi non si può
affermare nulla circa la sua distribuzione e le relative proprietà. 

• Esempio 3.1.11. Se si assume che , allora dato un campione casuale il modello\ µ GÐ ß "Ñ-
statistico dipende dal parametro  con , ovvero) - @ ‘œ œ

Y -
1 -

- œ 0 À 0 ÐB ßá ß B à Ñ œ
"

Ð"  ÐB  Ñ Ñ 8 8 " 8

3œ"

8

3
#

 ,

da cui si ottiene la seguente log-verosimiglianza

6Ð Ñ œ -  Ð"  ÐB  Ñ Ñ −- - - ‘log log
3œ"

8

3
#  ,  .

Dal momento che

= Ð à B ßá ß B Ñ œ 6Ð Ñ œ œ !
. #ÐB  Ñ

. "  ÐB  Ñ
8 " 8

3œ"

8
3

3
#
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-  ,

allora è evidente che l'equazione di verosimiglianza non ammette soluzioni esplicite. Inoltre risulta

M Ð Ñ œ  6Ð Ñ œ
. #Ð"  ÐB  ÑÑ

. Ð"  ÐB  Ñ Ñ
s8

#

# # #
3œ"

8
3

3
- -

- -

-  .

Il segno della precedente quantità dipende da  e quindi la log-verosimiglianza non è concava.-
Per esemplificare il metodo di Newton-Raphson si è generato artificialmente un campione casuale

da questo modello con  e , ottenendo- œ " 8 œ "!

Ð! #(&((ß %" $(%*#ß ! &!!%'ß $ *)&("ß ! &#*'$ß " *%##)ß  " "$(!#ß ' $#)*!ß ! *($)(ß " *!$*!Ñ. . . . . . . . . .  .

Scegliendo come stima iniziale  (ovvero la mediana campionaria) e un errore pari-s! Ð&Ñ Ð'Ñœ ÐB  B ÑÎ#

a . , il metodo di Newton-Raphson fornisce le iterazioni della Tavola 3.1.2.% œ ! !!!!"

Tavola 3.1.2. Iterazioni per il metodo di Newton-Raphson.
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Si può inoltre verificare graficamente che per questo campione la log-verosimiglianza presenta un solo
massimo e dunque la stima di massima verosimiglianza è data da .  a meno di un errore-s ¶ ! *##"*
pari a . . Per un ulteriore campione la log-verosimiglianza potrebbe presentare più massimi% œ ! !!!!"
relativi e quindi il procedimento dovrebbe essere eventualmente ripetuto con più stime iniziali. 

3.2. Le proprietà degli stimatori di massima verosimiglianza

3.2.1. La proprietà di equivarianza. La proprietà di equivarianza assicura la congruenza della stima
di massima verosimiglianza quando si riparametrizza il modello originale mediante funzioni
biunivoche dei parametri.

Dato un modello statistico , se  è una funzione biunivoca e , allora siaY @ I) g gÀ Ä œ Ð Ñ# )
P Ð Ñ# ##  la verosimiglianza relativa al modello statistico riparametrizzato . Si haY

P Ð Ñ œ PÐ Ð ÑÑ œ PÐ Ñ# # # )g"  ,

per cui, dal momento che il massimo di  si ha per , il massimo di  si ottiene per ,PÐ Ñ P Ð Ñ œ Ð Ñ) ) # # )s ss# g
che dunque risulta la stima di massima verosimiglianza di . Questa proprietà, detta equivarianza,#
permette di calcolare facilmente la stima di massima verosimiglianza di funzioni biunivoche di )
quando si dispone della stima di massima verosimiglianza . La proprietà dell'equivarianza evita)s

inoltre incongrunze passando fra le varie parametrizzazioni di uno stesso modello statistico. La stima
di massima verosimiglianza  è la realizzazione campionaria dello stimatore di verosimiglianza ,# Ks sgÐ Ñ

la cui distribuzione può essere trovata agevolmente a partire da quella di , dal momento che laKs

trasformazione è biunivoca.

• Esempio 3.2.1. Dato un campione casuale da , può risultare interessante stimare\ µ IÐ!ß Ñ5
VarÒ\Ó œ œ  !5 8 5 5# #. La trasformazione  per  è biunivoca. Inoltre, dall'Esempio 3.1.3 risulta
5 8s sœ B œ B \– – e quindi . Lo stimatore di massima verosimiglianza risulta , la cui distribuzione può–# #

essere determinata facilmente da quella di .–
\ 

3.2.2. La sufficienza e gli stimatori di massima verosimiglianza. Gli stimatori di massima
verosimiglianza sono trasformate di stimatori sufficienti. Infatti, dato un modello statistico , seY)
esiste uno stimatore  sufficiente per , sulla base del criterio di fattorizzazione di Neyman risultaK )ë

PÐ Ñ œ PÐ à B ßá ß B Ñ œ - 1Ð à Ñ −) ) ) ) )" 8 ë  ,  .@

Di conseguenza la stima di verosimiglianza può essere ottenuta semplicemente massimizzando
1Ð à Ñ ÐB ßá ß B Ñ) ) )ë ë. Dal momento che quest'ultima funzione dipende da  solo attraverso , allora la" 8

stima di massima verosimiglianza  è funzione di . Quindi, anche lo stimatore di massima) )s ë

verosimiglianza  è una trasformata dello stimatore  sufficiente per .K K )s ë

• Esempio 3.2.2. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 3.1.2 è noto che lo\ µ RÐ ß Ñ. 8
stimatore di massima verosimiglianza risulta . Nell'Esempio 2.5.3 si è ottenuto che  è– –

Ð\ß W Ñ Ð\ß W Ñ# #

sufficiente per  e dunque i risultati di questa sezione risultano verificati.Ð ß Ñ. 8 

• Esempio 3.2.3. Dato un campione casuale da , dall'Esempio 3.1.3 è noto che lo\ µ IÐ!ß Ñ5
stimatore di masima verosimiglianza risulta . Nell'Esempio 2.5.2 si è ottenuto che  è sufficiente e– –

\ \
quindi i risultati di questa sezione risultano verificati. 

3.2.3. La famiglia esponenziale e gli stimatori di massima verosimiglianza. Nel caso particolare in
cui la distribuzione specificata dal modello statistico  appartenga alla famiglia esponenziale, gliY)
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stimatori di massima verosimiglianza godono di interessanti proprietà. Per semplicità si analizza
inizialmente il caso di un parametro. La verosimiglianza risulta

PÐ Ñ œ - /) K : ) ( )ë ÐB ßáßB Ñ Ð Ñ Ð Ñ" 8  ,

e quindi la log-verosimiglianza è data da

6Ð Ñ œ -  ÐB ßá ß B Ñ Ð Ñ  Ð Ñ) K : ) ( )log ë " 8  .

Di conseguenza, l'equazione di verosimiglianza risulta

= Ð à B ßá ß B Ñ œ 6Ð Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ Ð Ñ  Ð Ñ œ !
. . .

. . .
8 " 8 " 8) ) K : ) ( )

) ) )
ë  .

Tenendo presente che la media della funzione punteggio è nulla, dalla precedente relazione si ha
inoltre

E EÒ= Ð à\ ßá ß\ ÑÓ œ Ò Ð\ ßá ß\ ÑÓ Ð Ñ  Ð Ñ œ !
. .

. .
8 " 8 " 8) K : ) ( )

) )
ë  ,

ovvero, combinando le precedenti equazioni, si deve avere

EÒ Ð\ ßá ß\ ÑÓ œ ÐB ßá ß B ÑK Kë ë" 8 " 8  .

Si può dimostrare che questa equazione ammette soluzione se  è un valore interno alKë ÐB ßá ß B Ñ" 8

supporto dello stimatore  (vedi Brown, 1986). Se la stima di massima verosimiglianzaKë Ð\ ßá ß\ Ñ" 8

esiste, dunque deve essere quel valore  per cui la media dello stimatore  è uguale alla sua) Ks ë

determinazione campionaria. Di conseguenza, lo stimatore di verosimiglianza  è funzione delloKs

stimatore  che per i risultati della §2.5.3 è sufficiente minimale per . Inoltre, l'informazioneK )ë

osservata di Fisher è data da

M Ð Ñ œ  = Ð à B ßá ß B Ñ œ  ÐB ßá ß B Ñ Ð Ñ  Ð Ñ
. . .

. . .

œ  Ò Ð\ ßá ß\ ÑÓ Ð Ñ  Ð Ñ
. .

. .

s s
8 8 " 8 " 8

œ œ œ
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s s s

s s
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ëE  ,

mentre l'informazione di Fisher è data da

M Ð Ñ œ  = Ð à B ßá ß B Ñ œ  Ò Ð\ ßá ß\ ÑÓ Ð Ñ  Ð Ñ
. . .

. . .
8 8 " 8 " 8

# #

# #
) ) K : ) ( )

) ) )
E E  ë  .

Si deve concludere dunque che . Dal momento che  per ogni , allora si haM Ð Ñ œ M Ð Ñ M Ð Ñ  !8 8 8) ) ) )s ss

anche . Di conseguenza, ogni soluzione dell'equazione di verosimiglianza è un punto diM Ð Ñ  !s s
8 )

massimo e quindi la soluzione è unica. Per inciso si noti che se la distribuzione specificata dal modello
statistico appartiene alla famiglia esponenziale, allora la procedura di Newton-Raphson determina
sicuramente un massimo assoluto. Infine, per i risultati ottenuti nella §2.4.4, se esiste uno stimatore
efficiente, questo è dato da  e lo stimatore di massima verosimiglianza  coincide con .K K Kë ës

Questi risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri . In questo caso la)
stima di massima verosimiglianza è data dalla soluzione dell'equazione

EÒ Ð\ ßá ß\ ÑÓ œ ÐB ßá ß B ÑK Kë ë" 8 " 8  ,

ed è unica. Inoltre lo stimatore di verosimiglianza  è funzione dello stimatore  sufficienteK Ks ë

minimale per . Nel caso infine che esista uno stimatore efficiente allora questo è dato dallo stimatore)

di massima verosimiglianza e risulta .K Ks œ ë
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• Esempio 3.2.4. Dato un campione casuale da , è noto dall'Esempio 2.4.13 che la classe\ µ RÐ ß "Ñ.
di funzioni di densità definita in questo modello fa parte della famiglia esponenziale. La stima di
massima verosimiglianza è data dalla soluzione dell'equazione E . Dal momento che E– ––Ò\Ó œ B Ò\Ó œ .
(vedi Esempio 1.2.3), allora la stima di massima verosimiglianza risulta , risultato ottenuto in–.s œ B
precedenza nell'Esempio 3.1.1. Lo stimatore di verosimiglianza  è efficiente (vedi Esempio 2.4.9) e–

\
coincide infatti con lo stimatore sufficiente minimale per .. 

• Esempio 3.2.5. Dato un campione casuale da , è noto dall'Esempio 2.4.15 che la classe\ µ RÐ ß Ñ. 8
di funzioni di densità definita in questo modello fa parte della famiglia esponenziale. La stima di
massima verosimiglianza è data dall'equazione vettoriale

EÒÐ\ß W  \ ÑÓ œ ÐBß =  B Ñ
– – – –  .# # ##

Dal momento che ,  e  (vedi Esempio 1.2.3 e §1.2.3),– –E E EÒ\Ó œ ÒW Ó œ Ð8  "Ñ Î8 Ò\ Ó œ Î8 . 8 8 .# ##

la precedente equazione si riduce a

Ð ß  Ñ œ ÐBß =  B Ñ. 8 .# # #– –  ,

per cui la stima di massima verosimiglianza risulta , un risultato ottenuto in precedenza–ÐBß = Ñ#

nell'Esempio 3.1.2. Lo stimatore di verosimiglianza  non è efficiente dal momento che non è–
Ð\ß W Ñ#

corretto per  e quindi, dati i risultati di questa sezione, non esiste in generale uno stimatoreÐ ß Ñ. 8
efficiente. In ogni caso lo stimatore  è sufficiente minimale per .–

Ð\ß W Ñ Ð ß Ñ# . 8 

3.3. Le proprietà degli stimatori di massima verosimiglianza per grandi
campioni

3.3.1. La coerenza degli stimatori di massima verosimiglianza. Supponiamo che  sia unY)ß8
modello statistico relativo ad un campionamento casuale per ogni . Siano inoltre valide le seguenti8
condizioni:
a) il modello statistico è identificabile secondo la definizione data nella §2.1.2.
b) lo spazio parametrico  è un aperto di ;@ ‘5

c) la funzione punteggio  esiste ed è continua per ogni  e per ogni  (a meno disÐ à BÑ − B −) ) @ f)
insiemi di probabilità nulla);
d) risulta

 
f f) )

` `

` `
0ÐBà Ñ . œ 0ÐBà Ñ .

) )
) )/ / .

Le condizioni )- ) date in questa sezione sono leggermente più blande di quelle per un problemaa d
di stima regolare. In effetti, anche se per provare i risultati che seguono sono sufficienti solo le
precedenti condizioni, molti autori assumono comunque di trovarsi in un problema di stima regolare.

Per semplicità si considera inizialmente un solo parametro . Se  è il vero valore del) ) @! −
parametro, allora innanzitutto si vuole dimostrare che l'equazione di verosimiglianza fornisce una
successione di insiemi di soluzioni (ognuno dei quali non vuoto) dalla quale può essere scelta una
successione di soluzioni che converge a  quasi certamente, fatto che equivale dunque ad ottenere)!
uno stimatore  fortemente coerente per . Per la Legge Forte dei Grandi Numeri di KhintchineK )ë8 !

(vedi Barabesi, 2020) si ha

" "

8 8
= Ð à\ ßá ß\ Ñ œ =Ð à\ Ñ Ä +Ð Ñ8 " 8 3

3œ"

8
;-

) ) )  ,

dove
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+Ð Ñ œ =Ð à BÑ0ÐBà Ñ . −) ) ) / ) @
f)!

!  ,  ,

essendo  una media campionaria di variabili casuali indipendenti ed ugualmente8 =Ð à\ Ñ"
3œ"
8

3 )
distribuite con media . Per l'assunzione ) la funzione  è continua e strettamente decrescente+Ð Ñ +Ð Ñ) )d
in un intorno di  del tipo  con . Dal momento che  per le proprietà) ) % ) % % )! ! ! !Ð  ß  Ñ  ! +Ð Ñ œ !
della funzione punteggio, risulta  e . Allora si ha+Ð  Ñ  ! +Ð  Ñ  !) % ) %! !

" "

8 8
= Ð  à\ ßá ß\ Ñ œ =Ð  à\ Ñ Ä +Ð  Ñ  !8 ! " 8 ! 3 !

3œ"

8
;-

) % ) % ) %
e

" "

8 8
= Ð  à\ ßá ß\ Ñ œ =Ð  à\ Ñ Ä +Ð  Ñ  !8 ! " 8 ! 3 !

3œ"

8
;-

) % ) % ) %  .

Di conseguenza, tenendo presente la condizione ), deve esistere un valore  per cuic ) ) % ) %− Ð  ß  Ñ! !

si ha

" "

8 8
= Ð à\ ßá ß\ Ñ œ =Ð à\ Ñ Ä !8 " 8 3

3œ"

8
;-

) )  .

Dal momento che  può essere scelto piccolo a piacere, questo risultato è equivalente ad affermare che%
esiste una successione di soluzioni dell'equazione di verosimiglianza che converge a  quasi)!
certamente, ovvero si è ottenuto uno stimatore  fortemente coerente per .K )ë8 !

Si dovrebbero sottolineare alcuni aspetti importanti di questo risultato. In primo luogo, si è visto
che esiste una successione di soluzioni dell'equazione di verosimiglianza che permette di costruire uno
stimatore  fortemente coerente per , ma niente viene detto riguardo al modo in cui scegliereK )ë8 !

questa successione dall'insieme delle soluzioni dell'equazione di verosimiglianza. In secondo luogo, lo
stimatore  non coincide necessariamente con lo stimatore di massima verosimiglianza . I dueK Kë8 8

s

stimatori coincidono nel caso che l'equazione di verosimiglianza abbia un'unica soluzione che
massimizza la verosimiglianza. Il risultato visto è comunque importante in quanto assicura la coerenza
forte dello stimatore ottenuto attraverso l'equazione di verosimiglianza, e questo fatto giustifica fra
l'altro il procedimento di Newton-Raphson per grandi campioni.

I precedenti risultati possono essere estesi al caso di un vettore di parametri . Se  è il vero) )! − @
valore del parametro, l'equazione di verosimiglianza fornisce una successione di insiemi di soluzioni,
dalla quale può essere scelta una successione di soluzioni che converge a  quasi certamente, ovvero)!

esiste uno stimatore  (vedi Wilks, 1962).K )ë 8 !
;-
Ä

• Esempio 3.3.1. Dato un campione casuale da , le condizioni )- ) di questa sezione\ µ F3Ð"ß :Ñ a d
possono essere facilmente verificate. Inoltre, dall'Esempio 3.1.8 si ha che per ogni  l'equazione di8
verosimiglianza ha una soluzione unica che massimizza la log-verosimiglianza. Dunque, la soluzione
dell'equazione di verosimiglianza coincide con lo stimatore di massima verosimiglianza e si ha

\ Ä :
– .8 !

;-


• Esempio 3.3.2. Dato un campione casuale da , le condizioni sono )- ) di questa\ µ RÐ ß Ñ. 8 a d
sezione sono verificate, in quanto ci si trova in un problema di stima regolare. Inoltre, dall'Esempio
3.1.9 risulta che per ogni  l'equazione di verosimiglianza ha una soluzione unica che massimizza la8
log-verosimiglianza. La soluzione dell'equazione di verosimiglianza coincide con lo stimatore di

massima verosimiglianza e si ha .–
Ð\ ß W Ñ Ä Ð ß Ñ8 ! !8

# ;-
. 8 
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Con una dimostrazione più complessa della precedente, si può ottenere anche la coerenza forte
dello stimatore di massima verosimiglianza . Supponiamo dunque che  sia un modello statisticoKs Y)ß8
relativo ad un campionamento casuale per ogni  e siano verificate le seguenti condizioni:8
aw) il modello statistico è identificabile secondo la definizione data nella §2.1.2.
bw 5) lo spazio parametrico  è un compatto di ;@ ‘
cw) la funzione  è semicontinua superiormente in  per ogni  e per ogni  (a meno0ÐBà Ñ − B −) ) ) @ f)
di insiemi di probabilità nulla);
d w) esiste una funzione  tale che5ÐBÑ


f)!

l5ÐBÑl 0ÐBà Ñ .  ∞)! /  ,

dove  è il vero valore del parametro, e)!

log 0ÐBà Ñ

0ÐBà Ñ
 5ÐBÑ

)

)!

per ogni  e per ogni  (a meno di insiemi di probabilità nulla).) − B −@ f)
Se le condizioni )- ) sono verificate, si può dimostrare che lo stimatore di massimaa dw w

verosimiglianza è fortemente coerente, ovvero  per  (vedi Ferguson, 1996).K )s
8 !

;-
Ä 8 Ä ∞

3.3.2. La distribuzione per grandi campioni degli stimatori di massima verosimiglianza.
Supponiamo che  sia un modello statistico relativo ad un campionamento casuale per ogni  eY)ß8 8
siano inoltre valide le seguenti condizioni:
a) il modello statistico è identificabile secondo la definizione data nella §2.1.2.
b) lo spazio parametrico  è un aperto di ;@ ‘5

c) le derivate

`

`
0ÐBà Ñ

)
)

e

`

` `
0ÐBà Ñ

#

) )
)

T

esistono e sono continue per ogni  e per ogni  (a meno di insiemi di probabilità nulla);) − B −@ f)
d) risulta

 
f f) )

` `

` `
0ÐBà Ñ . œ 0ÐBà Ñ .

) )
) )/ /

e

 
f f) )

` `

` ` ` `
0ÐBà Ñ . œ 0ÐBà Ñ .

# #

) ) ) )
) )

T T
/ / .

eÑ lo stimatore di massima verosimiglianza  coincide con lo stimatore ottenuto dall'unica soluzioneKs 8

dell'equazione di verosimiglianza;
f) esiste una funzione  tale che5ÐBÑ


f)!

l5ÐBÑl 0ÐBà Ñ .  ∞)! /  ,

dove  è il vero valore del parametro, e ogni componente di  è limitato uniformente in) )!
`
`) sÐ à BÑ

valore assoluto da  in un intorno di ;5ÐBÑ )!
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g) l'informazione di Fisher  relativa ad una sola osservazione è definita positiva.IÐ Ñ)
Le condizioni )- ) sono leggermente più forti di quelle per un problema di stima regolare, nela d

senso che nella condizione ) si richiede che la derivata  sia anche continua.c `
` `

#

) )T 0ÐBà Ñ)

Si vuole ora determinare la distribuzione per grandi campioni dello stimatore di massima
verosimiglianza. Per semplicità si analizza inizialmente il caso di un parametro. Se  è il vero) @! −
valore del parametro, per un dato campione , consideriamo l'espansione in serie diÐB ßá ß B Ñ −" 8 8V
Taylor della funzione punteggio  in , ovvero= Ð à B ßá ß B Ñ œ =Ð à B Ñ8 " 8 3 !3œ"

8) ) )
= Ð à B ßá ß B Ñ œ = Ð à B ßá ß B Ñ  = Ð à B ßá ß B Ñ Ð  Ñ

.

.
8 ! " 8 8 8 " 8 8 " 8 ! 8

œ

) ) ) ) )
)

s s
) )‡

 ,

dove  e . Dal momento che per l'assunzione ) risulta) K ) ) ) )s s s
8 8 " 8 ! ! 8

‡œ ÐB ßá ß B Ñ l  l  l  l e
= Ð à B ßá ß B Ñ œ !8 8 " 8)s , dalla precedente relazione si ha

" " .

8
= Ð à B ßá ß B Ñ œ  = Ð à B ßá ß B Ñ 8Ð  Ñ

8 .  8 ! " 8 8 " 8 8 !
œ

) ) ) )
) ) )‡

s  .

La variabile casuale

" "

8 8
= Ð à\ ßá ß\ Ñ œ =Ð à\ Ñ  8 ! " 8 ! 3

3œ"

8

) )

è data dalla somma di  variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite. Dalla §2.4.1 risulta8
inoltre  e  e quindi per il Teorema Fondamentale del Limite (seE VarÒ=Ð à\ÑÓ œ ! Ò=Ð à\ÑÓ œ MÐ Ñ) ) )! ! !

l'assunzione ) è verificata) si hag

"

8
= Ð à\ ßá ß\ Ñ Ä RÐ!ß MÐ ÑÑ 8 ! " 8 !

.
) )  .

Si osservi ora che la variabile casuale

 = Ð à\ ßá ß\ Ñ œ  =Ð à\ Ñ
" . " .

8 . 8 .
 

) )
) )8 " 8 3

œ œ3œ"

8

) ) ) )! !

è data dalla media di  variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite. Dunque, dalla §2.4.18
risulta

E  =Ð à\ Ñ œ MÐ Ñ
.

.)
) )3 !

œ) )!

e quindi per la Legge Forte dei Grandi Numeri di Khintchine (se l'assunzione ) è verificata) si ottieneg

 = Ð à\ ßá ß\ Ñ Ä MÐ Ñ
" .

8 .


)
) )8 " 8 !

œ

;-

) )!

 .

Infine, per le assunzioni )- ) si ha  da cui  e per la Legge Forte Uniforme dei Grandia e K ) ) )s
8 ! !

;- ‡Ä Ä
Numeri (se l'assunzione ) è verificata) si ottiene (vedi Wilks, 1962)f

 = Ð à\ ßá ß\ Ñ Ä MÐ Ñ
" .

8 .


)
) )8 " 8 !

œ

;-

) )‡
 .

Tenendo presente la relazione iniziale, si noti che le variabili casuali  e8 = Ð à\ ßá ß\ Ñ"Î#
8 ! " 8)  8 = Ð à\ ßá ß\ Ñ 8Ð  Ñ" .

. 8 " 8 8 !œ) ) )
) K )‡

s  devono condividere la medesima distribuzione, e
quindi applicando il Teorema di Slutsky (vedi Barabesi, 2020) si ottiene infine la distribuzione per
grandi campioni dello stimatore di massima verosimiglianza, ovvero
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  8Ð  Ñ Ä R !ß
"

MÐ Ñ
K )

)
s

8 !
.

!
 .

Il precedente risultato può essere generalizzato al caso di un vettore di parametri, nel senso che
(vedi Wilks, 1962)

8Ð  Ñ Ä R Ð ß Ð Ñ ÑK ) )s
8 ! 5 !

. "! I  .

La distribuzione per grandi campioni dello stimatore di massima verosimiglianza è stata ottenuta
quando questo coincide con lo stimatore ottenuto dall'unica soluzione dell'equazione di
verosimiglianza. Risultati più complessi possono essere ottenuti, anche se in questo ambito non
saranno ulteriormente considerati (per ulteriori analisi vedi Lehmann, 1983).

È importante infine osservare che, se sono verificate le assunzioni )- ) di questa sezione, daia f
risultati ottenuti lo stimatore di massima verosimiglianza risulta asintoticamente efficiente, nel senso
che per grandi campioni la sua varianza tende al limite inferiore di Rao-Cramer.´

• Esempio 3.3.3. Dato un campione casuale da , allora le condizioni )- ) di questa\ µ RÐ ß "Ñ. a e
sezione sono verificate (vedi Esempio 2.1.1 e Esempio 3.3.1). È laborioso, anche se semplice
verificare la condizione ). Infine, la condizione ) è verificata dal momento che  (vedif g MÐ Ñ œ ".
Esempio 2.4.1). Inoltre, dall'Esempio 3.1.1 è noto che lo stimatore di massima verosimiglianza è dato
da  e inoltre risulta . Di conseguenza, si ottiene che–

\ "ÎMÐ Ñ œ "8 !.

8Ð\  Ñ Ä RÐ!ß "Ñ
–  ,8 !

.
.

ovvero la distribuzione per grandi campioni coincide in questo caso con quella per campioni finiti. 

• Esempio 3.3.4. Dato un campione casuale da , si può dimostrare che le condizioni di\ µ IÐ!ß Ñ5
questa sezione sono verificate. Inoltre, dall'Esempio 3.1.3 è noto che lo stimatore di massima
verosimiglianza è , mentre dall'Esempio 2.4.2 si ha . Di conseguenza, si ha–

\ "ÎMÐ Ñ œ8 ! !
#5 5

8Ð\  Ñ Ä RÐ!ß Ñ
–  .8 !

.

!
#5 5 

• Esempio 3.3.5. Dato un campione casuale da , le condizioni di questa sezione non sono\ µ YÐ!ß Ñ$
verificate (vedi Esempio 2.4.3). Dall'Esempio 3.1.4 lo stimatore di massima verosimiglianza è dato da
\Ð8Ñ e dalla teoria delle statistiche estremali è noto che (Ferguson, 1996)

 Ð\  Ñ Ä IÐ!ß "Ñ
8

$
$

!
Ð8Ñ !

.
 .

Dunque, la distribuzione per grandi campioni dello stimatore  non è Normale.\Ð8Ñ 

• Esempio 3.3.6. Dato un campione casuale da , si può dimostrare che le condizioni di\ µ [Ð!ß "à :Ñ
questa sezione sono verificate per . Dall'Esempio 3.1.10 è noto che lo stimatore di massima:  #
verosimiglianza non ha una forma esplicita e non è possibile ottenere la relativa distribuzione per
campioni finiti. Tuttavia, dal momento che si ha , per  la distribuzione per"ÎMÐ: Ñ œ ': Î :  #! !!

# #1
grandi campioni dello stimatore di massima verosimiglianza risulta

  8ÐT  : Ñ Ä R !ß
':s8 !

. !
#

#1
 . 
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• Esempio 3.3.7. Dato un campione casuale da , si può dimostrare che le condizioni di\ µ RÐ ß Ñ. 8
questa sezione sono verificate. Inoltre, dall'Esempio 3.1.2 è noto che lo stimatore di massima
verosimiglianza è dato da , mentre dall'Esempio 2.4.4 risulta–

Ð\ ß W Ñ8 8
#

IÐ ß Ñ œ
!

! #
. 8

8

8! !
" !

!
#

 
  .

Dunque si ha

8Ð\  ß W  Ñ Ä R Ð ß Ð ß Ñ Ñ
–  .8 ! ! # ! !8

# ".
. 8 . 8T ! I 

Supponendo vere le condizioni date in questa sezione, nel caso in cui  sia una funzione1 À Ä@ I
biunivoca e , tenendo presente la proprietà di equivarianza degli stimatori di massima# )œ 1Ð Ñ
verosimiglianza e i risultati della §2.4.2, si ha immediatamente che

  8Ð1Ð Ñ  Ñ Ä R !ß
.Ð Ñ

MÐ Ñ
K #

)

)
s

8 !
. !

#

!
 ,

dove  e , supponendo che  esista e ..Ð Ñ œ 1Ð Ñ œ 1Ð Ñ .Ð Ñ .Ð Ñ Á !) ) # ) ) ).
. ! ! ! !)

Sulla base del precedente risultato è interessante determinare la trasformazione  per cui la varianza1

per grandi campioni di  risulta pari a . In questo caso, si deve avere8Ð1Ð Ñ  Ñ "K #s
8 !

.Ð Ñ

MÐ Ñ
œ "

)

)

#

per ogni , ovvero)

.

.
1Ð Ñ œ MÐ Ñ

)
) ) "Î# .

Questa equazione differenziale ha per soluzione la funzione

1Ð Ñ œ MÐ Ñ .) ) ) "Î#  ,

detta trasformazione stabilizzatrice della varianza.
Questi risultati possono essere estesi al caso di un vettore di parametri. Se dunque  è unag À Ä@ I

funzione biunivoca e , allora si ha# )œ Ð Ñg

8Ð Ð Ñ  Ñ Ä R Ð ß Ð Ñ Ð Ñ Ð ÑÑg D I DK # ) ) )s
8 ! 5 ! ! !

. "! T  ,

dove  è definita nella §2.4.2 e .D gÐ Ñ œ Ð Ñ) # )! !

• Esempio 3.3.8. Dato un campione casuale da , tenendo presente i risultati dell'Esempio\ µ IÐ!ß Ñ5
3.3.4, si consideri la trasformata biunivoca  per . Dal momento che risulta1Ð Ñ œ  !5 5 5#

.Ð Ñ œ 1Ð Ñ œ #
.

.
5 5 5

5
 ,

allora si ha

8Ð\  Ñ Ä RÐ!ß % Ñ
–  ,#

8 !!
. ## #

dove . La trasformazione stabilizzatrice della varianza è data da# 5! !
#œ
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1Ð Ñ œ . œ
"

5 5 5
5

  log

e dunque

8Ð \  Ñ Ä RÐ!ß "Ñlog –  ,8 !
.

#

dove .# 5! !œ log 

3.3.3. Una nota sull'informazione osservata di Fisher. Nella §2.1.1 è stato affermato che, in un
procedimento di stima per punti, una stima deve essere accompagnata da una misura della sua
attendibilità nello stimare il vero parametro .)!

Dato un modello statistico , se il relativo stimatore di massima verosimiglianza  è correttoY)ß8 Ks

per  (o almeno asintoticamente corretto), una naturale misura della precisione della stima è data da)

VarÒ ÓK )s . Questa quantità dipende da  e va quindi stimata sulla base del campione. Si indichi con
Var Var Vars Ò Ó Ò Ó Ò ÓK K K )s s s la stima di . Nel caso che  sia una trasformata biunivoca di , si può sfruttare la
proprietà dell'equivarianza, ovvero  può essere ottenuta semplicemente sostituendo  al postoVars Ò ÓK )s s

di  nell'espressione di  (vedi Esempio 3.2.1). Se la trasformata non è biunivoca, si tenga) KVarÒ Ós

presente che la stima che si ottiene in questo modo non è la stima di massima verosimiglianza di
VarÒ ÓKs .

Se  è coerente per , un indice di precisione per  è dato dalla matrice inversaK ) )s s
8 8

dell'informazione osservata di Fisher, ovvero da . Questo indice misura la curvatura localeIs s
8

"Ð Ñ)8
della log-verosimiglianza in un intorno di  e quindi misura anche il grado relativo di preferenza che)s8

la verosimiglianza assegna a  rispetto ad altri valori di .) )s
8

Supponendo verificate le condizioni della §3.3.2 e i risultati conseguiti nella medesima sezione,
una ulteriore giustificazione per la scelta del precedente indice è data dal fatto che

"

8
Ð Ñ Ä Ð ÑI Is s

8 !
;-

) )8  ,

da cui segue che in effetti  è una stima della matrice di varianza-covarianza per grandiIs s
8

"Ð Ñ)8
campioni di .Ks 8

• Esempio 3.3.9. Dato un campione casuale da , si ha\ µ IÐ!ß Ñ5

M Ð Ñ œ  
8 #8Bs

8 # $
5

5 5

–
 ,

e, dal momento che la stima di massima verosimiglianza di  è data , si ha .– – –5 B M ÐBÑ œ B Î8s
8

" #

Tenendo presente l'Esempio 3.2.1, la stima di massima verosimiglianza di  è data da–VarÐ\Ñ œ Î85#

Vars Ð\Ñ œ B Î8 M ÐBÑ
– – –, che quindi coincide con .# "

8s 

• Esempio 3.3.10. Dato un campione casuale da , tenendo presente l'Esempio 3.1.9, dal\ µ RÐ ß Ñ. 8
momento che la stima di massima verosimiglianza di  è data da , si ha–Ð ß Ñ ÐBß = Ñ. 5 #

Is8
# "

=
8

#=
8

ÐBß = Ñ œ
!

!
–  . 

#

%

Dunque, la stima di massima verosimiglianza  coincide con .– –Vars ÒÐ\ß W ÑÓ ÐBß = Ñ# # "
8Is 
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3.4. Alcune esemplificazioni del metodo della massima verosimiglianza

3.4.1. La stima di massima verosimiglianza e la distribuzione di Poisson. Si consideri un
campionamento casuale da . La classe di funzioni di probabilità definita da questo\ µ T9Ð Ñ.
modello fa parte della famiglia esponenenziale con –Kë ÐB ßá ß B Ñ œ B" 8 ,

: . .Ð Ñ œ 8 log

e

( . .Ð Ñ œ 8  ,

mentre

;ÐB ßá ß B Ñ œ
ÐB Ñ

B x
" 8

3œ"

8
Ö!ß"ßá× 3

3

 "
 .

Dunque, la stima di massima verosimiglianza è data dalla soluzione dell'equazione . Dal– –EÒ\Ó œ B
momento che  (vedi §A.2.2), la stima di massima verosimiglianza risulta  e lo– –EÒ\Ó œ œ B. .s
stimatore di massima verosimiglianza  è corretto per .–

\ .
Dalle proprietà della famiglia esponenziale (vedi §3.2.3) si ricava che . Inoltre, per leM Ð Ñ œ 8Î8 . .

proprietà della media campionaria (vedi §1.2.2) e della Poisson (vedi §A.2.2), si ha  e si–VarÒ\Ó œ Î8.
deve concludere che  è anche uno stimatore efficiente. Tenendo presente i risultati della §3.2.3,  è– –

\ \
anche sufficiente minimale per ..

Per quanto riguarda le proprietà per grandi campioni, le condizioni )- ) della §3.3.2 sonoa g
verificate e quindi  è fortemente coerente per , mentre–

\8 .

8Ð\  Ñ Ä RÐ!ß Ñ
–  .8 ! !

.
. .

Dal momento che  è una funzione biunivoca di , allora una misura della precisione di  è– –VarÒ\Ó \.

data da . Questa stima coincide con .– – –Vars Ò\Ó œ BÎ8 M ÐBÑs8
"

Si considera ora un'applicazione con dati reali. I dati della Tavola 3.4.1 si riferiscono al numero di
taxi arrivati in intervalli di un minuto alla stazione di Euston a Londra fra le 9.00 e le 10.00 in una
mattina del 1950. Se gli arrivi sono casuali allora è noto dalla teoria dei processi stocastici puntuali
che i dati provengono da una variabile casuale di Poisson , dove  rappresenta l'intensità delT9Ð Ñ. .
processo. È immediato verificare che la stima di massima verosimiglianza risulta
B œ (*Î'! ¶ " $"'( Ò\Ó œ ! !#"*s– . , che è l'intensità stimata di taxi per minuto. Inoltre, si ha . . Il–Var
coefficiente di variazione stimato risulta . , un valore piuttosto basso che– –Vars Ò\Ó ÎB œ ! ""#%"Î#

suggerisce un certa precisione della stima.

Tavola 3.4.1. Numero di taxi in intervalli di un minuto.
numero di taxi frequenza

più di 

! ")
" ")
# "%
$ (
% $

& !

Fonte: Kendall (1951)

3.4.2. La stima di massima verosimiglianza e la regressione di Poisson. Supponiamo che il
campione  sia la determinazione di un vettore di variabili casuali , le cuiÐC ßá ß C Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

componenti sono indipendenti e tali che . In questo caso,  rappresenta un] µ T9Ð,D Ñ ÐD ßá ß D Ñ3 3 " 8

vettore di quantità note e fisse. Il campione non è casuale, in quanto le , sebbene indipendenti, non]3
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sono ugualmente distribuite. Questo è in effetti un modello di regressione e può essere opportuno
quando le variabili di risposta sono intere (per ulteriori dettagli si veda Agresti, 1995).

Il modello statistico risultante dipende dal parametro  con  ed è dato da) @ ‘œ , œ 

Y, 8 8 " 8 3

3œ"

8
,D 3

C

3
Ö!ß"ßá×œ 0 À 0 ÐC ßá ß C à ,Ñ œ / ÐC Ñ

Ð,D Ñ

C x  3

3

" .

La classe di funzioni di probabilità definita da questo modello fa parte della famiglia esponenziale con
Kë ÐC ßá ß C Ñ œ C" 8

–,

:Ð,Ñ œ 8 ,log

e

(Ð,Ñ œ 8,D– , 

mentre

;ÐC ßá ß C Ñ œ ÐC Ñ
D

C x
" 8 3

3œ"

8
3
C

3
Ö!ß"ßá× 3

"  ,

dove . Dunque, la stima di massima verosimiglianza è data dalla soluzione–D œ 8 D"
3œ"
8

3
dell'equazione . Dal momento che , la stima di massima verosimiglianza risulta– –– –E EÒ] Ó œ C Ò] Ó œ ,D

, œ CÎD ] ÎD ,s – – –. Di conseguenza, lo stimatore di massima verosimiglianza è  ed è corretto per . Dalle–

proprietà della famiglia esponenziale (vedi §3.2.3) si può ricavare che . Inoltre, per le–M Ð,Ñ œ 8DÎ,8

proprietà della media campionaria (vedi §1.2.2) e della Poisson (vedi §A.2.2), si ha
VarÒ] ÎDÓ œ ,ÎÐ8DÑ ] ÎD

– –– – – e quindi si deve concludere che  è anche uno stimatore efficiente. Tenendo
presente i risultati della §3.2.3, si ha inoltre che  è sufficiente minimale per . Dal momento che– –] ÎD ,
VarÒ] ÎDÓ , ] ÎD

– –– – è una funzione biunivoca di , allora una misura della precisione di  è data da
Vars Ò] ÎDÓ œ CÎÐ8D Ñ M ÐCÎDÑ

– – – – – –. Questa stima coincide con .# "
8s

Si considera ora un'applicazione con dati reali. I dati della Tavola 3.4.2 si riferiscono ad alcuni
pezzi di stoffa prodotti da una industria.

Tavola 3.4.2. Lunghezza (in metri) e numero di difetti nei pezzi di stoffa.
pezzo pezzoD C D C
" &&" ' "( &%$ )
# '&" % ") )%# *
$ )$# "( "* *!& #$
% $(& * #! &%# *
& ("& "% #" &## '
' )') ) ## "## "
( #(" & #$ '&( *
) '$! ( #% "(! %
* %*" ( #& ($) *
"! $(# ( #'

3 3 3 3

$(" "%
"" '%& ' #( ($& "(
"# %%" ) #) (%* "!
"$ )*& #) #* %*& (
"% %&) % $! ("' $
"& '%# "! $" *&# *
"' %*# % $# %"( #

Fonte: Bissel (1972)

Ogni pezzo di stoffa è stato misurato e successivamente è stato contato il numero di difetti di
lavorazione che presentava. Se i difetti sono situati in modo casuale sui pezzi di stoffa, in base alla
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teoria dei processi stocastici puntuali, un modello di regressione di Poisson sembra dunque
ragionevole nell'analisi di questi dati.

È immediato verificare che la stima di massima verosimiglianza risulta – –CÎD œ
) )(&Î&)( '&'#& ¶ ! !"&". . . , quantità che rappresenta l'intensità di errori per metro nella produzione di
stoffa. Inoltre, è immediato verificare che risulta . Di conseguenza il– –Vars Ò] ÎDÓ œ ! !!!*Þ"Î#

coefficiente di variazione stimato risulta . , un valore piuttosto basso che– – – –Vars Ò] ÎDÓ ÎÐCÎDÑ œ ! !&*'"Î#

suggerisce un certa precisione della stima.
I dati della Tavola 3.4.2 sono infine rappresentati graficamente nella Figura 3.4.1 insieme con la

retta della regressione di Poisson.
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Figura 3.4.1. Diagramma per punti e retta di regressione di Poisson
per i dati della Tavola 3.4.2.

3.4.3. La stima di massima verosimiglianza e la regressione logistica. Supponiamo che il campione
ÐC ßá ß C Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8 sia la determinazione di un vettore di variabili casuali , le cui componenti
sono indipendenti e tali che . Inoltre, si pone] µ F3Ð"ß : Ñ3 3

: œ : Ð+ß ,Ñ œ
/

"  /
3 3

+,D

+,D

3

3
 ,

dove  rappresenta un vettore di quantità note e fisse. Questo è in effetti un modello diÐD ßá ß D Ñ" 8

regressione quando si ha una variabile di risposta dicotomica e le probabilità di successo vengono
modellate secondo la precedente funzione, detta curva logistica (per ulteriori dettagli si veda Agresti,
1995). Il campione non è casuale, in quanto le , sebbene indipendenti, non sono ugualmente]3

distribuite.
Il modello statistico risultante dipende dal vettore di parametri  con  ed è dato) œ Ð+ß ,Ñ œT @ ‘#

da

Y+ß, 8 8 " 8 3 3

3œ"

8

3
C C

Ö!ß"×œ 0 À 0 ÐC ßá ß C à +ß ,Ñ œ : Ð"  : Ñ ÐC Ñ  3 3 " .

La classe di funzioni di probabilità definita dal precedente modello fa parte della famiglia
esponenziale una volta che si pone ,Kë ÐC ßá ß C Ñ œ Ð C ß D C Ñ" 8 3 3 33œ" 3œ"

8 8  T

:Ð+ß ,Ñ œ Ð+ß ,ÑT

e

(Ð+ß ,Ñ œ  Ð"  : Ñ
3œ"

8

3log  ,

mentre
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;ÐC ßá ß C Ñ œ ÐC Ñ" 8 3

3œ"

8

Ö!ß"×"  .

Dunque, la stima di massima verosimiglianza è data dalla soluzione dell'equazione vettoriale

E       
3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

8 8 8 8

3 3 3 3 3 3] ß D ] œ C ß D C  .

Dal momento che

E       
3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

8 8 8 8

3 3 3 3 3 3] ß D ] œ : ß D :  ,

allora la stima di massima verosimiglianza si ottiene dalla soluzione dell'equazione vettoriale

      
3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

8 8 8 8

3 3 3 3 3 3: ß D : œ C ß D C  ,

che non ha soluzioni esplicite. Dunque, dato un certo campione si deve applicare la procedura di
Newton-Raphson per ottenenere la stima di massima verosimiglianza. Al fine di implementare questa
procedura, la log-verosimiglianza è data da

6Ð+ß ,Ñ œ -  C :  Ð"  C Ñ Ð"  : Ñ Ð+ß ,Ñ −log log log 
3œ" 3œ"

8 8

3 3 3 3
# ,  ,‘

da cui, dal momento che si verifica

`

`+
: Ð+ß ,Ñ œ : Ð"  : Ñ3 3 3  ,

e

`

`,
: Ð+ß ,Ñ œ D : Ð"  : Ñ3 3 3 3  ,

il vettore delle funzioni punteggio risulta

s8
`
`+
`
`,

3œ" 3œ"

8 8

3 3

3œ" 3œ"

8 8

3 3 3 3

Ð+ß ,Ñ œ œ
6Ð+ß ,Ñ

6Ð+ß ,Ñ

C  :

D C  D :
 

   
 

 
   ,

mentre

Is8

` `
`+ `+`,
` `

`+`, `,

3œ" 3œ"

8 8

3 3 3 3 3

3œ" 3œ"

8 8

3 3 3 3 33
#

Ð+ß ,Ñ œ  œ
6Ð+ß ,Ñ 6Ð+ß ,Ñ

6Ð+ß ,Ñ 6Ð+ß ,Ñ

: Ð"  : Ñ D : Ð"  : Ñ

D : Ð"  : Ñ D : Ð"  : Ñ
 

   
 

 
 

# #

#

# #

#

 .

Si considera ora un'applicazione con dati reali. I dati della Tavola 3.4.3 si riferiscono ai voli shuttle
prima dell'incidente che ne sospese il programma. In particolare, è stata misurata la temperatura
esterna (in °) al momento del volo ed è stato riportato se vi è stato danneggiamento termico ( )J C œ "3

o meno ( ) nei pannelli di protezione.C œ !3
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Tavola 3.4.3. Temperatura (in °) e danneggiamento termico nei voli shuttle.J
shuttle shuttleD C D C

" '' ! "$ '( !
# (! " "% &$ "
$ '* ! "& '( !
% ') ! "' (& !
& '( ! "( (! !
' (# ! ") )" !
( ($ ! "* (' !
) (! ! #! (* !
* &( " #" (& "
"! '$ " ## (' !
"" (! " #$ &) "
"# () !

3 3 3 3

Fonte: Dalal, Fowlkes e Hoadley (1989)

Scegliendo come stima iniziale  e un errore pari a . , il metodo diÐ+ ß , Ñ œ Ð!ß !Ñ œ ! !!!!"s s
! ! %

Newton-Raphson fornisce le iterazioni della Tavola 3.4.4.

Tavola 3.4.4. Iterazioni per il metodo di Newton-Raphson.
4 + , = Ð+ , Ñ = Ð+ ß , Ñ 6Ð+ ß , Ñ

! ! !!!!! ! !!!!!  % &!!!!  $&% !!!!!  "& *%#$)
" * '"*!&  ! "%*&#  ! ()("%  '$ $$!$*  "! &*#&#
#

  
. . . . .
. . .  . .

s s s ss s s s4 4 8" 4 4 8# 4 4 4 4

"$ '&&(%  ! #""#&  ! "")()  "! !!)"(  "! "(*$#
$ "% *$)#*  ! #$!'!  ! !!&#*  ! %*$&#  "! "&((!
% "& !%##*  ! #$#"&  ! !!!!#  ! !!"*$  "! "&('!

. . .  . .

. . . . .

. . .  . .
& "& !%#*!  ! #$#"' ! !!!!! ! !!!!!  "! "&('!
' "& !%#*!  ! #$#"' ! !!!!! ! !!!!!  "! "&('!

. . .   . .

. . .   . .

La stima di massima verosimiglianza risulta . .  a meno di un erroreÐ+ß ,Ñ ¶ Ð"& !%#*!ß  ! #$#"'Ñs s

pari a . . Inoltre, la matrice inversa dell'informazione osservata di Fisher risulta% œ ! !!!!"

Is s s
8

"Ð+ß ,Ñ œ
&% %%%#(  ! (*'$*

 ! (*'$* ! !""(" . .
. .

 .

Infine, la curva logistica stimata è data da

:ÐDÑ œ
/

"  /

"& !%#*!! #$#"'D

"& !%#*!! #$#"'D

. .

. .
 .
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Figura 3.4.2. Diagramma per punti e curva di regressione logistica
stimata per i dati della Tavola 3.4.3.
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La curva logistica è decrescente, ovvero la probabilità di danneggiamento termico aumenta al
diminuire della temperatura. I dati della Tavola 3.4.3 sono stati rappresentati graficamente nella
Figura 3.4.  insieme con la curva di regressione logistica stimata.#

3.4.4. La stima di massima verosimiglianza e la distribuzione ipergeometrica. Nell'ambito della
statistica ambientale, si vuole stimare spesso la numerosità  di una fissa popolazione biologica. InR
questo caso si cattura un numero  di animali che vengono “marcati” in modo opportuno.Q
Successivamente, si ricatturano  animali nella popolazione e si determina fra di questi il numero 8 B
dei marcati. Questo è appunto il cosiddetto metodo di “cattura-ricattura”. Se la probabilità di essere
catturati è la stessa per tutti gli animali della popolazione, non è difficile verificare che il campione
consiste in una singola realizzazione  di una  (con  e  noti) e dunque il modelloB \ µ MÐ8ßQßRÑ 8 Q
statistico risultante dipende dal parametro  con , dove) @ œ R œ 

YR 8 8

Q RQ
B 8B

R
8

Ö Ð!ß8RQÑßáß Ð8ßQÑ×œ 0 À 0 ÐBàRÑ œ ÐBÑ   
  " max min  .

Di conseguenza, la verosimiglianza risulta

PÐRÑ œ - ÐBÑ
ÐR QÑx ÐR  8Ñx

ÐR Q  8 BÑxRx
  ."Ö Ð!ß8RQÑßáß Ð8ßQÑ×max min

Dal momento che

PÐRÑ ÐR QÑÐR  8Ñ

PÐR  "Ñ ÐR Q  8 BÑR
œ  ,

allora si ha  se , ovvero la successione  è crescente perPÐRÑÎPÐR  "Ñ  " R  8QÎB PÐRÑ

R  8QÎB R e decrescente successivamente. Dunque, la stima di massima verosimiglianza  sis

ottiene per uno dei due valori  o  che massimizza , dove  indica laÔ8QÎBÕ Ô8QÎBÕ  " PÐRÑ Ô † Õ

funzione troncamento. Si può dimostrare inoltre che una stima di  è data da (vedi Seber, 1973)VarÒRÓs

Var~  ,ÒRÓ œ
Ð8  "ÑÐQ  "ÑÐQ  BÑÐ8  BÑ

ÐB  "Ñ ÐB  #Ñ
s

#

che tuttavia non corrisponde alla stima di massima verosimiglianza.
In un applicazione con dati reali Odum e Pontin (1961) hanno marcato  formiche di una colonia'!!

della specie  con una sostanza radiottiva ( ) e ne hanno ricatturate  di cui  sonoLasius Flavus T %$( ')$#

risultate marcate. In questo caso, la stima di verosimiglianza è dunque data da , mentre si haR œ $#"$s

Var~ . .ÒRÓ œ $#$ *('!s "Î#
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La verifica di ipotesi  

4.1. Il test statistico

4.1.1. La definizione di test statistico. Sulla base del campione osservato  si è interessatiÐB ßá ß B Ñ" 8

a stabilire se il vero valore del parametro appartiene ad un certo sottoinsieme dello spazio parametrico.
Dato un modello statistico , se gli insiemi  e  costituiscono una partizione di , la verificaY @ @ @) ! "

statistica di ipotesi consiste in un procedimento decisionale di scelta fra l'ipotesi di base  eL À −! !) @
l'ipotesi alternativa . L'insieme delle ipotesi ammissibili e la sua partizione in  e  èL À − L L" " ! ") @
detto sistema di ipotesi. Se  (alternativamente ) contiene un solo punto l'ipotesi @ @! " !L
(alternativamente ) è detta semplice. In caso contrario l'ipotesi è detta composta.L"

Lo strumento statistico che sulla base del campione consente di concludere in favore dell'una o
dell'altra ipotesi è il test statistico. Dato un modello statistico  e il sistema di ipotesi Y @) L À −! !)
contro , si dice test una funzioneL À −" ") @

H À Ä ÖL ßL ×V8 ! "  .

Il test è in effetti una regola decisionale che suddivide  negli insiemi complementari  e , inV V V8 ! "

modo tale che si accetta  se , mentre si accetta  se . L'insiemeL ÐB ßá ß B Ñ − L ÐB ßá ß B Ñ −! " 8 ! " " 8 "V V
V" è anche detto regione critica del test.

Usualmente il procedimento decisionale è basato sulla determinazione di una statistica piuttosto
che sul campione osservato. Dunque, se  è una statistica con supporto , si diceX œ XÐ\ ßá ß\ Ñ" 8 g
test basato su  la funzioneX

H À Ä ÖL ßL ×g ! "  ,

mentre  è detta statistica test. Il test basato su  è una regola decisionale che suddivide  negliX X g
insiemi complementari  e , in modo tale che si accetta  se per la realizzazioneg g! " !L
> œ XÐB ßá ß B Ñ X > − L > −" 8 ! " " " di  si ha , mentre si accetta  se . L'insieme  è detto regioneg g g
critica del test basato su . L'insieme  è indotto dall'insieme , essendoX V g" "

V g" " 8 " 8 "œ ÖÐB ßá ß B Ñ À > œ XÐB ßá ß B Ñ − × .

• Esempio 4.1.1. Dato un campione casuale da , si consideri il sistema di ipotesi\ µ RÐ ß "Ñ.
L À œ L À Á L! ! " ! ! !. . . . . contro , dove  è una quantità nota. L'ipotesi  è semplice, mentre
l'ipotesi  è composta. Se si suppone che la statistica test sia , risulta . Una possibile scelta–

L \ œ" g ‘
per  potrebbe essere data dag!

g .! !œ ÖB À lB  l  +×– –  ,

con  costante. Di conseguenza, la regione critica del test basato su  risulta–
+ \

g ." !œ ÖB À lB  l   +×– –  .

Questa scelta di  appare logica, in quanto più la realizzazione della media campionaria differisce dalg"
valore ipotizzato  per la media, più si è propensi ad accettare l'ipotesi alternativa. Resta aperto il.!

problema della scelta della costante . Il problema che verrà analizzato nelle sezioni successive è+
quello di determinare la statistica test che permette la partizione dello spazio campionario “ottima”
secondo alcuni criteri. 
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4.1.2. La funzione potenza. Uno strumento per misurare la capacità discriminatoria del test basato su
una statistica è dato dalla cosiddetta funzione potenza. Dato un modello statistico  e il sistema diY)
ipotesi  contro , la funzione potenza del test basato su  è data daL À − L À − X! ! " ") )@ @

T Ð Ñ œ ÐX − ÑX ") Pr) g  ,

dove  è da intendersi nel senso che la probabilità è indotta dalla distribuzione specificata dalPr)
modello con il valore del parametro pari a . Per ogni  la funzione potenza  fornisce la) ) )− T Ð Ñ@! X

probabilità di respingere  quando questa è vera, ovvero la probabilità di commettere il cosiddettoL!

errore di I specie. Analogamente, per ogni  la quantità  fornisce la probabilità di) )− "  T Ð Ñ@" X

accettare  quando è vera , ovvero la probabilità di commettere il cosiddetto errore di II specie.L L! "

Per ogni , la funzione potenza  fornisce la probabilità di accettare  quando questa è) )− T Ð Ñ L@" X "

vera.
Si dice che il test basato su  è al livello di significatività  seX α

sup
)−

X
@!

T Ð Ñ œ) α .

Il livello di significatività  rappresenta la massima probabilità di commettere un errore di I specie.α

• Esempio 4.1.2. Dato un campione casuale da , si consideri il sistema di ipotesi\ µ RÐ ß "Ñ.
L À Ÿ ! L À  !! ". . contro . Entrambe le ipotesi sono composte. Se si suppone che la statistica test
sia , dato che , si può scegliere–

\ œg ‘

g!
"

œ ∞ß
D

8  α

e

g"
"

œ ß∞
D

8   α  .

Questa selezione di  appare logica, in quanto più la realizzazione della media campionaria è elevata,g"
più si è propensi ad accettare l'ipotesi alternativa. Dal momento che risulta  per ogni–

\ µ RÐ ß "Î8Ñ.
. ‘− , allora la funzione potenza è data da

T Ð Ñ œ \   œ Ð 8Ð\  Ñ   D  8 Ñ
D

8

œ "  ÐD  8 Ñ œ Ð 8  D Ñ −

\
"

"

" "

– . . .

F . F . . ‘

Pr Pr. . α
α

α α

   
 

– –

 ,  .

Il grafico della precedente funzione potenza per  e .  è riportato in Figura 4.1.1.8 œ "! œ ! !&α
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Figura 4.1.1. Funzione potenza  per  e . .T Ð Ñ 8 œ "! œ ! !&\
– . α
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Dal momento che  è crescente e cheT Ð Ñ\
– .

sup
.

α α
Ÿ!

\ \ " "T Ð Ñ œ T Ð!Ñ œ Ð  D Ñ œ "  ÐD Ñ œ– –. F F α ,

il test basato su  è al livello di significatività .–
\ α 

4.1.3. Le proprietà del test statistico. Dalla discussione fatta nella precedente sezione risulta
evidente che esiste la possibilità di commettere due tipi di errore decisionale, ovvero può accadere che
la realizzazione della statistica test sia in  quando il vero valore del parametro è in  (errore di Ig @" !

specie) e che la realizzazione della statistica test sia in  quando il vero valore del parametro è in g @! "

(errore di II specie). Dal momento che non si può sperare di rendere contemporaneamente pari a zero
questi tipi di errore, si deve stabilire un insieme di proprietà desiderabili per un test.

Una prima proprietà opportuna per un test è quella della correttezza. Dato un modello statistico Y)
e il sistema di ipotesi  contro , un test basato su  al livello di significativitàL À − L À − X! ! " ") )@ @
α α con funzione potenza  è detto corretto al livello di significatività  seT Ð ÑX )

T Ð Ñ   a −X ") )α @ ,  .

La proprietà della correttezza permette di controllare l'errore di I specie e al tempo stesso assicura che
la probabilità di accettare  quando è vera risulta maggiore dell'errore di I specie.L"

Una seconda proprietà riguarda il comportamento per grandi campioni del test. Se  è unY)ß8
modello statistico per ogni , dato il sistema di ipotesi  contro , si consideri il8 L À − L À −! ! " ") )@ @
test al livello di significatività  basato sulla successione di statistiche . Il test è detto coerenteα ÐX Ñ8 8 "

se

lim
8Ä∞

X "T Ð Ñ œ " a −
8
) ) , .@

La proprietà della coerenza assicura che la probabilità di commettere un errore di II specie tende a !
quando si dispone di grandi campioni.

• Esempio 4.1.3. Dato un campione casuale da , si consideri il sistema di ipotesi\ µ RÐ ß "Ñ.
L À Ÿ ! L À  ! \! ". . contro  (vedi Esempio 4.1.2). Il test basato su  è corretto in quanto si ha–

T Ð Ñ Ÿ Ÿ ! T Ð Ñ   !\ \
– –. α . . α . per ogni  e  per ogni . Dal momento che la successione di funzioni

Ð Ð 8  D ÑÑ "  !F . . " 8 "α  converge uniformemente ad una funzione costante pari ad  per , allora

lim
8Ä∞

XT Ð Ñ œ " a  !
8
. . ,  ,

ovvero il test basato sulla successione di statistiche  risulta coerente.–
Ð\ Ñ8 8 " 

4.1.4. Il test di livello assegnato. Idealmente, si vorrebbe che  fosse più alta possibile quandoT Ð ÑX )
) )− −@ @" ! e la più piccola possibile quando . Come già evidenziato nella sezione precedente,
questi requisiti sono conflittuali tra loro. Un possibile modo di procedere è quello di fissare il livello di
significatività  e scegliere quel test che ha più alta potenza per ogni .α @) − "

Dato un modello statistico  e il sistema di ipotesi  contro , un testY @ @) L À − L À −! ! " ") )
basato su  al livello di significatività  con funzione potenza  è detto uniformemente piùX T Ð Ñα X )
potente al livello di significatività  seα

T Ð Ñ   T Ð Ñ a −X X ") ) )‡  ,  ,@

per ogni altro test basato su una qualsiasi statistica  al livello di significatività .X‡ α
Sfortunatamente i test uniformente più potenti esistono solo in varie situazioni speciali. Per

campioni finiti, è possibile costruire test uniformente più potenti quando entrambe le ipotesi sono
semplici o quando la statistica test ha una particolare struttura. Sotto certe condizioni, in generale si
può costruire test uniformente più potenti quando si dispone di grandi campioni. Questi argomenti
saranno trattati in dettaglio nelle prossime sezioni.
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Con la precedente impostazione del problema l'ipotesi di base e l'ipotesi alternativa vengono
trattate in modo non simmetrico. Questo è giustificato dal fatto che usualmente  costituisce unaL!

affermazione in qualche modo privilegiata e quindi si preferisce controllare il livello di significatività
del test (ovvero l'errore di I specie) che comporta l'erroneo rifiuto di questa ipotesi privilegiata. Anche
se per sviluppare la teoria è necessario fissare il livello di significatività , è bene sottolineare cheα
quando si lavora operativamente non esiste nessuna regola ragionevole per stabilirne la scelta. Questa
considerazione porta al concetto di livello di significatività osservato o valore-P.

Dato un modello statistico  e il sistema di ipotesi  contro , se la regioneY @ @) L À − L À −! ! " ") )
critica del test basato su  è data da , per un determinato valore campionarioX œ Ö> À >   -×g"
> œ XÐB ßá ß B Ñ" 8  si dice livello di significatività osservato la quantità

α9==
−

œ ÐX   >Ñsup Pr
)

)
@!

 ,

mentre, se la regione critica è data da , allora si dice livello di significatività osservatog" œ Ö> À > Ÿ -×
la quantità

α9==
−

œ ÐX Ÿ >Ñsup Pr
)

)
@!

 .

Quando invece la statistica test  ha una distribuzione simmetrica, se la regione critica del test basatoX
su  è data da , si dice livello di significatività osservato la quantitàX œ Ö> À > Ÿ - ß >   - ×g" " #

α9==
− −

œ # ÐX Ÿ >Ñß ÐX   >Ñmin sup Pr sup Pr 
) )

) )
@ @! !

 .

Il livello di significatività osservato rappresenta la probabilità di ottenere, quando  è vera, unL!

valore campionario  di  estremo (nella appropriata direzione) almeno quanto quello osservato.> X
Dunque, il livello di significatività osservato fornisce una misura su quanto l'ipotesi di base risulta
compatibile con i dati campionari. Un livello di significatività osservato basso porta a ritenere poco
compatibile con i dati campionari l'ipotesi di base, mentre con un livello di significatività osservato
elevato è vera l'affermazione contraria.

In una verifica di ipotesi si può semplicemente riportare il livello di significatività osservato,
oppure si può arrivare ad una decisione sull'accettazione di  fissando un livello di significatività .L! α
Se il livello di significatività osservato è minore o uguale ad , allora si respinge , altrimenti siα L!

accetta . Il livello di significatività osservato diventa in questo caso il più elevato livello diL!

significatività per cui si accetta . In questo caso il livello di significatività osservato diventa nonL!

solo uno strumento per la decisione nella verifica di ipotesi, ma anche una misura quantitativa di
questa decisione.

4.2. Il test del rapporto delle verosimiglianze

4.2.1. Il Lemma di Neyman-Pearson. Dato un modello statistico , si supponga che lo spazioY)
parametrico sia composto da due soli punti, ovvero . Si consideri il sistema di ipotesi@ œ Ö ß ×) )! "

L À œ L À œ! ! " ") ) ) ) contro , dove evidentemente entrambe le ipotesi sono semplici. Si desidera
costruire il test corretto al livello di significatività  tale che sia il più potente.α

Al fine di verificare questo sistema di ipotesi, si dice test del rapporto delle verosimiglianze quel
test basato sulla statistica test  (detta appunto rapporto delle verosimiglianze), la cui realizzazioneV
campionaria è data da

< œ
PÐ à B ßá ß B Ñ

PÐ à B ßá ß B Ñ

)

)
! " 8

" " 8
 .
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La statistica test  ha una interpretazione intuitiva, nel senso che se la realizzazioneV
< œ VÐB ßá ß B Ñ <  "" 8 ! è tale che , allora il campione attibuisce maggiore verosimiglianza a )
piuttosto che a  e quindi si è più propensi ad accettare . Alternativamente, se , allora il)" !L <  "
campione attibuisce maggiore verosimiglianza a  piuttosto che a  e quindi si è più propensi ad) )" !

accettare . Di conseguenza, si può scegliere come regione criticaL"

g" œ Ö< À < Ÿ < ×α  ,

dove

Pr)!ÐV Ÿ < Ñ œα α .

Ovviamente,  è equivalente alla regione critica indotta da  sullo spazio campionario data dag" V

V" " 8 " 8œ ÖÐB ßá ß B Ñ À < œ VÐB ßá ß B Ñ Ÿ < ×α  .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato del test è dato da<

α9== œ ÐV Ÿ <ÑPr)!  .

Supponiamo di considerare un test basato su una statistica  corretto al livello di significatività X‡ α
e sia inoltre  la regione critica indotta da  sullo spazio campionario. RisultaV"

‡ ‡X

α / /œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ . œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ . 
V V" "

‡
8 " 8 ! 8 " 8 !) )  ,

da cui

 
V V V V" "" "

‡ ‡ 
8 " 8 ! 8 " 8 !0 ÐB ßá ß B à Ñ . œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .) )/ / ,

dal momento che l'integrale sull'insieme  è comune alle due regioni. Inoltre, seV V" "
‡∩

ÐB ßá ß B Ñ −  ÐB ßá ß B Ñ −" 8 " " 8 " ""
‡V V V V e quindi , dalla definizione di  risulta

0 ÐB ßá ß B à Ñ Ÿ < 0 ÐB ßá ß B à Ñ8 " 8 ! 8 " 8 ") )α  .

Alternativamente, se  e quindi , si haÐB ßá ß B Ñ −  ÐB ßá ß B Ñ − " 8 " " 8 8 ""
‡V V V V

0 ÐB ßá ß B à Ñ  < 0 ÐB ßá ß B à Ñ8 " 8 ! 8 " 8 ") )α  .

Dunque, dalle precedenti relazioni si ottiene

  


V V V V V V
α

V V
α

" " "" " "
‡ ‡ ‡

"
‡

"

  
8 " 8 " 8 " 8 ! 8 " 8 !


8 " 8 "

< 0 ÐB ßá ß B à Ñ .   0 ÐB ßá ß B à Ñ . œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ .

 < 0 ÐB ßá ß B à Ñ .

) ) )

)

/ / /

/ ,

da cui

 
V V V V" "" "

‡ ‡ 
8 " 8 " 8 " 8 "0 ÐB ßá ß B à Ñ .  0 ÐB ßá ß B à Ñ .) )/ / .

Sommando ad ambo i membri l'integrale sull'insieme , si ha infineV V" "
‡∩

 
V V" "

‡

0 ÐB ßá ß B à Ñ .  0 ÐB ßá ß B à Ñ .8 " 8 " 8 " 8 ") )/ / ,

che è equivalente a . Si deve dunque concludere che il test del rapporto delleT Ð Ñ  T Ð ÑV " X ") )‡

verosimiglianze è il più potente fra quelli corretti quando entrambe le ipotesi sono semplici. Questo
risultato costituisce il cosiddetto Lemma di Neyman-Pearson.
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• Esempio 4.2.1. Dato un campione casuale da , si supponga che lo spazio parametrico\ µ RÐ ß "Ñ.
sia  dove  e si consideri il sistema di ipotesi  contro .@ . . . . . . . .œ Ö ß ×  L À œ L À œ! " " ! ! ! " "

Tenendo presente l'Esempio 1.3.1, la determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze è
data da

< œ œ /
- /

- /

 Ð= ÐB Ñ Ñ

 Ð= ÐB Ñ Ñ
8Ð  ÑB Ð  Ñ

8
#

# #
!

8
#

# #
"

! "
8
# ! "

# #
–

–
–

.

.
. . . .  .

Dal momento che  è una funzione biunivoca di , la regione critica  indotta da  è la stessa indotta–< B VV"
da  e quindi i test basati sulle due statistiche sono equivalenti. Inoltre, dal momento che se è vera –

\ L!

si ha , allora–8Ð\  Ñ µ RÐ!ß "Ñ.!

Pr Pr. α .
α

! !
Ð 8Ð\  Ñ Ÿ D Ñ œ \ Ÿ  œ

D

8
  – –  .. . α! !

Di conseguenza, la regione critica del test più potente corretto al livello di significatività  è data daα

g ." !œ B À B Ÿ 
D

8 – –  .α

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta–B

α F .9== !œ Ð\ Ÿ BÑ œ Ð 8ÐB  ÑÑPr.!

– – –  . 

La precedente procedura può essere generalizzata per determinare test uniformente più potenti in
sistemi di ipotesi più complessi quando il rapporto delle verosimiglianze ha una particolare struttura.
Si consideri il sistema di ipotesi  contro , dove la disuguaglianza è daL À œ L À œ ! ! " " !) ) ) ) )
intendersi in senso lessicografico. Questo tipo di ipotesi alternativa è detto direzionale. Supponiano
inoltre che il rapporto delle verosimiglianze  sia una trasformata monotona crescente di una statisticaV
X V X. I test basati su  e  sono equivalenti, dal momento che inducono la medesima regione critica

V" " 8 " 8

" 8 " 8

œ ÖÐB ßá ß B Ñ À < œ VÐB ßá ß B Ñ Ÿ < ×

œ ÖÐB ßá ß B Ñ À > œ XÐB ßá ß B Ñ Ÿ > ×
α

α  ,

dove . Per un dato , il Lemma di Neyman-Pearson assicura che il test basato su Pr)!ÐX Ÿ > Ñ œ Xα α )"
è il più potente. Dal momento che  non dipende dal valore di  in quanto  è una statistica, la> Xα )"
precedente affermazione è valida per ogni  specificato in , ovvero si è ottenuto il test uniformente) L"

più potente per questo sistema di ipotesi.
In maniera analoga, nel caso che si consideri il sistema di ipotesi  controL À œ! !) )

L À œ  V" " !) ) ) , se il rapporto delle verosimiglianze  è una trasformata monotona decrescente di
una statistica , allora il test basato su  è uniformente più potente.X X

Si consideri infine il sistema di ipotesi  contro . Questo tipo di ipotesiL À œ L À Á! ! " !) ) ) )
alternativa è detta bilaterale. Dalla precedente discussione risulta chiaro che per il sistema di ipotesi
precedente non può esistere un test uniformente più potente, dal momento che il rapporto delle
verosimiglianze non può essere contemporaneamente funzione monotona crescente e decrescente di
una statistica .X

• Esempio 4.2.2. Dato un campione casuale da , si supponga che lo spazio parametrico\ µ RÐ ß "Ñ.
sia  e si consideri il sistema di ipotesi  contro . Dall'Esempio@ . . . . .œ Ð ∞ß Ó L À œ L À ! ! ! " !

4.2.1 è noto che il rapporto delle verosimiglianze è una trasformata monotona crescente di . Quindi–
\

il test basato su  è quello uniformente più potente anche in questo sistema di ipotesi. La regione–
\

critica risulta identica a quella dell'Esempio 4.2.1. 
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4.2.2. Il test del rapporto delle verosimiglianze. In questa sezione si generalizza la formulazione del
rapporto delle verosimiglianze al caso in cui una o entrambe le ipotesi siano composte. Dato un
modello statistico  e il sistema di ipotesi  contro , il test del rapporto delleY @ @) L À − L À −! ! " ") )
verosimiglianze è basato sulla statistica test  la cui realizzazione campionaria è data daV

< œ

PÐ à B ßá ß B Ñ

PÐ à B ßá ß B Ñ

max

max
)

)

−
" 8

−
" 8

@

@

!

)

)
 .

Questa statistica test ha un'interpretazione intuitiva, nel senso che se si sta confrontando la
“plausibilità” di un valore  rispetto ad un altro sulla base di un campione , siamo portati a) ÐB ßá ß B Ñ" 8

scegliere quel valore che fornisce la verosimiglianza più alta. Estendendo la discussione fatta nella
precedente sezione, se non esiste un valore  che fornisce una verosimiglianza sensibilmente più alta)
in  rispetto alla verosimiglianza massima in , siamo propensi ad accettare . Ovviamente, si ha@ @! !L
! Ÿ < Ÿ " < " L. Se la realizzazione  è prossima ad  si è più propensi ad accettare , mentre se la!

realizzazione  è prossima ad  si è più propensi ad accettare . Di conseguenza, si può scegliere< ! L"

come regione critica , doveg" œ Ö< À < Ÿ < ×α

sup
)

)
−@

α
!

Pr ÐV Ÿ < Ñ œ α .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato del test è dato da<

α9==
−

œ ÐV Ÿ <Ñsup
)

)
@!

Pr  .

Se risulta  dove  è un vettore a  componenti e  è un vettore a ) ) ) ) )œ Ð ß Ñ Ð5  2Ñ 2E F E F
T T T

componenti, dato il sistema di ipotesi  contro , la realizzazioneL À œ L À Á! " F !FE !E) ) ) )
campionaria della statistica test  è data daV

< œ
P Ð à B ßá ß B Ñ

PÐ à B ßá ß B Ñ

: " 8!E

" 8

)

)s
 ,

che evidenzia la dipendenza di  dalla verosimiglianza profilo.V

• Esempio 4.2.3. Dato un campione casuale da , si consideri il sistema di ipotesi\ µ RÐ ß "Ñ.
L À œ L À Á! ! " !. . . . contro . Tenendo presente l'Esempio 1.3.1 e l'Esempio 3.1.1, la
determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze è data da

< œ œ /
- /

- /

 Ð= ÐB Ñ Ñ

 =
 ÐB Ñ

8
#

# #
!

8
#

#

8
# !

#
–

–
.

.  .

Dal momento che  è una funzione biunivoca di , la regione critica  indotta da  è la–< ÐB  Ñ V. V! "
#

stessa indotta da  e quindi i relativi test sono equivalenti. Inoltre, dal momento che se è vera–
Ð\  Ñ.!

#

L 8Ð\  Ñ µ RÐ!ß "Ñ 8Ð\  Ñ µ <! ! !
# #

" si ha , allora . Tenendo presente che  è una funzione– – . . ;

monotona decrescente di  e dunque si respinge  per realizzazioni elevate di ,– –
ÐB  Ñ L Ð\  Ñ. .! ! !

# #

allora

Pr. α!
Ð8Ð\  Ñ   Ñ œ

–  .. ; α!
# #

"ß"

Di conseguenza, la regione critica del test basato sul rapporto delle verosimiglianze è data da

g . ;" !
# #

"ß"œ ÖB À 8ÐB  Ñ   ×– –  .α

Essendo  per la relazione fra la  e la , la precedente regione critica puòD œ RÐ!ß "Ñ" Î# "ß"
#

"
#

α α; ;

essere anche espressa in modo equivalente come
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 .– – –g . ." ! !
" Î# " Î#

œ B À B Ÿ  ß B   
D D

8 8  α α

Dal momento che la distribuzione di  è simmetrica, se si è osservato il valore campionario , il– –\ B
livello di significatività osservato risulta

α

F . F . F .

9==

! ! !

œ # Ð Ð\ Ÿ BÑß Ð\   BÑÑ

œ # Ð Ð 8ÐB  ÑÑß "  Ð 8ÐB  ÑÑÑ œ # Ð"  Ð 8lB  lÑÑ

min Pr Pr

min
. .! !

– –– –

– – –  .   

4.2.3. La distribuzione per grandi campioni del rapporto delle verosimiglianze. Il test del rapporto
delle verosimiglianze  ha proprietà ottime quando si dispone di grandi campioni. Per semplicità siV8

analizza inizialmente il caso di un solo parametro.
Dato un modello statistico  relativo ad un campionamento casuale, si consideri il sistema diY)

ipotesi  contro  e si supponga che le condizioni )- ) della §3.3.2 sianoL À œ L À Á! ! " !) ) ) ) a g
verificate. Se  è vera, per un dato campione , si consideri l'espansione in serie diL ÐB ßá ß B Ñ −! " 8 8V
Taylor di

log log0 ÐB ßá ß B à Ñ œ 0ÐB à Ñ8 " 8 3

3œ"

8

) )
in , ovvero)!

log log

log

log

0 ÐB ßá ß B à Ñ œ 0 ÐB ßá ß B à Ñ

 0 ÐB ßá ß B à Ñ Ð  Ñ
.

.

 0 ÐB ßá ß B à Ñ Ð  Ñ
" .

# .

8 " 8 ! 8 " 8 8

8 " 8 ! 8
œ

#

# 8 " 8 ! 8
œ

#

) )

)
) ) )

)
) ) )

s

s

s




) )

) )

‡

‡

 ,

dove  rappresenta la stima dell'equazione di verosimiglianza, mentre) Ks s
8 8 " 8œ ÐB ßá ß B Ñ

l  l  l  l) ) ) )! ! 8
‡ s . Dal momento che

.

.
0 ÐB ßá ß B à Ñ ¶ = Ð à B ßá ß B Ñ œ !

)
) )log 8 " 8 8 8 " 8

œ) )‡

s

per l'assunzione ), la precedente relazione può essere riscritta comeb

 # œ  = ÐB ßá ß B à Ñ Ð 8Ð  ÑÑ
0 ÐB ßá ß B à Ñ " .

0 ÐB ßá ß B à Ñ 8 .
log 8 " 8 !

8 " 8 8
8 " 8 8 !

œ

#)

) )
) ) )

s
s 

) )‡
 .

La quantità a primo membro è , dove . Inoltre, in base ai risultati della # < < œ V ÐB ßá ß B Ñlog 8 8 8 " 8

§3.3.2, si ha

 = Ð\ ßá ß\ à Ñ Ð 8Ð  ÑÑ Ä
" .

8 .
 

)
) K ) ;8 " 8 8 !

œ

# #.

"
) )‡

s  ,

da cui segue che

 # V Älog 8
.

"
#;  .

Si è determinata la distribuzione per grandi campioni di una trasformata biunivoca del rapporto
delle verosimiglianze quando  è vera. Dal momento che la regione critica indotta da  èL  # V! 8log
identica a quella indotta da , i relativi test sono equivalenti. Si può dimostrare che il test basatoV8
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sulla successione di statistiche  è coerente al livello di significatività  e che èÐ  # V Ñlog 8 8 " α
uniformente più potente (in senso asintotico) per una vasta classe di test (Wilks, 1962).

Dal momento che  è una funzione monotona decrescente di , si respinge  per # < < Llog !

realizzazioni elevate di . Essendo # Vlog 8

lim Pr
8Ä∞

8 "ß"
#

) α!
Ð  # V   Ñ œlog ; α ,

la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze è data da

g ;8ß" "ß"
#œ Ö< À  # <   ×log α  .

La regione critica per campioni finiti data da , dove , e lag α" œ Ö< À < Ÿ < × ÐV Ÿ < Ñ œα ) αPr
!

regione critica  in generale non coincidono (per un'eccezione si veda l'Esempio 4.2.2). Ing8ß"
particolare, il livello reale di significatività del test  non coincide con il livello nominale diα8

significatività  (ovvero quello prefissato). Dal momento che si vuole controllare al massimo l'erroreα
di I specie, è opportuno che sia  e se il test soddisfa a questa condizione allora è dettoα α8 Ÿ
conservatore. Infine, se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato per<
grandi campioni del test è dato da

α ;8ß9== "
#œ Ð    # <ÑPr log  ,

che ovviamente non coincide in generale con il livello di significatività osservato per campioni finiti
α9== œ ÐV Ÿ <ÑPr)! .

Per ottenere i risultati di questa sezione, è stato implicitamente dimostrato che

M Ð ÑÐ  Ñ Ä8 ! 8 !
# #.

") K ) ;s

e che

M Ð ÑÐ  Ñ Äs s s
8 8 8 !

# #.

"K K ) ; .

Su queste due statistiche si possono dunque costruire test equivalenti al test del rapporto delle
verosimiglianze per grandi campioni.

• Esempio 4.2.4. Dato un campione casuale da , si consideri il sistema di ipotesi\ µ IÐ!ß Ñ5
L À œ L À Á! ! " ! !5 5 5 5 5 contro , dove  è una quantità nota. Tenendo presente l'Esempio 1.3.3 e
l'Esempio 3.1.3, la determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze è data da

< œ œ /
- /

- /

8 8BÎ

8 B8
8 BÎ Ñ8BÎ 8

log

log
log

5 5
5 5

! !

! !

–

–
– –Ð  ,

ovvero  è una funzione (non biunivoca) di . È evidentemente laborioso determinare la distribuzione–< B
per campioni finiti del rapporto delle verosimiglianze. Tuttavia, dal momento che le condizioni
richieste in questa sezione sono soddisfatte, se  è vera risultaL!

 # V œ  #8   #8 Ä
\ #8\

log log8
8 8

! !

.

"
# – –
 .

5 5
;

Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle
verosimiglianze è data da

g ;
5 5

8ß"
! !

"ß"
#œ B À  #8   #8  

B #8B  –
– –

 .log α

Infine, la significatività osservata per grandi campioni risulta
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α ;
5 5

8ß9== "
#

! !
œ    #8   #8

B #8B
Pr  log

– –
 . 

• Esempio 4.2.5. Dato un campione casuale da , si consideri il sistema di ipotesi\ µ F3Ð"ß :Ñ
L À : œ : L À : Á :! ! " ! contro . Tenendo presente l'Esempio 1.3.5 e l'Esempio 3.1.8, la
determinazione campionaria del rapporto delle verosimiglianze è data da

< œ œ /
- /

- /

8B : Ð88BÑ Ð": Ñ

8B BÐ88BÑ Ð"BÑ
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log log

log log
log log
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! !Ð ÐÐ

ovvero  è una funzione (non biunivoca) di . È evidentemente laborioso determinare la distribuzione–< B
per campioni finiti del rapporto delle verosimiglianze. Tuttavia, dal momento che le condizioni
richieste in questa sezione sono soddisfatte, allora se  è vera risultaL!

 # V œ  #8\  #Ð8  8\ Ñ Ä
: "  :

\ " \
log log log8 8 8

! !
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.

"
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Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle
verosimiglianze è data da

g ;8ß"
! !

"ß"
#œ B À  #8B  #Ð8  8BÑ  

: "  :

B "  B
    – – –

– –  .log log α

Infine, la significatività osservata per grandi campioni risulta

α ;8ß9== "
# ! !

œ    #8B  #Ð8  8BÑ
: "  :

B "  B
Pr    – –

– –  .log log 

I precedenti risultati possono essere generalizzati al caso di un vettore di parametri. Se  è unY)
modello statistico relativo ad un campionamento casuale, si consideri il sistema di ipotesi L À œ! !) )
contro  e supponiamo che le condizioni )- ) della §3.3.2 siano verificate. Si puòL À Á" !) ) a g
dimostrare che se  è vera risulta (vedi Wilks, 1962)L!

 # V Älog 8
.

5
#;  .

Dunque, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze è data
da

g ;8ß" 5ß"
#œ Ö< À  # <   ×log α  .

Inoltre, per un dato valore campionario , il livello di significatività osservato per grandi campioni<
risulta

α ;8ß9== 5
#œ Ð    # <ÑPr log  .

Anche nel caso di un vettore di parametri si può dimostrare che (vedi Wilks, 1962)

Ð  Ñ Ð ÑÐ  Ñ ÄK ) ) K )s s
8 ! 8 ! 8 !

.

5
#TI ;

e che

Ð  Ñ Ð ÑÐ  Ñ ÄK ) K K )s s ss8 ! 8 8 8 !
.

5
#T I ; .

Su queste due statistiche si possono costruire test equivalenti a quello del rapporto delle
verosimiglianze quando si dispone di grandi campioni.
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Si supponga infine che  dove  è un vettore a  componenti e  è un vettore) ) ) ) )œ Ð ß Ñ Ð5  2ÑE F E F
T T T

a  componenti. Si consideri il sistema di ipotesi  contro  e supponiamo2 L À œ L À Á! "E !E E !E) ) ) )
che le condizioni )- ) della §3.3.2 siano verificate. Si può dimostrare che se  è vera risulta (vedia g L!

Wilks, 1962)

 # V Älog 8
.

52
#;  ,

ovvero in questo caso i gradi di libertà della distribuzione di  per grandi campioni # Vlog 8

diminuiscono del numero di componenti di  da stimare sotto . Dunque, la regione critica per) L!

grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze è data da

g ;8ß" 52ß"
#œ Ö< À  # <   ×log α  .

Per un dato valore campionario , il livello di significatività osservato per grandi campioni risulta<

α ;8ß9== 52
#œ Ð    # <ÑPr log  .

4.3. Alcune applicazioni del test del rapporto delle verosimiglianze

4.3.1. Il test  di Student ad un campione (bilaterale .> Ñ  Si consideri un campionamento casuale da
\ µ RÐ ß Ñ L À œ L À Á. 8 . . . . e si supponga di voler verificare il sistema di ipotesi  contro .! ! " !

Si ha

@ . 8 . 8 ‘ ‘œ ÖÐ ß Ñ À Ð ß Ñ − ‚ ×

e

@ . 8 . . 8 ‘! !
œ ÖÐ ß Ñ À œ ß − × .

In base ai risultati dell'Esempio 3.1.2, si ottiene

max
Ð ß Ñ−

#

. 8 @
6Ð ß Ñ œ 6ÐBß = Ñ. 8 –  .

Inoltre, tenendo presente la disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con , si ha–. œ =  ÐB  Ñ# #
!.
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# # # #
œ 6Ò ß =  ÐB  Ñ Ó œ 6 Ð Ñ œ 6Ð ß Ñ

. 8 8 . .
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. . . . 8

! ! !
# # # #

! ! : !
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log log log log
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–  .
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La determinazione campionaria di  è data daV

< œ / œ /

œ "  œ "  œ " 
ÐB  Ñ 8ÐB  Ñ >
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! !
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 8  8  8
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: ! !
# # # #8 8

# #
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# # #

. .– –log log

     – –
 ,

. .

dove

> œ
8ÐB  Ñ

=

 –
 .

.!

-

Se  è vera,  è la determinazione campionaria di una statistica  distribuita come una  di StudentL > X >!

con  gradi di libertà, dal momento cheÐ8  "Ñ
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X œ œ
8Ð\  Ñ 8Ð\  ÑÎ

W ÐÐ8  "ÑW Î ÑÎÐ8  "Ñ

  
– –

. . 8

8

! !

- -
#

e che inoltre le statistiche  e  sono indipendenti– 8Ð\  ÑÎ µ RÐ!ß "Ñ Ð8  "ÑW Î µ. 8 8 ;! -
# #

8"

(vedi Esempio 1.2.5). Inoltre  è una funzione monotona decrescente di  e quindi i test costruiti su < l>l V
e  sono equivalenti. Tenendo presente la relazione fra le statistiche  e  e dal momento chelX l X lX l
rifiutare  per piccole determinazioni di  è equivalente a rifiutare  per determinazioni elevate diL V L! !

lX l, la regione critica del test risulta

g" 8"ß" Î# 8"ß" Î#œ Ö> À > Ÿ  > ß >   > ×α α  .

Dal momento che la distribuzione di  è simmetrica, se si è osservato il valore campionario , ilX >
livello di significatività osservato risulta infine

α9== 8"œ # Ð>   l>lÑPr  .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, si noti
tuttavia che per grandi campioni, quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ 8 " 
>

8  "
log log #

 ,

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono due parametri, di cui uno da # V Älog 8
.

"
#;

stimare sotto ipotesi di base.

• Esempio 4.3.1. Gli antichi greci indicavano come rettangolo aureo un rettangolo con un rapporto fra
i lati dato da . . Questo tipo di rettangolo era spesso adoperato nella loro3 œ " ƒ Ð &  "ÑÎ# ¶ ! '")
architettura (per esempio nella struttura del Partenone). I dati della Tavola 4.3.1 riguardano il rapporto
fra i lati di un campione casuale di  rettangoli usati dai nativi americani Shoshoni per decorare le#!
loro tende.

Tavola 4.3.1. Rapporto dei lati dei rettangoli.
rettangolo rettangolo

. .

. .

. .

. .

. .

. .

. .

. .

B B
" ! '*$ "" ! '&%
# ! ''# "# ! '"&
$ ! '*! "$ ! '')
% ! '!' "% ! '!"
& ! &(! "& ! &('
' ! (%* "' ! '(!
( ! '(# "( ! '!'
) ! '#) ") ! '""

3 3

* ! '!* "* ! &&$
"! ! )%% #! ! *$$

. .

. .

Fonte: Dubois (1970)

Si vuole verificare se gli Shoshoni avessero conoscenza del rettangolo aureo, ovvero, supponendo
valido il modello di questa sezione, si vuole verificare il sistema di ipotesi  controL À œ! . 3
L À Á B œ ! ''!& = œ ! !*#&" -. 3. Dal momento che per questi dati è immediato verificare che .  e . ,–

allora si ha . . Di conseguenza, il livello di significatività osservato risulta> œ # !&#*

α9== "*œ # Ð>   # !&#*Ñ œ ! !&%"Pr . .  .

Dato che la significatività osservata è piuttosto bassa, vi è una moderata indicazione a respingere
l'ipotesi di base, ovvero sembra dubbio che gli Shoshoni avessero conoscenza del rettangolo aureo.
Infatti, si può respingere  ad ogni livello di significatività . . Si noti che L  ! !&%"  #! α log
< œ % !!''.  e dunque si ha
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α ;8ß9== "
#œ Ð   % !!''Ñ œ ! !%&$Pr . .  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 

4.3.2. Il test  di Student ad un campione (direzionale).>  Si consideri ancora il modello della §4.3.1 e
si supponga ora di voler verificare il sistema di ipotesi  contro . Dunque, si haL À œ L À ! ! " !. . . .

@ . 8 . . 8 ‘œ ÖÐ ß Ñ À Ÿ ß − ×!


e

@ . 8 . . 8 ‘! !
œ ÖÐ ß Ñ À œ ß − × .

Per quanto riguarda la massimizzazione su  nulla cambia rispetto alla §4.3.1. Inoltre, tenendo@!

presente la disuguaglianza dell'Esempio 3.1.2 con , con un procedimento simile a–. œ =  ÐB  Ñ# #.
quello dell'Esempio 3.1.1, si ha
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max  .– – –
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. . . 8

Di conseguenza la determinazione campionaria di  è data daV

< œ ÐBÑ /  ÐBÑ
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Ð∞ß Ó Ð ß∞Ñ
6 Ð Ñ6ÐBß= Ñ

Ð∞ß!Ó Ð!ß∞Ñ
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 
dove

> œ
8ÐB  Ñ

=

 –
 .

.!

-

Per i motivi esposti nella sezione precedente, quando  è vera,  è la determinazione campionaria diL >!

una statistica  distribuita come una . Dal momento che  è una funzione monotona crescente di ,X > < >8"

allora i test costruiti su  e  sono equivalenti. Inoltre, rifiutare  per piccole determinazioni di  èV X L V!

equivalente a rifiutare  per piccole determinazioni di , e dunque la regione critica del test è dataL X!

da

g" 8"ßœ Ö> À > Ÿ > ×α  .

Infine, per un dato valore campionario , il livello di significatività osservato risulta>

α9== 8"œ Ð> Ÿ >ÑPr  .

È immediato estendere questi risultati al sistema di ipotesi  contro . In questoL À œ L À ! ! " !. . . .
caso la regione critica del test è data da

g" 8"ß"œ Ö> À >   > ×α  ,

mentre il livello di significatività osservato risulta
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α9== 8"œ Ð>   >ÑPr  .

Infine, la statistica  non converge ad una Chi-quadrato, in quanto l'ipotesi di base non è del # Vlog 8

tipo specificato nella §4.2.3.

• Esempio 4.3.2. Su un campione casuale di 20 soggetti in sovrappeso (con un peso corporeo
superiore a 100 chilogrammi) è stato misurato il livello di colesterolo ottenendo i dati della Tavola
4.3.2.

Tavola 4.3.2. Livello di colesterolo (in mg per 100 ml).
soggetto soggettoB B

" $%% "" ##'
# ")& "# "(&
$ #'$ "$ #%#
% #%' "% #&#
& ##% "& "&$
' #"# "' ")$
( ")) "( "$(
) #&! ") #!#
* "%) "* "*%
"! "'* #! #"$

3 3

Fonte: Selvin (1991)

Da numerose esperienze cliniche risulta che il livello di colesterolo nel sangue di una persona sana
è di circa 190 mg per 100 ml. Si sospetta che i soggetti in forte sovrappeso abbiano un livello del
colesterolo più alto della norma e dunque si vuole verificare il sistema di ipotesi 19  controL À œ !! .
L À  ! B œ #"! $ = œ %) $$**" -. 19 . Dal momento che per questi dati si ottiene .  e . , allora si ha–

> œ " )()!. . Di conseguenza, il livello di significatività osservato è dato da

α9== "*œ Ð>   " )()!Ñ œ ! !$(*Pr . .  .

Dal momento che la significatività osservata è bassa, si è propensi ad affermare che i soggetti in
sovrappeso abbiano un livello del colesterolo più alto della norma, in quanto si può respingere  adL!

ogni livello di significatività . .α  ! !$(* 

4.3.3. Il test Chi-quadrato per la verifica di ipotesi sulla varianza. Si consideri un campionamento
casuale da  e si supponga di voler verificare il sistema di ipotesi  contro\ µ RÐ ß Ñ L À œ. 8 8 8! !

L À Á" !8 8 . Anche se questa verifica di ipotesi non si adopera usualmente nella pratica, sarà
utilizzata nel prossimo capitolo per ulteriori sviluppi teorici. Si ha

@ . 8 . 8 ‘ ‘œ ÖÐ ß Ñ À Ð ß Ñ − ‚ ×

e

@ . 8 8 8 . ‘! !œ ÖÐ ß Ñ À œ ß − × .

In base ai risultati dell'Esempio 3.1.2, risulta

max
Ð ß Ñ−

#

. 8 @
6Ð ß Ñ œ 6ÐBß = Ñ. 8 –  .

Inoltre, si ha

6Ð ß Ñ œ -   Ð=  ÐB  Ñ Ñ
8 8

# #
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8 8 8 . 8
8

! !
!

# #

! ! : !
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log log

log log max
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–  .
. 8 @!
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Di conseguenza, la determinazione campionaria di  è data daV
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 ,

dove

? œ
8=#

!8
 .

Quando  è vera,  è la determinazione campionaria di una statistica  distribuita come una Chi-L ? Y!

quadrato con  gradi di libertà (vedi Esempio 1.2.5). In questo caso,  non è una funzioneÐ8  "Ñ <
biunivoca di  e quindi i test costruiti su  e  non sono equivalenti. Tuttavia, dal momento che? V Y
< œ <Ð?Ñ è una funzione prima crescente e successivamente decrescente, allora la regione critica del
test è del tipo , dove  e  vanno scelti in modo tale che  eg" " # " # " #œ Ö? À ? Ÿ - ß ?   - × - - <Ð- Ñ œ <Ð- Ñ
PrÐ-   - Ñ œ " " #8"

#; α. Questa procedura risulta complessa e usualmente si adotta come regione
critica

g ; ;" 8"ß Î# 8"ß" Î#
# #œ Ö? À ? Ÿ ß ?   ×α α  .

Dato che la distribuzione di  non è simmetrica, il livello di significatività osservato non è definito.Y
Tuttavia, dato che per  elevato la distribuzione di  è approssimativamente simmetrica, se si è8 Y
osservato il valore campionario , usualmente si pone?

α ; ;9== 8" 8"
# #œ # Ð Ð Ÿ ?Ñß Ð   ?ÑÑmin  .Pr Pr

Infine, per grandi campioni la quantità

 # < œ  8  ?  8
?

8
log log 

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono due parametri, di cui uno da # V Älog 8
.

"
#;

stimare sotto ipotesi di base.

4.3.4. Il test  di Student a due campioni.>  Si consideri due campioni casuali indipendenti
ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ \ µ RÐ ß Ñ \ µ RÐ ß Ñ"" "8 #" #8 " " # #" #

 e  rispettivamente da  e , ovvero da due. 8 . 8
variabili casuali Normali indipendenti con differenti medie e uguale varianza. Quando si assume
l'omogeneità delle varianze come in questo caso, le variabili casuali sono dette omoschedastiche. Sia
inoltre  la numerosità campionaria globale. Il modello statistico è dato da8 œ 8  8" #

Y . . 8 9
8 8

.
. . 8" # " #

4

ß ß 8 8 "" "8 #" #8 " #

#

4œ" 3œ"

8
43 4

œ 0 À 0 ÐB ßá ß B ß B ßá ß B à ß ß Ñ œ
" B       ,

dove . Si vuole verificare il sistema di ipotesi  controÐ ß ß Ñ − ‚ L À œ œ. . 8 ‘ ‘ . . ." # ! " #
# 

L À Á" " #. . . Dunque, si ha

@ . . 8 . . 8 ‘ ‘œ ÖÐ ß ß Ñ À Ð ß ß Ñ − ‚ ×" # " #
# 

e

@ . . 8 . . 8 ‘! " # " #
œ ÖÐ ß ß Ñ À œ ß − × .

Se  e  rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie della media campionaria  e– –
B = \4 44

#

della varianza campionaria  per il -esimo campione, allora estendendo i risultati dell'Esempio 1.3.1W4
# j

la funzione di log-verosimiglianza è data da
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In maniera analoga all'Esempio 3.1.2, adoperando la disuguaglianza del medesimo esempio con
. œ =A

# , si ha
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Inoltre, tenendo presente che se  è vera si dispone in effetti di un unico campione da , siL RÐ ß Ñ! . 8
ottiene
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Inoltre risulta
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dove si è tenuto presente che  e dove si è posto–
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La precedente relazione evidenzia la classica scomposizione della varianza totale  nella varianza=#

all'interno dei gruppi  e nella varianza fra i gruppi . È facile inoltre verificare che= =A
# #

,

= œ ÐB  B Ñ
8 8

8,
# #" #

# # "
– –  .

Dunque, risulta
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Di conseguenza, la determinazione campionaria di  è data daV
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Le quantità  e  sono le determinazioni campionarie di due statistiche  e  indipendenti.= = W W, ,
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A A

Questo risultato è una generalizzazione dell'Esempio 1.2.5, in quanto le statistiche  e  sonoW W,
# #

A

trasformate rispettivamente delle medie e delle varianze campionarie di campioni indipendenti.
Inoltre, dal momento che
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dove le statistiche  sono indipendenti in quanto i campioni sono indipendenti , per la8 W Î µ4 4
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8 "8 ;
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proprietà ) della §A.3.2, si ha . Dal momento che risultai 8W Î µA
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A ,
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8 8 8

e che , ancora per la proprietà ) della §A.3.2 si deve necessariamente concludere che8W Î µ# #
8"8 ; i

8W Î µ L >,
# #

" !8 ; . Dunque, se  è vera,  è la determinazione campionaria della statistica

X œ 8  # œ œ
W 8 8 Ð8  #Ñ \ \
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 ,

distribuita come una  di Student con  gradi di libertà. Inoltre  è una funzione monotona> Ð8  #Ñ <
decrescente di  e quindi i test costruiti su  e  sono equivalenti. Tenendo presente la relazione fral>l V lX l
le statistiche  e , dal momento che rifiutare  per piccole determinazioni di  è equivalente aX lX l L V!

rifiutare per quelle elevate di , la regione critica del test è data dalX l

g" 8#ß" Î# 8#ß" Î#œ Ö> À > Ÿ  > ß >   > ×α α  .

Dato che la distribuzione di  è simmetrica, se si è osservato il valore campionario , il livello diX >
significatività osservato risulta infine

α9== 8#œ # Ð>   l>lÑPr  .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, si noti
tuttavia che per grandi campioni la quantità

 # < œ 8 " 
>

8  #
log log #

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono tre parametri, di cui due da # V Älog 8
.

"
#;

stimare sotto ipotesi di base.

• Esempio 4.3.3. In un esperimento è stata misurata la secrezione di tromboglobulina urinaria in 12
pazienti sani e in 12 pazienti diabetici. I dati relativi all'esperimento clinico sono riportati nella Tavola
4.3.3.
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Tavola 4.3.3. Secrezione di tromboglobulina.
paziente sano paziente malato

. .

. .

. .

. .

. .
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. .
. .
. .
.
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.
. .
. .

Fonte: van Oost, Veldhayzen, Timmermans e Sixma (1983)

Si sospetta che i pazienti diabetici abbiano una secrezione di tromboglobulina differente dai pazienti
sani, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro . DalL À œ œ L À Á! " # " " #. . . . .
momento che . , . , .  e . , allora . , da– –B œ "$ &$$$ B œ $& #(&! = œ (( %*$* = œ $(' '$$& = œ ##( !'$(" # A" #

# #

cui . . Di conseguenza, il livello di significatività osservato risulta> œ $ $)$)

α9== ##œ # Ð>   $ $)$)Ñ œ ! !!#( . .  .Pr

Dato che la significatività osservata è molto bassa, vi è una forte indicazione a concludere che i
pazienti diabetici abbiano una secrezione di tromboglobulina differente dai pazienti sani. Infatti, si può
respingere  ad ogni livello di significatività . . Risulta .  e dunque siL  ! !!#(  # < œ "! !&'"! α log
ha

α ;8ß9== "
#œ Ð   "! !&'"Ñ œ ! !!"&Pr . . ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 

4.3.5. Il test  di Snedecor per l'omogeneità delle varianzeJ . Si supponga di considerare due
campioni casuali indipendenti  e  rispettivamente da  eÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ \ µ RÐ ß Ñ"" "8 #" #8 " " "" #

. 8
\ µ RÐ ß Ñ# # #. 8 , ovvero da due variabili casuali Normali indipendenti con differenti medie e
varianze. Se inoltre  è la numerosità campionaria globale, il modello statistico è dato da8 œ 8  8" #

Y 9
8 8

.
. . 8 8" # " # " #

4

ß ß ß 8 8 "" "8 #" #8

4œ" 3œ"

# 8

4 4

43 4
œ 0 À 0 ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ

" B        ,

dove  e dove per semplicità di notazione si è eliminato la dipendenzaÐ ß ß ß Ñ − ‚ ‚. . 8 8 ‘ ‘ ‘" # " #
#  

di  dai parametri. Si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro .0 L À œ œ L À Á8 ! " # " " #8 8 8 8 8
Dunque, si ha

@ . . 8 8 . . 8 8 ‘ ‘ ‘œ ÖÐ ß ß ß Ñ À Ð ß ß ß Ñ − ‚ ‚ ×" # " # " # " #
#  

e

@ . . 8 8 8 8 . ‘ . ‘! " # " # " # " #œ ÖÐ ß ß ß Ñ À œ ß − ß − × .

Se  e  rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie della media campionaria  e– –
B = \4 44

#

della varianza campionaria  per il -esimo campione, la funzione di log-verosimiglianza è data daW4
# j

6Ð ß ß ß Ñ œ -    Ð=  ÐB  Ñ Ñ
8 8

# #
. . 8 8 8 .

8
" # " # 4 4 4

4œ"

#
4 4

4
4
# #log log  –  .
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In maniera analoga all'Esempio 3.1.2, adoperando la disuguaglianza del medesimo esempio
rispettivamente con  e , si ha. œ = . œ =" #

# #

6Ð ß ß ß Ñ Ÿ -    œ 6ÐB ß B ß ß Ñ
8

# #

8 =

Ÿ -   = 
8 8

# #

œ 6ÐB ß B ß = ß = Ñ œ 6

. . 8 8 8 8 8
8

" # " # 4 " # " #

4œ"

# #
4 44

4

4œ"

#
4 4

4
#

" # " #
# #

Ð ß ß ß Ñ−

log log

log log

max

  
  

– –

– –
. . 8 8 @" # " #

Ð ß ß ß Ñ. . 8 8" # " #  .

Inoltre, tenendo presente la definizione di  data nella §4.3.4, si ha=A
#

6Ð ß ß ß Ñ Ÿ -   œ 6ÐB ß B ß ß Ñ
8 8=

# #

Ÿ -  =  œ 6ÐB ß B ß = ß = Ñ œ 6Ð ß ß ß Ñ
8 8

# #

. . 8 8 8 8 8
8

. . 8 8

" # " #
A
#

A A A
# # #

" # " # " #
Ð ß ß ß Ñ−

log log

log log max

– –

– –  .
. . 8 8 @" # " # !

Di conseguenza, la determinazione campionaria di  è data daV

< œ / œ / œ /

œ œ
= 8 8

= 8 8

6ÐB ßB ß= ß= Ñ6ÐB ßB ß= ß= Ñ  =  =  Ð =  = Ñ

4œ"

#
A
#

4
#

 8

" # 8 

– – – –
" # " #A A A A

# # # # # # # #
" # 4 4

8
# # #4œ" 4œ"

# #8 84 4

"
# 4 "

# "

log log log log 

       "
# #

" "
# #" #8 # "

" #

 8  8   "   "
8  " Ð8  "Ñ0

Ð8  "Ñ0 8  "
 ,

dove

0 œ
=

=
-"
#

-#
#  .

Dal momento che le statistiche  sono indipendenti in quanto i campioni sonoÐ8  "ÑW Î µ4 -4
# #

8 "8 ;
4

indipendenti, se  è vera,  è una determinazione della statisticaL 0!

J œ œ
W ÐÐ8  "ÑW Î ÑÎÐ8  "Ñ

W ÐÐ8  "ÑW Î ÑÎÐ8  "Ñ
-" -"
# #

-# -#
# #

" "

# #

8

8
 ,

distribuita come una  di Snedecor con  e  gradi di libertà. In questo caso,  non èJ Ð8  "Ñ Ð8  "Ñ <" #

una funzione biunivoca di  e quindi i test costruiti su  e  non sono equivalenti. Tuttavia, notando0 V J
che  è una funzione prima crescente e successivamente decrescente, allora la regione critica< œ <Ð0Ñ
del test è del tipo , dove  e  vanno scelti in modo tale che g" " # " # " #œ Ö0 À 0 Ÿ - ß 0   - × - - <Ð- Ñ œ <Ð- Ñ
e . Questa procedura risulta piuttosto complessa e quindiPrÐ-  J  - Ñ œ " " 8 "ß8 " #" #

α
usualmente si adotta come regione critica

g" 8 "ß8 "ß Î# 8 "ß8 "ß" Î#œ Ö0 À 0 Ÿ J ß 0   J ×
" # " #α α  .

Dato che la distribuzione di  non è simmetrica, il livello di significatività osservato non è definito.J
Tuttavia, dato che per  e  elevati la distribuzione di  è approssimativamente simmetrica, se si è8 8 J" #

osservato il valore campionario , usualmente si pone0

α9== 8 "ß8 " 8 "ß8 "œ # Ð ÐJ Ÿ 0Ñß ÐJ   0ÑÑmin  .Pr Pr
" # " #

Per grandi campioni la quantità

 # < œ 8
=

=
log log  

4œ"

#

4
A
#

4
#
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è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono quattro parametri, di cui tre # V Älog 8
.

"
#;

da stimare sotto ipotesi di base.
Quando non si è sicuri che l'ipotesi di omoschedasticità nella §4.3.4 risulti valida, si dovrebbe

eseguire in maniera preliminare il test analizzato in questa sezione e successivamente, se l'ipotesi di
base è accettata, si dovrebbe procedere con la verifica di ipotesi sulle medie. Tuttavia, se i due test
sono effettuati rispettivamente ai livelli di significatività  e , allora l'ipotesi di uguaglianza delleα α" #

medie verrà accettata al livello , dal momento che si può dimostrare che le dueÐ"  ÑÐ"  Ñα α" #

statistiche test sono indipendenti. Dunque, in effetti il livello di significatività complessivo sarà dato
da . Questa serie di test successivi è detta test in cascata. In generale le statisticheα α α α αœ  " # " #

test di un test in cascata non sono indipendenti e quindi diventa estremamente complesso calcolare il
livello di significatività globale.

• Esempio 4.3.4. Una fabbrica produce un tipo specifico di sfere di acciaio del diametro di 1 micron.
Alla fine di una giornata di produzione sono stati estratti due campioni casuali di 10 sfere fra quelle
prodotte da due macchinari ed è stato misurato il loro diametro, ottenendo i dati della Tavola 4.3.4.

Tavola 4.3.4. Diametro delle sfere (in micron).
sfera mac. 1 sfera mac. 2

. .

. .

. .

. .

. .

. .

. .

. .

. .

.

B B
" " ") " " (#
# " %# # " '#
$ ! '* $ " '*
% ! )) % ! (*
& " '# & " (*
' " !* ' ! ((
( " &$ ( " %%
) " !# ) " #*
* " "* * " *'
"! " $# "!

"3 #3

! **.

Fonte: Romano (1977)

Si vuole controllare se la produzione è sotto controllo, ovvero se i due macchinari producono sfere
con la medesima precisione, e dunque si vuole verificare il sistema di ipotesi  controL À œ œ! " #8 8 8
L À Á B œ " "*%! B œ " %!'!" " # " #8 8 . Dal momento che per questi dati è immediato verificare che . , . ,– –

= œ ! !(&& = œ ! "'&" 0 œ ! %&(%-" -#
# #. , . , allora si ha . . Di conseguenza, il livello di significatività

osservato risulta

α9== *ß*œ # ÐJ   ! %&(%Ñ œ ! #&*#Pr . .  .

Dato che la significatività osservata è abbastanza alta, si può concludere che i due macchinari
producono sfere con la medesima precisione. Infatti, si può accettare  ad ogni livello diL!

significatività . . Dal momento che . , si haα  ! #&*#  # < œ " %*")log

α ;8ß9== "
#œ Ð   " %*")Ñ œ ! ##"*Pr . .  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. Supponiamo di voler verificare inoltre il sistema
di ipotesi  contro . Dal momento che si ha . , alloraL À œ œ L À Á = œ ! "#!$! " # " " # A. . . . .
> œ " #*'&. . Il livello di significatività osservato risulta

α9== ")œ # Ð>   " #*'&Ñ œ ! #""# . .  .Pr

Dato che la significatività osservata è abbastanza alta, si può concludere che i due macchinari
producono sfere con il medesimo diametro. I due test sono in cascata e si può scegliere i livelli di
significatività pari a

α α" #œ œ "  "  ! !& ¶ ! !#&$ . .
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per accettare l'ipotesi di base ad un livello di significatività globale pari a . .α œ ! !& 

4.3.6. Il test  di Student per dati appaiati.>  Si supponga di considerare due campioni casuali
dipendenti  e , relativi ad un gruppo di  soggetti su cui è stata osservataÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ 8"" "8 #" #8

una certa variabile casuale prima e dopo un trattamento. In questo caso l'obiettivo è quello di valutare
l'efficacia del trattamento. I dati di questo tipo sono detti dati appaiati. Al fine di analizzare queste
osservazioni si costruisce il nuovo campione casuale , dove . SupponendoÐ. ßá ß . Ñ . œ B  B" 8 3 #3 "3

che questo ultimo campione casuale provenga da , la verifica dell'efficacia delH µ RÐ ß Ñ. 8
trattamento si riduce a considerare il sistema di ipotesi  contro  (oL À œ ! L À Á !! ". .
eventualmente l'opportuno sistema di ipotesi direzionale). In questo caso, è sufficiente applicare le
procedure di verifica di ipotesi basate sul test  di Student discusse nelle §4.3.1 e §4.3.2.>

• Esempio 4.3.5. Su 8 pazienti con anemia cronica grave è stato misurato l'indice di infarto prima e
dopo un trattamento medico e i relativi dati sono stati riportati nella Tavola 4.3.5.

Tavola 4.3.5. Indice di infarto dei pazienti con anemia (in ml/battito/m ).#

paziente prima dopo .
" "!* &'  &$
# &( %%  "$
$ &$ && #
% &( %!  "(
& ') '#  '
' (# %'  #'
( &" %*  #
) '& %"  #%

3

Fonte: Bhatia, Manchanda e Roy (1969)

Per vedere se il trattamento è stato effettivo e quindi per determinare se l'indice di infarto è
diminuito, si vuole verificare dunque il sistema di ipotesi  contro . Dal momentoL À œ ! L À  !! ". .
che si ha .  e . , allora . . Dunque, il livello di significatività–

. œ  "( $(&! = œ "' $)%& > œ  # )!&&-

osservato risulta

α9== (œ Ð> Ÿ  # )!&&Ñ œ ! !"$#Pr . .  .

Dato che la significatività osservata è piuttosto bassa, si deve concludere che il trattamento è stato
effettivo, dal momento che si può respingere  ad ogni livello di significatività . .L  ! !"$#! α 

4.3.7. L'analisi della varianza ad un criterio. Si supponga di considerare  campioni casuali7
indipendenti  rispettivamente dalle variabili casuali , ovvero da ÐB ßá ß B Ñ \ µ RÐ ß Ñ 74" 48 4 44

. 8

variabili casuali Normali indipendenti con differenti medie e uguale varianza. Sia inoltre 8 œ 8
4œ"
7

4

la numerosità campionaria globale. In questo caso, il modello statistico è dato da

Y 9
8 8

.
. . 8" 7 " 7

4

ßáß ß 8 8 "" "8 7" 78

4œ" 3œ"

7 8
43 4

œ 0 À 0 ÐB ßá ß B ßá ß B ßá ß B Ñ œ
" B       ,

dove  e dove per semplicità di notazione si è eliminato la dipendenza diÐ ßá ß ß Ñ − ‚. . 8 ‘ ‘" 7
7 

0 L À œ á œ œ8 ! " 7 dai parametri. Si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro. . .
L À Á b4 Á 6 œ "ßá ß7" 4 6. . , . Dunque, si ha

@ . . 8 . . 8 ‘ ‘œ ÖÐ ßá ß ß Ñ À Ð ßá ß ß Ñ − ‚ ×" 7 " 7
7   ,

mentre

@ . . 8 . . 8 ‘! " 7 " 7
œ ÖÐ ßá ß ß Ñ À œ á œ ß − × .
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Se  e  rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie della media campionaria  e– –
B = \4 44

#

della varianza campionaria  per il -esimo campione, allora estendendo i risultati della §4.3.4 laW4
# j

funzione di log-verosimiglianza è data da

6Ð ßá ß ß Ñ œ -    Ð=  ÐB  Ñ Ñ
8 8

# #

œ -    8 ÐB  Ñ
8 8= "

# # #

. . 8 8 .
8

8 .
8 8

" 7 4 4

4œ"

7
4 4

4
# #

A
#

4œ"

7

4 4 4
#

log log

log log

  


–

–  ,

dove

= œ 8 =
"

8A 4
# #

4œ"

7

4  .

In maniera analoga alla §4.3.4, si ha

6Ð ßá ß ß Ñ Ÿ -   œ 6ÐB ßá ß B ß Ñ
8 8=

# #

Ÿ -  =  œ 6ÐB ßá ß B ß = Ñ
8 8

# #
œ 6Ð ßá ß ß Ñ

. . 8 8 8
8

. . 8

" 7 " 7
A
#

A A
# #

" 7

Ð ßáß ß Ñ−
" 7

log log

log log

max

– –

– –

 .
. . 8 @" 7

Inoltre, tenendo presente che se  è vera si dispone in effetti di un unico campione da una ,L RÐ ß Ñ! . 8
allora

6Ð ßá ß ß Ñ Ÿ 6ÐBßá ß Bß = Ñ œ 6Ð ßá ß ß Ñ. . 8 . . 8– –  ,#

Ð ßáß ß Ñ−
" 7max

. . 8 @" 7 !

dove

B œ 8 B
"

8
– –

4œ"

7

4 4

e

= œ ÐB  BÑ
"

8
# #

4œ" 3œ"

7 8

434

–  .

In completa analogia con la §4.3.4, si ha dunque , dove= œ =  =# # #
A ,

= œ 8 ÐB  BÑ
"

8,
# #

4œ"

7

4 4 – –  .

Di conseguenza, risulta

6ÐBßá ß Bß = Ñ œ -  = 
8 8

# #
– –  .# #log log

In questo caso, la determinazione campionaria di  è data daV

< œ / œ /

œ "  œ " 
=
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" 7 A A
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0 œ
Ð8 7Ñ=

Ð7  "Ñ=
,
#

A
#

 .

Tenendo presente i risultati della §4.3.4,  e  sono le determinazioni campionarie di due statistiche= =,
# #

A

W W 8W Î œ 8 W Î,
# # # #

A A 4œ"
7

4 4 e  indipendenti. Inoltre, dal momento che , dove le statistiche8 8
8 W Î µ 8W Î µ4 4

# # # #
8 " A 878 ; 8 ;
4

 sono indipendenti, per la proprietà ) della §A.3.2, si ha . Risultai

8W 8W
œ 

8W# #
A ,

#

8 8 8

mentre si ha  di nuovo per la proprietà ) della §A.3.2, e quindi si deve necessariamente8W Î µ# #
8"8 ; i

concludere che . Dunque, se  è vera,  è la determinazione campionaria della8W Î µ L 0,
# #

7" !8 ;
statistica

J œ œ
Ð8 7ÑW Ð8W Î ÑÎÐ7  "Ñ

Ð7  "ÑW Ð8W Î ÑÎÐ8 7Ñ
, ,
# #

A A
# #

8

8
 ,

distribuita come una  di Snedecor con  e  gradi di libertà. In questo caso,  è unaJ Ð7 "Ñ Ð8 7Ñ <
funzione monotona decrescente di  e quindi i test costruiti su  e  sono equivalenti. Dal momento0 V J
che rifiutare  per piccole determinazioni di  è equivalente a rifiutare per determinazioni elevate diL V!

J , la regione critica del test è data da

g" 7"ß87ß"œ Ö0 À 0   J ×α  .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine0

α9== 7"ß87œ ÐJ   0ÑPr  .

Anche se la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, per grandi campioni

 # < œ 8 " 
Ð7 "Ñ0

8 7
log log  ,

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono  parametri, di cui # V Ä Ð7 "Ñlog 8
.

7"
#;

due da stimare sotto ipotesi di base.

• Esempio 4.3.6. In tre zone nei pressi di Bimini Lagoon alle Bahamas sono stati effettuati alcuni
prelievi di acqua e sono stati misurati i relativi coefficienti di salinità (numero di parti per mille)
ottenendo in questa maniera i dati della Tavola 4.3.6.

Tavola 4.3.6. Indici di salinità (numero di parti per mille).
zona 1 zona 2 zona 3
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Fonte: Till (1974)
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Si è interessati a determinare se la salinità è identica nelle tre zone considerate, ovvero il sistema di
ipotesi  contro , . Dal momento cheL À œ œ œ L À Á b4 Á 6 œ "ß #ß $! " # $ " 4 6. . . . . .
B œ $( $"$$ B œ %! "!$) B œ $) )*#! = œ ! $!!) = œ ! #%(" = œ ! #$%)– – –. , . , . , . , .  e . , allora" # $ " # $

# # #

= œ ! #'%& = œ " #*$% 0 œ '' !#"!A
# #

,.  e . , da cui . . Di conseguenza, il livello di significatività osservato
risulta

α9== #ß#(œ ÐJ   '' !#"!Ñ ¶ !Pr .  .

Dato che la significatività osservata è estremamente bassa, vi è una forte indicazione a concludere che
le salinità sono differenti nelle tre zone considerate. Inoltre .  e dunque si ha # < œ &$ #!!!log

α ;8ß9== #
#œ Ð   &$ #!!!Ñ ¶ !Pr .  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 

4.3.8. La regressione lineare. Si consideri il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8 e si
supponga di voler verificare il sistema di ipotesi  contro . Dunque,L À , œ ! L À , Á !! "

@ 8 8 ‘ ‘œ ÖÐ+ß ,ß Ñ À Ð+ß ,ß Ñ − ‚ ×# 

e

@ 8 ‘ 8 ‘!
œ ÖÐ+ß ,ß Ñ À , œ !ß + − ß − × .

In base ai risultati dell'Esempio 3.1.5, si ha
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Inoltre, si ha
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# # # # # #( (
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#
DC

# #
D C

œ
=

= =

è il coefficiente di determinazione lineare. È noto che l'indice  rappresenta la percentuale di(#

variabilità spiegata dal modello lineare (vedi Fattorini, 1997). Dunque, la varianza totale  può essere=C
#

scomposta in una parte spiegata dal modello lineare, ovvero , ed in una parte residua, ovvero . In= =# #
= <

questo caso, la determinazione campionaria di  è data daV
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0 œ Ð8  #Ñ
=

=
=
#

<
#

 .

Tenendo presente i risultati della §3.1.5, essendo , allora  e  sono le determinazioni= œ = , = =# # # #
= D < =

#s

campionarie di due statistiche  e  indipendenti. Inoltre, dal momento che  eW W 8W Î µ< = <
# # # #

8#8 ;

8W Î œ 8= F Î µ L 0= D
# # ##

" !8 8 ;s , se  è vera,  è la determinazione campionaria di una statistica

J œ Ð8  #Ñ œ
W 8W Î

W Ð8W Î ÑÎÐ8  #Ñ
= =
# #

< <
# #

8

8
 ,

distribuita come una  di Snedecor con  e  gradi di libertà. In questo caso,  è una funzioneJ " Ð8  #Ñ <
monotona decrescente di  e quindi i test costruiti su  e  sono equivalenti. Dal momento che0 V J
rifiutare  per piccole determinazioni di  è equivalente a rifiutare per determinazioni elevate di ,L V J!

la regione critica del test è data da

g" "ß8#ß"œ Ö0 À 0   J ×α  .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine0

α9== "ß8#œ ÐJ   0ÑPr  .

• Esempio 4.3.7. Su 36 piante di eucalipto sono state rilevate rispettivamente la densità e la durezza di
Janka, ottenendo in questa maniera i dati della Tavola 4.3.7.

Tavola 4.3.7. Densità e durezza degli eucalipti.
eucalipto densità durezza eucalipto densità durezza
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. .
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Fonte: Williams (1959)

Si noti che la durezza di Janka è una importante caratteristica del legname che risulta tuttavia
difficilmente rilevabile, mentre la densità può essere misurata in modo semplice. Sarebbe dunque
opportuna l'esistenza di un legame lineare fra le due quantità, in modo tale che la durezza di Janka
possa essere prevista sulla base della densità. Di conseguenza, si è interessati a verificare il sistema di
ipotesi  contro . Una volta considerati gli scarti delle misurazioni relative allaL À , œ ! L À , Á !! "

densità, è immediato verificare che .  e . . Inoltre, dal momento che+ œ "%'* %(## , œ &( &!'(s s

(# œ ! *%*$ 0 œ '$' *(*%. , si ottiene . . Dunque, il livello di significatività osservato risulta

α9== "ß$%œ ÐJ   '$' *(*%Ñ ¶ !Pr .  .
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Dato che la significatività osservata è estremamente bassa, vi è una netta indicazione a concludere che
esiste un forte legame lineare fra la durezza di Janka e la densità. In effetti l'indice  evidenzia che(#

circa il % della variabilità è spiegata dal modello lineare.*&
I dati della Tavola 4.3.7 sono rappresentati graficamente nella Figura 4.3.1 insieme con la retta di

regressione. 
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Figura 4.3.1. Diagramma per punti e retta di regressione per i dati della Tavola 4.3.7.

4.3.9. I test per dati categoriali. Si supponga di disporre di un campione casuale di  osservazioni da8
una variabile qualitativa  che assume valori su  categorie esaustive e mutuamente esclusive. Sia\ 5
inoltre  la probabilità di osservare un valore nella -esima categoria e sia  la frequenza assoluta di: 84 4j
osservazioni nella medesima categoria. Ovviamente, si ha . L'informazione campionaria è

4œ"
5

48 œ 8

contenuta nel vettore di frequenze , dette appunto frequenze osservate. Dal momento cheÐ8 ßá ß 8 Ñ" 5

il campione è casuale e che le categorie sono esaustive e mutuamente esclusive, allora  èÐ8 ßá ß 8 Ñ" 5

la realizzazione di un vettore casuale  distribuito come . TenendoÐR ßá ßR Ñ Q?Ð8à : ßá ß : Ñ" 5 " 5

presente che  e che quindi solo i primi  parametri sono distinti, il modello: œ "  : Ð5  "Ñ5 44œ"
5"

statistico in questo caso è dato da

Y: ßáß: 8 8 " 5 " 5" " 5
" 5 4œ"

5

4
8

E" 5"

4œ 0 À 0 Ð8 ßá ß 8 à : ßá ß : Ñ œ : Ð8 ßá ß 8 Ñ
8

8 á8    " ,

dove l'insieme  è definito nella §A.2.2, mentre  eE Ð: ßá ß : Ñ − W" 5" 5"

W œ Ð: ßá ß : Ñ À : − Ð!ß "Ñß : Ÿ "ß 4 œ "ßá ß 5  "5" " 5" 4 4

4œ"

5"   .

Si vuole verificare il sistema di ipotesi , , contro ,L À : œ : 4 œ "ßá ß 5  " L À : Á :! 4 !4 " 4 !4

b4 œ "ßá ß 5  " Ð: ßá ß : Ñ − W : œ "  :, dove  e . Si ha!" 5" 5 4!Ð5"Ñ 4œ"
5"

0 0
@ œ ÖÐ: ßá ß : Ñ À Ð: ßá ß : Ñ − W ×" 5" " 5" 5"  ,

mentre risulta

@! " 5" 4 !4œ ÖÐ: ßá ß : Ñ À : œ : ß 4 œ "ßá ß 5  "× .

Per evidenti motivi le componenti del vettore  sono dette frequenze attese. Quindi, seÐ8: ßá ß 8: Ñ!" !5

si pone , la funzione di log-verosimiglianza è data da: œ 8 Î8s4 4
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6Ð: ßá ß : Ñ œ -  8 : : Ð: ßá ß : Ñ − W" 5" 4 " 5" 5"

4œ"

5

4log logs  ,  .

Tenendo presente la disuguaglianza della teoria dell'informazione

 
4œ" 4œ"

5 5

4 4 4 4+ , Ÿ + +log log ,

dove ,  e  (vedi Rao, 1973), si ottiene+  ! ,  ! + œ , œ "4 4 4 44œ" 4œ"
5 5 

6Ð: ßá ß : Ñ œ -  8 : : Ÿ -  8 : :

œ 6Ð: ßá ß : Ñ œ 6Ð: ßá ß : Ñ

" 5" 4

4œ" 4œ"

5 5

4 4 4

" 5"
Ð: ßáß: Ñ−

" 5"

log log log log

max

 s s s

s s
" 5" @

 .

Inoltre, è immediato verificare che

6Ð: ßá ß : Ñ œ 6Ð: ßá ß : Ñ!" " 5"!Ð5"Ñ
Ð: ßáß: Ñ−

max
" 5" !@

 .

La determinazione campionaria di  è data daV

< œ / œ /

œ
:

:

6Ð: ßáß: Ñ6Ð: ßáß: Ñ 8 : : 8 : :

4œ"

5
!4

4

8:

!" !4!Ð5"Ñ " 5" 4 4 44œ" 4œ"
5 5

4

s s s s s

s

 log log

  s
 .

La distribuzione per campioni finiti di  non può essere ottenuta in modo semplice e quindi èV
conveniente adoperare i risultati per grandi campioni. Dunque, la quantità

 # < œ  #8 :
:

:
log log  

4œ"

5

4
!4

4
s

s

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono  parametri. # V Ä Ð5  "Ñlog 8
.

5"
#;

Tenendo presente le proprietà della Multinomiale (vedi §A.2.2), si ha

I8 !" !Ð5"Ñ

R
: : : :

R R R

R R R
: : : :

R

R R R
: :
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Dunque, sulla base della discussione fatta nella §4.2.3, una statistica che fornisce un test equivalente a
 # Vlog 8 per grandi campioni è data da
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U œ Ð:  : ßá ß :  : Ñ Ð: ßá ß : ÑÐ:  : ßá ß :  : Ñ

œ 
8Ð:  : Ñ 8Ð:  : ÑÐ:  : Ñ

: :

8 !" 8 !" !"" 5" " 5"!Ð5"Ñ !Ð5"Ñ !Ð5"Ñ

4œ" 4œ"

5" 5" 5"
4 4 6!4 !4 !6

#

!4 6œ"

s s s s

s s s
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4 !4

#

!4 !5
4 !4

#

4œ" 4œ"

5" 5
4 4 !4!4
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!4 !5 !4
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# #

œ  Ð:  : Ñ
Ð8:  8: Ñ
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8

œ  œ
Ð8:  8: Ñ

8: : 8:

8Ð:  : Ñ Ð8  8: Ñ

  
 

s
s

s s
 .

La statistica test  è la cosiddetta statistica di Pearson. Dato che  ha le medesime proprietà perU U8 8

grandi campioni di  allora risulta . Tuttavia, si può dimostrare che  converge # V U Ä Ulog 8 8 8
.

5"
#;

più rapidamente di  (vedi Ferguson, 1996). Infatti, una numerosità campionaria di  è # V 8   #&log 8

solitamente adeguata per l'approssimazione per grandi campioni, qualora nessuna delle frequenze
attese sia minore di . In caso contrario, si può raggruppare le categorie in modo da ottenere frequenze"
attese maggiori di  per ogni categoria. Infine, la regione critica per grandi campioni di  è data da" U8

g ;8ß" 5"ß"
#œ Ö; À ;   ×α  ,

mentre per un dato valore campionario  il livello di significatività osservato risulta;

α ;8ß9== 5"
#œ Ð   ;ÑPr  .

• Esempio 4.3.8. In un esperimento di genetica sono stati considerati ibridi di pomodoro con un
rapporto atteso di quattro fenotipi pari a 9 3 3 1. I dati della Tavola 4.3.8 sono relativi al numeroÀ À À
di piante generate per ogni fenotipo.

Tavola 4.3.8. Numero di piante di pomodoro per fenotipo.
Fenotipo Frequenze osservate

Alto, foglia corta
Alto, foglia a patata
Nano, foglia corta
Nano, foglia a patata

*#'
#))
#*$
"!%

Fonte: McArthur (1931)

Si vuole verificare sperimentalmente i risultati della teoria genetica, ovvero il sistema di ipotesi
L À : œ *Î"'ß : œ $Î"'ß : œ $Î"' L À : Á : ß b4 Á 6 œ "ß #ß $! " # $ " 4 !4 contro  . Ovviamente risulta
: œ "Î"' 8 œ "'"" : œ ! &(%) : œ ! "())% " #. Dal momento che , allora è immediato ricavare che . , . ,s s
: œ ! ")"* : œ ! !'%&  # < œ " %(('s s$ %.  e . . Dunque, risulta . , con un livello di significativitàlog
osservato per grandi campioni

α ;8ß9== $
#œ Ð   " %(('Ñ œ ! ')(&Pr . .  .

Inoltre, si ha . , con un livello di significatività osservato per grandi campioni; œ " %')(

α ;8ß9== $
#œ Ð   " %')(Ñ œ ! ')*&Pr . .  .

Data l'elevata numerosità campionaria i due test forniscono ovviamente risultati quasi equivalenti, e
quindi si deve concludere che i risultati teorici sono in questo caso supportati dall'evidenza empirica.

4.3.10. I test per l'indipendenza nelle tavole di contingenza. Si supponga di disporre di un
campione casuale di  osservazioni da una coppia di variabili qualitative  che assumono valori8 Ð\ß ] Ñ
rispettivamente su  e  categorie esaustive e mutuamente esclusive. Sia inoltre  la probabilità di5 2 :46
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osservare un valore contemporaneamente nella -esima categoria di  e nella -esima categoria di  ej l\ ]
sia  la frequenza assoluta di osservazioni nella medesima categoria. Ovviamente, risulta che846   

4œ" 6œ" 6œ" 4œ"
5 2 2 5

46 46 4 46 68 œ 8 8 œ 8 8 œ 8. Inoltre, si pone  e . Questo tipo di osservazioni
campionarie viene usualmente organizzato nella cosiddetta tabella di contingenza (vedi Tavola 4.3.9).

Tavola 4.3.9. Tabella di contingenza.
" # â 6 â 2

" 8 8 â 8 â 8 8
# 8 8 â 8 â 8 8
ã ã ã ä ã ã ã
4 8 8 â 8 â 8 8
ã ã ã ã ä ã ã
5 8 8 â 8 â 8 8

8 8 â 8 â 8 8

Totale

Totale

"" "# "6 "2 "

#" ## #6 #2 #

4" 4# 46 42 4

5" 5# 56 52 5

" # 6 2

Si noti che l'informazione campionaria è contenuta nel vettore di frequenze
Ð8 ßá ß 8 ßá ß 8 ßá ß 8 Ñ"" "2 5" 52 . Dal momento che il campione è casuale e che le categorie sono
esaustive e mutuamente esclusive, allora  è la realizzazione di unÐ8 ßá ß 8 ßá ß 8 ßá ß 8 Ñ"" "2 5" 52

vettore casuale . Tenendo presente che solo i primi Q?Ð8à : ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ Ð52  "Ñ"" "2 5" 52

parametri sono distinti, il modello statistico in questo caso è dato da

Y: ßáß: ßáß: ßáß: 8 8 "" "2 5" 52

"" "2 5" 52 4œ"

5 2

6œ"
46
8

E "" "2 5" 52

"" "2 5" 5Ð2"Ñ

46

œ 0 À 0 Ð8 ßá ß 8 ßá ß 8 ßá ß 8 Ñ œ

œ : Ð8 ßá ß 8 ßá ß 8 ßá ß 8 Ñ
8

8 á 8 á 8 á 8


   "  ,

dove per semplicità di notazione si è eliminato la dipendenza di  dai parametri e dove l'insieme  è0 E8

definito nella §A.2.2, mentre  eÐ: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ − W"" "2 5" 5Ð2"Ñ 5Ð2"Ñ

W œ Ð: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ À : − Ð!ß "Ñß : Ÿ "5Ð2"Ñ 5Ð2"Ñ"" "2 5" 46 46

4œ"

5 2"

6œ"
   .

Si denoti ora con  la probabilità di avere una osservazione nella -esima categoria di , ovvero: \4 j
: œ : : ]4 46 6

2
6œ"

 , e con  la probabilità di avere una osservazione nella -esima categoria di , ovverol
: œ :6 46

5
4œ"

 . Risulta dunque interessante verificare l'indipendenza delle due variabili categoriali,
ovvero il sistema di ipotesi , contro L À : œ : : ß 4 œ "ßá ß 5ß 6 œ "ßá2 L À : Á : : ß! 46 4 6 " 46 4 6

b4 œ "ßá ß 5ß 6 œ "ßá ß 2. Dunque, si ha

@ œ ÖÐ: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ À Ð: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ − W ×"" "2 5" "" "2 5"5Ð2"Ñ 5Ð2"Ñ 5Ð2"Ñ

e

@! "" "2 5" 46 4 65Ð2"Ñœ ÖÐ: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ À : œ : : ß 4 œ "ßá ß 5ß 6 œ "ßá2× .

Quindi, se si pone , la funzione di log-verosimiglianza è data da: œ 8 Î8s46 46

6Ð: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ œ -  8 : :"" "2 5" 465Ð2"Ñ

4œ"

5 2

6œ"
46log logs  ,

con . Tenendo presente i risultati della §4.3.9, si ottieneÐ: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ − W"" "2 5" 5Ð2"Ñ 5Ð2"Ñ

inoltre
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6Ð: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ œ -  8 : :

Ÿ -  8 : : œ 6Ð: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ

œ

"" "2 5" 465Ð2"Ñ

4œ"

5 2

6œ"
46

4œ"

5 2

6œ"
46 46 "" "2 5" 5Ð2"Ñ

Ð: ßáß:

log log

log log

max




s

s s s s s s

"" "2 5" 5Ð2"Ñßáß: ßáß: Ñ−
"" "2 5" 5Ð2"Ñ

@
6Ð: ßá ß : ßá ß : ßá ß : Ñ .

In modo analogo alla §4.3.9, e tenendo presente che sotto ipotesi di base la verosimiglianza dipende
solo da , posto  e  si haÐ: ßá ß : ß : ßá ß : Ñ : œ 8 Î8 : œ 8 Î8" " 4 6Ð5"Ñ Ð2"Ñ 4 6s s

6Ð: ßá ß : ß : ßá ß : Ñ œ -  8 : :  8 : :

Ÿ -  8 : :  8 : : œ 6Ð: ßá ß :

" " 4 6Ð5"Ñ Ð2"Ñ

4œ"

5 2

4 6
6œ"

4œ"

5 2

4 4 6 6 " Ð5"Ñ
6œ"

log log log

log log log

 
 

s s

s s s s s s ß : ßá ß : Ñ

œ 6Ð: ßá ß : ß : ßá ß : Ñ

s s" Ð2"Ñ

Ð: ßáß: ß: ßáß: Ñ−
" "Ð5"Ñ Ð2"Ñmax

" " !Ð5"Ñ Ð2"Ñ @
 .

La determinazione campionaria di  è data daV

< œ /

œ /

6Ð: ßáß: ß: ßáß: Ñ6Ð: ßáß: ßáß: ßáß: Ñ

8 : : 8 : : 8 : :

s s s s s s s s

s s s s s s

" Ð5"Ñ " Ð2"Ñ "" "2 5" 5Ð2"Ñ

4œ" 6œ" 4œ" 6œ"
5 2 5 2

4 4 6 6 46
   log log log 46

4 6

46

œ

: :

:

 
 

4œ"

5 2

4

8:

6œ"
6
8:

4œ"

5 2

6œ"
46

8:

s s

s

s s

s

È evidente che la distribuzione per campioni finiti di  non può essere ottenuta in modo semplice eV
quindi è conveniente adoperare i risultati per grandi campioni. Dunque la quantità

 # < œ  #8 : :  : :  : :log log log log   
4œ" 4œ"

5 2 5 2

4 4 6 6 46 46
6œ" 6œ"

s s s s s s

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono  parametri, # V Ä Ð52  "Ñlog 8
.

Ð5"ÑÐ2"Ñ
#;

di cui  da stimare sotto ipotesi di base.Ð5  2  #Ñ
Con una dimostrazione analoga a quella della §4.3.9, una statistica che fornisce un test equivalente

a  per grandi campioni è data da # Vlog 8

U œ
Ð8  8: : Ñ

8: :
8

4œ"

5 2

6œ"

46 4 6
#

4 6

 s s

s s
 ,

detta statistica di Pearson per l'indipendenza. Dato che  ha le medesime proprietà per grandiU8

campioni di  allora si ha . Anche in questo caso una numerosità # V U Älog 8 8
.

Ð5"ÑÐ2"Ñ
#;

campionaria di  è solitamente adeguata per l'approssimazione per grandi campioni, qualora8   #&
nessuna delle frequenze attese sia minore di . Infine, la regione critica per grandi campioni di  è" U8

data da

g ;8ß" Ð5"ÑÐ2"Ñß"
#œ Ö; À ;   ×α  ,

mentre per un dato valore campionario  il livello di significatività osservato risulta;
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α ;8ß9== Ð5"ÑÐ2"Ñ
#œ Ð   ;ÑPr .

• Esempio 4.3.9. I dati della tabella di contingenza della Tavola 4.3.10 sono stati raccolti durante uno
studio della malattia di Hodgkin. Ognuno dei 538 malati è stato classificato per tipologie istologiche
(indicate con le sigle LP, NS, MC e LD) e per la risposta dopo tre mesi di trattamento.

Tavola 4.3.10.
positiva parziale nessuna Totale

LP
NS
MC
LD

Totale

(% ") "# "!%
') "' "# *'
"&% &% &) #''
") "! %% (#
$"% *) "#' &$)

Fonte: Dunsmore e Daly (1987)

Si vuole verificare che la risposta al trattamento è indipendente dalla tipologia istologica del malato,
ovvero il sistema di ipotesi , contro L À : œ : : ß 4 œ "ß #ß $ß %ß 6 œ "ß #ß $ L À : Á : : ß! 46 4 6 " 46 4 6

b4 œ "ß #ß $ß %ß 6 œ "ß #ß $  # < œ ') #*&& . È immediato ricavare che . , con un livello dilog
significatività osservato per grandi campioni

α ;8ß9== '
#œ Ð   ') #*&&Ñ ¶ !Pr .  .

Inoltre, si ha . , con un livello di significatività osservato per grandi campioni; œ (& )*!"

α ;8ß9== '
#œ Ð   (& )*!"Ñ ¶ !Pr .  .

Data l'elevata numerosità campionaria due test forniscono ovviamente risultati quasi equivalenti,
ovvero si deve concludere che la risposta al trattamento dipende dalla tipologia istologica del malato.


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Capitolo 5

La stima per intervalli

5.1. Gli intervalli di confidenza

5.1.1. La definizione di intervallo di confidenza. Si consideri un modello statistico , dove  è unY ))

parametro univariato. Piuttosto che selezionare sulla base del campione  un unico valoreÐB ßá ß B Ñ" 8

come nella stima per punti, può essere utile dal punto di vista operativo ottenere un insieme di valori
plausibili di .)

Supponiamo che esista una funzione

T À ‚ ÄV @ ‘8  ,

tale che  abbia una distribuzione che non dipende da . La variabile casuale ,T œ TÐ\ ßá ß\ à Ñ T" 8 ) )
detta quantità pivot, non è una statistica dal momento che dipende dal parametro . Se  e  sono due) - -" #

valori tali che

Pr)Ð-  TÐ\ ßá ß\ à Ñ  - Ñ œ " " " 8 #) α ,

e se  e  sono statistiche tali cheP œ PÐ\ ßá ß\ Ñ Y œ YÐ\ ßá ß\ Ñ" 8 " 8

ÖÐB ßá ß B Ñ À -  TÐB ßá ß B à Ñ  - × Í

Í ÖÐB ßá ß B Ñ À PÐB ßá ß B Ñ   YÐB ßá ß B Ñ×
" 8 " " 8 #

" 8 " 8 " 8

)

)  ,

allora  è detto intervallo di confidenza per  al livello di confidenzaÐPÐB ßá ß B Ñß Y ÐB ßá ß B ÑÑ" 8 " 8 )
Ð"  Ñα . In questo contesto, il termine “confidenza” è da intendersi nel senso di sicurezza.

La nozione di intervallo di confidenza deve essere adoperata con una certa cautela, ovvero non si
deve affermare che il vero valore del parametro  è contenuto in un intervallo con probabilità pari a)!
Ð"  Ñα . In termini rigorosi di probabilità, una volta che l'intervallo di confidenza è stato determinato
sul campione, questo contiene il vero valore  con probabilità  o . Si può affermare invece che)! ! "
l'intervallo di confidenza è la determinazione di un procedimento casuale che sceglie intervalli in
modo tale che la probabilità di ottenere un intervallo contenente  è pari a .) α! Ð"  Ñ

È possibile ottenere un intervallo di confidenza solo quando  è funzione monotonaTÐB ßá ß B à Ñ" 8 )
di . Tuttavia, il concetto di intervallo di confidenza può essere generalizzato. Data una quantità pivot)
T F §, se  è un insieme tale che‘

Pr)ÐT Ð\ ßá ß\ à Ñ − FÑ œ " " 8 ) α ,

e se  è un insieme casuale tale cheIÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

ÖÐB ßá ß B Ñ À T ÐB ßá ß B à Ñ − F× Í ÖÐB ßá ß B Ñ À − IÐB ßá ß B Ñ×" 8 " 8 " 8 " 8) )  ,

allora  è detto insieme di confidenza per  al livello di confidenza . Ovviamente,IÐB ßá ß B Ñ Ð"  Ñ" 8 ) α
la nozione di intervallo di confidenza è molto più utile dal punto di vista operativo di quella di insieme
di confidenza.

Infine, quando la quantità pivot è una variabile casuale discreta, allora esiste un numero finito o
contabile di livelli di confidenza ottenibili, che vengono detti livelli di confidenza naturali.

• Esempio 5.1.1. Se si considera un campione casuale da , una possibile quantità pivot è\ µ RÐ ß "Ñ.
data da . Questa variabile casuale è in effetti una quantità pivot, dal momento che la sua–8Ð\  Ñ.
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distribuzione non dipende da  essendo . Scelto un livello di confidenza ,–
. . α8Ð\  Ñ µ RÐ!ß "Ñ

risulta

Pr. α αÐ  D  8Ð\  Ñ  D Ñ œ " " Î# " Î#
 –  ,. α

da cui

ÖÐB ßá ß B Ñ À  D  8ÐB  Ñ  D × Í

Í ÐB ßá ß B Ñ À B  D   B  D
" "

8 8

" 8 " Î# " Î#

" 8 " Î# " Î#

α α

α α


  

–

– –  .

.

.

Si deve dunque concludere che

  B  D ß B  D
" "

8 8
– –

" Î# " Î#α α

è un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza .. αÐ"  Ñ 

5.1.2. La relazione fra gli intervalli di confidenza e il test statistico. Viene ora evidenziata la stretta
connessione che esiste tra il problema della stima per intervalli e quello della verifica di ipotesi.
Questa è anche la ragione per cui la stima per intervalli è stata analizzata successivamente alla teoria
relativa alla verifica di ipotesi.

Dato un modello statistico  e il sistema di ipotesi  contro , si consideri unY ) ) ) )) L À œ L À Á! ! " !

test corretto al livello di significatività . Se  è la regione di accettazione del test, è immediatoα V!
verificare che  dipende dal valore prefissato  di . Dunque risulta . Inversamente, perV ) ) V V )! ! ! !œ Ð Ñ
un data realizzazione campionaria  deve esistere un insieme  di valori di ÐB ßá ß B Ñ IÐB ßá ß B Ñ" 8 " 8 )
per i quali si accetta l'ipotesi di base. I due insiemi sono equivalenti, ovvero

ÖÐB ßá ß B Ñ À ÐB ßá ß B Ñ − Ð Ñ× Í ÖÐB ßá ß B Ñ À − IÐB ßá ß B Ñ×" 8 " 8 ! " 8 " 8V ) )  .

Dal momento che

ÖÐB ßá ß B Ñ À ÐB ßá ß B Ñ − Ð Ñ× œ ÖÐB ßá ß B Ñ À ÐB ßá ß B Ñ œ "×" 8 " 8 ! " 8 " 8Ð ÑV ) "V )!

e

Pr Pr) ) V )ÐÐ\ ßá ß\ Ñ − Ð ÑÑ œ Ð Ð\ ßá ß\ Ñ œ "Ñ œ " " 8 ! " 8Ð ÑV ) α"
!

 ,

se come quantità pivot si considera la variabile casuale , allora  è un"V )!Ð Ñ " 8 " 8Ð\ ßá ß\ Ñ IÐB ßá ß B Ñ

insieme di confidenza al livello di confidenza . Quindi, l'insieme di tutti i valori  per cui siÐ"  Ñα )
accetta l'ipotesi di base costituisce un insieme di confidenza per . Nel caso che  sia un) IÐB ßá ß B Ñ" 8

intervallo, con la precedente procedura si ottiene ovviamente un intervallo di confidenza e questa
situazione è frequente con i modelli usualmente adoperati in pratica.

Partendo dunque da un test opportuno è possibile costruire un intervallo di confidenza al livello di
confidenza desiderato. Inoltre, più il test prescelto ha funzione potenza elevata più l'intervallo di
confidenza risultante è desiderabile, dal momento che  dal campionamento la probabilità chea priori
esso contenga un qualunque valore  diverso da  è bassa. È dunque buona regola costruire intervalli) )!
di confidenza a partire da un test che gode di buone proprietà.

Nel caso che si costruisca insiemi di confidenza a partire dal test del rapporto delle
verosimiglianze, la regione di accettazione per il sistema di ipotesi  contro L À œ L À Á! ! " !) ) ) )
risulta

V )! " 8 " 8œ ÖÐB ßá ß B Ñ À PÐ à B ßá ß B Ñ  - ×α  ,

dove
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- œ < PÐ à B ßá ß B Ñα α
) @
max
−

" 8)

e . Dunque, il relativo insieme di confidenza  al livello di confidenzaPr) αÐV Ÿ < Ñ œ IÐB ßá ß B Ñα " 8

Ð"  Ñ − PÐ à B ßá ß B Ñ -α ) @ ) è dato da tutti i valori di  per cui la verosimiglianza  è maggiore di ." 8 α

Quando la verosimiglianza è una funzione prima crescente e successivamente decrescente, si ottiene
un intervallo di confidenza.

Se il modello statistico risulta  dove , dove  è unidimensionale, supponiamo diY ) )) ) )œ Ð ß ÑE EF
T T

essere interessati a costruire un insieme di confidenza per  a partire dal test del rapporto delle)E
verosimiglianze. In questo caso la regione di accettazione per il sistema di ipotesi L À œ! E !E) )
contro  è data daL À Á" E !E) )

V )! " 8 : " 8Eœ ÖÐB ßá ß B Ñ À P Ð à B ßá ß B Ñ  - ×α  .

Di conseguenza, il relativo insieme di confidenza  al livello di confidenza  èIÐB ßá ß B Ñ Ð"  Ñ" 8 α
dato da tutti i valori di  per cui la verosimiglianza profilo  è maggiore di) @ )E E E: " 8− P Ð à B ßá ß B Ñ

- œ < PÐ à B ß B ßá ß B Ñα α
@

 max
)−

" # 8)

dove . Anche in questo caso, quando la verosimiglianza profilo è una funzione primaPr)ÐV Ÿ < Ñ œα α
crescente e successivamente decrescente, si ottiene un intervallo di confidenza.

• Esempio 5.1.2. Dato un campione casuale da , si vuole costruire un intervallo di\ µ RÐ ß Ñ. 8
confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi  contro , dalla §4.3.1 è. . . . .L À œ L À Á! ! " !

noto che la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze risulta

V
.

! " 8 8"ß" Î# 8"ß" Î#
-

œ ÐB ßá ß B Ñ À  >   >
8ÐB  Ñ

= 
α α

–
 ,

che è equivalente all'insieme

  ÐB ßá ß B Ñ À B  >   B  >
= =

8 8
" 8 8"ß" Î# 8"ß" Î#

- -– –  .α α.

Dunque,

  B  > ß B  >
= =

8 8
– –

8"ß" Î# 8"ß" Î#
- -

α α

costituisce un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza .. αÐ"  Ñ
Se si considera dunque di nuovo i dati dell'Esempio 4.3.1, si vuole costruire un intervallo di

confidenza al livello di confidenza del 95% per il rapporto dei lati dei rettangoli usati dai nativi
americani Shoshoni. Dunque, si sceglie . , e tenendo presente i risultati dell'Esempio 4.3.1 siα œ ! !&
ha

  B  > ß B  > œ Ð! '"(#ß ! (!$)Ñ
= =

#! #!
– – . .  ."*ß! *(& "*ß! *(&

- -
. . 

• Esempio 5.1.3. Dato un campione casuale da , si vuole costruire un intervallo di\ µ RÐ ß Ñ. 8
confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi  contro , dalla §4.3.3 è8 8 8 8 8L À œ L À Á! ! " !

noto che la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze può essere scelta
come
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V ; ;
8

! " 8 8"ß Î# 8"ß" Î#
# #

#

œ ÐB ßá ß B Ñ À  
8= α α

che è equivalente all'insieme

 ÐB ßá ß B Ñ À  
8= 8=

" 8

# #

8"ß" Î# 8"ß Î#
# #; ;

8
α α

 .

Di conseguenza,

 8= 8=
ß

# #

8"ß" Î# 8"ß Î#
# #; ;α α

costituisce un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza . Sulla base della8 αÐ"  Ñ
discussione dell'Esempio 4.3.3, questo intervallo di confidenza non corrisponde esattamente a quello
si sarebbe ottenuto a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze a causa della scelta
semplificata fatta per i quantili.

Se si considera dunque di nuovo i dati dell'Esempio 4.3.1, un intervallo di confidenza per  al8
livello di confidenza del 95% è dato da

 #!= #!=
ß œ Ð! !!%'ß ! !"($Ñ

# #

"*ß! *(&
# #

"*ß! !#&; ;. .

. .  . 

• Esempio 5.1.4. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, si vuole costruire un
intervallo di confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi  contro , in, L À , œ , L À , Á ,! ! " !

maniera analoga alla §4.3.8 la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze è
data da

V! " 8 "ß8#ß"
# D

#

<
#

œ ÐB ßá ß B Ñ À Ð8  #ÑÐ,  ,Ñ  J
=

=
 s

α  .

Essendo  per la relazione fra la  e la  (vedi §A.3.4), allora la precedente> œ J > J8ß" Î# "ß8ß" 8 "ß8α α
regione di accettazione può essere anche espressa come

V! " 8 8#ß" Î# 8#ß" Î#
D

<
œ ÐB ßá ß B Ñ À  >  8  #Ð,  ,Ñ  >

=

=
 

α α
s  ,

che è equivalente all'insieme

  ÐB ßá ß B Ñ À ,  >  ,  ,  >
= =

= 8  # = 8  #
" 8 8#ß" Î# 8#ß" Î#

< <

D D

s s
α α  .

Di conseguenza,

  ,  > ß ,  >
= =

= 8  # = 8  #
s s

8#ß" Î# 8#ß" Î#
< <

D D
α α

è un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza ., Ð"  Ñα
Se si considera di nuovo i dati dell'Esempio 4.3.7, un intervallo di confidenza per  al livello di,

confidenza del 95% è dato da
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  ,  > ß ,  > œ Ð&# ))!!ß '# "$$$Ñ
= =

= $% = $%
s s

$%ß! *(& $%ß! *(&
< <

D D
. . . .  . 

• Esempio 5.1.5. Dato un campione casuale da , si vuole costruire un intervallo di\ µ F3Ð"ß :Ñ
confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi  contro , dall'Esempio: L À : œ : L À : Á :! ! " !

4.2.5 si ha che , dove , è una funzione prima crescente e successivamente decrescente.–< œ <Ð>Ñ > œ 8B
Dunque, la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze è del tipo

V! " 8 " #œ ÖÐB ßá ß B Ñ À > Ð:Ñ  >  > Ð:Ñ× ,

dove

Pr: " #Ð> Ð:Ñ  X  > Ð:ÑÑ œ "  α

e . Tuttavia, in maniera analoga alla §4.3.3, è conveniente scegliere  e <Ð> Ð:ÑÑ œ <Ð> Ð:ÑÑ > Ð:Ñ > Ð:Ñ" # " #

in modo che

Pr Pr: " : #ÐX Ÿ > Ð:ÑÑ œ ÐX   > Ð:ÑÑ œ
#

α
 .

Dal momento che , allora risultaX µ F3Ð8ß :Ñ

Pr Pr:

3œ>

8
3 83ÐX   >Ñ œ : Ð"  :Ñ œ Ð^ Ÿ :Ñ

8

3
    ,

dove  (vedi §A.1.5). In modo analogo si ha , dove^ µ F/Ð!ß "à >ß 8  >  "Ñ ÐX Ÿ >Ñ œ Ð^   :ÑPr Pr:

in questo caso . Inoltre, essendo^ µ F/Ð!ß "à >  "ß 8  >Ñ

F/Ð!ß "à >ß 8  >  "Ñ œ
>

>  Ð8  >  "ÑJ#Ð8>"Ñß#>

e

F/Ð!ß "à >  "ß 8  >Ñ œ
>  "

>  "  Ð8  >ÑJ#Ð8>Ñß#Ð>"Ñ

(vedi §A.3.4), la regione di accettazione è equivalente a

 ÐB ßá ß B Ñ À  : 
> >  "

>  Ð8  >  "ÑJ >  "  Ð8  >ÑJ
" 8

#Ð8>"Ñß#>ß" Î# #Ð8>Ñß#Ð>"Ñß Î#α α

Si deve dunque concludere che

 > >  "

>  Ð8  >  "ÑJ >  "  Ð8  >ÑJ
ß

#Ð8>"Ñß#>ß" Î# #Ð8>Ñß#Ð>"Ñß Î#α α

è un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza .: Ð"  Ñα
Se  e  un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza del 95% è dato da8 œ "! > œ ' :

 ' (

'  &J (  %J
ß œ Ð! #'#'ß ! )()#Ñ

"!ß"#ß! *(& )ß"%ß! !#&. .
. .  . 
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5.2. La stima per intervalli con grandi campioni

5.2.1. Gli intervalli di confidenza con grandi campioni. Molte volte non è nota la distribuzione
esatta del rapporto delle verosimiglianze e non è possibile costruire l'intervallo di confidenza a partire
dal relativo test. In questo caso, si può tuttavia fare riferimento alle proprietà per grandi campioni del
rapporto delle verosimiglianze.

Dato il modello statistico  e il sistema di ipotesi  contro , supponendoY ) ) ) )) L À œ L À Á! ! " !

verificate le condizioni della §3.3.2, sulla base dei risultati contenuti nella §4.2.3, la statistica test  #

logV M Ð ÑÐ  Ñ8 8 8 8 !
# ha la stessa distribuzione per grandi campioni della statistica test . I tests s sK K )

basati sulle due statistiche sono equivalenti e godono quindi delle stesse proprietà ottimali per grandi
campioni, anche se la seconda statistica è più opportuna in questo contesto teorico. Dal momento che
risulta

lim Pr
8Ä∞

8 8 8 !
# #

"ß") α!
ÐM Ð ÑÐ  Ñ  Ñ œ " s s sK K ) ; α ,

la regione di accettazione per grandi campioni del test basato sulla statistica precedente è data
dall'insieme

V ) ) ) ) ;8ß! " 8 8 8 8
# #

"ß"Ð Ñ œ ÖÐB ßá ß B Ñ À M Ð ÑÐ  Ñ  ×s s s
α  .

Inoltre, tenendo presente la relazione fra la  e la  (vedi Esempio 4.2.2) si ha l'equivalenzaRÐ!ß "Ñ ;"
#

ÖÐB ßá ß B Ñ À M Ð ÑÐ  Ñ  × Í

Í ÐB ßá ß B Ñ À  D    D
" "

M Ð Ñ M Ð Ñ

" 8 8 8 8
# #

"ß"

" 8 8 8" Î# " Î#

8 8 8 8

s s s

s s
s ss s

) ) ) ;

) ) )
) )

α

α α

        .

Dunque, si deve concludere che

  
  ) )

) )

s s
s ss s

8 8" Î# " Î#

8 8 8 8

 D ß  D
" "

M Ð Ñ M Ð Ñ
α α

è un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza . Mentre questa) αÐ"  Ñ
costruzione di intervalli di confidenza è sempre possibile, difficilmente si ottiene l'intervallo di
confidenza partendo dalla statistica test . Infine, la precedente procedura fornisce intervalli # Vlog 8

ottimi, almeno per grandi campioni, dal momento che il test basato sulla successione di statistiche
ÐM Ð ÑÐ  Ñ Ñs s s

8 8 8 ! 8 "
#K K )  è uniformemente più potente in senso asintotico.

Se il modello statistico risulta  dove  dove  è unidimensionale, sulla base deiY ) )) ) )œ Ð ß ÑE EF
T T

risultati della §4.2.3, un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza)E
Ð"  Ñα  è dato da

  
  ) )s s

s ss s
E8 E8" Î# " Î#

Eß8 Eß88 8

 D ß  D
" "

M Ð Ñ M Ð Ñ
α α

) )
,

dove con  si denota l'informazione osservata di Fisher relativa a .M Ð Ñs s
Eß8 E8) )

• Esempio 5.2.1. Se si considera un campione casuale da , tenendo presenti i risultati\ µ RÐ ß Ñ. 8
dell'Esempio 3.3.10, si ha che
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  B  D ß B  D
= =

8 8
– –

" Î# " Î#α α

e

  =  D ß =  D
#= #=

8 8
# #

" Î# " Î#

% %

α α

sono intervalli di confidenza per  e  per grandi campioni al livello di confidenza . Questo. 8 αÐ"  Ñ
risultato serve unicamente ad esemplificare, dal momento che si dispone degli intervalli di confidenza
per campioni finiti. 

• Esempio 5.2.2. Se si considera un campione casuale da  tenendo presenti i risultati\ µ F3Ð"ß :Ñ
dell'Esempio 3.1.8, allora risulta che

  B  D ß B  D
BÐ"  BÑ BÐ"  BÑ

8 8
– –

– – – –
" Î# " Î#α α

è un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza .: Ð"  Ñα
Se  e , un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza–8 œ "! 8B œ ' :

del 95% è dato da

  B  D ß B  D œ Ð! #*'$ß ! *!$'Ñ
BÐ"  BÑ BÐ"  BÑ

"! "!
– –

– – – –
. .  .! *(& ! *(&. .

Tenendo presente i risultati dell'Esempio 5.1.5, è evidente che questo intervallo fornisce una buona
approssimazione dell'intervallo per campioni finiti.

In una indagine è stata considerata la patologia del russare su un campione casuale di 2484
individui. È risultato che 1104 dei soggetti esaminati soffrono di questa patologia in modo più o meno
grave (fonte: Norton e Dunn, 1985). Dal momento che si ha . , un intervallo–B œ ""!%Î#%)% œ ! %%%%
di confidenza per grandi campioni al livello di confidenza del % per la proporzione di individui che*&
russano è dato da

  B  D ß B  D œ Ð! %#%*ß ! %'%!Ñ
BÐ"  BÑ BÐ"  BÑ

#%)% #%)%
– –

– – – –
. .  .! *(& ! *(&. . 

• Esempio 5.2.3. Se si considera un campione casuale da , dal momento che non si\ µ [Ð!ß "à :Ñ
può esprimere in forma esplicita lo stimatore di massima verosimiglianza, allora non è possibile
ottenere una forma generale per l'intervallo di confidenza. Tuttavia, per il campione specifico
dell'Esempio 3.1.10, essendo in questo caso .  e . , scegliendo . ,: œ # )$&#& M Ð:Ñ œ $ #*#!# œ ! !&s ss8 α
allora . .  è un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenzaÐ" (&&!ß $ *"&&Ñ :
del %.*& 

5.2.2. Le trasformazione stabilizzatrice della varianza e gli intervalli di confidenza. Dal momento
che l'impiego della distribuzione per grandi campioni comporta un'approssimazione,  può essere
conveniente considerare una riparametrizzazione per migliorare il grado di approssimazione.
Supponendo verificate le condizioni della §3.3.2, se

1Ð Ñ œ MÐ Ñ .) ) ) "Î#

è la trasformazione stabilizzatrice della varianza, allora è immediato dimostrare che



106 La stima per intervalli

8Ð1Ð Ñ  1Ð ÑÑ ÄK ) ;s
8 !

# #.

" .

Tenendo presente la discussione della sezione precedente, questa statistica è equivalente al rapporto
delle verosimiglianze e quindi gode di proprietà ottime per costruire intervalli di confidenza per 1Ð Ñ)
per grandi campioni. Dal momento che risulta

lim Pr
8Ä∞

8 !
# #

"ß") α!
Ð8Ð1Ð Ñ  1Ð ÑÑ  Ñ œ " K ) ; αs  ,

la regione di accettazione per grandi campioni del test basato su questa statistica è data dall'insieme

V ) ) ) ;8ß! " 8 8
# #

"ß"Ð Ñ œ ÖÐB ßá ß B Ñ À 8Ð1Ð Ñ  1Ð ÑÑ  ×s
α  .

Tenendo presente che  è una funzione biunivoca, si ha l'equivalenza1

ÖÐB ßá ß B Ñ À 8Ð1Ð Ñ  1Ð ÑÑ  × Í

Í ÐB ßá ß B Ñ À 1Ð Ñ  D  1Ð Ñ  1Ð Ñ  D Í
" "

8 8

Í ÐB ßá ß B Ñ À 1 1Ð Ñ  D   1
"

8

" 8 8
# #

"ß"

" 8 8 8" Î# " Î#

" 8 8
" "

" Î#

) ) ;

) ) )

) )

s

s s

s

α

α α

α

  
    1Ð Ñ  D

"

8
)s8 " Î#α  ,

ovvero

     1 1Ð Ñ  D ß 1 1Ð Ñ  D
" "

8 8
" "

8 8" Î# " Î#) )s s
α α

è intervallo di confidenza per  per grandi campioni. Questa procedura consente di eliminare il)
problema della stima della varianza e quindi rende più stabili gli intervalli di confidenza ottenuti.

• Esempio 5.2.4. Se si considera un campione casuale da , la trasformazione\ µ F3Ð"ß :Ñ
stabilizzatrice della varianza è data da

1Ð:Ñ œ .: œ # :
"

:Ð"  :Ñ
  sin  ."

Di conseguenza, si ha che

      sin sin  sin sin  – –# " # "
" Î# " Î#B  D ß B  D

" "

# 8 # 8
α α

è un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza . Questo) αÐ"  Ñ
intervallo di confidenza seleziona insiemi di valori solo in , ovvero all'interno dello spazioÐ!ß "Ñ
parametrico. L'intervallo ottenuto nell'Esempio 5.2.2 invece può selezionare valori al di fuori dello
spazio parametrico e questo motivo lo rende poco opportuno.

Se  e , un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza–8 œ "! 8B œ ' :
del 95% è dato da

      sin sin sin sin . .  ,– –# " # "
! *(& ! *(&B  D ß B  D œ Ð! #*')ß ! )'&*Ñ

" "

# "! # "!
. .

Tenendo presente i risultati dell'Esempio 5.1.5, questo intervallo fornisce una approssimazione
migliore di quella dell'Esempio 5.2.2.
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Se si considera di nuovo i dati dell'Esempio 5.2.2, un intervallo di confidenza per grandi campioni
al livello di confidenza del % per la proporzione di individui che russano risulta . . .*& Ð! %#%(ß ! %'%"Ñ 

5.3. Le regioni di confidenza

5.3.1. La definizione di regione di confidenza. In questa sezione viene generalizzato il concetto di
intervallo di confidenza nel caso che si disponga di un vettore di parametri . Sia  un modello) Y)
statistico, e  una quantità pivot. Se  è un insieme tale cheT F § ‘

Pr)ÐT Ð\ ßá ß\ à Ñ − FÑ œ " " 8 ) α ,

e se  è un insieme casuale tale che per ogni IÐ\ ßá ß\ Ñ §" 8
5‘ )

ÖÐB ßá ß B Ñ À T ÐB ßá ß B à Ñ − F× Í ÖÐB ßá ß B Ñ À − IÐB ßá ß B Ñ×" 8 " 8 " 8 " 8) )  ,

allora  è detta regione di confidenza per  al livello di confidenza . Le quantitàIÐB ßá ß B Ñ Ð"  Ñ" 8 ) α
pivot più opportune sono quelle che forniscono regioni di confidenza convesse o almeno connesse, dal
momento che sono le più facili da usare in modo operativo.

Si può dimostrare che esiste un legame fra la regione di confidenza e la regione di accettazione del
test per il sistema di ipotesi  contro . Partendo da un test opportuno è possibileL À œ L À Á! ! " !) ) ) )
costruire una regione di confidenza al livello di confidenza desiderato.

Nel caso che si costruisca regioni di confidenza a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze,
in maniera analoga al caso univariato, si può verificare che la regione di confidenza  alIÐB ßá ß B Ñ" 8

livello di confidenza  è data da tutti i valori di  per cui la verosimiglianzaÐ"  Ñ −α @)
PÐ à B ßá ß B Ñ) " 8  è maggiore di

- œ < PÐ à B ßá ß B Ñα α
@

max
)−

" 8)  ,

dove . Inoltre, se si ha , dove  è un parametro a Pr)ÐV Ÿ < Ñ œ œ Ð ß Ñ Ð5  2Ñα α ) ) ) )E F E
T T T

componenti, la regione di confidenza  al livello di confidenza  è data da tutti iIÐB ßá ß B Ñ Ð"  Ñ" 8 α
valori di  per cui la verosimiglianza profilo  è maggiore di .) )E E E: " 8− P Ð à B ßá ß B Ñ -@ α

• Esempio 5.3.1. Dato un campione casuale da , si vuole costruire una regione di\ µ RÐ ß Ñ. 8
confidenza per . Supponiamo di scegliere come quantità pivot . Tenendo–

Ð ß Ñ 8W Î  8Ð\  Ñ Î. 8 8 . 8# #

presente i risultati dell'Esempio 1.2.5 è noto che  e scelto quindi un–
8W Î  8Ð\  Ñ Î µ# # #

88 . 8 ;
livello di confidenza  si haα

Pr. 8 αß

# #

8ß"
# 8W Ð\  Ñ

 8  œ " 
8 8

.
; α

–
 ,

da cui

   ÐB ßá ß B Ñ À  8  Í ÐB ßá ß B Ñ À =  ÐB  Ñ 
8= ÐB  Ñ

8
" 8 " 8

# #

8ß" 8ß"
# # # #

8 8

. 8
; . ;

–
–  α α

In questo caso la regione di confidenza  per  al livello di confidenza  è dataIÐB ßá ß B Ñ Ð ß Ñ Ð"  Ñ" 8 . 8 α
dall'epigrafico di una parabola nel piano  con vertice . Questa regione di–Ð ß Ñ ÐBß 8= Î Ñ. 8 ;# #

8ß"α

confidenza è convessa, ma tuttavia è illimitata. Per questo modello è molto laborioso ottenere la
regione di confidenza a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze. 

5.3.2. Le regioni di confidenza per grandi campioni. È evidente che è piuttosto difficile determinare
una regione di confidenza partendo dal test del rapporto delle verosimiglianze, come è stato
evidenziato nella precedente sezione. Tuttavia, nel caso di grandi campioni la teoria si semplifica in
modo elegante.
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Dato il modello statistico  e il sistema di ipotesi  contro , supponendoY) L À œ L À Á! ! " !) ) ) )
verificate le condizioni della §3.3.2, nella 4.2.3 si è evidenziato che la statistica test
Ð  Ñ Ð ÑÐ  Ñ  # VK ) K K )s s ss8 ! 8 8 8 ! 8

TI  è equivalente alla statistica test . Dal momento che risultalog

lim Pr
8Ä∞

8 ! 8 8 8 ! 5ß"
#

)!ÐÐ  Ñ Ð ÑÐ  Ñ  Ñ œ " K ) K K )s s ssTI ; αα  ,

la regione di accettazione per grandi campioni del test basato sulla statistica precedente è data
dall'insieme

V ;8ß! " 8 8 8 8 8 5ß"
#Ð Ñ œ ÖÐB ßá ß B Ñ À Ð  Ñ Ð ÑÐ  Ñ  ×) ) ) ) ) )s s ssTI α  .

La regione di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza  è data da) Ð"  Ñα

Ö À Ð  Ñ Ð ÑÐ  Ñ  ×) ) ) ) ) )s s ss8 8 8 8 5ß"
#TI ; α  ,

ovvero dall'insieme dei punti contenuti in un ellissoide di centro  con direzioni degli assi date dagli)s8

autovettori di  e con lunghezza degli assi pari a , dove  è il -esimo autovaloreIs s
8 8 4 45ß"

#Ð Ñ # Î) ; α αα j

di . Questa regione di confidenza è anche detto ellissoide di confidenza. Per gli stessi motiviIs s
8 8Ð Ñ)

esposti nella §5.2.1, questa procedura fornisce regioni di confidenza ottime per grandi campioni.
Infine, se risulta , dove  è un parametro a  componenti, la regione di) ) ) )œ Ð ß Ñ Ð5  2ÑE F E

T T T

confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza  è data da)E Ð"  Ñα

Ö À Ð  Ñ Ð ÑÐ  Ñ  ×) ) ) ) ) )E E E8 E8 E E88 52ß"
#s s ssTI ; α  ,

ovvero dall'insieme dei punti contenuti in un ellissoide di centro  con direzioni degli assi date dagli)sE8

autovettori di  e con lunghezza degli assi pari a , dove  è il -esimoIs s
E8 8 4 452ß"

#Ð Ñ # Î) ; α αα j

autovalore di  e  è l'informazione osservata di Fisher relativa a .I Is ss s
E8 E8 E8 8Ð Ñ Ð Ñ) ) )

• Esempio 5.3.2. Dato il terzo modello statistico dell'Esempio 1.1.7, tenendo presente i risultati
dell'Esempio 3.3.10, si ha che

 Ð ß Ñ À 8  8 
Ð  BÑ Ð  = Ñ

= #=
. 8 ;

. 8
  

– # # #

# % #ß"
#

α

costituisce una ellisse di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza .Ð ß Ñ Ð"  Ñ. 8 α
Questa ellisse è centrata in  ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di lunghezze–ÐBß = Ñ#

rispettivamente pari a  e . Se si considera di nuovo i dati dell'Esempio# = Î8 # #= Î8 # %
#ß" #ß"
# #; ;α α

4.3.1, una ellisse di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza del % èÐ ß Ñ *&. 8
centrata in . .  ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di lunghezze rispettivamenteÐ! ''!&ß ! !!)"Ñ
pari a .  e . .! !*)( ! !"#& 

• Esempio 5.3.3. Dato il modello di regressione lineare dell'Esempio 1.1.8, si vuole costruire una
regione di confidenza per  per grandi campioni. È evidente cheÐ+ß ,Ñ

 Ð+ß ,Ñ À 8  8 
Ð+  +Ñ Ð,  ,Ñ

= = Î=

s s# #

< < D
# # # #ß"

#; α

costituisce una ellisse di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza .Ð+ß ,Ñ Ð"  Ñα

Questa ellisse è centrata in  ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di lunghezzeÐ+ß ,Ñs s

rispettivamente pari a  e . Se si considera di nuovo i dati# = Î8 # = ÎÐ8= Ñ < < D
# # #

#ß" #ß"
# #; ;α α

dell'Esempio 4.3.8, allora una ellisse di confidenza per  per grandi campioni al livello diÐ+ß ,Ñ



Capitolo 5 109

confidenza del % è centrata in . .  ed ha gli assi paralleli agli assi cartesiani di*& Ð"%'* %(##ß &( &!'(Ñ
lunghezze pari a .  e . ."%& ")(" "! )%#) 

5.4. Alcuni esempi di intervalli di confidenza

5.4.1. Gli intervalli di confidenza e la distribuzione Esponenziale. Dato un campione casuale da
\ µ IÐ!ß Ñ5 5, si vuole costruire un intervallo di confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi
L À œ L À Á! ! " !5 5 5 5 contro , dall'Esempio 4.2.4 è noto che il rapporto delle verosimiglianze è
funzione di . Quando  è vera,  è la determinazione campionaria di una statistica –? œ #8BÎ L ? Y5! !

distribuita come una Chi-quadrato con  gradi di libertà, essendo  distribuita come una–
#8 8\Î5!

KÐ!ß "à 8Ñ < ? (vedi Esempio 1.2.2). Tuttavia,  non è una funzione biunivoca di  e quindi i test costruiti
su  e  non sono equivalenti. Dal momento che  è una funzione prima crescente eV Y < œ <Ð?Ñ
successivamente decrescente, risulta che la regione di accettazione del test è del tipo
Ö? À - Ÿ ? Ÿ - × - - <Ð- Ñ œ <Ð- Ñ" # " # " #, dove  e  vanno scelti in modo tale che  e
PrÐ- Ÿ Ÿ - Ñ œ " " ##8

#; α. Tuttavia, tenendo presente la discussione fatta nell'Esempio 4.3.3, questa
procedura risulta complessa ed è conveniente invece adottare come regione di accettazione
approssimata per il test del rapporto delle verosimiglianze

V ; ;
5

! " 8 #8ß Î# #8ß" Î#
# #œ ÐB ßá ß B Ñ À  

#8B α α

–
 ,

che è equivalente all'insieme

 ÐB ßá ß B Ñ À  
#8B #8B

" 8

#8ß" Î# #8ß Î#
# #

– –
 .

; ;
5

α α

Di conseguenza,

 #8B #8B
ß

– –
 .

; ;#8ß" Î# #8ß Î#
# #

α α

costituisce un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza .5 αÐ"  Ñ
Tenendo presenti i risultati dell'Esempio 3.3.9, si ha che

  B  D ß B  D
B B

8 8
– –  

– –
" Î# " Î#α α

costituisce un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza . La5 αÐ"  Ñ
trasformazione stabilizzatrice della varianza è data da

1Ð Ñ œ . œ
"

5 5 5
5

 log  .

Di conseguenza, risulta che

 B/ ß B/– –D Î 8 D Î 8" Î# " Î#α α 

è un intervallo di confidenza per  per grandi campioni al livello di confidenza . Questo5 αÐ"  Ñ
intervallo di confidenza seleziona insiemi di valori solo in , ovvero lo spazio parametrico.Ð!ß∞Ñ
L'intervallo per grandi campioni ottenuto in precedenza invece può selezionare valori negativi (e
quindi al di fuori dello spazio parametrico) e questo motivo lo rende poco opportuno.



110 La stima per intervalli

Al fine di illustrare i precedenti risultati teorici sono stati considerati i dati della Tavola 5.4.1. In
questa tavola sono stati riportati i tempi di rottura in ore (operative) di un campione casuale di 20
componenti elettronici.

Tavola 5.4.1. Tempi di rottura (in ore).
componente componenteB B

" '#() "" $#"#
# $""$ "# *!!$
$ &#$' "$ $&#$
% ""&)% "% "#)))
& "#'#) "& *%'!
' ((#& "' "$$%"
( )'!% "( "()!*
) "%#'' ") #)"#
* '"#& "* "")

3 3

#&
"! *$&! #! #$*)

Fonte: Angus (1982).

Dal momento che si ha . , un intervallo di confidenza al livello di confidenza del % per–B œ )&'$ & *&
5 è dato da

 %!B %!B
ß œ Ð&((# $!#*ß "%!"* &'$(Ñ

– –
. .  .

; ;%!ß! *(& %!ß! !#&
# #

. .

Dalla precedente discussione si ha inoltre che due intervalli di confidenza per  approsimativamente5
al livello del 95% sono dati da

  B  D ß B  D œ Ð%)!* '"%(ß "#$"( $)&$Ñ
B B

#! #!
– –

– –
. .! *(& ! *(&. .

e

 B/ ß / œ Ð&&#% #'&"ß "$#(% )!$$Ñ– . .  .D Î #! D Î #!!Þ*(& !Þ*(&
 

L'intervallo di confidenza ottenuto con la trasformazione stabilizzatrice della varianza fornisce una
migliore approssimazione. 

5.4.2. Gli intervalli di confidenza e la distribuzione Uniforme. Dato un campione casuale da
\ µ YÐ!ß Ñ$ $, si vuole costruire un intervallo di confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi
L À œ L À Á! ! " !$ $ $ $ contro , tenendo presente l'Esempio 3.1.4, la determinazione campionaria del
rapporto delle verosimiglianze è data da

< œ œ
- ÐB Î Ñ B B

- B

 

 
 ,

$ $

$ $
!
8

Ð!ß"Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ!

Ð8Ñ
8

! !

8

Ð!ß"Ñ

"
"   

Si noti che  è funzione di . Dunque, quando  è vera,  è la determinazione< B Î L B ÎÐ8Ñ Ð8Ñ! ! !$ $

campionaria di una statistica  distribuita come una  (vedi Esempio 1.2.6). È\ Î F/Ð!ß "à 8ß "ÑÐ8Ñ !$

facile verificare che  è una funzione monotona crescente di  e quindi i test costruiti su  < B Î V /Ð8Ñ !$

\ Î F/Ð!ß "à 8ß "ÑÐ8Ñ !$ α sono equivalenti. Dal momento che il quantile di ordine  di una  è dato da
α"Î8, la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze risulta

V α
$

! " 8
"Î8 Ð8Ñ

œ ÐB ßá ß B Ñ À   "
B  ,

che è equivalente all'insieme
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ÖÐB ßá ß B Ñ À B   B ×" 8 Ð8Ñ Ð8Ñ
"Î8$ α  .

Di conseguenza,  è un intervallo di confidenza per  al livello di confidenza .ÐB ß B Ñ Ð"  ÑÐ8Ñ Ð8Ñ
"Î8α $ α

Non si può ottenere un intervallo per grandi campioni sulla base dei risultati della §5.2.1, dal momento
che non risultano verificate le condizioni della §3.3.2.
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Capitolo 6

L'inferenza multivariata

6.1. Il campionamento con osservazioni multivariate

6.1.1. La matrice campionaria e il modello statistico multivariato. In questo capitolo saranno
considerati per semplicità solo i risultati relativi ad un campionamento casuale, anche se i concetti
esposti possono essere facilmente estesi a contesti più ampi. Dunque, se invece di  realizzazioni8
indipendenti di una variabile casuale , si dispone di  realizzazioni indipendenti di un vettore\ 8
casuale  con funzione di ripartizione congiunta , allora l'esperimento produce lak œ Ð\ ßá ß\ Ñ J" .

T

cosiddetta matrice campionaria di ordine  data daÐ ‚ 8Ñ.

 
 

B á B
ã ä ã

B á B
œ Ð ßá ß Ñ

"" "8

" 8

" 8

. .

x x  ,

dove

x3

"3

3

œ
B
ã

B

 
 

.

 ,

rappresenta la -esima osservazione campionaria. La -esima riga della matrice campionaria, ovveroi j
ÐB ßá ß B Ñ 84" 48 , costituisce un campione casuale univariato di  osservazioni relativo alla variabile
casuale .\4

Con considerazioni simili a quelle fatte nella §1.1.1, risulta evidente che prima del rilevamento
ogni osservazione campionaria  è un vettore casuale la cui distribuzione è identica a quella delk3

vettore casuale . Di conseguenza, la funzione di ripartizione congiunta di  risultak k kÐ ßá ß Ñ" 8

J Ð ßá ß Ñ œ JÐ Ñ8 " 8 3

3œ"

8

x x x  .

La definizione di modello statistico si estende in modo ovvio alla struttura multivariata.
Supponiamo che la funzione di ripartizione  relativa al vettore casuale  sia specificata aJÐ † à Ñ) k
meno di un insieme di parametri  e che in corrispondenza di  esista una funzione di densità o) − J@
di probabilità congiunta . Dunque, se  è la funzione di densità o di probabilità0Ð † à Ñ 0 Ð ßá ß à Ñ) )8 " 8x x
congiunta relativa a  e se il campionamento è casuale, allora il modello statisticoJ Ð ßá ß à Ñ8 " 8x x )
multivariato è dato da

Y @) œ 0 À 0 Ð ßá ß à Ñ œ 0Ð à Ñß − 8 8 " 8 3

3œ"

8

x x x) ) )  .

Infine, lo spazio campionario risulta

V f8 8ß

−

œ 
)

)

@

 ,

dove  e  è il supporto di .f f f f8ß) ) ) )œ ‚â‚ 0Ð à Ñx )
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• Esempio 6.1.1. Nella statistica inferenziale univariata esistono numerosi modelli statistici alternativi
a quello relativo ad un campionamento casuale da una variabile casuale normale. Come è stato visto
nei precedenti capitoli, questi modelli vengono ampiamente applicati e per essi sono disponibili
numerose procedure inferenziali ben collaudate e di facile utilizzo. Al contrario, nella statistica
multivariata il modello relativo ad un campionamento casuale da un vettore normale multivariato,
ovvero da , svolge un ruolo veramente fondamentale e spesso costituisce l'unicok . Dµ R Ð ß Ñ.

modello disponibile. Questo modello può essere espresso come

Y 1. D
. D .

ß 8 8 " 8

3œ"

8
  Ð  Ñ Ð  Ñœ 0 À 0 Ð ßá ß à ß Ñ œ Ð# Ñ / x x . D Ddet

" "
# # 3 3

"x xT
 ,

dove  e . La notazione  serve ad indicare che la matrice  è definita positiva. Dal. D D D−  ‘. ! !
momento che la matrice di varianza-covarianza contiene solo  parametri distinti, inÐ Ð  "ÑÎ#Ñ. .
questo modello sono presenti  parametri in totale. Inoltre, lo spazio parametrico èÐ  Ð  "ÑÎ#Ñ. . .
dato dal cartesiano di  con lo spazio costituito dall'insieme delle matrici simmetriche definite‘.

positive di ordine .. 

6.1.2. Il vettore medio campionario e la matrice di varianza-covarianza campionaria. La
definizione di statistica data nella §1.2.1 si applica in modo immediato al presente contesto
multivariato. Dato un modello statistico , si definisce come statistica un vettore di trasformazioniY)
misurabili a  componenti5

T À ÄV ‘8
5

che non dipende da , mentre un valore  è detto realizzazione campionaria di ) t T x x Tœ Ð ßá ß Ñ" 8

relativa alla matrice campionaria .Ð ßá ß Ñx x" 8

È opportuno ora considerare in maggiore dettaglio le generalizzazioni multivariate delle statistiche
media e varianza campionaria. Si consideri dunque un modello statistico  relativo ad unY)
campionamento casuale dal vettore casuale  per cui esistono il vettore medio  e la matricek k .EÒ Ó œ
di varianza-covarianza . La realizzazione campionaria del vettore medio campionario èVarÒ Ó œk D
data

x–
–

–
 ,œ

B
ã
B

 
 

"

.

dove

B œ B
"

8
–
4 43

3œ"

8
rappresenta la media campionaria relativa alle  determinazioni della variabile casuale . Il vettore8 \4

medio campionario può anche essere scritto come combinazione lineare delle  osservazioni8
campionarie, ovvero

x x–  .œ
"

8

3œ"

8

3

Da un punto di vista probabilistico,  è dunque una realizzazione del vettore casuale–x

k k
–

œ
"

8

3œ"

8

3

ottenuto dalla combinazione lineare dei vettori casuali . Di conseguenza risultaÐ ßá ß Ñk k" 8
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E EÒ Ó œ Ò Ó œ
"

8
k k .
–  ,

3œ"

8

3

e tenendo presente l'indipendenza dei vettori casuali , si haÐ ßá ß Ñk k" 8

Var VarÒ Ó œ Ò Ó œ
" "

8 8
k k D
–  .

#
3œ"

8

3

• Esempio 6.1.2. Dato un campione casuale da , dal momento che  è una–
k . D kµ R Ð ß Ñ.

combinazione lineare di vettori casuali indipendenti ed ugualmente distribuiti , in basek . D3 µ R Ð ß Ñ.

alla proprietà ) della §A.4.1, si ha , ovvero i risultati ottenuti in questa sezione–i k . Dµ R Ð ß 8 Ñ.
"

risultano verificati. 

La realizzazione campionaria della matrice di varianza-covarianza campionaria è data

S œ
= á =
ã ä ã

= á =

 
 

"" "

"

.

. ..

 ,

ovvero una matrice quadrata di ordine , simmetrica e semidefinita positiva, il cui generico elemento.
di posto  risultaÐ4ß 6Ñ

= œ ÐB  B ÑÐB  B Ñ
"

8
46 43 4 63 6

3œ"

8 – –  .

In altri termini, gli elementi della diagonale di  sono le varianze delle determinazioni di ogni singolaS
variabile casuale, mentre gli altri elementi sono le covarianze tra le determinazioni di ogni coppia di
variabili casuali. La matrice  può essere anche espressa comeS

S x x x xœ Ð  ÑÐ  Ñ
"

8

3œ"

8

3 3
– – T

e di conseguenza la matrice di varianza-covarianza campionaria è data della matrice casuale

f k k k kœ Ð  ÑÐ  Ñ
"

8

3œ"

8

3 3
– –  .T

Al fine di derivare le proprietà della matrice di varianza-covarianza campionaria, risulta
conveniente esprimere  nel modo seguenteS

S x x x x

x x x x

œ ÐÐ  Ñ  Ð  ÑÑÐÐ  Ñ  Ð  ÑÑ
"

8

œ Ð  ÑÐ  Ñ  Ð  ÑÐ  Ñ
"

8




8

3œ"

3 3

3œ"

8

3 3

. . . .

. . . .

– –

– –  .

T

T T

Dunque, la matrice di varianza-covarianza campionaria è data da

f k . k . k . k .œ Ð  ÑÐ  Ñ  Ð  ÑÐ  Ñ
"

8

3œ"

8

3 3
T T– –  .

Di conseguenza, si ha
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E E E

Var Var

Ò Ó œ ÒÐ  ÑÐ  Ñ Ó  ÒÐ  ÑÐ  Ñ Ó
"

8

œ Ò Ó  Ò Ó œ
" 8 

8 8

f k . k . k . k .

k k D



3œ"

8

3 3

3œ"

8

3

T T– –

– 1
 .

• Esempio 6.1.3. Dato un campione casuale da , si consideri i vettori scartok . Dµ R Ð ß Ñ.

W k k k3 3 34 4

4œ"

8

œ  œ -
–  ,

dove le costanti  sono definite nell'Esempio 1.2.5. Dal momento che-34

k k
–  ,œ .

4œ"

8

4 4

dove di nuovo le costanti  sono definite nell'Esempio 1.2.5, in analogia con il medesimo esempio.4
sulla base della proprietà ) della §A.4.1, i vettori casuali  e  sono indipendenti. Di conseguenza,–ii W k3

essendo

f W Wœ
"

8

3œ"

8

3 3
T ,

una trasformata dei vettori scarto, allora anche e  sono indipendenti. Inoltre, dall'espressione della–
f k 

matrice di varianza-covarianza si ottiene


3œ"

8

3 3Ð  ÑÐ  Ñ œ 8  8Ð  ÑÐ  Ñk . k . f k . k .T T– –  .

Tenendo presente che  sono indipendenti, dalla §A.4.2 si hak . D3 µ R Ð ß Ñ.


3œ"

8

3 3Ð  ÑÐ  Ñ µ [ Ð ß 8Ñk . k . DT
.  ,

mentre, essendo , si ha–
k . Dµ R Ð ß 8 Ñ.

"

8Ð  ÑÐ  Ñ µ [ Ð ß "Ñk . k . D
– –  .T

.

Dal momento che e  sono indipendenti, per la proprietà ) della §A.4.2, si deve concludere che–
f k i

8 µ [ Ð ß 8  "Ñf D.  .

Dunque i risultati di questa sezione sono confermati, dal momento che in base alla §A.4.2 si ha

E EÒ Ó œ Ò8 Ó œ
" 8 

8 8
f f D

1
 . 

6.1.3. La funzione di verosimiglianza con matrici campionarie. Dato un modello statistico Y)
relativo ad un campionamento casuale, una volta che la matrice campionaria  è stataÐ ßá ß Ñx x" 8

osservata, è immediato estendere il concetto di funzione di verosimiglianza al caso multivariato. Di
nuovo la funzione di verosimiglianza è la funzione  data daP À Ä ∪ Ö!×@ ‘
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PÐ Ñ œ PÐ à ßá ß Ñ œ -0 Ð ßá ß à Ñ œ - 0Ð à Ñ −) ) ) ) )x x x x x" 8 8 " 8 3

3œ"

8  ,  ,@

mentre la funzione di log-verosimiglianza è data da

6Ð Ñ œ 6Ð à ßá ß Ñ œ -  0Ð à Ñ −) ) ) )x x x" 8 3

3œ"

8

log log  ,  .@

• Esempio 6.1.4. Dato un campione casuale da , la verosimiglianza risultak . Dµ R Ð ß Ñ.

PÐ ß Ñ œ - Ð# Ñ /

œ - Ð Ñ / − ß 

. D D

D . D


3œ"

8
  Ð  Ñ Ð  Ñ

  Ð  Ñ Ð  Ñ

det

det

1

‘

" "
# # 3 3

"

8 "
# # 3œ"

8
3 3

"

x x

x x

. D .

. D .

T

T  ,   .. !

Si ha

 
 

3œ" 3œ"

8 8

3 3 3 3
" "

"

3œ"

8

3 3

"

" "

Ð  Ñ Ð  Ñ œ Ð Ð  ÑÐ  Ñ Ñ

œ Ð  ÑÐ  Ñ

œ Ð Ð8  8Ð  ÑÐ  Ñ ÑÑ

œ 8 Ð Ñ  8 Ð Ð  ÑÐ 

x x x x

x x

S x x

S x x

. D . D . .

D . .

D . .

D D .

T T

T

T

tr

tr

tr – –

tr tr – – .

D . D .

Ñ Ñ

œ 8 Ð Ñ  8Ð  Ñ Ð  Ñ

T

Ttr  ,– –" "S x x

dove si è tenuta presente la relazione ottenuta nella §6.1.2. Dunque, risulta infine

PÐ ß Ñ œ - Ð Ñ /. D Ddet   Ð  Ð  Ñ Ð  Ñ8 8 8
# # #

" "tr ) – –D . D .S x xT
 .

Inoltre, la log-verosimiglianza è data da

6Ð ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 8

# # #
. D D D . D .log log det tr  .– –" "S x xT 

6.2. La stima per punti con osservazioni multivariate

6.2.1. Gli stimatori con matrici campionarie e le relative proprietà. I concetti considerati nel
Capitolo 2 si estendono in modo ovvio al contesto multivariato. Dunque, dato un modello statistico Y)
relativo ad un campionamento casuale, il procedimento di stima per punti fa corrispondere ad ogni
matrice campionaria  un valore  per mezzo dello stimatore, che risulta diÐ ßá ß Ñ − −x x" 8 8V @)
nuovo definito come

K
~

 .À ÄV @8

Di conseguenza, la realizzazione campionaria dello stimatore, ovvero la stima, è data da
) Kë ëœ Ð ßá ß Ñx x" 8 .

Per quanto riguarda le condizioni di regolarità date nella §2.1.2, se si considera un modello
statistico  relativo ad un campionamento casuale, la condizione ) si riduce a richiedere che leY) a
distribuzioni  specificate dal modello statistico siano distinte per valori distinti di ,0Ð à Ñ −x ) ) @
mentre la condizione ) rimane inalterata. Inoltre, la condizione ) si riduce all'esistenza delle derivateb c
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`

`
0Ð à Ñ

)
)x

e

`

` `
0Ð à Ñ

#

) )
)

T
x

per ogni  e per ogni  (a meno di insiemi di probabilità nulla), mentre la condizione )) − −@ fx ) d
risulta

 
f f) )

` `

` `
0Ð à Ñ . œ 0Ð à Ñ .

) )
) )x x/ /

e

 
f f) )

` `

` ` ` `
0Ð à Ñ . œ 0Ð à Ñ .

# #

) ) ) )
) )

T T
x x/ / .

La definizione di correttezza e di coerenza di una stimatore rimangono inalterate nel contesto
multivariato, ovvero si dice che lo stimatore  è corretto per  seK )ë

EÒ Ó œK )ë  ,

per ogni , mentre se  è un modello statistico per ogni , allora si dice che lo stimatore  è) K− 8@ Y)ß8 8ë

coerente per  se)

K )ë 8 !Ä
:

 ,

dove  è il vero valore del parametro nella popolazione.)!
In modo ovvio si può estendere anche il concetto di vettore di funzioni punteggio, ovvero nel caso

di campionamento casuale si ha

s x x s s x8 " 8 8 3

3œ"

8

Ð à ßá ß Ñ œ Ð Ñ œ Ð à Ñ) ) )  ,

dove

s x s xÐ à Ñ œ Ð Ñ œ 0Ð à Ñ
`

`
) ) )

)
3 3log

è il vettore delle funzioni punteggio relative all' -esima osservazione campionaria. In questo caso, lai
matrice di informazione di Fisher può essere espressa come

I s s I8Ð Ñ œ 8 Ò Ð à ÑÓ œ  8 Ð à Ñ œ 8 Ð Ñ
`

`
) ) k ) k )

)
Var E  , 

dove  è la matrice di informazione di Fisher relativa ad una sola osservazioneI sÐ Ñ œ Ò Ð à ÑÓ) ) kVar
campionaria. Il limite inferiore di Rao-Cramer risulta dunque´

VarÒ Ó   Ð Ñ
"

8
K )ë I " ,

per cui l'efficienza di uno stimatore  corretto per  è data daK )ë

eff  .Ð Ñ œ Ð Ð Ñ Ð ÑÑK K )ë ëdet Var I8
"

Per quanto riguarda la sufficienza nel contesto multivariato, uno stimatore  è detto sufficiente perKë

) se per ogni  e  si haÐ ßá ß Ñ − Ð ßá ß Ñ −x x y y" 8 8 " 8 8V V
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K K ) )ë ëÐ ßá ß Ñ œ Ð ßá ß Ñ Ê PÐ à ßá ß Ñ º PÐ à ßá ß Ñx x y y x x y y" 8 " 8 " 8 " 8  

per ogni . In questo caso, il criterio di fattorizzazione di Neyman richiede che) − @

0 Ð ßá ß à Ñ œ 2 Ð ßá ß Ñ1Ð à Ñ8 " 8 8 " 8x x x x) ) )
~

 .

• Esempio 6.2.1. IDato un campione casuale da , ovvero data una versione ridotta delk .µ R Ð ß Ñ. .

modello statistico dell'Esempio 6.1.1, allora risulta

Y 1.
. .œ 0 À 0 Ð ßá ß à Ñ œ Ð# Ñ / 8 8 " 8

3œ"

8
  Ð  Ñ Ð  Ñx x .

" "
# # 3 3x xT

 ,

dove . In questo caso la verosimiglianza è data da. − ‘.

PÐ Ñ œ - /.  Ð  Ñ Ð  Ñ8
# x x– –. .T

 ,

per cui il vettore delle funzioni punteggio risulta

s x x x x x8 " 8Ð à ßá ß Ñ œ -  Ð  Ñ Ð  Ñ œ 8Ð  Ñ
` 8

` #
. . . .

.
 log – – –  ,T

mentre la matrice d'informazione di Fisher è data da

I I8Ð Ñ œ  Ð8Ð  ÑÑ œ 8
`

`
. k .

.
E  .– T .

Di conseguenza, il limite inferiore di Rao-Cramer risulta´

VarÒ Ó  
"

8
.~  ,I.

per cui, essendo  e  in base ai risultati della §6.1.2,  è uno stimatore– – –E VarÒ Ó œ Ò Ó œ 8k . k k"I.
efficiente per . Inoltre è immediato verificare mediante il criterio di fattorizzazione che  è anche–

. k
sufficiente. 

6.2.2. Gli stimatori di massima verosimiglianza con matrici campionarie. Se si considera un
modello statistico  relativo ad un campionamento casuale, data la matrice campionaria Y) Ð ßá ß Ñx x" 8

si dice stima di massima verosimiglianza di  quel valore  tale che) )s − @

PÐ Ñ œ PÐ Ñ) )s max
)−@

 ,

che costituisce ovviamente una condizione equivalente a

6Ð Ñ œ 6Ð Ñ) )s max
)−@

 .

La stima di massima verosimiglianza è la realizzazione campionaria  dello) Ks sœ Ð ßá ß Ñx x" 8

stimatore di massima verosimiglianza . Inoltre, se  può essere ripartito in due componentiK )s

) ) ) ) ) )œ Ð ß Ñ − −E F E E EF F
T T T, tali che  e , la verosimiglianza profilo relativa a  risulta@ @

P Ð Ñ œ P Ð à ßá ß Ñ œ PÐ ß Ñ: : " 8 FE E E
−

) ) ) )x x max
)F F@

 .

Supponiamo ora che siano soddisfatte le condizioni di regolarità sul modello statistico e che per
semplicità lo stima di massima verosimiglianza coincida con l'unica soluzione ottenuta dall'equazione
di verosimiglianza
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s x x x x8 " 8 " 8Ð à ßá ß Ñ œ 6Ð à ßá ß Ñ œ
`

`
) )

)
! .

In questo caso, sulla base dei risultati si può facilmente dimostrare che lo stimatore di massima
verosimiglianza è coerente per , ovvero si ha)

K )s
8 !

:
Ä  ,

dove  è il vero valore del parametro nella popolazione. Inoltre, se l'informazione di Fisher  è) )! IÐ Ñ
definita positiva, allora si ha anche

8Ð  Ñ Ä R Ð ß Ð Ñ ÑK ) )s
8 ! 5 !

. "! I  .

• Esempio 6.2.2. Dato un campione casuale da , si vuole determinare la stima dik . Dµ R Ð ß Ñ.

massima verosimiglianza di  e . Dall'Esempio 6.1.4 si ha. D

6Ð ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 8

# # #

Ÿ -  Ð Ñ  Ð Ñ œ 6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ
8 8

# #

. D D D . D .

D D D . D

log log

log log

det

det max

tr – –

tr  .–

" "

"

−

S x x

S x

T

. ‘.

Nella precedente espressione si è tenuto presente che , per cui anche , in modo tale cheD D ! !"

la forma quadratica  è definita positiva e quindi raggiunge il minimo quando– –Ð  Ñ Ð  Ñx x. D .T "

. œ x–.
Per  si haD  !

 Ð Ñ  Ð Ñ Ÿ  Ð Ñ log logdet detD Dtr  ,"D D .

dove  è una matrice quadrata di costanti di ordine . Al fine di dimostrare la precedenteD  ! .
disuguaglianza, si noti che dalle assunzioni fatte si ha anche , per cui la matrice  haD D" "D D !
autovalori  tali che . Dunque, si haÐ ßá ß Ñ  !α α α" 4.

 Ð Ñ  Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ

œ  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ

œ  Ð Ñ  

œ 

log log log log

log log

log log

log

det det det det

det det

det

de

D D D D

D D

tr tr

tr

" "

" "

4œ" 4œ"

4 4

D D D D

D D D

D  . .

α α

t detÐ Ñ  Ð  Ñ Ÿ  Ð Ñ D D
4œ"

3 3

.

log logα α . ,

dove si è tenuto presente che

logα α4 4 Ÿ  " .

Adoperando la disuguaglianza con , si haD Sœ

6Ð ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ñ
8 8

# #

Ÿ -  Ð Ñ  œ 6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ
8 8

# #

x S

S x S

– tr

–  .

D D D

. D

log log

log log

det

det max

"

− ß 

.

. D‘. !

Dunque  costituisce la stima di massima verosimiglianza di , per cui lo stimatore di–Ð ß Ñ Ð ß Ñx S . D
massima verosimiglianza è dato da . Tenendo presente i risultati dell'Esempio 6.1.3 si ha–

Ð ß Ñk f
inoltre che  e  e che  e sono indipendenti. Si può– –

k . D f D k fµ R Ð ß 8 Ñ 8 µ [ Ð ß 8  "Ñ. .
"  

verificare che  è asintoticamente corretto, coerente e sufficiente.–
Ð ß Ñk f 
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• Esempio 6.2.3. Dato un campione casuale da , si vuole determinare la stima dik . Dµ R Ð ß Ñ.

massima verosimiglianza degli autovalori e degli autovettori di . Dunque, se  dove  èD D >A> >œ T

una matrice ortogonale di ordine  e diag , supponendo senza perdita di generalità. A œ Ð ßá ß Ñ- -" .

che , allora l'obiettivo è quello di ottenere la stima di massima verosimiglianza di  e- -"   á   . A
>.

Nel caso in cui tutti gli autovalori sono distinti, ovvero se , allora la rappresentazione- -" Á á Á .

di  è unica e gli autovalori e gli autovettori sono funzioni biunivoche di . Di conseguenza, a menoD D
di matrici campionarie di probabilità nulla, la matrice di varianza-covarianza campionaria ammette
una rappresentazione unica , dove  è una matrice ortogonale di ordine , mentreS GLG Gœ T .
L Sœ Ð6 ßá ß 6 Ñ Ð6 ßá ß 6 Ñdiag  e  sono gli autovalori campionari di , che senza perdita di generalità" ". .

possono essere scelti come . In base alla proprietà di equivarianza della stima di massima6   á   6" .

verosimiglianza, allora le stime di massima verosimiglianza di  e  risultano rispettivamente  e .A > L G
Quando invece solo i primi  autovalori sono distinti, ovvero se  e/  . - -" Á á Á /

- - -/ ." œ á œ œ , allora la rappresentazione di  non è unica e la proprietà di equivarianza nonD
può essere applicata. In questo caso, tenendo presente l'Esempio 6.1.4, la log-verosimiglianza può
essere espressa come

6Ð ß ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 8

# # #
. A > A >A > . >A > .log log det tr – –" "T T T TGLG x x

e massimizzando in maniera analoga all'Esempio 6.2.1 si ha

6Ð ß ß Ñ Ÿ -  Ð Ñ  Ð Ñ œ 6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß ß Ñ
8 8

# #
. A > A >A > A > . A >log log det maxtr  .–"

−

T TGLG x
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Per le assunzioni si ha diag  con diag . Inoltre, sia  la matrice diA A A >œ Ð ß Ñ œ Ð ßá ß Ñ"  " " "- - -I. / /

ordine  costituita dai primi  autovettori di  e sia  la matrice di ordine Ð ‚ Ñ Ð ‚ Ð  ÑÑ. / / . . /> >#

costituita dai restanti  autovettori di . Analogamente, sia diag , sia  laÐ  Ñ œ Ð6 ßá ß 6 Ñ. / > L G" " "/

matrice di ordine  costituita dai primi  autovettori di  e sia  la matrice di ordineÐ ‚ Ñ. / / G G#

Ð ‚ Ð  ÑÑ Ð  Ñ. . / . / costituita dai restanti  autovettori di . Di conseguenza, dalla precedenteG  
espressione si ha
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Dal momento che risulta

tr diag tr diag tr diag  ,–
Ð Ð ß Ñ Ñ œ Ð Ð ß Ñ Ñ œ Ð Ð ß Ñ Ñ œ Ð  Ñ6! ! !I GLG G I GL I L. / . / . /  

T T . /

dove , allora si ha–
6 œ Ð  Ñ 6. / "

4œ " 4
/

.

6Ð ß ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  
8 8 8Ð  Ñ 8Ð  Ñ6

# # # #
x GL G– tr  .

–
A > A A > >log log logdet " "" "

" T T . / . /
-

-

La precedente espressione non dipende da  e quindi qualsiasi matrice  di ordine , le> ># #s . . /Ð ‚ Ð  ÑÑ
cui colonne sono ortogonali, costituisce la stima di massima verosimiglianza di  anche se>#

solitamente per convenzione si adotta . Inoltre, tenendo presente che gli elementi sulla>s# #œ G
diagonale di  sono in ordine decrescente, quelli sulla diagonale di sono in ordine crescente e cheA"

" L 
GT>" è una matrice le cui colonne sono ortogonali, allora



122 L'inferenza multivariata

tr tr  ,Ð Ñ   Ð ÑA > > A" " "
" "

"
T TGLG L"

e l'identità viene ottenuta quando  (vedi Muirhead, 1982). Dunque,>" "œ G
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dove , mentre  rappresenta il gruppo delle matrici ortogonali di ordine . Applicando> >s s .œ Ð ß ÑG" # 
opportunamente alla precedente espressione la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 e quella
ottenuta nell'Esempio 3.1.2 rispettivamente con  e , si ha–D Lœ . œ 6"
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det
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. A >− ß − ß −‘ ƒ .

"

 ,

dove diag , mentre  rappresenta il gruppo delle matrici diagonali di ordine  i cui–
As .œ Ð ß 6 ÑL I"  ". / ƒ

ultimi  elementi sulla diagonale sono uguali. Dunque, si deve concludere che le stime diÐ  Ñ. /
massima verosimiglianza dei primi  autovalori di  sono date dai primi  autovalori di , mentre la/ /D S
stima dei restanti  autovalori coincidenti di  è data dalla media aritmetica  dei corrispondenti–

Ð  Ñ 6. / D
autovalori di . Inoltre, le stime di massima verosimiglianza dei primi  autovettori di  sono date daiS / D
primi  autovettori di , mentre le stime di massima verosimiglianza dei restanti  autovettori/ . /S Ð  Ñ
non sono uniche, anche se solitamente per convenzione si adottano gli ultimi  autovettori di .Ð  Ñ. / S

Infine, si noti che risulta molto complicato determinare la distribuzione degli stimatori di massima
verosimiglianza degli autovalori e degli autovettori (vedi Muirhead, 1982). 

6.3. La verifica di ipotesi con osservazioni multivariate

6.3.1. Il test del rapporto delle verosimiglianze con matrici campionarie. Si consideri un modello
statistico  relativo ad un campionamento casuale e il sistema di ipotesi  controY @) L À −! !)
L À − V" ") @ . Il test del rapporto delle verosimiglianze è basato sulla statistica test  la cui
realizzazione campionaria è data da

< œ

PÐ à ßá ß Ñ

PÐ à ßá ß Ñ

max

max
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−
" 8

−
" 8

@
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!
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x x

x x
 .

La regione critica del test è data da , doveg" œ Ö< À < Ÿ < ×α

sup
)

)
−@

α
!

Pr ÐV Ÿ < Ñ œ α ,

mentre, avendo osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato del test è dato<
da

α9==
−

œ ÐV Ÿ <Ñsup
)

)
@!

Pr  .
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Se inoltre si considera il sistema di ipotesi  contro , supponendo verificateL À œ L À Á! ! " !) ) ) )
le condizioni della §4.2.3 per ottenere la normalità per grandi campioni degli stimatori di massima
verosimiglianza, allora se  è vera risultaL!

 # V Älog 8
.

5
#;  .

Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle
verosimiglianze è data da

g ;8ß" 5ß"
#œ Ö< À  # <   ×log α  ,

mentre, per un dato valore campionario , il livello di significatività osservato per grandi campioni<
risulta

α ;8ß9== 5
#œ Ð    # <ÑPr log  .

Se si suppone infine che , dove  è un vettore a  componenti e  è un vettore) ) ) ) )œ Ð ß Ñ Ð5  2ÑE F E F
T T T

a  componenti e si considera il sistema di ipotesi  contro , allora se 2 L À œ L À Á L! " !E !E E !E) ) ) )
è vera risulta

 # V Älog 8
.

52
#;  .

Dunque, la regione critica per grandi campioni del test basato sul rapporto delle verosimiglianze è data
da

g ;8ß" 52ß"
#œ Ö< À  # <   ×log α  ,

mentre per un dato valore campionario , il livello di significatività osservato per grandi campioni<
risulta

α ;8ß9== 52
#œ Ð    # <ÑPr log  .

Nelle prossime sezioni vengono considerate alcune applicazioni del test del rapporto delle
verosimiglianze quando si dispone di matrici campionarie provenienti da popolazioni Normali
multivariate.

6.3.2. Il test di Hotelling. Dato un campione casuale da , si supponga di volerk . Dµ R Ð ß Ñ.

verificare il sistema di ipotesi  contro  . Si haL À œ L À Á! ! " !. . . .

@ ‘œ ÖÐ ß Ñ À − ß  ×. D . D. !

e

@! !œ ÖÐ ß Ñ À œ ß  ×. D . . D !  .

Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, è immediato ricavare che

max
Ð ß Ñ−. D @

6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ. D x S–  .

Inoltre, si ha
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124 L'inferenza multivariata

per cui adoperando nella precedente espressione la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 con
D S x xœ  Ð  ÑÐ  Ñ– – , si ottiene. .! !

T
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Tenendo presente che per le proprietà dei determinanti si ha
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allora
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dove . Di conseguenza, la determinazione campionaria di  risulta– –2 œ Ð8  "ÑÐ  Ñ Ð  Ñ Vx S x. .! !
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Se  è vera,  è la determinazione campionaria di una statistica  distribuita come una  diL 2 L X! ß8".

Hotelling dal momento che

L œ Ð8  "ÑÐ  Ñ Ð  Ñ œ Ð8  "Ñ 8Ð  Ñ Ð8 Ñ 8Ð  Ñk . f k . k . f k .
– – – –

! ! ! !
" "T T 

e che inoltre  e  sono indipendenti. Tenendo presente–8Ð  Ñ µ R Ð ß Ñ 8 µ [ Ð ß 8  "Ñk . D f D! . .!

le proprietà della  di Hotelling date nella §A.4.2 si ha inoltreX

L µ J
Ð8  "Ñ

8 

.

.
  .. .ß8

Si noti che  è una funzione monotona decrescente di  e quindi i test costruiti su  e  sono< 2 V L
equivalenti. Dal momento che rifiutare  per piccole determinazioni di  è equivalente a rifiutareL V!

L L! per determinazioni elevate di , la regione critica del test risulta di conseguenza

g" ß8 ß"œ 2 À 2   J
Ð8  "Ñ

8 
 .

.
  .. . α

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine2

α9== ß8œ J   2
8 

Ð8  "Ñ
Pr . .

.

.
  .

Anche se la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, per grandi campioni quando
L! è vera la quantità

 # < œ 8 " 
2

8  "
log log 

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono  parametri # V Ä Ð  Ð  "ÑÎ#Ñlog 8
. #;. . . .

in totale, di cui  parametri da stimare sotto ipotesi di base.Ð Ð  "ÑÎ#Ñ. .
Questa struttura di verifica di ipotesi può essere impiegata quando si dispone di dati appaiati, in

maniera analoga a quanto visto nella §4.3.6. Si supponga di considerare due matrici campionarie
Ð ßá ß Ñ Ð ßá ß Ñ 8x x x x"" "8 #" #8 e , relative ad un gruppo di  soggetti su cui sono state osservate .
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variabili casuali prima e dopo un trattamento. Analogamente alla §4.3.6, l'obiettivo è quello di
valutare l'efficacia del trattamento. Dunque, si costruisce la nuova matrice campionaria ,Ð ßá ß Ñd d" 8

dove , e si suppone che provenga da . La verifica dell'efficacia deld x x3 #3 "3œ  µ RÐ ß ÑW . D
trattamento si riduce a considerare il sistema di ipotesi  contro  e diL À œ L À Á! ". .! !
conseguenza possono essere applicate le procedure di verifica di ipotesi discusse in questa sezione.

• Esempio 6.3.1. Per confrontare due tipi di vernice anticorrosione, sono stati verniciati 15 pezzi di
tubo di uguale lunghezza con la prima vernice e altri 15 sempre di uguale lunghezza con la seconda
vernice. Successivamente, i tubi sono stati sepolti per un certo tempo a coppie di due in 15 differenti
locazioni. Su ogni tubo sono state rilevate successivamente due variabili legate alla corrosione, ovvero
la massima profondità delle macchie di corrosione e il numero di tali macchie, e le relative
osservazioni sono state riportate nella Tavola 6.3.1.

Tavola 6.3.1. Massima profondità (in millesimi di pollice) e numero di macchie di corrosione.
prima vernice seconda vernice differenza

locazione profondità numero profondità numero profondità numero
" ($ $" &" $& ##  %
# %$ "* %" "% # &
$ %( ## %$ "* % $
% &$ #' %" #* "#  $
& &) $' %( $% "" #
' %( $! $# #' "& %
( &# #* #% "* #) "!
) $) $' %$ $(  &  "
* '" $% &$ #% ) "!
"! &' $$ &# #( % '
"" &' "* &( "%  " &
"# $% "* %% "*  "! !
"$ && #' &( $!  #  %
"% '& "& %! ( #& )
"& (& ") ') "$ ( &

Fonte: Kramer e Jensen (1969)

Si vuole determinare se le due vernici sono ugualmente efficaci nel prevenire la corrosione, ovvero
si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro . Dal momento che per questiL À œ L À Á! ". .! !
dati si può verificare che

d– œ
)Þ!!!!
$Þ!''( 

e

S œ
""$Þ%''( "&Þ*$$$
"&Þ*$$$ #!Þ$#)*  ,

allora si ha . Dunque il livello di significatività osservato risulta2 œ "!Þ)")*

α9== #ß"$œ ÐJ   &Þ!#$"Ñ œ !Þ!#%#Pr  .

Dato che la significatività osservata è piuttosto bassa, si deve concludere che le due vernici hanno
diverse prestazioni, dal momento che si può respingere  ad ogni livello di significativitàL!

α  !Þ!#%#  # < œ )Þ&))#. Si ha inoltre  e dunquelog

α ;8ß9==
#
#œ Ð   )Þ&))#Ñ œ !Þ!"$'Pr  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 
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6.3.3. Il test per la verifica di una matrice di varianza-covarianza diagonale a blocchi. Dato un
campione casuale da , si supponga di voler verificare il sistema di ipotesik . Dµ R Ð ß Ñ.

L À œ œ Ð ß Ñ L À ! ! "" ## " ""D D D D D Ddiag  contro , dove  è la matrice di varianza-covarianza!
relativa alle prime  componenti  del vettore casuale , mentre  è la matrice di/  . Ð\ ßá ß\ Ñ" ##/ k D
varianza-covarianza relativa alle restanti  componenti  del vettore casualeÐ  Ñ Ð\ ß\ ßá ß\ Ñ. / / / ."

k . Questa ipotesi di base implica l'indipendenza dei due gruppi di componenti. Si ha

@ ‘œ ÖÐ ß Ñ À − ß  ×. D . D. !

e

@ ‘! ! "" ##œ ÖÐ ß Ñ À − ß œ œ Ð ß Ñ×. D . D D D D. diag  .

Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, è immediato ricavare che

max
Ð ß Ñ−. D @

6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ. D x S–  .

Inoltre, si ha
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dal momento che  (vedi Esempio 6.2.2). Tenendo presente che– –Ð  Ñ Ð  Ñ   !x x. D .T "

S
S S
S S

œ  "" "#

#" ##
 ,

dove  è la matrice di varianza-covarianza campionaria relativa alle prime  componenti del vettoreS"" /
casuale ,  è la matrice di varianza-covarianza campionaria relativa alle restanti k S## Ð  Ñ. /
componenti, mentre  è la matrice delle covarianze fra le prime  componenti e le restantiS S"# #"œ T /
Ð  Ñ. /  componenti, allora
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Adoperando nella precedente espressione due volte la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2,
rispettivamente con  e , si ottieneD S D Sœ œ"" ##

6Ð ß Ñ Ÿ -  Ð Ñ   Ð Ñ 
8 8 8 8Ð  Ñ
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.
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Di conseguenza, la determinazione campionaria di  risultaV

< œ / œ œ
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8
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"
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dove
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S
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Per le proprietà dei determinanti si ha

det det detÐ Ñ œ Ð Ñ Ð  ÑS S S S S S"" ## #" "#""
"  ,

da cui

- œ œ
Ð  Ñ Ð Ñ

Ð Ñ Ð  Ñ

det det
det det

S S S S E
S E H

## #" "#""
"

##
 ,

dove  e . Dal momento che , allora perE S S S S H S S Sœ 8Ð  Ñ œ 8 8 µ [ Ð ß 8  "Ñ## #" "# #" "#"" ""
" " f D.

la proprietà ) della §6.3.6,  e  sono le determinazioni campionarie di due matrici casualiii E H
X D [ Dµ [ Ð ß 8  "  Ñ µ [ Ð ß Ñ L. / . / ##  ## !/ / e  indipendenti. Dunque, se  è vera,  è la-
determinazione campionaria della statistica

L œ
Ð Ñ

Ð  Ñ

det
det

X

X [
 ,

distribuita come una  di Wilks. Inoltre,  è una funzione monotona crescente di  e quindiL -. / / / ß8" ß <
i test costruiti su  e  sono equivalenti. Dal momento che rifiutare  per piccole determinazioni diV LL !

V è equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di , la regione critica del test è data daL

g - - L"  ß8" ß ßœ Ö À Ÿ ×. / / / α  .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine-

α L -9==  ß8" ßœ Ð Ÿ ÑPr . / / /  .

Anche se la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, per grandi campioni, quando
L! è vera, la quantità

 # < œ 8
Ð Ñ Ð Ñ

Ð Ñ
log log det det

det
S S

S
"" ##  ,

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono  # V Ä Ð  Ð  "ÑÎ#Ñlog 8
.

Ð  Ñ
#;/ . / . . .

parametri in totale, di cui  parametri da stimare sotto ipotesiÐ  Ð  "ÑÎ#  Ð  ÑÐ   "ÑÎ#Ñ. / / . / . /
di base. Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni è data da

g ;8ß" Ð  Ñß"
#œ Ö< À  # <   ×log / . / α  ,

mentre la significatività osservata per grandi campioni risulta

α ;8ß9== Ð  Ñ
#œ Ð    # <ÑPr / . / log  .

• Esempio 6.3.2. Sono state considerate 25 famiglie in cui erano presenti coppie di fratelli. Su ogni
fratello di ogni coppia sono state rilevate la lunghezza e il diametro della testa, ottenendo le
osservazioni della Tavola 6.3.1.

Si vuole verificare se le misurazioni relative al primo fratello sono indipendenti dalle quelle
relative al secondo fratello, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi diagL À œ Ð ß Ñ! "" ##D D D
contro , dove  è la matrice di varianza-covarianza relativa alle componenti ,L À  Ð\ ß\ Ñ" "" " #D D!
mentre  è la matrice di varianza-covarianza relativa alle restanti componenti . RisultaD## $ %Ð\ ß\ Ñ

x–  .œ

")&Þ(#
"&"Þ"#
")$Þ)%
"%*Þ#%

   
 
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e

S œ

*"Þ%)"' &!Þ(&$' ''Þ)(&# %%Þ#'(#
&!Þ(&$' &#Þ")&' %*Þ#&*# $$Þ'&"#
''Þ)(&# %*Þ#&*# *'Þ((%% &%Þ#()%
%%Þ#'(# $$Þ'&"# &%Þ#()% %$Þ##%%

   
 

 .

Tavola 6.3.2. Lunghezza e diametro della testa di fratelli (in cm).
primo fratello secondo fratello

famiglia lunghezza diametro lunghezza diametro
" "*" "&& "(* "%&
# "*& "%* #!" "&#
$ ")" "%) ")& "%*
% ")$ "&$ ")) "%*
& "(' "%% "(" "%#
' #!) "&( "*# "&#
( ")* "&! "*! "%*
) "*( "&* ")* "&#
* ")) "&# "*( "&*
"! "*# "&! ")( "&"
"" "(* "&) ")' "%)
"# ")$ "%( "(% "%(
"$ "(% "&! ")& "&#
"% "*! "&* "*& "&(
"& ")) "&" ")( "&)
"' "'$ "$( "'" "$!
"( "*& "&& ")$ "&)
") ")' "&$ "($ "%)
"* ")" "%& ")# "%'
#! "(& "%! "'& "$(
#" "*# "&% ")& "&#
## "(% "%$ "() "%(
#$ "(' "$* "(' "%$
#% "*( "'( #!! "&)
#& "*! "'$ ")( "&!

Fonte: Frets (1921)

Inoltre si ha

S"" œ
*"Þ%)"' &!Þ($$'
&!Þ(&$' &#Þ")&) 

e

S## œ
*'Þ((%% &%Þ#()%
&%Þ#()% %$Þ##%%  .

Dal momento che ) ,  e , allora risultadet det detÐ œ "!#&#& Ð Ñ œ "#$'Þ') Ð Ñ œ #"*)Þ!*S S S"" ##

- œ !Þ$((#. Tenendo presenti i risultati della §A.4.2, il livello di significatività osservato è dato da

α L9== #ß##ß# %ß%#œ Ð Ÿ !Þ$((#Ñ œ ÐJ   'Þ&*'%Ñ ¶ !Pr Pr  .

Dal momento che la significatività osservata estremamente bassa, si deve concludere che i due gruppi
di variabili non sono indipendenti. Inoltre si ha  e dunque # < œ 'Þ&*'%log

α ;8ß9==
#
%œ Ð   #%Þ$((Ñ ¶ !Pr  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 
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6.3.4. Il test per la verifica di una matrice di varianza-covarianza diagonale. Dato un campione
casuale da , si supponga di voler verificare il sistema di ipotesik . Dµ R Ð ß Ñ.

L À œ œ Ð ßá ß Ñ L À ! ! "" "D D Ddiag  contro . Questa ipotesi di base implica l'indipendenza5 5.. !
delle componenti del vettore . Si hak

@ ‘œ ÖÐ ß Ñ À − ß  ×. D . D. !

e

@ ‘ 5 5! ! ""œ ÖÐ ß Ñ À − ß œ œ Ð ßá ß Ñ×. D . D D.
..diag  .

Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, si ricava che

max
Ð ß Ñ−. D @

6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ. D x S–  .

In completa analogia con la §6.3.3 si ha

6Ð ß Ñ Ÿ 6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ. D D . D! ! !
−

x–  .max
. ‘.

Inoltre, tenendo presente la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 3.1.2 si ha

6Ð ß Ñ œ -  Ð Ð ßá ß ÑÑ  Ð Ð ßá ß Ñ Ñ
8 8

# #

œ -   œ -   
8 8 8

# # #

= =

Ÿ

x S– diag tr diagD! "" ""
"

4œ" 4œ" 4œ"

44 44
44 44

44 44

log log

log log log log

l

det 5 5 5 5

5 5
5 5

.. ..

. . .    
og log log log-  Ð  =  "Ñ œ -  Ð Ð ÑÑ 

8 8 8

# # #

œ 6Ð ß Ð ÑÑ œ 6Ð ß Ñ


4œ"

44

Ð ß Ñ−

.

det

max

diag

– diag  ,

S

x S

.

. D @!

. D

per cui la determinazione campionaria di  risultaV

< œ / œ
Ð Ð ÑÑ

Ð
6Ð ß Ð ÑÑ6Ð ß Ñ

 8
x S x S– –diag  det

det
diag

)
 .

S
S

"
#

In questo caso è complesso ottenere la distribuzione esatta di  o di una sua trasformata. Tuttavia, perV
grandi campioni, quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ 8
Ð Ð ÑÑ

Ð
log log det

det
diag

)
S

S

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono in totale # V Älog 8
.

Ð "ÑÎ#
#;. .

Ð  Ð  "ÑÎ#Ñ Ð#. . . .Ñ parametri, di cui  da stimare sotto ipotesi di base. Di conseguenza, la parametri
regione critica per grandi campioni è data da

g ;8ß" Ð "ÑÎ#ß"
#œ Ö< À  # <   ×log . . α  ,

mentre la significatività osservata per grandi campioni risulta

α ;8ß9== Ð "ÑÎ#
#œ Ð    # <ÑPr . . log  .

6.3.5. Il test per la verifica della sfericità. Dato un campione casuale da , si suppongak . Dµ R Ð ß Ñ.

di voler verificare il sistema di ipotesi  contro . Questa ipotesi di baseL À œ œ L À ! ! "D D D5I. !
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implica l'indipendenza e l'omoschedasticità delle componenti del vettore  e per questo motivo èk
detta ipotesi di sfericità. Si ha

@ ‘œ ÖÐ ß Ñ À − ß  ×. D . D. !

e

@ ‘ 5! !œ ÖÐ ß Ñ À − ß œ œ ×. D . D D.
.I  .

Dai risultati dell'Esempio 6.2.2, si ricava che

max
Ð ß Ñ−. D @

6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ. D x S–  .

In completa analogia con la §6.3.3 risulta

6Ð ß Ñ Ÿ 6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ. D D . D! ! !
−

x–  .max
. ‘.

Inoltre, tenendo presente la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 3.1.2 si ha

6Ð ß Ñ œ -   Ð Ñ Ÿ -  
8 8 8 8

# # # #

œ -  Ð Ñ  œ 6Ð ß Ñ œ 6Ð ß Ñ
8 8

# #

x S

I x I

– tr

–  ,

D

. D

!

Ð ß Ñ−

log log log log

log log

. . .
s

s s
.

5 5
5

5 5det max. .
. D @!

dove tr . La determinazione campionaria di  risulta dunque5s .œ Ð Ñ V" S

< œ / œ
Ð

6Ð ß Ñ6Ð ß Ñ

 8

x I x S– –5s
.

.  5s

det S)
 .

"
#

In questo caso è complesso ottenere la distribuzione esatta di  o di una sua trasformata. Tuttavia, perV
grandi campioni, quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ 8
Ð

log log 5s.

det S)
 ,

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono in totale # V Älog 8
.

Ð #ÑÐ "ÑÎ#
#; . .

Ð  Ð  "ÑÎ#Ñ Ð  "Ñ. . . . parametri, di cui  parametri da stimare sotto ipotesi di base. Di conseguenza,
la regione critica per grandi campioni è data da

g ;8ß" Ð #ÑÐ "ÑÎ#ß"
#œ Ö< À  # <   ×log . . α  ,

mentre la significatività osservata per grandi campioni risulta

α ;8ß9== Ð #ÑÐ "ÑÎ#
#œ Ð    # <ÑPr . . log  .

6.3.6. Il test per la verifica dell'omogeneità degli ultimi  autovalori.Ð  Ñ. /  Dato un campione
casuale da , supponiamo che , dove  e k . D k l X l . F Xµ R Ð ß Ñ œ  µ R Ð ß Ñ µ R Ð ß Ñ. . . .! 5#I
sono vettori casuali indipendenti. Inoltre, supponiamo che , ovvero il vettore casuale <Ð Ñ œ F l/ .
è degenere. Questa situazione campionaria si può verificare in pratica quando, pur essendo il vettore
casuale  degenere, a causa di errori stocastici di misura , il vettore casuale risultante  non apparel X k 
degenere. In questo caso, pur essendo solo  le variabili che descrivono il fenomeno, si può essere/
indotti a considerarne , rendendo inutilmente complessa l'analisi statistica..



Capitolo 6 131

Se  e  rappresentano rispettivamente la matrice diagonale degli autovalori e la matrice degliA > 
autovettori di , allora risulta . Tenendo presente l'indipendenza di  e , si ha laD D >A> l Xœ T

seguente ulteriore rappresentazione di D

D F >?> >> > ? >œ  œ  œ Ð  Ñ5 5 5# # #I I. .
T T T ,

dove  rappresenta la matrice diagonale degli autovalori di . Quindi, risulta che .? F A ?œ  5#I.
Tuttavia, solo i primi  autovalori di  sono non nulli, per cui/ F

? ?œ Ð ß Ñdiag  ," !

dove diag , ovvero?" "œ Ð ßá ß Ñ$ $/

A Aœ Ð ß Ñdiag  ," -I. /

dove diag diag  mentre .A" " "
# # #œ Ð ßá ß Ñ œ Ð  ßá ß  Ñ œ- - $ 5 $ 5 - 5/ /

Al fine di decidere se esistono componenti ridondanti nel vettore casuale , si deve dunquek
verificare il sistema di ipotesi diag  contro . TenendoL À œ Ð ß Ñ L À œ! "  "D > A > D >A>-I. /

T T

presente la notazione dell'Esempio 6.2.3, si ha

@ ‘ ƒ œ ÖÐ ß ß Ñ À − ß − ß − ×. A > . A >.

e

@ ‘ ƒ ! "œ ÖÐ ß ß Ñ À − ß − ß − ×. A > . A >.  .

Sulla base dei risultati dell'Esempio 6.2.3 si ha dunque

max det
. A >− ß − ß −‘ ƒ .

6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß ß Ñ œ -  Ð Ñ 
8 8

# #
. A > x L G L–  ,log log

.

mentre

max
. A >− ß − ß −‘ ƒ .

"

6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß ß Ñ. A > A >x–  .s s

La determinazione campionaria di  risultaV

< œ / œ œ
Ð Ð ß 6 ÑÑ 6

Ð Ñ 6
6Ð ß ß Ñ6Ð ß ß Ñ " 

 8  Ð  Ñ
x x L G– –A >s s . /

. /   det
det

diag – –L I
L

" 8
# #

ë

dove  rappresenta la media geometrica degli ultimi  autovalori campionari.6 œ Ð 6 Ñ Ð  Ñë . / . /
4œ" 4

"ÎÐ  Ñ . /

In questo caso è complesso ottenere la distribuzione esatta di  o di una sua trasformata. Tuttavia, perV
grandi campioni, quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ 8Ð  Ñ
6

6
log log. /  –

 ,
ë

è la determinazione di una statistica . Infatti, sotto ipotesi di base  è # V Älog 8
.

Ð  #ÑÐ  "ÑÎ#
#; . / . / D

determinata da  autovalori distinti, un autovalore coincidente ed  autovettori a  componenti/ / .
corrispondenti agli autovalori distinti, i quali sono inoltre vincolati da  condizioni diÐ Ð  "ÑÎ#Ñ/ /
ortonormalità. Dunque, considerando anche il vettore delle medie, sotto ipotesi di base vi sono
Ð   "   Ð  "ÑÎ#Ñ. / ./ / /  parametri in totale. Inoltre, sotto ipotesi alternativa  è determinataD
da  autovalori e  autovettori, i quali sono inoltre vincolati da  condizioni di. . . .Ð Ð  "ÑÎ#Ñ
ortonormalità. Di conseguenza, vi sono  parametri inÐ    Ð  "ÑÎ#Ñ œ Ð  Ð  "ÑÎ#Ñ. . . . . . . .#

totale. La regione critica per grandi campioni è dunque data da
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g ;8ß" Ð  #ÑÐ  "ÑÎ#ß"
#œ Ö< À  # <   ×  ,log . / . / α

mentre la significatività osservata per grandi campioni risulta

α ;8ß9== Ð  #ÑÐ  "ÑÎ#
#œ Ð    # <ÑPr . / . / log  .

6.3.6. Il test di Hotelling a due campioni. Si supponga di considerare due campioni casuali
indipendenti  e  rispettivamente dai vettori casuali  eÐ ßá ß Ñ Ð ßá ß Ñ µ R Ð ß Ñx x x x"" "8 #" #8 " "" #

k . D.

k . D# #µ R Ð ß Ñ. , ovvero si suppone l'omoschedasticità dei due vettori casuali. Sia inoltre
8 œ 8#

6œ" 6 la numerosità campionaria globale. In questo caso, il modello statistico è dato da

Y

1

. . D

. D .

" # " 7

6
" "
# # 63 6 63 6

"

ß ß 8 8 "" "8 #" #8 " #

#

6œ"

8

3œ"

  Ð  Ñ Ð  Ñ

œ 0 À 0 Ð ßá ß ß ßá ß à ß ß Ñ œ

œ Ð# Ñ /


 

x x x x . . D

Ddet x xT
 ,

dove  e . Si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro. . D . . ." # ! " #ß −  L À œ œ‘. !
L À Á" . .1 2. Si ha

@ ‘œ ÖÐ ß ß Ñ À ß − ß  ×. . D . . D" # " #
. !

e

@! " # " #œ ÖÐ ß Ñ À œ ß  ×. . D . . D !  .

Se  e  rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie del vettore medio campionario–x S6 6

k f
–  e della matrice di varianza-covarianza campionaria  per l' -esimo campione, allora la funzione di6 6 6
log-verosimiglianza è data da

6Ð ß ß Ñ œ -   Ð Ñ  Ð Ñ  Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 8

# # #

œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  8 Ð  Ñ Ð 
8 8 "

# # #

. . D D D . D .

D D . D

" # 6 6 6 6 6

6œ"

#
6 6 6" "

" "

6œ"

#

6 6 6 6

log log

log log

  


det

det

tr – –

tr – –

S x x

W x x

T

T .6Ñ ,

dove

W Sœ 8
"

8

6œ"

#

6 6 .

In maniera analoga all'Esempio 6.2.2, adoperando la disuguaglianza del medesimo esempio con
D Wœ , si ha

6Ð ß ß Ñ Ÿ -  Ð Ñ  Ð Ñ œ 6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß ß Ñ
8 8

# #

Ÿ -  Ð Ñ  œ 6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß
8 8

# #

. . D D D D . . D

. .

" # " # " #
"

ß −

" # "
Ð ß ß Ñ−

log log

log log

det max

det max

tr – –

– –

W x x

W x x W

. .

. . D

" #

" #

‘

@

.

.
#ß ÑD  .

Inoltre, tenendo presente che se  è vera si dispone in effetti di un unico campione da , siL R Ð ß Ñ! . . D
ottiene

6Ð ß ß Ñ Ÿ 6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß ß Ñ. . D . . Dx x S– –  ,max
Ð ß ß Ñ−

" #
. . D" # !@

dove
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x x– –œ 8
"

8

6œ"

#

6 6

e

S x x x xœ Ð  ÑÐ  Ñ
"

8

6œ"

#

3œ"

8

63 63

6

– –  .T

Si ha

S x x x x x x x x

x x x x x x x x

œ ÐÐ  Ñ  Ð  ÑÑÐÐ  Ñ  Ð  ÑÑ
"

8

œ Ð  ÑÐ  Ñ  Ð  ÑÐ  Ñ
" "

8 8

œ
"

8


 


6œ"

#

3œ"

8

63 6 6 63 6 6

6œ" 6œ"

# #

3œ" 3œ"

8 8

63 6 63 6 6 6

6œ"

#

6

6 6

– – – – – –

– – – – – –

T

T T

8  8 Ð  ÑÐ  Ñ œ 
"

8
6 6 6 6 6

6œ"

#

S x x x x W B – – – –  ,T

dove si è tenuto presente che e dove si è posto–
3œ"
8

63 6
6 Ð  Ñ œx x  !

B x x x xœ 8 Ð  ÑÐ  Ñ
"

8

6œ"

#

6 6 6
– – – –  .T

La precedente relazione è evidentemente una generalizzazione della relazione ottenuta nella §4.3.4,
ovvero costituisce la scomposizione della matrice di varianza-covarianza totale  nella matrice diS
varianza-covarianza all'interno dei gruppi  e nella matrice di varianza-covarianza fra i gruppi . ÈW B  
facile verificare che

B x x x xœ Ð  ÑÐ  Ñ
8 8

8
" #

# # " # "
– – – –  .T

Dunque,

6Ð ß ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  8 Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 "

# # #

œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  8 Ð Ð  ÑÐ  Ñ
8 8 "

# # #

x x S S S W x x S x x

S S W S x x x x

– – – – – –tr

tr tr – – – –

log log

log log

det

det

" "

6œ"

#

6 6 6

" "

6œ"

#

6 6 6




T

T

T

Ñ

œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  8 Ð  ÑÐ  Ñ
8 8 "

# # #

œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ
8 8 8

# # #

œ -  Ð Ñ  Ð
8 8

# #

log log

log log

log log

det

det

det

S S W S x x x x

S S W S B

S S

tr tr – – – –

tr tr

tr

" "

6œ"

#

6 6 6

" "



 

"Ð  ÑÑ œ -  Ð Ñ 
8 8

# #
W B Slog log det

.
 .

Di conseguenza, la determinazione campionaria di  è data daV

< œ / œ /

œ œ
Ð Ñ

Ð  Ñ

6Ð ß ß Ñ6Ð ß ß Ñ  Ð Ñ Ð Ñ

8
8

x x S x x W S W– – – –
" #

8 8
# #

"
# "

#

log logdet det

 det
det

W
W B

-  ,

dove
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- œ
Ð Ñ

Ð  Ñ

det
det

W
W B

 .

Le matrici  e  sono le determinazioni campionarie di due matrici casuali  e  indipendenti.B W U j
Questo risultato è una generalizzazione dell'Esempio 6.1.3, in quanto le statistiche  e  sonoU j
trasformate rispettivamente dei vettori medi campionari e delle matrici di varianza-covarianza
campionarie relative a matrici campionarie indipendenti. Inoltre, dal momento che

8 œ 8j f
6œ"

#

6 6 ,

dove le matrici casuali  sono indipendenti in quanto i campioni sono8 µ [ Ð ß 8  "Ñ6 6 6f D.

indipendenti, per la proprietà ) della §A.4.2, si ha . Essendoi 8 µ [ Ð ß 8  #Ñj D.

8 œ 8  8f j U 

e , ancora per la proprietà ) della §A.4.2 si deve necessariamente concludere che8 µ [ Ð ß 8  "Ñf D. i
8 µ [ Ð ß "Ñ LU D. . Dunque, se  è vera,  è la determinazione campionaria della statistica! -

L œ
Ð Ñ

Ð  Ñ

det
det

j

j U
 ,

distribuita come una  di Wilks con  e  gradi di libertà. Inoltre  è una funzione monotonaL Ð8  #Ñ " <
crescente di  e quindi i test costruiti su  e  sono equivalenti. Dunque, dal momento che rifiutare- LV
L V! per piccole determinazioni di  è equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di , laL
regione critica del test è data da

g - - L" ß8#ß"ßœ Ö À Ÿ ×. α  .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine-

α L -9== ß8#ß"œ Ð Ÿ ÑPr .  .

Partendo dall'espressione di , si può ottenere una formulazione alternativa della statistica test. Infatti,<
tenendo presente la rappresentazione di , si haB

< œ œ Ð Ð Ñ Ð  ÑÑ œ Ð  Ñ
Ð  Ñ

Ð Ñ

œ  Ð  ÑÐ  Ñ
8 8

8

œ "  Ð  Ñ Ð
8 8

8

 
 

 

det
det

det det det

det

W B
W

W W B I W B

I W x x x x

x x W

 8
"  8 "  8

" #

#
"

# " # "

 8

" #

# # "
"

"
# " "

# #

"
#

.

.
– – – –

– –

T

T x x– –  ,# "

 8  8

 Ñ œ " 
2

8  #

"
#

"
# 

dove

2 œ Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 Ð8  #Ñ

8
" #

# # " # "
"x x W x x– – – –  .T

La quantità  è la determinazione campionaria di un vettore casuale– –8 8 Î8Ð  Ñ" # # "x x

8 8

8
Ð  Ñ µ R Ð ß Ñ

" #
# "k k D

– –  ,. !

per la proprietà ) della §A.4.1, dal momento che  e  sono indipendenti in quanto i campioni– –i k k" #

sono indipendenti e . Inoltre, il precedente vettore casuale è indipendente–8Ð  Ñ µ R Ð ß Ñk . D6 . !

da  in quanto le due statistiche sono trasformate rispettivamente dei vettori medi campionari e dellej
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matrici di varianza-covarianza campionarie relative a matrici campionarie indipendenti. Dunque, se
L 2 L X! ß8# è vera,  è la determinazione campionaria di una statistica  distribuita come una  di.

Hotelling dal momento che

L œ Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 Ð8  #Ñ

8

œ Ð8  #Ñ Ð  Ñ Ð8 Ñ Ð  Ñ
8 8 8 8

8 8

" #

# # " # "
"

" # " #
# " # "

"

k k j k k

k k j k k

– – – –

– – – –  .

T

T 
Tenendo presente le proprietà della statistica di Hotelling si ha inoltre

L µ J
Ð8  #Ñ

8   "

.

.
  .. .ß8 "

La quantità  è una funzione monotona decrescente di  e quindi i test costruiti su  e  sono< 2 V L
equivalenti. Dal momento che rifiutare  per piccole determinazioni di  è equivalente a rifiutareL V!

L L! per determinazioni elevate di , la regione critica del test risulta di conseguenza

g" ß8 "ß"œ 2 À 2   J
Ð8  #Ñ

8   "
 .

.
. . α  .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine2

α9== ß8 "œ J   2
8   "

Ð8  #Ñ
Pr . .

.

.
 .

Anche se la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, per grandi campioni,
quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ 8 " 
2

8  #
log log  ,

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono  parametri # V Ä Ð#  Ð  "ÑÎ#Ñlog 8
. #;. . . .

in totale, di cui  parametri da stimare sotto ipotesi di base.Ð  Ð  "ÑÎ#Ñ. . .

• Esempio 6.3.3. Sono stati considerati 20 atleti di valore internazionale di cui 12 fondisti e 8
maratoneti. Su ogni atleta è stato misurato la massa grassa, la massa magra, il VO  durante lo sforzo2

massimale, la concentrazione di acido lattico durante uno sforzo sub-massimale e il VO  durante lo2

sforzo sub-massimale e le osservazioni sono state riportate nella Tavola 6.3.3. Per inciso, si noti che il
VO  costituisce una misura dell'efficienza aerobica di un atleta.2

Tavola 6.3.3. Caratteristiche fisiologiche dei fondisti e dei maratoneti.
fondisti massa massa VO acido VO maratoneti massa massa VO acido VO

grassa magra max lattico submax grassa magra max lattico submax
2 2 2 2

" )Þ$ '&Þ) &Þ(( $! %Þ(" " &Þ& &)Þ( &Þ!( "( %Þ$#
# $Þ$ &(Þ' %Þ&" $$ %Þ"& # %Þ) '!Þ# %Þ(% $% %Þ!!
$ #Þ* &*Þ* %Þ)# %' %Þ#! $ #Þ" &$Þ( %Þ!% $) $Þ%!
% "Þ% &'Þ' %Þ$) $( $Þ** % #Þ) '"Þ& %Þ(( %! %Þ#!
& (Þ" &*Þ# &Þ$! #' %Þ#* & "Þ% &&Þ' %Þ$* %% $Þ**
' $Þ# &)Þ* %Þ*' #% %Þ!( ' #Þ! &*Þ$ %Þ$( "* $Þ("
( %Þ" '&Þ) &Þ%" "* %Þ&( ( &Þ) &&Þ& %Þ%( #( $Þ)&
) "Þ) '(Þ' &Þ#* $# %Þ%% ) "Þ* '%Þ# %Þ)% #* %Þ"!
* %Þ! %*Þ' %Þ$$ $* $Þ&$
"! $Þ) '#Þ& &Þ'! "' %Þ(*
"" %Þ( &%Þ& %Þ'( #% $Þ*'
"# !Þ* '!Þ" &Þ!% $" %Þ"#

Fonte: Pollock, Jackson e Pate (1980)



136 L'inferenza multivariata

Si vuole verificare se i due gruppi di atleti hanno simili caratteristiche fisiologiche, ovvero si vuole
verificare il sistema di ipotesi  contro . Si haL À œ œ L À Á! " # " " #. . . . .

x–" œ

$Þ(*"(
&*Þ)%"(
&Þ!!'(

#*Þ(&!!
%Þ#$&!

     
 

e

x–  .# œ

$Þ#)(&
&)Þ&)(&
%Þ&)'$

$"Þ!!!!
$Þ*%'$

     
 

Inoltre, risulta

S" œ

%Þ$!&) "Þ!'%& !Þ%%('  %Þ'((" !Þ##'$
"Þ!'%& #%Þ!%*" "Þ)(""  "$Þ*%(* "Þ%("#
!Þ%%(' "Þ)("" !Þ#!*%  #Þ"'%# !Þ"$*)

 %Þ'(("  "$Þ*%(*  #Þ

     
 "'%# '(Þ!#!)  "Þ%'(*

!Þ##'$ "Þ%("# !Þ"$*)  "Þ%'(* !Þ""%%

e

S# œ

#Þ()'"  !Þ%')* !Þ#$$$  'Þ(&*$ !Þ"&!!
 !Þ%')* "!Þ')"" !Þ("&$  'Þ$(&! !Þ&%*)

!Þ#$$$ !Þ("&$ !Þ!*%"  "Þ!'!! !Þ!()$
 'Þ*$(&  'Þ$(&!  "Þ

     
 !'!! )$Þ&!!!  !Þ$*"$

!Þ"&!! !Þ&%*) !Þ!()$  !Þ$*"$ !Þ!(%&

 .

Dalle precedenti espressioni risulta

W œ

$Þ'*(* !Þ%&"# !Þ$'"*  &Þ&)"# !Þ"*&)
!Þ%&"# ")Þ(!"* "Þ%!))  "!Þ*")) "Þ"!#(
!Þ$'"* "Þ%!)) !Þ"'$$  "Þ(##& !Þ""&#

 &Þ&)"#  "!Þ*"))  "Þ(

     
 ##& ($Þ'"#&  "Þ!$(#

!Þ"*&) "Þ"!#( !Þ""&#  "Þ!$($ !Þ!*)%

e

B œ

!Þ!'"! !Þ"&") !Þ!&!*  !Þ"&"$ !Þ!$%*
!Þ"&") !Þ$((& !Þ"#'&  !Þ$('$ !Þ!)'*
!Þ!&!* !Þ"#'& !Þ!%#%  !Þ"#'" !Þ!#*"

 !Þ"&"$  !Þ$('$  !Þ"#'"

     
 !Þ$(&!  !Þ!)''

!Þ!$%* !Þ!)'* !Þ!#*"  !Þ!)'' !Þ!#!!

 ,

per cui . Di conseguenza il livello di significatività osservato è dato da- œ !Þ&%**

α L9== &ß")ß" "!ß#)œ Ð Ÿ !Þ&%**Ñ œ ÐJ   #Þ#*#"Ñ œ !Þ!%"!Pr Pr  .

Visto il livello di significatività osservata, vi è una certa indicazione a rifiutare l'ipotesi di base, ovvero
i due gruppi di atleti sembrano differire sulla base delle caratteristiche fisiologiche. Si ha inoltre  #
log < œ ""Þ*&"& e di conseguenza la significatività osservata per grandi campioni risulta
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α ;8ß9==
#
&œ Ð   ""Þ*'"&Ñ œ !Þ!$&$Pr  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 

6.3.7. L'analisi multivariata della varianza. Si supponga di considerare  campioni casuali7
indipendenti  rispettivamente dai vettori casuali , ovvero da  vettoriÐ ßá ß Ñ µ R Ð ß Ñ 7x x6" 68 6 66

k . D.

casuali normali omoschedastici. Sia inoltre  la numerosità campionaria globale. Il modello8 œ 87
6œ" 6

statistico è dato da

Y

1

. . D

. D .

" 7 " 7

6
" "
# # 63 6 63 6

"

ßáß ß 8 8 "" "8 7" 78 " 7

6œ"

7

3œ"

8
  Ð  Ñ Ð  Ñ

œ 0 À 0 Ð ßá ß ßá ß ßá ß à ßá ß ß Ñ œ

œ Ð# Ñ /


 

x x x x . . D

Ddet x xT
 ,

dove  e . Si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro. D . . .6 ! " 7−  L À œ á œ œ‘. !
L À Á b6 Á 4 œ "ßá ß7" 6 4. . , . Dunque, si ha

@ ‘œ ÖÐ ßá ß ß Ñ À − ß  ß 6 œ "ßá ß7×. . D . D" 7 6
. !

e

@! " 7 " 7œ ÖÐ ßá ß ß Ñ À œ á œ ß  ×. . D . . D !  .

Se  e  rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie del vettore medio campionario–x S6 6

k f
–  e della matrice di varianza-covarianza campionaria  per l' -esimo campione, estendendo in6 6 l
maniera ovvia i risultati della §6.3.6, la funzione di log-verosimiglianza è data da

6Ð ßá ß ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  8 Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 "

# # #
. . D D D . D ." 7 6 6 6 6 6

" "

6œ"

7

log log det tr  ,– –W x x T

dove

W Sœ 8
"

8

6œ"

7

6 6 .

In maniera analoga alla §6.3.6, si ha

6Ð ßá ß ß Ñ Ÿ -  Ð Ñ  Ð Ñ
8 8

# #
œ 6Ð ßá ß ß Ñ œ 6Ð ßá ß ß Ñ
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. . D D D
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W
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. .

" 7

"

‘.

.

7ß Ñ−
" 7

D @
6Ð ßá ß ß Ñ. . D  .

Inoltre, tenendo presente che se  è vera si dispone in effetti di un unico campione da una ,L R Ð ß Ñ! . . D
allora si ottiene

6Ð ßá ß ß Ñ Ÿ 6Ð ßá ß ß Ñ œ 6Ð ßá ß ß Ñ. . D . . Dx x S– –  ,max
Ð ßáß ß Ñ−

" 7
. . D" 7 !@

dove

x x– –œ 8
"

8

6œ"
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6 6
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e

S x x x xœ Ð  ÑÐ  Ñ
"

8

6œ"

7

3œ"

8

63 63

6

– –  .T

In completa analogia con la §6.3.6 si ha , doveS W Bœ 

B x x x xœ 8 Ð  ÑÐ  Ñ
"

8

6œ"

7

6 6 6
– – – –  .T

Dunque,

6Ð ßá ß ß Ñ œ -  Ð Ñ 
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x x S S– –  .log log det

.

Di conseguenza, la determinazione campionaria di  è data daV

< œ / œ /

œ œ
Ð Ñ
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8
8
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log logdet det
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W
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-  ,

dove
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det
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W
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 .

In maniera analoga alla §6.3.6,  e  sono le determinazioni campionarie di due matrici casuali  eB W U
j  indipendenti. Inoltre, dal momento che

8 œ 8j f
6œ"

7

6 6 ,

dove le matrici casuali  sono indipendenti in quanto i campioni sono8 µ [ Ð ß 8  "Ñ6 6 6f D.

indipendenti, per la proprietà ) della §A.4.1, si ha . Dal momento che risultai 8 µ [ Ð ß 8 7Ñj D.

8 œ 8  8f j U 

e che , ancora per la proprietà ) della §A.4.1 si deve necessariamente concludere8 µ [ Ð ß 8  "Ñf D. i
che . Dunque, se  è vera,  è la determinazione campionaria della statistica8 µ [ Ð ß7  "Ñ LU D. ! -

L œ
Ð Ñ

Ð  Ñ

det
det

j

j U
 ,

distribuita come una  di Wilks con  e  gradi di libertà. Inoltre  è una funzioneL Ð8 7Ñ Ð7 "Ñ <
monotona crescente di  e quindi i test costruiti su  e  sono equivalenti. Dal momento che rifiutare- LV
L V! per piccole determinazioni di  è equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di , laL
regione critica del test è data da

g - - L" ß87ß7"ßœ Ö À Ÿ ×. α  .

Se si è osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine-

α L -9== ß87ß7"œ Ð Ÿ ÑPr .  .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, per grandi
campioni, quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ  8log log- ,
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è la determinazione di una statistica , in quanto è facile verificare che vi sono in # V Älog 8
.

Ð7"Ñ
#; .

totale  parametri, di cui  parametri da stimare sotto ipotesi diÐ7  Ð  "ÑÎ#Ñ Ð  Ð  "ÑÎ#Ñ. . . . . .
base.

• Esempio 6.3.4. Tre gruppi di pesci, ognuno dei quali era composto da 12 pesci, sono stati cucinati
con tre diversi metodi di cottura. Successivamente, alcuni giudici hanno assaggiato ciascun pesce e
hanno assegnato un punteggio sulla base di 4 variabili, ovvero l'aroma (A), il sapore (S), la
consistenza (C) e il grado di umidità (U). Nella Tavola 6.3.4 sono riportati i punteggi medi dei giudici
per ogni pesce e ogni metodo di cottura.

Tavola 6.3.4. Punteggi dei giudici per i tre metodi di cottura dei pesci.
metodo 1 A B C D metodo 2 A B C D metodo 3 A B C D

1 &Þ% 'Þ! 'Þ$ 'Þ( " &Þ! &Þ$ &Þ$ 'Þ& " %Þ) &Þ! 'Þ& (Þ!
# &Þ# 'Þ# 'Þ! &Þ) # %Þ) %Þ* %Þ# &Þ' # &Þ% &Þ! 'Þ! 'Þ%
$ 'Þ" &Þ* 'Þ! (Þ! $ $Þ* %Þ! %Þ% &Þ! $ %Þ* &Þ" &Þ* 'Þ&
% %Þ) &Þ! %Þ* &Þ! % %Þ! &Þ" %Þ) &Þ) % &Þ( &Þ# 'Þ% 'Þ%
& &Þ! &Þ( &Þ! 'Þ& & &Þ' &Þ% &Þ" 'Þ# & %Þ# %Þ' &Þ$ 'Þ$
' &Þ( 'Þ" 'Þ! 'Þ' ' 'Þ! &Þ& &Þ( 'Þ! ' 'Þ! &Þ$ &Þ) 'Þ%
( 'Þ! 'Þ! &Þ) 'Þ! ( &Þ# %Þ) &Þ% 'Þ! ( &Þ" &Þ# 'Þ# 'Þ&
) %Þ! &Þ! %Þ! &Þ! ) &Þ$ &Þ" &Þ) 'Þ% ) %Þ) %Þ' &Þ( &Þ(
* &Þ( &Þ% %Þ* &Þ! * &Þ* 'Þ" &Þ( 'Þ! * &Þ$ &Þ% 'Þ) 'Þ'
"! &Þ' &Þ# &Þ% &Þ) "! 'Þ" 'Þ! 'Þ" 'Þ# "! %Þ' %Þ% &Þ( &Þ'
"" &Þ) 'Þ" &Þ# 'Þ% "" 'Þ# &Þ( &Þ* 'Þ! "" %Þ& %Þ! &Þ! &Þ*
"# &Þ$ &Þ* &Þ) 'Þ! "# &Þ" %Þ* &Þ$ %Þ) "# %Þ% %Þ# &Þ' &Þ&

Fonte: Baten, Tack e Baeder (1958)

Si vuole verificare se i metodi di cottura non differiscono sulla base dei punteggi assegnati dai
giudici, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro ,L À œ œ œ L À Á! " # $ " 6 4. . . . . .
b6 Á 4 œ "ß #ß $. Si ha
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Inoltre
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!Þ#""% !Þ#!*$ !Þ##** !Þ%%%(
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 
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e

S# œ
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 ,
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 .

Dalle precedenti espressioni risulta
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 ,

per cui . Di conseguenza il livello di significatività osservato risulta- œ !Þ##!!

α L9== %ß$$ß# )ß'!œ Ð Ÿ !Þ##!!Ñ œ ÐJ   )Þ%*!"Ñ ¶ !Pr Pr  .

Dato che la significatività osservata estremamente bassa, si deve concludere che i tre metodi di cottura
differiscono sostanzialmente. Inoltre  e dunque si ha # < œ &%Þ&!!)log

α ;8ß9==
#
)œ Ð   &%Þ&!!)Ñ ¶ !Pr  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 

6.3.8. Il test per la verifica della omoschedasticità. Si supponga di considerare  campioni casuali7
indipendenti  rispettivamente dai vettori casuali . Sia inoltreÐ ßá ß Ñ µ R Ð ß Ñx x6" 68 6 6 66

k . D.

8 œ 87
6œ" 6 la numerosità campionaria globale. In questo caso, il modello statistico è dato da
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dove  e . Si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro. D D D D6 6 ! " 7−  L À œ á œ œ‘. !
L À Á b6 Á 4 œ "ßá ß7" 6 4D D , . Si ha
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e

@ ‘! " 7 " 7 6 " 7œ ÖÐ ßá ß ß ßá ß Ñ À − ß œ á œ œ  ×. . D D . D D D. !  .
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Se  e  rappresentano rispettivamente le realizzazioni campionarie del vettore medio campionario–x S6 6

k f
–  e della matrice di varianza-covarianza campionaria  per l' -esimo campione, allora la funzione di6 6 l
log-verosimiglianza è data da

6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ œ

œ -   Ð Ñ  Ð Ñ  Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 8

# # #

. . D D

D D . D .

" 7 " 7

6œ"

7
6 6 6

6 6 6 6 6 66 6
" "log log  det tr  .– –S x xT

Tenendo presente che ogni  raggiunge il minimo per  e adoperando– – –Ð  Ñ Ð  Ñ œx x x6 6 6 6 6 66
". D . .T

nella precedente espressione la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 in maniera ripetuta con
D Sœ 6, si ottiene

6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ Ÿ -   Ð Ñ  Ð Ñ
8 8

# #

œ 6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ

Ÿ -   Ð Ñ 
8 8

# #

œ -  8
"

#

. . D D D D

D D

" 7 " 7 6 6

6œ"

7
6 6

6
"

" 7 " 7

6œ"

7
6 6

6

6œ"

7

6

log log

log log

log l

  

  


det

det

tr

– –

S

x x

S
.

og det

max

Ð Ñ 
8

#

œ 6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ

œ 6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ

S

x x S S

6

" 7 " 7

Ð ßáß ß ßáß Ñ−
" 7 " 7

.

– –

 .
. . D D" 7 " 7 @

. . D D

Inoltre, se  è vera, allora si haL!

6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ œ

œ -   Ð Ñ  Ð Ñ  Ð  Ñ Ð  Ñ
8 8 8

# # #

œ -  Ð Ñ  Ð Ñ  8 Ð  Ñ
8 8 "

# # #

. . D D

D D . D .

D D . D

" 7

6œ"

7
6 6 6" "

6 6 6 6 6

"

6œ"

7

6 6 6

log log

log log

  


det

det

tr – –

tr –

S x x

W x

T

T "
6 6Ð  Ñx–  ..

Di conseguenza, adoperando la disuguaglianza ottenuta nell'Esempio 6.2.2 rispettivamente con
D Wœ , si ottiene

6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ Ÿ -  Ð Ñ  Ð Ñ œ 6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ
8 8

# #

Ÿ -  Ð Ñ  œ 6Ð ßá ß ß ßá ß Ñ
8 8

# #
œ 6

. . D D D D D D" 7 " 7
"

" 7

Ð ßáß ß ßáß Ñ−

log log

log log

det

det

max

tr – –

– –

W x x

W x x W W
.

. . D D" 7 " 7 !
@

Ð ßá ß ß ßá ß Ñ. . D D" 7 " 7  .

Dunque, la determinazione campionaria di  è data daV

< œ / œ
Ð Ñ

Ð Ñ
6Ð ßáß ß ßáß Ñ6Ð ßáß ß ßáß Ñ

6œ"

7

6

8 Î#
x x W W x x S S– – – –
" 7 " 7 " 7

6  det
det

W
S

 

In questo caso è complesso ottenere la distribuzione esatta di  o di una sua trasformata. Tuttavia,V
per grandi campioni, quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ 8
Ð Ñ

Ð Ñ
log log

6œ"

7

6
6

 det
det

W
S

 ,
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è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono in totale # V Älog 8
.

Ð7"Ñ Ð "ÑÎ#
#; . .

Ð7 7 Ð  "ÑÎ#Ñ Ð7  Ð  "ÑÎ#Ñ. . . . . . parametri, di cui  parametri da stimare sotto ipotesi di base.
Di conseguenza, la regione critica per grandi campioni è data da

g ;8ß" Ð7"Ñ Ð "ÑÎ#ß"
#œ Ö< À  # <   ×log . . α  ,

mentre la significatività osservata risulta

α ;8ß9== Ð7"Ñ Ð "ÑÎ#
#œ Ð    # <ÑPr . . log  .

• Esempio 6.3.5. Con gli stessi dati dell'Esempio 6.3.4 si vuole verificare il sistema di ipotesi
L À œ œ L À Á b6 Á 4 œ "ß #ß $! " # $ " 6 4D D D D D contro , . In questo caso è facile verificare che
 # < œ "(Þ(($$log  e di conseguenza il livello di significatività osservato per grandi campioni risulta

α ;8ß9==
#
#!œ Ð   "(Þ(($$Ñ œ !Þ'!#$Pr  .

Questo valore è un valore elevato di  che porta dunque ad accettare dunque l'ipotesi diα8ß9==

omoschedasticità. 

6.3.9. La regressione lineare multivariata. y ySupponiamo che la matrice campionaria  siaÐ ßá ß Ñ" 8

la determinazione di un insieme di vettori casuali indipendenti , tali cheÐ ßá ß Ñl l" 8

l D3 3µ R Ð  ß Ñ. a Bz a B, dove  è un vettore di parametri di ordine ,  è una matrice di parametri di.
ordine , mentre  costituisce una matrice di quantità note e fisse di ordine .Ð ‚ Ñ Ð ßá ß Ñ Ð ‚ 8Ñ. / /z z" 8

Ovviamente, in questo caso il campionamento non è casuale ed è immediato verificare che questa
struttura campionaria costituisce una estensione multivariata del modello di regressione lineare.
Analogamente all'Esempio 1.1.8, si suppone che la parametrizzazione sia fatta in modo tale che

z z–  .œ œ
"

8
8

3œ"

3 !

In questo caso il modello statistico è dato da

Y 1a B
y a Bz y a Bz

ß ß 8 8 " 8

8

3œ"

  Ð   Ñ Ð   Ñ
D

Dœ 0 À 0 Ð ßá ß à ß ß Ñ œ Ð# Ñ / y y a B D Ddet
" "
# # 3 3 3 3

"T
 ,

dove . Si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro .a B B B− ß − ß  L À œ L À Á‘ ‘. ./ D ! ! !! "

Si ha

@ ‘ ‘œ ÖÐ ß ß Ñ À − ß − ß  ×a B a BD D. ./ !

e

@ ‘! œ ÖÐ ß ß Ñ À œ ß − ß  ×a B B aD D! !.  .

La log-verosimiglianza può essere espressa come

6Ð ß ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð   Ñ Ð   Ñ
8 "

# #
a B y a Bz y a BzD D Dlog det 

3œ"

8

3 3 3 3
"T  .

Si indichi rispettivamente con  e  il vettore medio campionario e la matrice di varianza-covarianza–y SC

campionaria relative a  e con  la matrice di varianza-covarianza relativa a .Ð ßá ß Ñ Ð ßá ß Ñy y S z z" 8 D " 8

Sia inoltre
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S z z y y z yDC 3 3 3

8 8

3œ" 3œ"
3œ Ð  ÑÐ  Ñ œ

" "

8 8
 – – T T

la matrice di covarianza relativa a  e , mentre sia . Si haÐ ßá ß Ñ Ð ßá ß Ñ œz z y y S S" 8 " 8 CD DC
T





3œ"

8

3 3 3 3
"

3œ"

8

3 3 3 3
"

3œ"

8
"

3 3 3 3

Ð   Ñ Ð   Ñ œ

œ ÐÐ  Ñ   Ð  ÑÑ ÐÐ  Ñ   Ð  ÑÑ

œ Ð ÐÐ  Ñ   Ð  ÑÑÐÐ  Ñ   Ð

y a Bz y a Bz

y y Bz y a y y Bz y a

y y Bz y a y y Bz y

T

T

D

D

D

– – – –

tr – – – –  ÑÑ Ñ

œ 8 Ð Ð   Ð  ÑÐ  Ñ   ÑÑ

a

S BS B y a y a S B BS

T

T T Ttr  ,– –D"
C D CD DC

dove è stato tenuto presente che e . Inoltre, sommando e sottraendo la– 
3œ" 3œ"
8 8

3 3z  y yœ Ð  Ñ œ! !
matrice  nella precedente espressione e raccogliendo opportunamente si haS S SCD DCD

"


3œ"

8

3 3 3 3
"

" " " "
C CD DC CD D CDD D D

" " "
C CD DCD

Ð   Ñ Ð   Ñ œ

œ 8 Ð Ð   Ð  Ñ Ð  Ñ  Ð  ÑÐ  Ñ ÑÑ

œ 8 Ð Ð  ÑÑ  8 Ð Ð

y a Bz y a Bz

S S S S B S S S B S S y a y a

S S S S B

T

T T

D

D

D D

tr – –

tr tr  Ñ Ð  Ñ Ñ

 8Ð  Ñ Ð  Ñ

S S S B S S

y a y a
CD D CDD D

" "

"

T

T– –  ,D

Dunque, si ottiene infine

6Ð ß ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ð Ð  ÑÑ
8 8

# #
 Ð Ð  Ñ Ð  Ñ Ñ  Ð  Ñ Ð  ÑÑ

a B S S S S

B S S S B S S y a y a

D D D

D D

log det tr

tr  .– –

" "
C CD DCD

" " " "
CD D CDD D

T T

Sulla base di questi risultati, si ha dunque

6Ð ß ß Ñ Ÿ -  Ð Ñ  Ð Ð  ÑÑ œ 6Ð ß ß Ñ
8 8

# #
a B S S S S a BD D D Dlog det tr  ," "

C CD DCD s s

dove  e  che ovviamente costituiscono le stime di massima verosimiglianza di e .–a y B S S a Bs sœ œ CD D
"

Nella precedente espressione si è tenuto presente che  e dunque anche , in modo taleD D ! !"

che la forma quadratica  è definita positiva e quindi raggiunge il minimo quando– –Ð  Ñ Ð  Ñy a y aTD"

a y Sœ –. Nella stessa espressione si è notato che, essendo  definita positiva in quanto matrice diD

varianza-covarianza, allora la matrice  è definita positiva e quindiÐ  Ñ Ð  ÑB S S S B S SCD D CDD D
" " T

anche la matrice  è definita positiva. Di conseguenza, la traccia diD" " "
CD D CDD DÐ  Ñ Ð  ÑB S S S B S S T

questa matrice è maggiore o uguale a  e raggiunge quindi il minimo in corrispondenza della matrice!
nulla, ovvero quando . Tenendo presente la disuguaglianza ottenuta nell'EsempioB S S œCD D

" !
6.2.2 con , si ottiene dunqueD S S S Sœ C CD DCD

"

6Ð ß ß Ñ Ÿ -  Ð  Ñ  œ 6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß ß Ñ
8 8

# #
a B S S S S a B E a Bs ss s.

D Dlog det maxC CD DCD
"

Ð ß ß Ñ−a B D @
 ,

dove  è la stima di massima verosimiglianza di . È facile dimostrare cheE S S S Sœ C CD DCD
" D

E y a Bz y a Bzœ Ð   ÑÐ   Ñ
"

8

3œ"

8

3 3 3 3s ss s T



144 L'inferenza multivariata

e dunque in effetti  costituisce la matrice delle medie degli scarti al quadrato dei valori osservati E y3

dai valori stimati . Di conseguenza, in maniera analoga alla §4.3.8, la matrice rappresenta laa Bz E s s 3

matrice di varianza-covarianza residua.
Tenendo presente le note fatte in precedenza, si ha inoltre che

6Ð ß ß Ñ œ -  Ð Ñ  Ð Ð Ñ  Ð  Ñ Ð  ÑÑ
8 8

# #

Ÿ -  Ð Ñ  œ 6Ð ß ß Ñ œ 6Ð ß ß Ñ
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!

D D D D
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log

log

det

det max

tr – –

–  .
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C

C C
Ð ß ß Ñ−

T

.

a B D @!

In maniera analoga alla §4.3.8, si noti che si ha la seguente scomposizione

S E HC œ   ,

dove  rappresenta la matrice di varianza-covarianza spiegata dal modello lineare. DiH S S Sœ CD DCD
"

conseguenza, si ha anche . La determinazione campionaria di  è dunque data daE S S S Sœ  VC CD DCD
"

< œ / œ œ
Ð  Ñ

Ð Ñ
6Ð ß ß Ñ6Ð ß ß Ñ 8C CD DCD

"

C

8
y S a B E– ! C

"
#

"
#s s  det

det
S S S S

S
-

dove
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Ð  Ñ

Ð Ñ Ð  Ñ

Ð Ñdet
det det

detS S S S
S E H

EC CD DCD
"

C
 .

Dal momento che , per la proprietà ) della §A.4.2,  e  sono le8 µ [ Ð ß 8  "Ñf DC . iii E H
determinazioni campionarie di due matrici casuali  e 8 µ [ Ð ß 8  "  Ñ 8 µ [ Ð ß ÑX D [ D. ./ /
indipendenti. Dunque, se  è vera,  è la determinazione campionaria della statisticaL! -

L œ
Ð Ñ

Ð  Ñ

det
det

X

X [
 ,

distribuita come una  di Wilks. Inoltre,  è una funzione monotona crescente di  e quindi iL -. / /ß8" ß <
test costruiti su  e  sono equivalenti. Dunque, dal momento che rifiutare  per piccoleV LL !

determinazioni di  è equivalente a rifiutare per piccole determinazioni di , la regione critica del testV L
è data da

g - - L" ß8" ß ßœ Ö À Ÿ ×. / / α  .

Avendo osservato il valore campionario , il livello di significatività osservato risulta infine-

α L -9== ß8" ßœ Ð Ÿ ÑPr . / /  .

Anche se in questo caso la distribuzione della statistica test è nota per campioni finiti, per grandi
campioni, quando  è vera, la quantitàL!

 # < œ 8
Ð  Ñ

Ð Ñ
log log det

det
S S S S

S
C CD DCD

"

C
 ,

è la determinazione di una statistica , in quanto vi sono # V Ä Ð   Ð  "ÑÎ#Ñlog 8
. #;./ . ./ . .

parametri in totale, di cui  parametri da stimare sotto ipotesi di base. DiÐ  Ð  "ÑÎ#Ñ. . .
conseguenza, la regione critica per grandi campioni è data da

g ;8ß" ß"
#œ Ö< À  # <   ×log ./ α  ,

mentre la significatività osservata risulta
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α ;8ß9==
#œ Ð    # <ÑPr ./ log  .

• Esempio 6.3.6. Sono stati condotti 19 esperimenti che riguardavano una certa reazione chimica. Le
variabili tenute sotto controllo sono state la temperatura, la concentrazione e il tempo. Si vuole
verificare che esiste una relazione lineare di queste variabili con le variabili di risposta della reazione
chimica, ovvero la quantità di materiale iniziale non trasformato, la quantità di materiale iniziale
trasformato e la quantità di sottoprodotto non desiderato. Le osservazioni relative agli esperimenti
sono riportati nella Tavola 6.3.5.

Tavola 6.3.5. Risultati degli esperimenti relativi alle reazioni chimiche.
variabili di risposta variabili sotto controllo

Esperimento non trasformato trasformato sottoprodotto temperatura concentrazione tempo
" %"Þ& %&Þ* ""Þ# "'# #$Þ! $Þ!
# $$Þ) &$Þ$ ""Þ# "'# #$Þ! )Þ!
$ #(Þ( &(Þ& "#Þ( "'# $!Þ! &Þ!
% #"Þ( &)Þ) "'Þ! "'# $!Þ! )Þ!
& "*Þ* '!Þ' "'Þ# "(# #&Þ! &Þ!
' "&Þ! &)Þ! ##Þ' "(# #&Þ! )Þ!
( "#Þ# &)Þ' #%Þ& "(# $!Þ! &Þ!
) %Þ$ &#Þ% $)Þ! "(# $!Þ! )Þ!
* "*Þ$ &'Þ* #"Þ$ "'( #(Þ& 'Þ&
"! 'Þ% &&Þ% $!Þ) "(( #(Þ& 'Þ&
"" $(Þ' %'Þ* "%Þ( "&( #(Þ& 'Þ&
"# ")Þ! &(Þ$ ##Þ# "'( $#Þ& 'Þ&
"$ #'Þ$ &&Þ! ")Þ$ "'( ##Þ& 'Þ&
"% *Þ* &)Þ* #)Þ! "'( #(Þ& *Þ&
"& #&Þ! &!Þ$ ##Þ" "'( #(Þ& $Þ&
"' "%Þ" '"Þ" #$Þ! "(( #!Þ! 'Þ&
"( "&Þ# '#Þ* #!Þ( "(( #!Þ! 'Þ&
") "&Þ* '!Þ! ##Þ" "'! $%Þ! (Þ&
"* "*Þ' '!Þ' "*Þ$ "'! $%Þ! (Þ&

Fonte: Box e Youle (1955)

Si vuole verificare se esiste o meno una relazione lineare fra le variabili di risposta e le variabili
sotto controllo, ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi  contro . Si haL À œ L À Á! "B B! !

SD œ
$'Þ'$("  ""Þ&$"*  !Þ#"!&

 ""Þ&$"* "(Þ!!&& "Þ"&(*
 !Þ#"!& "Þ"&(* #Þ&#'$

 
 

e

SC œ
*%Þ!(!"  #(Þ!'&!  &&Þ*#"%

 #(Þ!'&! #"Þ!((" &Þ%(*&
 &&Þ*#"% &Þ%(*& %#Þ))))

 
  ,

mentre

SCD œ
 $*Þ(%!(  )Þ*))#  'Þ*('$

""Þ##&# "Þ&"%$ #Þ)'&)
##Þ)')" 'Þ!*#% $Þ('$#

 
  .

Risulta quindi
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as œ
#!Þ"()*
&'Þ$$')
#!Þ()%#

 
 

e

Bs œ
 "Þ&%'!  "Þ%#&'  #Þ#$(%

!Þ%!%' !Þ#*$! "Þ!$$)
!Þ*"$* !Þ)**& "Þ"&$&

 
  .

Inoltre si ha

E œ
%Þ#"*(  "Þ"%#$  $Þ%'*'

 "Þ"%#$ "$Þ"#*'  *Þ%%(#
 $Þ%'*'  *Þ%%(# "#Þ"')$

 
  ,

mentre

H œ
)*Þ)&!%  #&Þ*##(  &#Þ%&")

 #&Þ*##( (Þ*%(& "%Þ*#'(
 &#Þ%&") "%Þ*#'( $!Þ(#!%

 
  ,

per cui . Di conseguenza il livello di significatività osservato risulta- œ !Þ!$$#

α L9== $ß"&ß$œ Ð Ÿ !Þ!$$#Ñ ¶ !Pr  .

Dato che la significatività osservata è estremamente bassa, si deve concludere che esiste un legame
lineare fra le variabili di risposta e quelle di controllo per la reazione chimica considerata. Inoltre,  #
log < œ '%Þ(#$# e dunque si ha

α ;8ß9==
#
*œ Ð   '%Þ(#$#Ñ ¶ !Pr  ,

un risultato che conferma le conclusioni precedenti. 

6.4. Le regioni di confidenza con osservazioni multivariate

6.4.1. Le regioni di confidenza con matrici campionarie. Se  è un modello statistico relativo adY)
un campionamento casuale, allora si definisce quantità pivot  la trasformataT

T À ‚ ÄV @ ‘8  ,

tale che  ha una distribuzione che non dipende da . Se  è un insiemeT œ TÐ ßá ß à Ñ F §k k" 8 ) ) ‘
tale che

Pr)ÐT Ð ßá ß à Ñ − FÑ œ " k k" 8 ) α ,

e se  è un insieme casuale tale che per ogni IÐ ßá ß Ñ §k k )" 8
5‘

ÖÐ ßá ß Ñ À T Ð ßá ß à Ñ − F× Í ÖÐ ßá ß Ñ À − IÐ ßá ß Ñ×x x x x x x x x" 8 " 8 " 8 " 8) )  ,

allora  è detta regione di confidenza per  al livello di confidenza .IÐ ßá ß Ñ Ð"  Ñx x" 8 ) α
Anche nel caso multivariato si può dimostrare che esiste un legame fra la regione di confidenza e la

regione di accettazione del test per il sistema di ipotesi  contro . Nel caso cheL À œ L À Á! ! " !) ) ) )
si costruisca regioni di confidenza a partire dal test del rapporto delle verosimiglianze si può verificare
che la regione di confidenza  al livello di confidenza  è data da tutti i valori diIÐ ßá ß Ñ Ð"  Ñx x" 8 α
) )− PÐ à ßá ß Ñ@ per cui la verosimiglianza  è maggiore dix x" 8
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- œ < PÐ à ßá ß Ñα α
@

max
)−

" 8) x x  ,

dove . Inoltre, se si ha , dove  è un parametro a Pr)ÐV Ÿ < Ñ œ œ Ð ß Ñ Ð5  2Ñα α ) ) ) )E F E
T T T

componenti, si verifica che la regione di confidenza  al livello di confidenza  èIÐ ßá ß Ñ Ð"  Ñx x" 8 α
data da tutti i valori di  per cui la verosimiglianza profilo  è maggiore di) )E E E: " 8− P Ð à ßá ß Ñ@ x x
-α.

6.4.2. Gli ellissoidi di confidenza. Dato un campione casuale da , si vuole costruirek . Dµ R Ð ß Ñ.

una regione di confidenza per . Se si considera il sistema di ipotesi  contro . . .L À œ L À! ! "

. .Á ! dalla §6.3.2 è noto che la regione di accettazione per il test del rapporto delle verosimiglianze
è data da

k! " 8 ß8 ß"
"œ Ð ßá ß Ñ À Ð  Ñ Ð  Ñ  J

8 
 x x x S x– –  .. .T .

.
. . α

Di conseguenza, la regione di confidenza per  al livello di confidenza  è data da. Ð"  Ñα

 . . .À Ð  Ñ Ð  Ñ  J
8 

x S x– –  ,T "
ß8 ß"

.

.
. . α

ovvero dall'insieme dei punti contenuti in un ellissoide di centro  con direzioni degli assi date dagli–x
autovettori di  e con lunghezza degli assi pari a , dove  è il -esimoS # J ÎÐ8  Ñα α4 ß8 ß" 4. .. . α j
autovalore di . Questa regione di confidenza è detto ellissoide di confidenza del vettore medio.S

• Esempio 6.4.1. Su 31 ciliegi del parco nazionale di Allegheny in Pennsylvania sono state misurate
rispettivamente l'altezza e il volume, ottenendo in questa maniera le osservazioni della Tavola 6.4.1.

Tavola 6.4.1. Altezza e volume dei ciliegi (in piedi e piedi cubi).
ciliegio altezza volume ciliegio altezza volume

" (! "!Þ$ "( '& "!Þ$
# '$ "!Þ# ") (# "'Þ%
$ )" ")Þ) "* )$ "*Þ(
% '' "&Þ' #! (& ")Þ#
& )! ##Þ' #" (& "*Þ*
' (* #%Þ# ## (' #"Þ!
( (' #"Þ% #$ '* #"Þ$
) (& "*Þ" #% (% ##Þ#
* )& $$Þ) #& )' #(Þ%
"! (" #&Þ( #' '% #%Þ*
"" () $%Þ& #( )! $"Þ(
"# (% $'Þ$ #) (# $)Þ$
"$ (( %#Þ' #* )" &&Þ%
"% )# &&Þ( $! )! &)Þ$
"& )! &"Þ& $" )! &"Þ!
"' )( ((Þ!

Fonte: Ryan, Joiner e Ryan (1985)

Risulta

x– œ
('Þ!!!!
$!Þ"("! 

e
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S œ
$*Þ#*!$ '!Þ'$)(
'!Þ'$)( #'"Þ%)''  .

Dunque, i due autovalori di sono dati da  e , mentre gli autovettori di  sonoS S#$Þ)")* #('Þ*&)!
Ð!Þ#%(#ß !Þ*'*!Ñ Ð!Þ*'*!ß  !Þ#%(#Ñ Ð ß Ñ e . Di conseguenza, una ellisse di confidenza per  al. ." #

livello di confidenza del % è centrata in  ed ha gli assi in direzione degli autovettori*& Ð('Þ!!ß $!Þ"(Ñ
di lunghezze pari a  e . Il diagramma di dispersione e il grafico dell'ellissi di confidenza%Þ'('! "&Þ*%%*
sono riportati in Figura 6.4.1. 
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Figura 6.4.1. Ellissi di confidenza per  al livello di confidenza del %.Ð ß Ñ *&. ." #
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A.1. Alcune distribuzioni continue

A.1.1. Le famiglie di posizione e scala. Nelle prossime sezioni vengono presentate a grandi linee le
caratteristiche di alcune distribuzioni continue di uso frequente (per approfondimenti sulle
distribuzioni continue univariate si può consultare i due manuali di Johnson e Kotz, 1972, vol. I e II).
Nel seguito una variabile casuale  viene analizzata nella sua forma standard. La funzione di^
ripartizione e la funzione di densità di  vengono indicate rispettivamente con  e .^ J 0^ ^

A partire da una variabile casuale standard , attraverso la trasformazione lineare^

\ œ  ^- $  ,

dove  e , si può generare la cosiddetta famiglia (di distribuzioni) di posizione e di scala.- ‘ $ ‘− − 

Questa famiglia è caratterizzata appunto dai parametri di posizione  e di scala .- $
La variabile casuale non standard  possiede funzione di ripartizione e funzione di densità date da\

J ÐBÑ œ J
B 

\ ^ -
$

e

0 ÐBÑ œ 0
" B 

\ ^
$ $

-  .

Inoltre, supponendo , risultaEÒ^ Ó  ∞#

. - $œ Ò\Ó œ  Ò^ÓE E

e

5 $# #œ Ò\Ó œ Ò^ÓVar Var  .

In particolare, se  e , i parametri di posizione e di scala coincidonoE VarÒ^Ó œ ! Ò^Ó œ "
rispettivamente con la media e lo scarto quadratico medio. Per evidenziare questa proprietà, nel
seguito si adottano i simboli  e  al posto di  e . Infine, i parametri rimanenti di una distribuzione. 5 - $
sono detti parametri di forma.

A.1.2. La distribuzione Normale. La variabile casuale  è detta Normale standard se ammette^
funzione di densità , dove0 œ^ 9

9
1

ÐDÑ œ /
"

#  D"#
#

 .

Il grafico della funzione di densità  è riportato in Figura A.1.1. La funzione di ripartizione di  viene9 ^
indicata con  e non può essere ottenuta in forma analitica.F

I momenti della Normale standard risultano

EÒ^ Ó œ < œ "ß #ßá
! <
" ‚ $ ‚â‚ Ð<  "Ñ <

<   dispari
 pari

 ,  .

Di conseguenza, si ha  e . Quindi, per la Normale non standard  i parametri diE VarÒ^Ó œ ! Ò^Ó œ " \
posizione e di scala coincidono con la media  e con lo scarto quadratico medio .. 5
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Per indicare che  ha distribuzione Normale standard si adotta la notazione , mentre^ ^ µ RÐ!ß "Ñ
se  ha distribuzione Normale non standard si scrive . Il quantile di ordine  della\ \ µ RÐ ß Ñ. 5 α#

Normale standard viene indicato con .Dα
Per la Normale valgono le seguenti tre proprietà (vedi Barabesi, 2020):

i) Se , allora\ µ RÐ ß Ñ. 5#

] œ +  ,\ µ RÐ+  , ß , Ñ. 5# #  ,

dove  e  sono costanti.+ ,
ii) Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti tale che , alloraÐ\ ßá ß\ Ñ \ µ RÐ ß Ñ" 5 3 3 3

#. 5

] œ Ð+  , \ Ñ µ R Ð+  , Ñß ,   
3œ" 3œ" 3œ"

5 5 5

3 3 3 3 3 3 3 3
# #. 5  ,

dove  e  sono vettori di costanti.Ð+ ßá ß + Ñ Ð, ßá ß , Ñ" 5 " 5

iii) Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti tale che , allora leÐ\ ßá ß\ Ñ \ µ RÐ ß Ñ" 5 3
#. 5

variabili casuali

] œ - \ ] œ . \" 3 3 # 3 3

3œ" 3œ"

5 5  ,  , 

dove  e  sono vettori di costanti, sono indipendenti se e solo seÐ- ßá ß - Ñ Ð. ßá ß . Ñ" 5 " 5


3œ"

5

3 3- . œ ! .

3 2 1 0 1 2 3

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Figura A.1.1. Funzione di densità della Normale standard.

A.1.3. La distribuzione Uniforme. La variabile casuale  è detta Uniforme standard se ammette^
funzione di densità

0 ÐDÑ œ ÐDÑ^ Ò!ß"Ó"  .

Il grafico della funzione di densità di  è riportato in Figura A.1.2.^
La funzione di ripartizione di  risulta^

J ÐDÑ œ D ÐDÑ  ÐDÑ^ Ò!ß"Ñ Ò"ß∞Ñ" "  .

I momenti della Uniforme standard sono dati da

EÒ^ Ó œ < œ "ß #ßá
"

<  "
<  ,  .
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Di conseguenza, risulta  e .E VarÒ^Ó œ "Î# Ò^Ó œ "Î"#
Per indicare che  ha distribuzione Uniforme standard si adotta la notazione , mentre^ ^ µ YÐ!ß "Ñ

se  ha distribuzione Uniforme non standard si scrive . La parametrizzazione in\ \ µ YÐ ß  Ñ- - $
termini di  e  si usa per evidenziare che il supporto della variabile casuale non standard - - $ \
risulta .Ð ß  Ñ- - $
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Figura A.1.2. Funzione di densità della Uniforme standard.

A.1.4. La distribuzione Gamma. La variabile casuale  è detta Gamma standard se ammette^
funzione di densità

0 ÐDÑ œ D / ÐDÑ
"

Ð:Ñ
^

:" D
Ò!ß∞Ñ

>
"  ,

dove  è un parametro di forma. Per  la variabile casuale  è detta Esponenziale standard.: − : œ " ^‘

I grafici delle funzioni di densità di  per alcuni  sono riportati in Figura A.1.3.^ :
La funzione di ripartizione di  è ottenibile in forma chiusa solo se  è intero, nel qual caso^ :

J ÐDÑ œ "  / ÐDÑ : −
D

3x
^

D 

3œ!

:" 3

Ò!ß∞Ñ  "  ,  .

I momenti della Gamma standard risultano

EÒ^ Ó œ < œ "ß #ßá
Ð:  <Ñ

Ð:Ñ
< >

>
 ,  .

Di conseguenza, si ha  e .E VarÒ^Ó œ : Ò^Ó œ :
Per indicare che  ha distribuzione Gamma standard con parametro di forma  si adopera la^ :

notazione , mentre se  ha distribuzione Gamma non standard si scrive^ µ KÐ!ß "à :Ñ \
\ µ KÐ ß à :Ñ ^- $ . Per indicare che  ha distribuzione Esponenziale standard si adopera invece la
notazione , mentre se  ha distribuzione Esponenziale non standard si scrive^ µ IÐ!ß "Ñ \
\ µ IÐ ß Ñ- 5 , dal momento che in questo caso il parametro di scala coincide con lo scarto quadratico
medio.

Per la Gamma valgono le seguenti due proprietà (vedi Barabesi, 2020):
i) Se , allora\ µ KÐ ß à :Ñ- $

] œ +  ,\ µ KÐ+  ,ß , à :Ñ- $  ,

dove  e  sono costanti.+ ,
ii) Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti con , alloraÐ\ ßá ß\ Ñ \ µ KÐ ß à : Ñ" 5 3 3- $
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] œ \ µ K ß à :  
3œ" 3œ"

5 5

3 3- $  .
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Figura A.1.3. Funzioni di densità della Gamma standard per .: œ "ß #ß $

A.1.5. La distribuzione Beta. La variabile casuale  è detta Beta standard se ammette funzione di^
densità

0 ÐDÑ œ D Ð"  DÑ ÐDÑ
Ð:  ;Ñ

Ð:Ñ Ð;Ñ
^

:" ;"
Ò!ß"Ó

>

> >
"  ,

dove  e  sono parametri di forma. Se , la Beta standard si riduce alla: − ; − : œ ; œ "‘ ‘ 

Uniforme standard. I grafici della funzione di densità di  per alcuni valori di  e  sono riportati^ : ;
nelle Figure A.1.4 e A.1.5.

La funzione di ripartizione di  può essere ottenuta in forma chiusa solo se  e  sono interi, nel^ : ;
qual caso

J ÐDÑ œ D Ð"  DÑ ÐDÑ  ÐDÑ : − ; −
:  ;  "

3
^

3œ:

:;"
3 :;"3  

Ò!ß"Ñ Ò"ß∞Ñ   " "  ,  ,  . 

Per la Beta standard si ha

EÒ^ Ó œ < œ "ß #ßá
Ð:  ;Ñ Ð:  <Ñ

Ð:Ñ Ð:  ;  <Ñ
< > >

> >
 ,  ,

da cui

EÒ^Ó œ
:

:  ;

e

VarÒ^Ó œ
:;

Ð:  ;Ñ Ð:  ;  "Ñ#
 .

Per indicare che  ha distribuzione Beta standard con parametri di forma  e  si adotta la^ : ;
notazione , mentre se  ha distribuzione Beta non standard si scrive^ µ F/Ð!ß "à :ß ;Ñ \
\ µ F/Ð ß  à :ß ;Ñ - - $ - - $. La parametrizzazione in termini di  e  viene impiegata per evidenziare
che il supporto della variabile casuale non standard  risulta .\ Ð ß  Ñ- - $
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Figura A.1.4.

Figura A.1.5.

 Funzioni di densità della Beta standard per . . . . . . .

 Funzioni di densità 

Ð:ß ;Ñ œ Ð! $ß ! $Ñß Ð" $ß ! (Ñß Ð! (ß " $Ñ

della Beta standard per .Ð:ß ;Ñ œ Ð#ß #Ñß Ð#ß %Ñß Ð%ß #Ñ

A.1.6. La distribuzione di Cauchy. La variabile casuale  è detta di Cauchy standard se ammette^
funzione di densità

0 ÐDÑ œ
"

Ð"  D Ñ
^ #1

 .

Il grafico della funzione di densità di  è riportato in Figura A.1.6.^
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Figura A.1.6. Funzione di densità della Cauchy standard.

La funzione di ripartizione di  risulta^

J ÐDÑ œ  ÐDÑ
" "

#
^

"

1
tan  .
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La Cauchy standard non possiede momenti di alcun ordine. Per indicare che  ha distribuzione^
Cauchy standard si adotta la notazione , mentre se  ha distribuzione Cauchy non^ µ GÐ!ß "Ñ \
standard si scrive .\ µ GÐ ß Ñ- $

A.1.7. La distribuzione di Laplace. La variabile casuale  è detta di Laplace standard se ammette^
funzione di densità

0 ÐDÑ œ /
"

#
^

lDl .

Il grafico della funzione di densità di  è riportato in Figura A.1.7.^
La funzione di ripartizione di  risulta^

J ÐDÑ œ / ÐDÑ  Ð#  / Ñ ÐDÑ
" "

# #
^

lDl lDl
Ð∞ß!Ó Ð!ß∞Ñ" "  .

Per la Laplace standard si ha

EÒ^ Ó œ < œ "ß #ßá
! <
Ð<  "Ñ <

<   dispari
 pari

 ,  .
>

Di conseguenza, risulta  e . Quindi, per la Laplace non standard il parametro diE VarÒ^Ó œ ! Ò^Ó œ #
posizione coincide con la media . Per indicare che  ha distribuzione Laplace standard si adotta la. ^
notazione , mentre se  ha distribuzione Laplace non standard si scrive .^ µ PÐ!ß "Ñ \ \ µ PÐ ß Ñ. $
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Figura A.1.7. Funzione di densità della Laplace standard.

A.1.8. La distribuzione di Weibull. La variabile casuale  è detta di Weibull standard se ammette^
funzione di densità

0 ÐDÑ œ :D / ÐDÑ^
:" D

Ò!ß∞Ñ
:

"  ,

dove  è un parametro di forma. I grafici della funzione di densità di  per alcuni valori di : − ^ :‘

sono riportati in Figura A.1.8.
La funzione di ripartizione di  risulta^

J ÐDÑ œ Ð"  / Ñ ÐDÑ^
D

Ò!ß∞Ñ
:

"  .

I momenti della Weibull standard sono dati da

EÒ^ Ó œ  " < œ "ß #ßá
<

:
< >  ,  .

Di conseguenza, risulta
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EÒ^Ó œ  "
"

:
> 

e

VarÒ^Ó œ  "   "
# "

: :
> >   #

 .

Per indicare che  ha distribuzione Weibull standard si adotta la notazione , mentre^ ^ µ [Ð!ß "à :Ñ
se  ha distribuzione Weibull non standard si scrive .\ \ µ [Ð ß à :Ñ- $
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Figura A.1.8. Funzioni di densità della Weibull standard per . . . .: œ " &ß # !ß # &

A.2. Alcune distribuzioni discrete

A.2.1. Premessa. Nelle prossime sezione vengono analizzate brevemente le caratteristiche di alcune
distribuzioni discrete di importanza fondamentale. Per ulteriori approfondimenti delle distribuzioni
discrete è opportuno consultare il manuale di Johnson e Kotz (1972, vol. IV).

A.2.2. La distribuzione Binomiale. La variabile casuale  è detta Binomiale se ammette funzione di^
probabilità

: ÐDÑ œ : Ð"  :Ñ ÐDÑ
8

D
^

D 8D
Ö!ß"ßáß8×  "  ,

dove  e . I grafici della funzione di probabilità di  per alcuni valori di  e  sono: − Ð!ß "Ñ 8 − ^ : 8

riportati in Figura A.2.1.
Per la Binomiale si ha  e . Per indicare che  ha distribuzioneE VarÒ^Ó œ 8: Ò^Ó œ 8:Ð"  :Ñ ^

Binomiale si adotta la notazione .^ µ F3Ð8ß :Ñ
Per la Binomiale vale la seguente proprietà (vedi Barabesi, 2020):

i) Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti con , alloraÐ^ ßá ß^ Ñ ^ µ F3Ð8 ß :Ñ" 5 3 3

  .] œ ^ µ F3 8 ß :  
3œ" 3œ"

5 5

3 3

La variabile casuale Binomiale può essere generalizzata al caso multivariato ottenendo la
distribuzione Multinomiale. Il vettore di variabili casuali discrete  è detto Multinomiale seÐ^ ßá ß^ Ñ" 5

ammette funzione di probabilità congiunta
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: ÐD ßá ß D Ñ œ : ÐD ßá ß D Ñ
8

D âD
Ð^ ßáß^ Ñ " 5 " 5

" 5 4œ"

5

4
D

E" 5

4   "  ,

dove

E œ ÐD ßá ß D Ñ À D − ß D œ 8 " 5 4  4

4œ"

5



e  è un vettore di parametri tale che  e che .Ð: ßá ß : Ñ : − Ð!ß "Ñ : œ "" 5 4 34œ"
5

Evidentemente,  è un vettore degenere di variabili casuali e inoltre sono distinti soloÐ^ ßá ß^ Ñ" 5

Ð5  "Ñ Ð: ßá ß : Ñ ^ µ F3Ð8ß : Ñ Ò^ Ó œ 8: parametri nel vettore . Si può dimostrare che , mentre ," 5 4 4 4 4E
VarÒ^ Ó œ 8: Ð"  : Ñ Ò^ ß ^ Ó œ  8: :4 4 4 4 6 4 6 e Cov  (vedi Barabesi, 2020). Infine, per indicare che
Ð^ ßá ß^ Ñ Ð^ ßá ß^ Ñ µ Q?Ð8à : ßá ß : Ñ" 5 " 5 " 5 ha distribuzione Multinomiale si adotta la notazione .
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Figura A.2.1. Funzioni di probabilità della Binomiale per  e .: œ !Þ$ß !Þ& 8 œ "!

A.2.3. La distribuzione di Poisson. La variabile casuale  è detta di Poisson se ammette funzione di^
probabilità

: ÐDÑ œ / ÐDÑ
Dx

^


D

Ö!ß"ßá×
. . "  ,

dove . I grafici della funzione di probabilità di  per alcuni valori di  sono riportati in Figura. ‘ .− ^

A.2.2.
Per la Poisson si ha  e . Per indicare che  ha distribuzione di Poisson siE VarÒ^Ó œ Ò^Ó œ ^. .

adotta la notazione .^ µ T9Ð Ñ.
Per la Poisson vale la seguente proprietà (vedi Barabesi, 2020):

iÑ Ð^ ßá ß^ Ñ ^ µ T9Ð Ñ Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti tali che , allora" 5 3 3.
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] œ ^ µ T9  
3œ" 3œ"

5 5

3 3.  .
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Figura A.2.2. Funzioni di probabilità della Poisson per .. œ #ß %

A.2.4. La distribuzione Ipergeometrica. La variabile casuale  è detta Ipergeometrica se ammette^
funzione di probabilità

: ÐDÑ œ ÐDÑ^

Q RQ
D 8D

R
8

Ö Ð!ß8RQÑßáß Ð8ßQÑ×

  
  " max min  ,

dove , ,  sono tali che  e . I grafici della funzione di8 − Q − R − 8 Ÿ R Q Ÿ R    

probabilità di  per alcuni valori di ,  e  sono riportati in Figura A.2.3.^ 8 Q R
Si ha

EÒ^Ó œ
8Q

R

e

VarÒ^Ó œ
8QÐR QÑÐR  8Ñ

R ÐR  "Ñ#
 .

Per indicare che  ha distribuzione Ipergeometrica si adotta la notazione .^ ^ µ MÐ8ßQßRÑ
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Figura A.2.3. Funzioni di probabilità della Ipergeometrica per ,  e .Q œ "#ß #! R œ %! 8 œ "!

A.3. Le distribuzioni Chi-quadrato,  e t F

A.3.1. Premessa. In questa sezione si considera alcune distribuzioni fondamentali nella statistica
inferenziale connesse alla Normale. Per i dettagli teorici della genesi di queste distribuzioni si veda
Barabesi (2020).

A.3.2. La distribuzione Chi-quadrato. Se  è un vettore di variabili casuali indipendentiÐ^ ßá ß^ Ñ" 8

tali che , allora la trasformata^ µ RÐ!ß "Ñ3

Y œ ^
3œ"

8

3
#

è detta variabile casuale Chi-quadrato con  gradi di libertà. Per indicare che  ha distribuzione Chi-8 Y
quadrato con  gradi di libertà si adotta la notazione . Dal momento che 8 Y µ µ KÐ!ß #à 8Î#Ñ; ;8 8

# #

(vedi Barabesi, 2020), allora la funzione di densità di  risultaY

0 Ð?Ñ œ / Ð?Ñ
" ?

# Ð Ñ #
Y 8

#

8"
 ?

Ò!ß∞Ñ
>

  .  "
# "

# "

I grafici della funzione di densità di  per alcuni valori di  sono riportati in Figura A.3.1.Y 8
Per la Chi-quadrato risulta  e . Si noti che il quantile di ordine  della Chi-E VarÒY Ó œ 8 ÒY Ó œ #8 α

quadrato con  gradi di libertà viene indicato con .8 ;8ß
#
α

Per la Chi-quadrato vale la seguente proprietà (vedi Barabesi, 2020):
i) Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti con , alloraÐY ßá ßY Ñ Y µ" 5 3 8

#;
3
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] œ Y µ
3œ"

5

3 8
#;  ,

dove .8 œ 8
3œ"
5

3
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Figura A.3.1. Funzioni di densità della Chi-quadrato per .8 œ "ß $ß &

A.3.3. La distribuzione  di Student.>  Se  e  sono indipendenti, allora la^ µ RÐ!ß "Ñ Y µ ;8
#

trasformata

X œ
^

YÎ8
è detta variabile casuale  di Student con  gradi di libertà. Per indicare che  è  di Student con > 8 X > 8
gradi di libertà si adotta la notazione . Si può dimostrare la funzione di densità di  risultaX µ > X8

(vedi Barabesi, 2020)

0 Ð>Ñ œ " 
Ð Ñ

Ð Ñ 8

>

8
X

8"
#

8
#

#  Ð8"Ñ
>

> 1  
"
#

 .

I grafici della funzione di densità di  per alcuni valori di  sono riportati in Figura A.3.2.X 8
Per  la  di Student si riduce alla Cauchy standard. Per la  di Student si ha inoltre 8 œ " > > ÒX Ó œ !E

se , e  se . Il quantile di ordine  della  di Student con  gradi di8  " ÒX Ó œ 8ÎÐ8  #Ñ 8  # > 8Var α

libertà viene indicato con . Infine, per  risulta  (vedi Barabesi, 2020).> 8 Ä ∞ > Ä RÐ!ß "Ñ8ß 8
.

α
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Figura A.3.2. Funzioni di densità della  di Student per .> 8 œ "ß $ß "!
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A.3.4. La distribuzione  di Snedecor.J  Se  e  sono indipendenti, allora laY µ Z µ; ;7 8
# #

trasformata

J œ
YÎ7

Z Î8

è detta variabile casuale  di Snedecor con  e  gradi di libertà. Per indicare che  ha distribuzioneJ 7 8 J
J 7 8 J µ J di Snedecor con  e  gradi di libertà si adotta la notazione . Si può dimostrare la7ß8

funzione di densità di  risulta (vedi Barabesi, 2020)J

0 Ð0Ñ œ 0 "  Ð0Ñ
Ð ÑÐ Ñ

Ð Ñ Ð Ñ 8

70
J

78 7
# 8

7

7 8
# #

7"
 Ð78Ñ

Ò!ß∞Ñ

>

> >

"
# "

#

"
#  "  .

I grafici della funzione di densità di  per alcuni valori di  e  sono riportati in Figura A.3.3.J 7 8
Per la  di Snedecor risulta rispettivamenteJ

EÒJ Ó œ
8

8  #

se , e8  #

VarÒJ Ó œ
#8 Ð7 8  #Ñ

7Ð8  #Ñ Ð8  %Ñ

#

#

se . Il quantile di ordine  della  di Snedecor con  e  gradi di libertà viene indicato con8  % J 7 8α
J > œ J F/Ð!ß "à 8Î#ß7Î#Ñ œ 8ÎÐ8 7J Ñ7ß8ß 8 "ß8 7ß8α. Infine, si ha  e .
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0.2

0.4

0.6

0.8

Figura A.3.3. Funzioni di densità della  di Snedecor per .J Ð7ß 8Ñ œ Ð%ß %Ñß Ð"#ß "#Ñ

A.4. Alcune distribuzioni multivariate

A.4.1. La distribuzione Normale multivariata. La variabile casuale Normale può essere
generalizzata al caso multivariato. Si dice che il vettore di variabili casuali  èk œ Ð\ ßá ß\ Ñ" .

T

Normale multivariato se ammette funzione di densità congiunta

0 Ð Ñ œ Ð# Ñ /k
. D .x det 1D "Î#  Ð  Ñ Ð  Ñ"

#
"x xT

 ,

dove  e  è una matrice simmetrica definita positiva di ordine .. D−  .‘. !
La Normale multivariata possiede vettore medio  e matrice di varianza-covarianzaEÒ Ó œk .

Var . Per indicare che  ha distribuzione Normale multivariata si adotta la notazioneÒ Ó œk D k
k . D k . Dµ R Ð ß Ñ . œ #. . I grafici della funzione di densità di per  e alcuni valori di  e  sono 
riportati nelle Figure A.4.1, A.4.2 e A.4.3.

Per la Normale multivariata valgono le seguenti due proprietà (vedi Muirhead, 1982):
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i) Se  sono vettori di variabili casuali indipendenti tali che , alloraÐ ßá ß Ñ µ R Ð ß Ñk k k . D" 5 3 . 3 3

l k . Dœ Ð+  , Ñ µ R Ð+  , Ñß ,   
3œ" 3œ" 3œ"

5 5 5

3 3 3 . 3 3 3 33
#  ,

dove  e  sono vettori di costanti.Ð+ ßá ß + Ñ Ð, ßá ß , Ñ" 5 " 5
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Figura A.4.1. Funzione di densità (con grafico di contorno) di una

Normale multivariata  con  e .R Ð ß Ñ œ œ
! " !
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Figura A.4.2. Funzione di densità (con grafico di contorno) di una

Normale multivariata  con  e .R Ð ß Ñ œ œ
! # "
! " ## . D . D   
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Figura A.4.3. Funzione di densità (con grafico di contorno) di una

Normale multivariata  con  e .R Ð ß Ñ œ œ
! #  "
!  " ## . D . D   

ii) Se  sono vettori di variabili casuali indipendenti tali che , allora ik k k . D" 5 3 . 3 3ßá ß µ R Ð ß Ñ
vettori di variabili casuali

l k l k" 3 3 # 3 3

3œ" 3œ"

5 5

œ - œ .  ,  ,

dove  e  sono vettori di costanti, sono indipendenti se e solo seÐ- ßá ß - Ñ Ð. ßá ß . Ñ" 5 " 5


3œ"

5

3 3- . œ ! .

A.4.2. La distribuzione di Wishart. Se  sono vettori di variabili casuali indipendenti taliÐ ßá ß Ñk k" 8

che , allora la trasformata k D3 .µ R Ð ß Ñ!

` k kœ 
3œ"

8

3 3
T

è detta matrice casuale di Wishart con  gradi di libertà e parametro . Per indicare che  ha8 D `
distribuzione di Wishart si adotta la notazione . Se , allora  risulta quasi` D `µ [ Ð8ß Ñ 8  ..

certamente positiva definita con funzione di densità congiunta

0 Ð Ñ œ Ð Ñ / 
Ð# Ñ

Ð Ñ
`

DM M M
det

det
D 8Î#

.
8
#

Ð8."Ñ  Ð Ñ

>

" "
# #

"tr M  ,  ,!

dove . Se  e , allora la  si riduce alla .> 1 > ;. . .
8
# #

.Ð."Ñ #
4œ"
. 84"

8Ð Ñ œ Ð Ñ œ . œ " [ Ð8ß Ñ
"
%  D DI

Inoltre, risulta .EÒ Ó œM D
Per la distribuzione di Wishart valgono le seguenti proprietà (vedi Muirhead, 1982):

i) Se  sono matrici casuali indipendenti con , alloraÐ ßá ß Ñ µ [ Ð8 ß Ñ` ` ` D" 5 3 . 3
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l ` Dœ µ [ Ð8ß Ñ
3œ"

5

3 .  ,

dove .8 œ 8
3œ"
5

3

ii) Se  con diag  dove  è di ordine  e  è di ordine  e se` D D D D D Dµ [ Ð8ß Ñ œ Ð ß Ñ / Ð.  /Ñ. "" ## "" ##

`
` `
` `

œ  "" "#

#" ##
 ,

allora

X ` ` ` ` Dœ  µ [ Ð ß 8  /Ñ## #" "# ./ ##""
"

e

[ ` ` ` Dœ µ [ Ð ß /Ñ#" "# ./ ##""
"  ,

sono indipendenti.
iii) Se  e se  costituisce una matrice di coefficienti di` k k DB 3 . " 83œ"

8
3œ µ [ Ð8ß Ñ Ð ßá ß Ñ T z z

ordine  tale che , alloraÐ/ ‚ 8Ñ œ8
3œ" 3z !

X ` ` ` Dœ  µ [ Ð ß 8  /ÑB BD DB .D
"M

e

[ ` ` Dœ µ [ Ð ß /ÑBD DB .D
"M  ,

sono indipendenti, dove  e .` ` kBD 3 D 3DB 3œ" 3œ"
8 8

3 3œ œ œT T T z M z z
Una trasformata della matrice casuale di Wishart è la variabile casuale  di Hotelling. Se il vettoreX

casuale  e la matrice casuale  sono indipendenti, allora la trasformatak D ` Dµ R Ð ß Ñ µ [ Ð8ß Ñ. .!

L œ 8k ` kT "

è detta variabile casuale  di Hotelling con  gradi di libertà. Per indicare che  ha distribuzione  diX 8 L X
Hotelling si adotta la notazione . Si può dimostrare (vedi Muirhead, 1982) che fra la  diL µ X X.ß8

Hotelling e la  di Snedecor esiste la seguente relazioneJ

X œ J
8.

8  . 
.ß8 . 8."1

 .,

Evidentemente, per  si ha  .. œ " > œ X8 "ß8
Una ulteriore trasformata della matrice casuale di Wishart è la variabile casuale  di Wilks. Se leL

matrici casuali  e  sono indipendenti, allora la trasformata` D ` D" . # .µ [ Ð7ß Ñ µ [ Ð8ß Ñ

L œ
Ð Ñ

Ð  Ñ

det
det

`

` `
"

" #

è detta  di Wilks con  e  gradi di libertà. Per indicare la distribuzione di  si adotta la notazioneL L7 8
L L Lµ .ß7ß8 .ß7ß8. Si può dimostrare (vedi Muirhead, 1982) che la  di Wilks vale la seguente relazione

L.ß7ß8

3œ"

8

œ F/ !ß "à ß
7  .  3 .

# #
   ,

dove le variabili casuali Beta nel prodotto sono indipendenti. Come casi particolari della precedente
relazione si ha inoltre
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L.ß7ß"
.ß7."

œ F/ !ß "à ß œ
7 .  " . 7 .  "

# # 7 .  "  .J
 

e

L.ß7ß#
#

#.ß#7#.#

#

œ F/Ð!ß "à7  .  "ß .Ñ œ
7 .  "

7 .  "  .J
   ,

mentre

L"ß7ß8
8ß7

œ F/ !ß "à ß œ
7 8 7

# # 7 8J
 

e

L#ß7ß8
#

#8ß#7#

#

œ F/Ð!ß "à7  "ß 8Ñ œ
7 "

7 "  8J
   .

Infine, il quantile di ordine  della  di Wilks con  e  gradi di libertà viene indicato con .α L L7 8 .ß7ß8ßα
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