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Capitolo 1

L'equivalenza in distribuzione

1.1. L'equivalenza in distribuzione. L'equivalenza in distribuzione è una particolare relazione di
equivalenza tra variabili casuali.

Definizione 1.1.1. Le variabili casuali  e , con rispettive funzioni di ripartizione  e , sono dette\ ] J K
equivalenti in distribuzione se

JÐBÑ œ KÐBÑ aB − ,  .‘

In modo analogo, i vettori di variabili casuali  e , con rispettive funzioni diÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

ripartizione congiunte  e , sono detti equivalenti in distribuzione seJ K8 8

J ÐB ßá ß B Ñ œ K ÐB ßá ß B Ñ aÐB ßá ß B Ñ − ˜8 " 8 8 " 8 " 8
8 ,  .‘

Per indicare che  e  sono equivalenti in distribuzione si adotta la notazione\ ]

\ œ ]
.

 ,

mentre per indicare che  e  sono equivalenti in distribuzione si adotta la notazioneÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

Ð\ ßá ß\ Ñ œ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8
.

 .

L'equivalenza in distribuzione rappresenta in effetti una relazione di equivalenza, in quanto risulta
riflessiva, ovvero

\ œ \
.

 ,

simmetrica, ovvero

\ œ ] Í ] œ \
. .

 ,

e transitiva, ovvero

\ œ ] ] œ ^ Ê \ œ ^
. . .

,  .

• Esempio 1.1.1. Si consideri le variabili casuali  e , con rispettive funzioni di ripartizione  e , dove\ ] J K
KÐBÑ œ JÐB  Ñ − ^ œ ]  J- - ‘ - con . La trasformata  ha per funzione di ripartizione , per cui dalla

Definizione 1.1.1 risulta . Di conseguenza, si ha . Alternativamente, si consideri le\ œ ^ \ œ ] 
. .

-
variabili casuali  e , con rispettive funzioni di ripartizione  e , dove  con . La\ ] J K KÐBÑ œ JÐBÎ Ñ −$ $ ‘

trasformata  ha per funzione di ripartizione , per cui dalla Definizione 1.1.1 risulta  e^ œ ] Î J \ œ ^$
.

dunque .\ œ ] Î –
.

$

• Esempio 1.1.2. Si consideri le variabili casuali  e  equivalenti in distribuzione e sia  la loro funzione\ ] J
di ripartizione comune. Inoltre, sia data una trasformata misurabile  per cui . DallaY ÐYÐ\ÑÑ  ∞E
definizione di valor medio si ha
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E EÐY Ð\ÑÑ œ YÐBÑ .J ÐBÑ œ YÐCÑ .J ÐCÑ œ ÐYÐ] ÑÑ 
‘ ‘

 ,

dal momento che  e  possiedono la stessa funzione di ripartizione. Dunque, si può concludere che se  e\ ] \
] Ð\ ßá ß\ Ñ sono equivalenti in distribuzione allora possiedono i medesimi momenti. Analogamente, se " 8

e  sono vettori di variabili casuali equivalenti in distribuzione e se  è un vettore diÐ] ßá ß ] Ñ ÐY ßá ßY Ñ" 8 " 5

trasformate misurabili per cui E , allora risultaÐY Ð\ ßá ß\ ÑÑ  ∞4 " 8

E EÐY Ð\ ßá ß\ ÑÑ œ ÐY Ð] ßá ß ] ÑÑ 4 œ "ßá ß 54 " 8 4 " 8  ,  .

Si noti infine che la proposizione inversa non è valida, ovvero possono esistere due variabili casuali  e \ ]
che possiedono i medesimi momenti, ma che non sono equivalenti in distribuzione. –

• Esempio 1.1.3. Si consideri le variabili casuali  e  equivalenti in distribuzione. Tenendo presente il\ ]
risultato dell'Esempio 1.1.2, per un dato insieme misurabile  risultaE § ‘

E EÐ Ð\ÑÑ œ Ð Ð] ÑÑ" "E E  .

Dal momento che  e , allora si haE Pr E PrÐ Ð\ÑÑ œ Ð\ − EÑ Ð Ð] ÑÑ œ Ð] − EÑ" "E E

Pr PrÐ\ − EÑ œ Ð] − EÑ – .

• Esempio 1.1.4. Si consideri i vettori di variabili casuali  e  equivalenti inÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

distribuzione. Se  , tenendo presente il risultatoE œ ÖÐB ßá ß B Ñ À ÐB ßá ß B Ñ − ß B  á  B ×" 8 " 8 " 8
8‘

dell'Esempio 1.1.3, risulta

E EÐ Ð\ ßá ß\ ÑÑ œ Ð Ð] ßá ß ] ÑÑ" "E E" 8 " 8  .

Si ha  e E  e si deveEÐ" "E E" 8 " 8 " 8 " 8Ð\ ßá ß\ ÑÑ œ Ð\  á  \ Ñ Ð Ð] ßá ß ] ÑÑ œ Ð]  á  ] ÑPr Pr
concludere che

Pr PrÐ\  á  \ Ñ œ Ð]  á  ] Ñ –" 8 " 8  .

• Esempio 1.1.5. Si consideri i vettori di variabili casuali  e , tali che  perÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ \ œ ]" 8 " 8 3 3
.

3 œ "ßá ß 8 Ð\ ßá ß\ Ñ. Si noti che non si può affermare che  è equivalente in distribuzione a" 8

Ð] ßá ß ] Ñ Ð\ ßá ß\ Ñ" 8 " 8, come si potrebbe ingenuamente concludere in un primo momento. Infatti,  e
Ð] ßá ß ] Ñ" 8  possiedono in generale funzioni di ripartizione congiunte differenti, anche se con identiche
funzioni di ripartizione marginali. –

Il seguente teorema estende l'equivalenza in distribuzione a trasformate, nel senso che l'equivalenza
rimane valida applicando una trasformata misurabile ad ambo i membri della stessa.

Teorema 1.1.2. Se  e  sono variabili casuali equivalenti in distribuzione e se  è una trasformata\ ] Y
misurabile, allora

YÐ\Ñ œ YÐ] Ñ
.

 .

Inoltre, se  e  sono vettori di variabili casuali equivalenti in distribuzione e seÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

ÐY ßá ßY Ñ" 5  è un vettore di trasformate misurabili, allora

ÐY Ð\ ßá ß\ Ñßá ßY Ð\ ßá ß\ ÑÑ œ ÐY Ð] ßá ß ] Ñßá ßY Ð] ßá ß ] ÑÑ" " 8 5 " 8 " " 8 5 " 8
.

 .

Dimostrazione. Se  è la funzione di ripartizione comune alle variabili casuali  e  e se  è unJ \ ] E
insieme misurabile, allora
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Pr PrÐY Ð\Ñ − EÑ œ ÐYÐBÑÑ .J ÐBÑ œ ÐYÐCÑÑ .J ÐCÑ œ ÐYÐ] Ñ − EÑ 
‘ ‘

" "E E  .

Dal momento che la precedente relazione è vera per ogni insieme misurabile , dalla Definizione 1.1.1E

risulta . Risulta analoga la dimostrazione nel caso di due vettori di variabili casuali. YÐ\Ñ œ YÐ] Ñ
.



• Esempio 1.1.6. Se  e  sono variabili casuali equivalenti in distribuzione, si consideri la trasformata\ ]
YÐBÑ œ ÐB  ÑÎ- $ - $, con  e  costanti. Dal Teorema 1.1.2 si ha

\  ] 
œ

- -

$ $

.
 ,

ovvero in una equivalenza in distribuzione è possibile aggiungere o moltiplicare i membri per una costante.–

• Esempio 1.1.7. Il risultato dell'Esempio 1.1.6 non rimane valido in generale se si aggiunge o si moltiplica i
membri per una quantità stocastica. Si consideri infatti una variabile casuale  assolutamente continua con\

funzione di ripartizione  e tale che . Se si moltiplica ambo i membri dell'equivalenza per  siJ \ œ \ \
.

dovrebbe concludere che le variabili casuali  e  sono equivalenti in distribuzione. Questa] œ \ ^ œ \# #

affermazione è falsa in quanto  è ovviamente una variabile casuale il cui supporto è contenuto in ,] ‘

mentre  è una variabile casuale il cui supporto è contenuto in . Infatti la funzione di ripartizione di ^ ]‘

risulta

KÐCÑ œ Ð] Ÿ CÑ œ Ð\ Ÿ CÑ œ ÐJ Ð CÑ  JÐ  CÑÑ ÐCÑPr Pr #
Ò!ß∞Ñ  "  ,

mentre la funzione di ripartizione di  risulta^

LÐDÑ œ Ð^ Ÿ DÑ œ Ð  \ Ÿ DÑ œ Ð"  JÐ DÑ  JÐ  DÑÑ ÐDÑ  ÐDÑPr Pr #
Ð∞ß!Ñ Ò!ß∞Ñ

  " "  .

Questo esempio serve a sottolineare che si deve porre una certa cautela nell'applicare la nozione di
equivalenza in distribuzione. In particolare, il Teorema 1.1.2 rimane valido solo se si considera trasformate
misurabili. –

• Esempio 1.1.8. Se  e  sono vettori di variabili casuali equivalenti inÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

distribuzione, allora si consideri il vettore di trasformate  tale che  perÐY ßá ßY Ñ Y ÐB ßá ß B Ñ œ B" 8 3 " 8 3

3 œ "ßá ß 8 \ œ ] 3 œ "ßá ß 8. Dal Teorema 1.1.2 risulta  per , ovvero si deve concludere che se due3 3
.

vettori di variabili casuali sono equivalenti in distribuzione allora anche le singole componenti dei vettori
sono ordinatamente equivalenti in distribuzione. –

Il seguente teorema consente di ottenere una relazione di equivalenza in distribuzione per un vettore di
variabili casuali indipendenti e ugualmente distribuite.

Teorema 1.1.3. Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti e ugualmente distribuite eÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

Ð ßá ß Ñ Ð"ßá ß 8Ñα α" 8  è una qualsiasi permutazione di , allora

Ð\ ßá ß\ Ñ œ Ð\ ßá ß\ Ñ" 8
.

α α" 8
 .

Dimostrazione. Se  è la funzione di ripartizione marginale di  per , allora la funzione diJ \ 3 œ "ßá ß 83

ripartizione congiunta di  è data daÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB Ñ8 " 8 3

3œ"

8  .

Dal momento che la funzione di ripartizione congiunta di  risultaÐ\ ßá ß\ Ñα α" 8
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K ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB Ñ œ JÐB Ñ œ J ÐB ßá ß B Ñ8 3 8 " 8

3œ" 3œ"

8 8

α α α" 8 3
   ,

allora si ha  per ogni , e dalla Definizione 1.1.1 siK ÐB ßá ß B Ñ œ J ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ −8 " 8 8 " 8 " 8
8‘

conclude che .Ð\ ßá ß\ Ñ œ Ð\ ßá ß\ Ñ" 8
.

α α" 8


1.2. L'equivalenza in distribuzione e le variabili casuali simmetriche. In questa sezione vengono
introdotte alcune relazioni di equivalenza in distribuzione per variabili casuali simmetriche. A questo fine si
consideri innanzitutto la definizione di variabile casuale simmetrica.

Definizione 1.2.1. Una variabile casuale  con funzione di ripartizione  è detta simmetrica rispetto ad\ J
una costante  se-

JÐ  BÑ œ "  JÐ  BÑ  Ð\ œ  BÑ aB − ˜- - - ‘Pr  ,  .

• Esempio 1.2.1. Se  è una variabile casuale assolutamente continua, simmetrica rispetto a , e con\ -
funzione di ripartizione  e funzione di densità , allora dalla Definizione 1.2.1 risultaJ 0

JÐ  BÑ œ "  JÐ  BÑ aB −- - ‘ ,  ,

da cui si ha inoltre

0Ð  BÑ œ 0Ð  BÑ aB −- - ‘ ,  .

Se invece  è una variabile casuale discreta, simmetrica rispetto a , con funzione di ripartizione  e\ J-
funzione di probabilità , allora dalla Definizione 1.2.1 risulta:

J Ð  BÑ œ "  JÐ  BÑ  :Ð  BÑ aB −- - - ‘ ,  ,

da cui si ottiene inoltre

:Ð  BÑ œ :Ð  BÑ aB − –- - ‘ ,  .

Nel seguente teorema si ottiene una condizione necessaria e sufficiente per la simmetria rispetto ad una
costante.

Teorema 1.2.2. La variabile casuale  ha una distribuzione simmetrica rispetto alla costante  se e solo\ -
se

\  œ \- -
.

 .

Dimostrazione. Si dimostra innanzitutto che la condizione è necessaria. Se  è simmetrica rispetto a \ -
con funzione di ripartizione , allora la funzione di ripartizione della trasformata  è data daJ ] œ \  -

KÐCÑ œ Ð] Ÿ CÑ œ Ð\  Ÿ CÑ œ Ð\ Ÿ  CÑ œ JÐ  CÑPr Pr Pr- - -  ,

mentre, tenendo presente la definizione di variabile casuale simmetrica, la funzione di ripartizione della
trasformata  risulta^ œ \-

LÐDÑ œ Ð^ Ÿ DÑ œ Ð  \ Ÿ DÑ œ Ð\    DÑ

œ "  JÐ  DÑ  Ð\ œ  DÑ œ JÐ  DÑ

Pr Pr Pr
Pr
- -

- - -  .

Dal momento che  e  possiedono la medesima funzione di ripartizione, dalla Definizione 1.1.1 si ha] ^

] œ ^ \  œ \ \  œ \
. . .

, ovvero . Si dimostra che la condizione è sufficiente. Se , dalla- - - -
definizione di equivalenza in distribuzione risulta

Pr PrÐ\  Ÿ BÑ œ Ð  \ Ÿ BÑ- -  .
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Tenendo presente la precedente relazione si ha

JÐ  BÑ œ Ð\ Ÿ  BÑ œ Ð\  Ÿ BÑ œ Ð  \ Ÿ BÑ

œ Ð\    BÑ œ "  JÐ  BÑ  Ð\ œ  BÑ

- - - -

- - -

Pr Pr Pr
Pr Pr  ,

ovvero  è simmetrica rispetto a .  \ - 

• Esempio 1.2.2. Sia  un vettore di variabili casuali tale che  e si consideri laÐ\ ß\ Ñ Ð\ ß\ Ñ œ Ð\ ß\ Ñ" # " # # "
.

trasformata . Dal Teorema 1.1.2 si ottiene dunqueYÐB ß B Ñ œ B  B" # " #

\ \ œ \ \" # # "
.

 ,

ovvero

\ \ œ  Ð\ \ Ñ" # " #
.

 .

Dunque, per il Teorema 1.2.2 la trasformata  è simmetrica rispetto a .Ð\ \ Ñ ! –" #

• Esempio 1.2.3. Sia  una variabile casuale simmetrica rispetto a  con . Dal Teorema 1.2.2 si\ Ð\Ñ  ∞- E

ha . Dal momento che variabili casuali equivalenti in distribuzione hanno la stessa media\  œ \- -
.

Ð Ñvedi Esempio 1.1.2 , allora

E EÐ\  Ñ œ Ð  \Ñ- -  ,

ovvero

E EÐ\Ñ  œ  Ð\Ñ- -  ,

da cui infine risulta . EÐ\Ñ œ –-

Il seguente teorema considera un insieme di equivalenze in distribuzione per un vettore di variabili
casuali le cui componenti sono indipendenti e simmetriche.

Teorema 1.2.3. Se  è un vettore di variabili casuali indipendenti tali che  è simmetricaÐ\ ßá ß\ Ñ \" 8 3

rispetto a  per , allora-3 3 œ "ßá ß 8

Ð\  ßá ß\  Ñ œ Ð  \ ßá ß\  Ñ œ á œ Ð \ ßá ß \ Ñ" " 8 8 " " 8 8 " " 8 8- - - - - -
. . .

 ,

dove l'equivalenza in distribuzione è estesa a tutte le possibili  configurazioni di vettori.#8

Dimostrazione. Si dimostra la prima delle equivalenze in distribuzione. Per il Teorema 1.2.2 la

simmetria di  rispetto a  implica , ovvero dalla definizione di equivalenza in\ \  œ \3 3 3 3 3 3- - -
.

distribuzione si ottiene

Pr PrÐ\  Ÿ BÑ œ Ð  \ Ÿ BÑ 3 œ "ßá ß 83 3 3 3- -  ,  .

Data l'indipendenza delle componenti di , risulta dunqueÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

Pr Pr Pr Pr

Pr

Ð\  Ÿ B ßá ß\  Ÿ B Ñ œ Ð\  Ÿ B Ñ œ Ð  \ Ÿ B Ñ Ð\  Ÿ B Ñ

œ Ð  \ Ÿ B ßá ß\  Ÿ B Ñ

" " " 8 8 8 3 3 3 " " " 3 3 3

3œ" 3œ#

8 8

" " " 8 8 8

- - - - -

- -

  
 ,

ovvero . In modo analogo si ottiene la dimostrazioneÐ\  ßá ß\  Ñ œ Ð  \ ßá ß\  Ñ" " 8 8 " " 8 8- - - -
.

delle altre equivalenze in distribuzione. 

• Esempio 1.2.4. Sia  un campione casuale da una variabile casuale  simmetrica rispetto a .Ð\ ßá ß\ Ñ \" 8 -

Dal Teorema 1.2.3 risulta dunque . Inoltre, se si consideraÐ\  ßá ß\  Ñ œ Ð  \ ßá ß  \ Ñ" 8 " 8- - - -
.

la trasformata , dal Teorema 1.1.2 si haYÐB ßá ß B Ñ œ 8 B" 8 3
"

3œ"
8
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" "

8 8
Ð\  Ñ œ Ð  \ Ñ 

3œ" 3œ"

8 8

3 3- -
.

 ,

ovvero

\  œ \
– – ,- -

.

dove  è la media campionaria. Tenendo presente il Teorema 1.2.2, la precedente–
\ œ 8 \"

3œ"
8

3
equivalenza in distribuzione porta a concludere che la media campionaria è simmetrica rispetto a .- –

• Esempio 1.2.5. Sia  un campione casuale da una variabile casuale  continua e simmetricaÐ\ ßá ß\ Ñ \" 8

rispetto a . Dal Teorema 1.2.3 risulta!

Ð\ ßá ß\ Ñ œ Ð  \ ßá ß  \ Ñ" 8 " 8
.

 .

Si consideri il vettore di trasformate  tale che , dove  rappresenta l' -ÐY ßá ßY Ñ Y ÐB ßá ß B Ñ œ B B 3" 8 3 " 8 Ð3Ñ Ð3Ñ

esimo elemento ordinato nel vettore  per . Si ha ÐB ßá ß B Ñ 3 œ "ßá ß 8 Y Ð  B ßá ß  B Ñ œ  B" 8 3 " 8 Ð83"Ñ

per , in quanto cambiando il segno agli elementi del vettore  se ne inverte3 œ "ßá ß 8 ÐB ßá ß B Ñ" 8

l'ordinamento. Dal Teorema 1.1.2 si ottiene dunque

Ð\ ßá ß\ Ñ œ Ð  \ ßá ß  \ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ
.

 ,

dove  rappresenta l' -esima statistica ordinata per . In particolare, tenendo presente\ 3 3 œ "ßá ß 8Ð3Ñ

l'Esempio 1.1.8, si ha  per . Risulta analogo verificare che, se  è\ œ \ 3 œ "ßá ß 8 Ð\ ßá ß\ ÑÐ3Ñ Ð83"Ñ " 8
.

un campione casuale da una variabile casuale  assolutamente continua e simmetrica rispetto a , allora\ -

Ð\  ßá ß\  Ñ œ Ð  \ ßá ß  \ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ- - - -
.

 ,

che implica  per .\  œ \ 3 œ "ßá ß 8 –Ð3Ñ Ð83"Ñ- -
.

• Esempio 1.2.6. Sia  un campione casuale da una variabile casuale  assolutamente continuaÐ\ ßá ß\ Ñ \" 8

e simmetrica rispetto a . Tenendo presente l'Esempio 1.2.5, si applichi all'equivalenza in distribuzione!

Ð\ ßá ß\ Ñ œ Ð  \ ßá ß  \ Ñ Y YÐB ßá ß B Ñ œ B 6 œ Ð8  "ÑÎ#Ð"Ñ Ð8Ñ Ð8Ñ Ð"Ñ Ð6Ñ" 8
.

 la trasformata , tale che  con 
se  è dispari e  con  se  è pari. Dal Teorema 1.1.2 per  dispari8 YÐB ßá ß B Ñ œ ÐB  B ÑÎ# 6 œ 8Î# 8 8" 8 Ð6Ñ Ð6"Ñ

si ha dunque

\ œ \Ð6Ñ Ð6Ñ
.

 ,

mentre per  pari si ha8

" "

# #
Ð\ \ Ñ œ  Ð\ \ ÑÐ6Ñ Ð6"Ñ Ð6Ñ Ð6"Ñ

.
 .

Dal momento che la mediana campionaria è usualmente definita come  con  se  è
~
\ œ \ 6 œ Ð8  "ÑÎ# 8Ð6Ñ

dispari ed è definita come  con  se  è pari, allora risulta
~
\ œ Ð\ \ ÑÎ# 6 œ 8Î# 8Ð6Ñ Ð6"Ñ

\ œ \
~ ~

 ,
.

ovvero, tenendo presente il Teorema 1.2.2, si deve concludere che in questo caso la mediana campionaria è
simmetrica rispetto a . Risulta analogo verificare che se  è un campione casuale da una! Ð\ ßá ß\ Ñ" 8

variabile casuale  assolutamente continua e simmetrica rispetto a , allora la mediana campionaria è\ -
simmetrica rispetto a .- –



Capitolo 2

Le statistiche “distribution-free”

2.1. I modelli statistici “distribution-free”. Nella statistica inferenziale classica si assume nota la
morfologia funzionale delle funzioni di ripartizione congiunte specificate dal modello statistico, e in
particolare si assume che queste siano dello stesso tipo a meno di un insieme di parametri. Invece, nella
statistica moderna si tende a non fare assunzioni funzionali sulla distribuzione congiunta del campione,
ovvero si considera i cosiddetti modelli statistici “distribution-free” (una definizione anglosassone ormai
consolidata anche nella terminologia statistica italiana). Un modello statistico “distribution-free” ha la
seguente definizione formale.

Definizione 2.1.1. Si consideri il campione  con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y
dove  è una classe di funzioni di ripartizione congiunte, ovvero un modello statistico. Se  contiene più diY Y
una famiglia di funzioni di ripartizione congiunte, allora è detto modello statistico “distribution-free”. ˜

• Esempio 2.1.1. Il modello statistico

Y F . 5 . ‘ 5 ‘œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ ÐÐB  ÑÎ Ñß − ß − ×8 8 " 8 3

3œ"

8


non è “distribution-free”, in quanto contiene una sola famiglia di funzioni di ripartizione congiunte, ovvero
le funzioni di ripartizione congiunte di un campione casuale da una distribuzione . Il precedenteRÐ ß Ñ. 5#

modello statistico è tipico nell'inferenza classica. Invece, se  rappresenta la classe delle funzioni diV8
ripartizione di un vettore di  variabili casuali assolutamente continue, allora8

Y Vœ ÖJ À J − ×8 8 8

costituisce un modello statistico “distribution-free”. –

Frequentemente il modello statistico è del tipo , ovvero è indicizzato mediante un insieme diY<

“parametri”  non necessariamente reali . Importanti modelli statistici “distribution-free” possono essere< Ð Ñ
indicizzati in questa maniera. Ad esempio nel seguito sarà fatto riferimento al modello statistico
“distribution-free”

V VJ 8 8 " 8 3

3œ"

8

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB Ñß J − ×  ,

dove  rappresenta la classe delle funzioni di ripartizione di una variabile casuale assolutamente continua.V
Quindi,  rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casuale proveniente da una variabileVJ
casuale assolutamente continua. Una importante sottoclasse di  è data dal modello statistico “distribution-VJ
free”

` - ` - ‘-ßJ 8 8 " 8 3

3œ"

8

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB  Ñß J − ß − ×  ,

dove  rappresenta la classe delle funzioni di ripartizione di una variabile casuale assolutamente continua`
con mediana pari a , ovvero!
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` Vœ ÖJ À J − ß J Ð!Ñ œ "Î#× .

Dunque,  rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casuale proveniente da una`-ßJ

variabile casuale assolutamente continua con funzione di ripartizione  e con mediana pari a . UnaJÐB  Ñ- -
sottoclasse di  è data dal modello statistico “distribution-free”`-ßJ

f - f - ‘-ßJ 8 8 " 8 3

3œ"

8

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB  Ñß J − ß − ×  ,

dove  rappresenta la classe delle funzioni di ripartizione di una variabile casuale assolutamente continua ef
simmetrica rispetto a , ovvero!

f Vœ ÖJ À J − ß J ÐBÑ œ "  JÐ  BÑ× .

Dunque,  rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casuale proveniente da una variabilef-ßJ
casuale assolutamente continua con funzione di ripartizione  e simmetrica rispetto a . DueJÐB  Ñ- -
ulteriori sottoclassi di  di uso frequente sono rappresentati dai modelli statistici “distribution-free”VJ

_ J V J ‘JßJ 8 8 " 8 3 3

3œ" 3œ8 "

8 8

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB Ñ J ÐB  Ñß J − ß − × "

"

 ,

e

i ( V ( ‘(ßJ 8 8 " 8 3 3

3œ" 3œ8 "

8 8
œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ JÐB Ñ J ÐB Î Ñß J − ß − × "

"

  ,

dove ." Ÿ 8 Ÿ 8"

2.2. Le statistiche “distribution-free”. Le statistiche “distribution-free” hanno la seguente definizione
formale.

Definizione 2.2.1. Si consideri il campione  con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y
dove  è un modello statistico. La statistica  è detta “distribution-free” su  se laY YX œ XÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

corrispondente funzione di ripartizione rimane invariata per ogni .J − ˜8 Y

• Esempio 2.2.1. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 Y5, dove

Y F 5 5 ‘5 œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB Î Ñß − ×8 8 " 8 3

3œ"

8
   .

Il modello statistico  è quello relativo ad un campione casuale da una distribuzione Normale . SeY 55 RÐ!ß Ñ#

\ W
– e  rappresentano rispettivamente la media campionaria e la varianza campionaria corretta, allora la#

statistica  è distribuita come una  di Student con  gradi di libertà. Dal momento che la–
X œ 8\ÎW > Ð8  "Ñ

distribuzione di  non dipende dal parametro , allora  è una statistica “distribution-free” su .X X –5 Y5

L'Esempio 2.2.1 evidenzia che una tipica statistica dell'inferenza classica può essere considerata
“distribution-free” su un particolare modello statistico classico. Tuttavia, usualmente una statistica è detta
“distribution-free” quando il modello statistico  è anch'esso “distribution-free”. Quando si dispone diY
campioni di numerosità elevata si considerano anche statistiche “distribution-free” per grandi campioni, che
sono definite formalmente di seguito.

Definizione 2.2.2. Si consideri il campione  con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y
dove  è un modello statistico per ogni . La statistica  è detta “distribution-Y 8 X œ X œ X Ð\ ßá ß\ Ñ8 8 " 8
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free” per grandi campioni su , se per  risulta  per ogni , dove  è una variabileY Y8 Ä ∞ X Ä Z J − Z8 8
.

casuale limite. ˜

• Esempio 2.2.2. Si consideri il modello statistico “distribution-free”

Y V 55ßJ 8 8 J
#œ ÖJ À J − ß Ð\Ñ œ !ß Ð\Ñ œ  ∞×E Var  .

Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta , si consideri laÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJY5

statistica  dell'Esempio 2.2.1. La statistica  può essere espressa come–
X œ X œ 8\ÎW X8 8

X œ
\

Î 8 W
8

–
 .

5

5
Dal momento che  per  (vedi Esempio A.3.4), per il Teorema di Sverdrup (Teorema A.3.4)W Ä 8 Ä ∞# #:

5

si ha  per . Inoltre, per il Teorema Fondamentale Classico del Limite (Teorema A.3.6) si haW Ä 8 Ä ∞
:
58\Î Ä RÐ!ß "Ñ

– . Combinando questi risultati mediante il Teorema di Slutsky (Teorema A.3.5) si ottiene5
.

infine

X œ Ä RÐ!ß "Ñ
\

WÎ 8
8

.
–

 .
Si deve dunque concludere che la statistica  è “distribution-free” per grandi campioni su .X –8 ßJY5

2.3. Le statistiche segno. In questa sezione viene introdotta una prima classe di statistiche “distribution-
free”, ovvero le cosiddette statistiche segno.

Definizione 2.3.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 !ßJ` . Si definiscono statistiche segno le trasformate

^ œ Ð\ Ñ 3 œ "ßá ß 83 3Ð!ß∞Ñ"  ,  .

Il vettore di statistiche  è detto vettore dei segni.Ð^ ßá ß^ Ñ ˜" 8

Ogni statistica segno  assume valore  se  (ovvero se  è maggiore della mediana) e il valore ^ " \  ! \ !3 3 3

altrimenti, e da questo fatto deriva la loro denominazione. Il seguente teorema fornisce la distribuzione
congiunta delle statistiche segno.

Teorema 2.3.2. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − Ð^ ßá ß^ Ñ8 !ßJ " 8` , il relativo vettore dei segni  ha componenti indipendenti ed ugualmente distribuite
come variabili casuali Binomiali .F3Ð"ß "Î#Ñ

Dimostrazione. Dal momento che dalla Definizione 2.3.1 ogni statistica segno  è trasformata solo^3

della relativa , e poichè il campione casuale  ha componenti indipendenti, allora anche le\ Ð\ ßá ß\ Ñ3 " 8

componenti del vettore dei segni  sono indipendenti. Inoltre, il supporto della statistica segno Ð^ ßá ß^ Ñ ^" 8 3

è l'insieme . Dalla assunzione di continuità per  si haÖ!ß "× \3

Pr PrÐ^ œ "Ñ œ Ð\  !Ñ œ "  JÐ!Ñ œ 3 œ "ßá ß 8
"

#
3 3  ,  ,

e di conseguenza

Pr PrÐ^ œ !Ñ œ "  Ð^ œ "Ñ œ 3 œ "ßá ß 8
"

#
3 3  ,  .

Dunque, si deve concludere che la statistica segno  ha distribuzione Binomiale . ^ F3Ð"ß "Î#Ñ3 
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Corollario 2.3.3. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − X œ XÐ^ ßá ß^ Ñ X X8 !ßJ " 8` . Se , ovvero  è una statistica basata solo sul vettore dei segni, allora  è
“distribution-free” su .`!ßJ

Dimostrazione. Il risultato segue dal Teorema 2.3.2 e dalla Definizione 2.3.1, in quanto per qualsiasi
distribuzione congiunta  la statistica  è distribuita come una trasformata di un vettore diJ − X8 !ßJ`
variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite, ognuna con distribuzione Binomiale .  F3Ð"ß "Î#Ñ 

• Esempio 2.3.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta .Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 !ßJ`
Si consideri la statistica

F œ ^
3œ"

8

3 ,

che rappresenta il numero di osservazioni positive nel campione. Utilizzando il Teorema 2.3.2 si verifica che
F F3Ð8ß "Î#Ñ F ha distribuzione Binomiale . Di conseguenza, poichè la funzione di ripartizione di  rimane
invariata per ogni funzione di ripartizione congiunta di , allora  è una statistica “distribution-free” su`!ßJ F
`!ßJ . Questo risultato può essere ottenuto dal Corollario 2.3.3. –

2.4. Le statistiche rango. La classe delle statistiche rango è fondamentale per costruire statistiche
“distribution-free”. La seguente è la definizione formale di statistica rango.

Definizione 2.4.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 JV . Si definiscono statistiche rango le seguenti trasformate

V œ Ð\ \ Ñ 3 œ "ßá ß 83 3 4

4œ"

8

Ò!ß∞Ñ"  ,  .

Il vettore di statistiche  è detto vettore dei ranghi.ÐV ßá ßV Ñ ˜" 8

La statistica  rappresenta la posizione di  all'interno del campione ordinato, ovveroV \3 3

\ œ \ 3 œ "ßá ß 83 ÐV Ñ3  ,  ,

e da questo deriva ovviamente la denominazione di statistiche rango.

Definizione 2.4.2. Si definisce insieme delle permutazioni  dato dae ‘8
8§

e8 " 8 " 8œ ÖÐ< ßá ß < Ñ À Ð< ßá ß < Ñ Ð"ßá ß 8Ñ× ˜ è una permutazione di  .

Nel seguente teorema viene ottenuta la distribuzione congiunta del vettore dei ranghi.

Teorema 2.4.3. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
allora la funzione di probabilità congiunta del relativo vettore dei ranghi  è data daÐV ßá ßV Ñ" 8

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ Ð< ßá ß < Ñ
"

8x
" " 8 8 " 8"e8

 .

Dimostrazione. Il vettore di variabili casuali  è discreto con supporto . Per un prefissatoÐV ßá ßV Ñ" 8 8e
Ð< ßá ß < Ñ −" 8 8e  risulta

Pr Pr PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ Ð\ œ \ ßá ß\ œ \ Ñ œ Ð\  á  \ Ñ" " 8 8 " 8 . .Ð< Ñ Ð< Ñ" 8 " 8
 ,

dove  è la posizione del numero  nella permutazione . Dal Teorema 1.1.3 si ha inoltre. 3 Ð< ßá ß < Ñ3 " 8

Ð\ ßá ß\ Ñ œ Ð\ ßá ß\ Ñ" 8 . .
.

" 8
, che implica (vedi Esempio 1.1.4)

Pr PrÐ\  á  \ Ñ œ Ð\  á  \ Ñ. . " 8" 8
 .
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Dunque, risulta

Pr Pr PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ Ð\  á  \ Ñ œ ÐV œ "ßá ßV œ 8Ñ" " 8 8 " 8 " 8  .

Inoltre, dal momento che # , si haÐ Ñ œ 8xe8

 
Ð< ßáß< Ñ− Ð< ßáß< Ñ−

" " 8 8 " 8

" 8

" 8 8 " 8 8e e

Pr Pr

Pr

ÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ ÐV œ "ßá ßV œ 8Ñ

œ 8x ÐV œ "ßá ßV œ 8Ñ .

Infine, essendo


Ð< ßáß< Ñ−

" " 8 8

" 8 8e

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ " ,

allora segue

PrÐV œ "ßá ßV œ 8Ñ œ
"

8x
" 8  .

Si deve concludere dunque che

Pr PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ ÐV œ "ßá ßV œ 8Ñ œ Ð< ßá ß < Ñ −
"

8x
" " 8 8 " 8 " 8 8 ,  ,e

ovvero il vettore dei ranghi  è distribuito uniformemente su . ÐV ßá ßV Ñ" 8 8e 

Dal Teorema 2.4.3 è possibile ricavare i seguenti quattro corollari.

Corollario 2.4.4. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − V 3 œ "ßá ß 88 J 3V . La funzione di probabilità della statistica rango , per , risulta

PrÐV œ <Ñ œ < œ "ßá ß 8
"

8
3 ,  ,

la funzione di probabilità congiunta di una scelta di due statistiche rango  per ,ÐV ßV Ñ 3 Á 4 œ "ßá ß 83 4

risulta

PrÐV œ < ßV œ < Ñ œ < Á < œ "ßá ß 8
"

8Ð8  "Ñ
3 " 4 # " # ,  ,

mentre la funzione di probabilità congiunta di una scelta di  statistiche rango 5 œ "ßá ß 8 ÐV ßá ßV Ñ3 3" 5

per , risulta3 Á á Á 3 œ "ßá ß 8" 5

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ < Á á Á < œ "ßá ß 8
"

8Ð8  "ÑâÐ8  5  "Ñ
3 " 3 5 " 5" 5

 ,  .

Dimostrazione. Dal Teorema 2.4.3 si ha che ogni determinazione del vettore  in  èÐV ßá ßV Ñ" 8 8e
ugualmente probabile. Inoltre, vi sono  elementi di  per cui  con , e dunque siÐ8  "Ñx V œ < < œ "ßá ß 8e8 3

ha

PrÐV œ <Ñ œ Ð8  "Ñx œ
" "

8x 8
3  .

Analogamente, vi sono  elementi di  per cui  e  con , e quindiÐ8  #Ñx V œ < V œ < < Á < œ "ßá ß 8e8 3 " 4 # " #

PrÐV œ < ßV œ < Ñ œ Ð8  #Ñx œ
" "

8x 8Ð8  "Ñ
3 " 4 #  .

Infine, vi sono  elementi di  per cui  con , eÐ8  5Ñx V œ < ßá ßV œ < < Á á Á < œ "ßá ß 8e8 3 " 3 5 " 5" 5

quindi
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PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ Ð8  5Ñx œ
" "

8x 8Ð8  "ÑáÐ8  5  "Ñ
3 " 3 5" 5

 . 

Corollario 2.4.5. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − 3 œ "ßá ß 88 JV . Per , si ha

E VarÐV Ñ œ ÐV Ñ œ
8  " 8  "

# "#
3 3

#

 ,  ,

e per , si ha3 Á 4 œ "ßá ß 8

CovÐV ßV Ñ œ 
8  "

"#
3 4  .

Dimostrazione. Dal Corollario 2.4.4 e tenendo presente il Teorema A.2.1, si ha

EÐV Ñ œ < œ
" 8  "

8 #
3

<œ"

8  .

Analogamente, si ha

EÐV Ñ œ < œ
" Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ

8 '3
# #

<œ"

8  ,

da cui

VarÐV Ñ œ  œ
Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ Ð8  "Ñ 8  "

' % "#
3

# #

 .

Di nuovo dal Corollario 2.4.4 e tenendo presente il Teorema A.2.1, si ha

EÐV V Ñ œ < < œ ÐÐ <Ñ  < Ñ
" "

8Ð8  "Ñ 8Ð8  "Ñ

œ Ð  Ñ œ
" 8 Ð8  "Ñ 8Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ Ð8  "ÑÐ$8  #Ñ

8Ð8  "Ñ % ' "#

3 4 " #

< œ" <œ" <œ"

8 8 8 8

< Á< œ"

# #

# #

   
" # "

 ,

per cui

Cov  .ÐV ßV Ñ œ  œ 
Ð8  "ÑÐ$8  #Ñ Ð8  "Ñ 8  "

"# % "#
3 4

#



Corollario 2.4.6. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − X œ XÐV ßá ßV Ñ X X8 J " 8V . Se , ovvero  è una statistica basata solo sul vettore dei ranghi, allora  è
“distribution-free” sulla classe .VJ

Dimostrazione. Il risultato segue immediatamente dal Teorema 2.4.3, in quanto per qualsiasi
distribuzione congiunta di  la statistica  è distribuita come una trasformata di un vettore diJ − X8 JV
variabili casuali uniformemente distribuito su . e8 

Corollario 2.4.7. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − 5 œ "ßá ß 8 ÐV ßá ßV Ñ ÐV ßá ßV Ñ8 J 3 3 Ð3 Ñ Ð3 ÑV . Si consideri una scelta di  statistiche rango  e sia  il
" 5 " 5

relativo vettore di statistiche rango ordinato in senso crescente per . Si ha3 Á á Á 3 œ "ßá ß 8" 5

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ " Ÿ <  á  < Ÿ 8
8

5
Ð3 Ñ Ð"Ñ Ð3 Ñ Ð5Ñ Ð"Ñ Ð5Ñ

"

" 5
   ,  .
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Dimostrazione. Sia  una scelta di  elementi di  tale cheÐ< ßá ß < Ñ 5 Ð"ßá ß 8ÑÐ"Ñ Ð5Ñ

" Ÿ <  á  < Ÿ 8Ð"Ñ Ð5Ñ . Dal Corollario 2.4.4 si ha

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ
"

8Ð8  "ÑáÐ8  5  "Ñ
3 3Ð"Ñ Ð5Ñ" 5

 .

Tuttavia, questa è solamente una possibile permutazione di  per cui si haÐV ßá ßV Ñ3 3" 5

V œ < ßá ßV œ < 5xÐ3 Ñ Ð"Ñ Ð3 Ñ Ð5Ñ" 5
. Poichè esistono  di tali permutazioni ed ognuna è ugualmente probabile,

allora

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ 5x œ
" 8

8Ð8  "ÑáÐ8  5  "Ñ 5
Ð3 Ñ Ð"Ñ Ð3 Ñ Ð5Ñ

"

" 5
  .  

• Esempio 2.4.1. Si consideri due campioni casuali  e  provenienti da dueÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

variabili casuali continue ed equivalenti in distribuzione. Dunque, se , il campione misto8 œ 8  8" #

Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #
 formato dai due campioni casuali originali può essere considerato sua volta un

campione casuale con funzione di ripartizione congiunta . Di conseguenza, siano  iJ − ÐV ßá ßV Ñ8 J " 8V
"

ranghi assegnati a  e  i ranghi assegnati a  nel campione misto. SiÐ\ ßá ß\ Ñ ÐV ßá ßV Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 8 " 8 " 8" " #

consideri la statistica

[ œ V8
3œ"

3

"

 ,

che fornisce la somma dei ranghi assegnati a . Quando i ranghi assegnati a  sonoÐ\ ßá ß\ Ñ Ð\ ßá ß\ Ñ" 8 " 8" "

i più bassi, ovvero , si ottiene il valore minimo che  può assumere, dato da"ßá ß 8 ["8
3œ" " " " 8
"

"
3 œ 8 Ð8  "ÑÎ# Ð\ ßá ß\ Ñ. Alternativamente, quando i ranghi assegnati a  sono i più elevati,

ovvero , si ottiene il valore massimo che  può assumere, dato da 8  "ßá ß 8 [ Ð8  3Ñ œ# #
8
3œ"

 "

8 Ð8  8  "ÑÎ# [" # . Quindi, il supporto di  risulta

Ö8 Ð8  "ÑÎ#ß 8 Ð8  "ÑÎ#  "ßá ß 8 Ð8  8  "ÑÎ#×" " " " " #  .

Se  rappresenta il numero di sottoinsiemi di  interi di  la cui somma è , dal momento- ÐAÑ 8 Ð"ßá ß 8Ñ A8 ß8 "" #

che

[ œ V8
3œ"

Ð3Ñ

"

 ,

allora tenendo presente il Corollario 2.4.7 la funzione di probabilità di  è data da[

: ÐAÑ œ Ð[ œ AÑ œ - ÐAÑ ÐAÑ
8

8
8 ß8 8 ß8

"

"

Ö8 Ð8 "ÑÎ#ß8 Ð8 "ÑÎ#"ßáß8 Ð88 "ÑÎ#×" # " # " " " " " #
Pr   " .

Poichè la distribuzione di  rimane invariata per ogni funzione di ripartizione congiunta di , si deve[ VJ
concludere che  è “distribution-free” su . Questo risultato può essere ottenuto immediatamente dal[ VJ
Corollario 2.4.6. –

2.5. Le statistiche rango dei valori assoluti. Le statistiche rango dei valori assoluti costituiscono
un'ulteriore importante classe di statistiche “distribution-free”.

Definizione 2.5.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 !ßJf . Si definiscono come statistiche rango dei valori assoluti le seguenti trasformate

V œ Ðl\ l  l\ lÑ 3 œ "ßá ß 83


4œ"

8

Ò!ß∞Ñ 3 4"  ,  .

Il vettore di statistiche  è detto vettore dei ranghi dei valori assoluti.ÐV ßá ßV Ñ ˜"


8
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Si noti che  non è altro che il vettore dei ranghi assegnati ai valori assoluti degli elementiÐV ßá ßV Ñ"


8


del campione casuale originale. Il seguente teorema fornisce la distribuzione congiunta delle statistiche
rango dei valori assoluti.

Teorema 2.5.2. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 !ßJf , allora la funzione di probabilità congiunta del relativo vettore dei ranghi dei valori assoluti
ÐV ßá ßV Ñ"


8
  è data da

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ Ð< ßá ß < Ñ
"

8x
 
" " 8 " 88 "e8

 .

Dimostrazione. Si noti che  è ancora un campione casuale. Dunque, poichèÐl\ lßá ß l\ lÑ" 8

ÐV ßá ßV Ñ"


8
  è un vettore dei ranghi relativo ad un campione casuale, allora dal Teorema 2.4.3 si ha che

ÐV ßá ßV Ñ"


8


8 è uniformemente distribuito su . e 

Se una variabile casuale assolutamente continua è simmetrica, il punto di simmetria coincide con la
mediana. Dunque, essendo , la distribuzione congiunta del vettore dei segni è quella ottenutaf `!ßJ !ßJ§
nel Teorema 2.3.2. I seguenti teoremi forniscono la distribuzione congiunta del vettore dei segni e del
vettore dei ranghi dei valori assoluti.

Teorema 2.5.3. Se  è una variabile casuale con funzione di ripartizione , allora le variabili\ J − f
casuali trasformate  e  sono indipendenti.] œ l\l ^ œ Ð\Ñ"Ð!ß∞Ñ

Dimostrazione. Per un dato  si haB  !

Pr
Pr Pr

Pr Pr
Pr

Pr

Ð] Ÿ B ± ^ œ "Ñ œ œ
Ð] Ÿ Bß^ œ "Ñ Ðl\l Ÿ Bß\  !Ñ

Ð^ œ "Ñ Ð\  !Ñ

œ œ
Ð!  \ Ÿ BÑ JÐBÑ  JÐ!Ñ

Ð\  !Ñ "  JÐ!Ñ
 .

Dal momento che  e che la funzione di ripartizione di  è data da , si haJÐ!Ñ œ "Î# ] Ð#J ÐBÑ  "Ñ ÐBÑ"Ð!ß∞Ñ

Pr PrÐ] Ÿ B ± ^ œ "Ñ œ œ #JÐBÑ  " œ Ð] Ÿ BÑ
J ÐBÑ  "Î#

"Î#
 .

Analogamente, per un dato  si haB  !

Pr
Pr Pr

Pr Pr
Pr

Pr

Ð] Ÿ B ± ^ œ !Ñ œ œ
Ð] Ÿ Bß^ œ !Ñ Ð ± \ ± Ÿ Bß\ Ÿ !Ñ

Ð^ œ !Ñ Ð\ Ÿ !Ñ

œ œ
Ð  B Ÿ \ Ÿ !Ñ J Ð!Ñ  JÐ  BÑ

Ð\ Ÿ !Ñ J Ð!Ñ
 ,

da cui, tenendo presente che , si haJÐ  BÑ œ "  JÐBÑ

Pr PrÐ] Ÿ B ± ^ œ !Ñ œ œ #JÐBÑ  " œ Ð] Ÿ BÑ
"Î#  "  JÐBÑ

"Î#
 .

Poichè il supporto di  è l'insieme , allora dalle precedenti relazioni si ottiene che^ Ö!ß "×
Pr PrÐ] Ÿ B ± ^ œ DÑ œ Ð] Ÿ BÑ D œ !ß " ] ^ per , da cui si conclude che le variabili casuali  e  sono
indipendenti. 

Teorema 2.5.4. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − ß Ð^ ßá ß^ Ñ ÐV ßá ßV Ñ8 !ßJ " 8 "


8
f  i relativi vettori di statistiche  e  sono indipendenti.

Dimostrazione. Dal Teorema 2.5.3, si ottiene che  e | | sono indipendenti per . Dunque^ \ 3 œ "ßá ß 83 3

ogni statistica segno  è indipendente dal campione trasformato , in quanto questo vettore^ Ðl\ lßá ß l\ lÑ3 " 8

costituisce un campione casuale. Di conseguenza, dal momento che per la Definizione 2.5.1 ogni statistica
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rango dei valori assoluti , per , dipende solo dal campione trasformato ,V 3 œ "ßá ß 8 Ðl\ lßá ß l\ lÑ3


" 8

allora risulta indipendente dal vettore dei segni . Quindi, si deve concludere  eÐ^ ßá ß^ Ñ Ð^ ßá ß^ Ñ" 8 " 8

ÐV ßá ßV Ñ"


8
  sono vettori di statistiche indipendenti. 

Corollario 2.5.5. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − X œ XÐ^ ßá ß^ ßV ßá ßV Ñ X8 !ßJ " 8 "


8
f . Se , ovvero  è una statistica basata sul vettore dei segni e sul

vettore dei ranghi dei valori assoluti, allora  è “distribution-free” su .X f!ßJ

Dimostrazione. Segue immediatamente dai Teoremi 2.3.2 e 2.5.2, in quanto per ogni distribuzione
congiunta  la statistica  è una trasformata di un vettore di variabili casuali indipendenti edJ − X8 !ßJf
ugualmente distribuite come variabili casuali Binomiali  e di un vettore uniformementeF3Ð"ß "Î#Ñ
distribuito su . e8 

Teorema 2.5.6. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − 5 œ !ß "ßá ß 8 ÐV ßá ßV Ñ8 !ßJ
 
3 3f . Si consideri una scelta di  statistiche rango dei valori assoluti  e sia
" 5

ÐV ßá ßV Ñ 
Ð3 Ñ Ð3 Ñ" 5

 il relativo vettore dei ranghi dei valori assoluti ordinato in senso crescente per

3 Á á Á 3 œ "ßá ß 8 Ð^ ßá ß^ Ñ 5" 5 3 3. Sia inoltre  la scelta di  statistiche segno associata a
" 5

ÐV ßá ßV Ñ O œ ^ 
3 3 3œ"

8
3" 5

. Se , si ha
PrÐV œ < ßá ßV œ < ßO œ 5 ± ^ œ "ßá ß^ œ "Ñ œ #  8

Ð3 Ñ Ð3 ÑÐ"Ñ Ð5Ñ 3 3
" 5 " 5

 ,

con ." Ÿ <  á  < Ÿ 8Ð"Ñ Ð5Ñ

Dimostrazione. Dal Corollario 2.4.7 si ha

PrÐV œ < ßá ßV œ < ± O œ 5Ñ œ " Ÿ <  á  < Ÿ 8
8

5
 
Ð3 Ñ Ð3 ÑÐ"Ñ Ð5Ñ Ð"Ñ Ð5Ñ

"

" 5
   , .

Inoltre, dal Teorema 2.3.2 si verifica che

PrÐO œ 5Ñ œ # Ð5Ñ
8

5
  8

Ö!ß"ßáß8×"  ,

da cui si ottiene

Pr Pr PrÐV œ < ßá ßV œ < ßO œ 5Ñ œ ÐV œ < ßá ßV œ < ± O œ 5Ñ ÐO œ 5Ñ

œ # œ # 5 œ !ß "ßá ß 8 " Ÿ <  á  < Ÿ 8
8 8

5 5

   
Ð3 Ñ Ð3 Ñ Ð3 Ñ Ð3 ÑÐ"Ñ Ð5Ñ Ð"Ñ Ð5Ñ

"
8 8

Ð"Ñ Ð5Ñ

" 5 " 5

     ,  , .

Tenendo presente che  è indipendente da  per il Teorema 2.5.4, allora si haÐV ßá ßV Ñ Ð^ ßá ß^ Ñ 
3 3 3 3" 5 " 5

Pr

Pr

ÐV œ < ßá ßV œ < ßO œ 5 ± ^ œ "ßá ß^ œ "Ñ œ

œ ÐV œ < ßá ßV œ < ßO œ 5Ñ

œ # 5 œ !ß "ßá ß 8 " Ÿ <  á  < Ÿ 8

 
Ð3 Ñ Ð3 ÑÐ"Ñ Ð5Ñ 3 3

 
Ð3 Ñ Ð3 ÑÐ"Ñ Ð5Ñ

8
Ð"Ñ Ð5Ñ

" 5 " 5

" 5

 ,  , ,

che conclude la dimostrazione. 

• Esempio 2.5.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta .Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 !ßJf
Si consideri dunque la statistica

[ œ ^ V 

3œ"

8

3 3  .

Il supporto di  risulta . Se  rappresenta il numero di sottoinsiemi di interi di[ Ö!ß "ßá ß 8Ð8  "ÑÎ#× - ÐAÑ
8

Ð"ßá ß 8Ñ A [ la cui somma è , allora dal Teorema 2.5.6 segue che la funzione di probabilità di  è data da

: ÐAÑ œ Ð[ œ AÑ œ # - ÐAÑ ÐAÑ8 8
 8

Ö!ß"ßáß8Ð8"ÑÎ#×Pr "  .
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Poichè la distribuzione di  rimane invariata per ogni funzione di ripartizione congiunta di , allora[
!ßJf

[
!ßJ è “distribution-free” su . Questo risultato poteva essere ottenuto immediatamente dal Corollariof

2.5.5. Infine, dal momento che ad ogni sottoinsieme di interi di  la cui somma è  corrisponde unÐ"ßá ß 8Ñ A
sottoinsieme complementare la cui somma è , allora si ottiene Ð8Ð8  "ÑÎ#  AÑ - ÐAÑ œ8

- Ð8Ð8  "ÑÎ#  AÑ : ÐAÑ œ : Ð8Ð8  "ÑÎ#  AÑ : Ð8Ð8  "ÑÎ%  AÑ œ8 8 8 8. Quindi, si ha anche , ovvero 
: Ð8Ð8  "ÑÎ%  AÑ A œ !ß "ßá ß 8Ð8  "ÑÎ#8  per . Tenendo presente l'Esempio 1.2.1 si può dunque
concludere che  è simmetrica rispetto a .[ 8Ð8  "ÑÎ% –



Capitolo 3

Il test statistico “distribution-free”

3.1. I test statistici “distribution-free”. Se si dispone di un campione , si può stabilire unÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

insieme  delle ipotesi ammissibili sulla relativa funzione di ripartizione congiunta . Se gli insiemi  eL J L8 !

L L" costituiscono una partizione di , il problema della verifica delle ipotesi consiste nel verificare l'ipotesi
di base  contro l'ipotesi alternativa , dove  è il modello statistico e  unaL À J − L À J − Ï! 8 ! " 8 ! !Y Y Y Y Y
sua sottoclasse. L'insieme  delle ipotesi ammissibili e la sua partizione in  e  è detto sistema diL L L! "

ipotesi. Se il modello statistico è indicizzato mediante un insieme di parametri  e il contesto probabilistico<
in cui si lavora è evidente, per semplicità di notazione il sistema di ipotesi può essere indicato con
L À − L À − Ï! ! " ! !< R < R R R R contro , dove  rappresenta lo spazio dei parametri e  un suo sottoinsieme.

• Esempio 3.1.1. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 ßJ !f -- . Si vuole verificare che il punto di simmetria è un particolare valore , ovvero l'ipotesi di base
L À J − L À J − Ï! 8 ßJ " 8 ßJ ßJf f f- - -! !

 contro l'ipotesi alternativa . Il modello statistico è “distribution-free”
ed è indicizzato da due parametri, ovvero . Il sistema di ipotesi può dunque essere espresso più< -œ Ö ß J×
semplicemente come , contro . In maniera analoga, in un contesto diL À œ ßJ − L À Á ß J −! ! " !- - f - - f
statistica classica si potrebbe considerare un modello statistico  del tipoY f- -§ ßJ

Y F - - ‘- œ ÖJ À J ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB  Ñß − ×8 8 " 8 3

3œ"

8  .

Si osservi che  contiene una sola famiglia di funzioni di ripartizione congiunte ed in particolareY-

rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casuale da una distribuzione Normale . IlRÐ ß "Ñ-
modello  è indicizzato solo attraverso , ovvero , e quindi in questo caso il sistema di ipotesi siY - < -- œ
riduce a verificare  contro . Tuttavia, può risultare poco plausibile in praticaL À œ L À Á! ! " !- - - -
assumere un modello statistico classico, ovvero assumere una specifica morfologia funzionale per .J –

Lo strumento statistico che sulla base dei dati campionari consente di concludere in favore dell'una o
dell'altra ipotesi è il cosiddetto test.

Definizione 3.1.1. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . Se  è lo spazio campionario, ovvero ilL À − L À − Ï! ! " ! 8< R < R R k
supporto di , si dice test la funzione .J H À Ä ÖL ßL × ˜8 8 ! "k

Il test è in effetti una regola decisionale che suddivide  negli insiemi complementari  e  in modok k k8 ! "

tale che si accetta  se la realizzazione del campione è in , mentre si accetta  se la realizzazione delL L! ! "k
campione è in . L'insieme  è detto regione critica del test.k k" "

Definizione 3.1.2. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . Se  è una statisticaL À − L À − Ï X œ XÐ\ ßá ß\ Ñ! ! " ! " 8< R < R R
con supporto , si definisce test basato sulla statistica  la funzione . La statistica  èg gX H À Ä ÖL ßL × X! "

detta statistica test. ˜
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Il test basato sulla statistica  è dunque una regola decisionale che suddivide  negli insiemiX g
complementari  e , in modo che si accetta  se la realizzazione di  è in , mentre si accetta  se lag g g! " ! ! "L X L
realizzazione di  è in . L'insieme  è detto regione critica del test basato sulla statistica .X Xg g" "

Definizione 3.1.3. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . Un test per questo sistema di ipotesi èL À − L À − Ï! ! " !< R < R R
detto “distribution-free” se è basato su una statistica  “distribution-free” su  per ogniX œ XÐ\ ßá ß\ Ñ" 8 Y<

< R− ˜!.

Uno strumento per misurare la capacità discriminatoria del test basato su una statistica  è dato dallaX
funzione potenza, che possiede la seguente difinizione.

Definizione 3.1.4. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . La funzione potenza del test basato sullaL À − L À − Ï! ! " !< R < R R
statistica  è data daX

T Ð Ñ œ ÐX − ÑX "< gPr<  ,

dove  indica che la probabilità è quella indotta da  con il valore del parametro pari a .Pr< J ˜8 <

Per ogni  la funzione potenza  fornisce quindi la probabilità di respingere  quando questa< R <− T Ð Ñ L! X !

è vera, ovvero la probabilità di commettere un errore di I specie. Analogamente, per ogni  la< R R− Ï !

quantità  fornisce la probabilità di accettare  quando è vera , ovvero la probabilità diÐ"  T Ð ÑÑ L LX ! "<
commettere un errore di II specie.

Definizione 3.1.5. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . Si dice che il test basato sulla statisticaL À − L À − Ï! ! " !< R < R R
X  è al livello di significatività  seα

sup
< R−

X
!

T Ð Ñ œ ˜< α .

Il livello di significatività  rappresenta dunque la massima probabilità di errore di I specie. Quando ilα
test è basato su una statistica discreta, allora esiste solo un numero finito o al più contabile di possibili livelli
di significatività, che vengono detti livelli di significatività naturali. Sebbene esistano tecniche per ottenere
un qualsiasi livello di significatività per un test basato su una statistica discreta (la cosiddetta
casualizzazione del test)  tuttavia risultano artificiose ed è preferibile considerare in pratica solo livelli diß
significatività naturali.

Definizione 3.1.6. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . Un test basato sulla statistica  al livelloL À − L À − Ï X! ! " !< R < R R
di significatività  con funzione potenza  è detto corretto al livello di significatività  seα < αT Ð ÑX

T Ð Ñ   a − Ï ˜X !< α < R R ,  .

La proprietà della correttezza assicura che la probabilità di accettare  quando è vera risulta maggioreL"

della probabilità di commettere un errore di I specie.

• Esempio 3.1.2. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione , doveÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y-

il modello statistico  è definito nell'Esempio 3.1.1. Si vuole verificare  contro Y - -- L À œ ! L À  !! "

mediante il test basato sulla statistica . Se è vera  la statistica  ha distribuzione Normale–
X œ 8\ L X !

RÐ!ß "Ñ œ Ð ∞ß ∞Ñ œ Ð ∞ß D Ó œ ÐD ß∞Ñ L. Essendo , si può scegliere  e . Se è vera  lag g g! " " " "α α

statistica  ha distribuzione Normale  e perciò la funzione potenza, che in questo caso dipendeX RÐ 8 ß "Ñ -

dal solo parametro , risulta-
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T Ð Ñ œ ÐX − Ñ œ "  ÐD  8 Ñ   !X " "- g F - -Pr- α   ,  .

Dal momento che , allora il test è al livello di significatività . Inoltre, essendo  unaT Ð!Ñ œ T Ð ÑX Xα α -
funzione crescente, il test è corretto al livello di significatività .α –

• Esempio 3.1.3. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione . SiÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJf-
vuole verificare , contro . Si consideri dunque il test basato sullaL À œ !ß J − L À  !ß J −! "- f - f
statistica

F œ ^
3œ"

8

3 ,

definita nell'Esempio 2.3.1. Se è vera , la statistica  è distribuita come una Binomiale L F F3Ð8ß "Î#Ñ!

essendo . Dal momento che , si può scegliere  ef ` g g!ßJ !ßJ ! 8ß"§ œ Ö!ß "ßá ß 8× œ Ö!ß "ßá ß , ×α
g" 8ß" "œ Ö,  "ßá ß 8× Lα . Se è vera  risulta

PrÐ\  !Ñ œ "  JÐ  Ñ œ JÐ Ñ3 - -  ,

per , per cui  ha distribuzione Binomiale . La funzione potenza è dunque data da3 œ "ßá ß 8 F F3Ð8ß J Ð ÑÑ-

T Ð ß J Ñ œ ÐF − Ñ œ JÐ Ñ Ð"  JÐ ÑÑ   !
8

,
F ßJ "

,œ, "

8
, 8,- g - - -Pr-   

8ß"α

 ,  .

Essendo , allora risulta  per ogni  e quindi si deve concludere che il test è alJÐ!Ñ œ "Î# T Ð!ß J Ñ œ J −F α f
livello di significatività . Inoltre, dal momento che si può verificare che  è una funzione crescenteα -T Ð ß J ÑF

di  per ogni , allora il test è corretto al livello di significatività .- f αJ − –

La seguente definizione enuncia una proprietà desiderabile per grandi campioni, ovvero quando ,8 Ä ∞
della funzione potenza di un test.

Definizione 3.1.7. Si consideri il sistema di ipotesi  contro . Data la statisticaL À − L À − Ï! ! " !< R < R R
X œ X8, si consideri inoltre la successione di test al livello di significatività  basati sulla successione diα
statistiche . La successione di test è detta coerente seÐX Ñ8 8 "

lim
8

XT Ð Ñ œ "
8
<  ,

per ogni .< R R− Ï ˜!

La proprietà della coerenza assicura dunque che la probabilità di commettere un errore di II specie tende
a  per  per ogni valore del parametro nell'alternativa.! 8 Ä ∞

• Esempio 3.1.4. Si consideri il sistema di ipotesi dell'Esempio 3.1.2 e sia  la successione diÐX Ñ8 8 "

statistiche data da . Dal momento che la successione di funzioni  converge–
Ð 8\Ñ Ð ÐD  8 ÑÑ 8 " " 8 "F -α

uniformemente alla funzione identicamente nulla per , allora si ha-  !

lim
8

XT Ð Ñ œ "  !
8
- - ,  .

Dunque, la successione di test basata sulla successione di statistiche  è coerente.ÐX Ñ –8 8 "

Il seguente teorema stabilisce delle condizioni per cui una successione di test basata su una successione
di statistiche  è coerente.ÐX Ñ8 8 "

Teorema 3.1.8. Si consideri il sistema di ipotesi  contro . Data la statisticaL À − L À − Ï! ! " !< R < R R
X œ X8, si consideri inoltre la successione di test al livello di significatività  basati sulla successione diα
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statistiche , tale che la regione critica del test basato su  è data da . Se esisteÐX Ñ X œ Ö> À >   - ×8 8 " 8 "ß8 8g
una funzione  per cui1

i  ,Ñ X Ä 1Ð Ñß a −8
:

< < R
ii  ,Ñ 1Ð Ñ œ 1 ß a −< < R! !

iii  ,Ñ 1Ð Ñ  1 ß a − Ï< < R R! !

iv  ,Ñ - Ÿ 1lim8 8 !

allora la successione di test basata su  è coerente.ÐX Ñ8 8 "

Dimostrazione. Per un dato , sia . Dalla condizione  si ha  e< R R % < %− Ï œ Ð1Ð Ñ  1 ÑÎ# Ñ  !! ! iii
dunque per  sufficientemente elevato dalla condizione  si ha . Quindi, risulta8 Ñ - Ÿ 1  œ 1Ð Ñ iv 8 ! % < %

lim lim Pr lim Pr

lim Pr lim Pr
8 8 8

X 8 8 8

8 8
8 8

T Ð Ñ œ ÐX   - Ñ   ÐX   1Ð Ñ  Ñ

  Ð1Ð Ñ  Ÿ X Ÿ 1Ð Ñ  Ñ œ ÐlX  1Ð Ñl Ÿ Ñ

8
< < %

< % < % < %

< <

< <  .

Per la condizione  si ha , da cuiiÑ ÐlX  1Ð Ñl Ÿ Ñ œ "lim Pr8 8< < %

lim
8

X !T Ð Ñ œ " a − Ï
8
< < R R ,  ,

ovvero dalla Definizione 3.1.7 si ha che la successione di test basata su  è coerente. ÐX Ñ8 8 " 

• Esempio 3.1.5. Se si considera il sistema di ipotesi dell'Esempio 3.1.3, si vuole verificare che la
successione di test basata sulla successione di statistiche  è coerente. Si devono dunque verificare leÐF Ñ8 8 "

condizioni -  del Teorema 3.1.8. A questo fine si considera la successione di test basata sulla successionei ivÑ Ñ
di statistiche , che ha le stesse proprietà di quella basata sulla successione di statistiche .ÐF Î8Ñ ÐF Ñ8 8 " 8 8 "

Per quanto riguarda , si noti che per la Legge Debole dei Grandi Numeri di Khintchine Teorema A.3.1  siiÑ Ð Ñ

ottiene  per ogni . Inoltre, per quanto riguarda  e , si ha F Î8 Ä 1Ð ß J Ñ œ JÐ Ñ   ! Ñ Ñ 1 œ8 !
:

- - - ii iii
1Ð!ß J Ñ œ "Î# 1Ð ß J Ñ œ JÐ Ñ  1  ! Ñ da cui  per ogni . Infine, per quanto riguarda , si ha- - -! iv
g"ß8 8ß" !œ Ö, À ,   , Î8× Ð Ñ Lα . Per il Teorema Fondamentale Classico del Limite Teorema A.3.6 , se  è vera
risulta

F Î8  "Î#

"Î %8
Ä RÐ!ß "Ñ

8 .  ,

da cui  per  elevato. Dunque, si ha . Le condizioni, Î8 ¶ "Î#  D Î %8 8 , Î8 œ "Î# œ 18ß" " 8 8ß" !α α α
 lim

i ivÑ Ñ-  del Teorema 3.1.8 sono pertanto soddisfatte e dunque la successione di test basata sulla successione di
statistiche  è coerente. Di conseguenza, anche la successione di test basata sulla successione diÐF Î8Ñ8 8 "

statistiche  è coerente.ÐF Ñ –8 8 "

3.2. L'efficienza asintotica relativa. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − L À − L À − Ï8 ! ! " !Y < R < R R< e si consideri il sistema di ipotesi  contro . Se si dispone di due
statistiche test  e  sorge a questo punto il problema di determinare quale delle due è preferibile. Un modoX Y
di procedere è quello di fissare il livello di significatività dei due test ad un medesimo valore preassegnato α
(ovvero di controllare l'errore di I specie) e di considerare le relative funzioni potenza  e . SeT Ð Ñ T Ð ÑX Y< <
risulta  per ogni , viene preferita la statistica test , mentre se risultaT Ð Ñ   T Ð Ñ − Ï XX Y !< < < R R
T Ð Ñ Ÿ T Ð Ñ − Ï YX Y !< < < R R per ogni , viene preferita invece la statistica test . Tuttavia, quando si
considera test “distribution-free” in generale non è possibile determinare un test uniformemente più potente
come nella statistica classica, dato che la struttura del sistema di ipotesi non è abbastanza rigida da
consentire un risultato come il Lemma di Neyman-Pearson. Per determinati sistemi di ipotesi una possibilità
alternativa è quella di ottenere il test localmente più potente, ovvero il test che ha la maggiore potenza dove
la discriminazione fra  e  è più difficoltosa, ovvero in prossimità del punto di soglia delle due ipotesiL L! "

(questi test verrano discussi nei prossimi capitoli). In questa sezione viene considerato piuttosto un
confronto locale dei test per grandi campioni.

Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta , dove  è unÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJY ))

parametro reale e  rappresenta la funzione di ripartizione della variabile casuale  da cui proviene ilJ \
campione. Si consideri il problema di verificare l'ipotesi , controL À − ß J −! !) K Y
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L À − Ï ß J −" ! !) K K Y K ) K Y, dove  è lo spazio parametrico relativo a  e  un suo sottoinsieme, mentre  è
una classe di funzioni di ripartizione. Se per verificare questo sistema di ipotesi si considera i test basati
sulle statistiche  e , allora il problema è stabilire quale dei due test è preferibile. A questo fine, è utile laX Y
seguente definizione.

Definizione 3.2.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − L À − ß J − L À − Ï ß J −8 ßJ ! ! " !Y ) K Y ) K K Y) , e si consideri il sistema di ipotesi , contro . Data la
statistica , si consideri inoltre la successione di test basata sulla successione di statistiche . SeX œ X ÐX Ñ8 8 8 "

la regione critica del test basato su  è data da , allora per un dato , siaX − Ð!ß "Ñ8 "ß8g α

T Ð ß J Ñ œ ÐX − Ñ Ÿ a − 8 œ "ß #ßáX ßJ 8 "ß8 !8
) g α ) KPr)  ,  ,  .

Se  è il più piccolo valore di  tale che per un dato  risultaR 8 − Ð ß "Ñ" α

T Ð ß J Ñ œ ÐX − Ñ   a − ÏX ßJ 8 "ß8 !R
) g " ) K KPr)  ,  ,

allora si dice che  è la minima numerosità campionaria del test al livello di significatività  basato sullaR α
statistica  per raggiungere la potenza  per l'alternativa .X − Ï ˜" ) K K!

La quantità  è funzione di , ,  e della funzione di ripartizione , ovvero . PerR J R œ RÐ ß ß ß J Ñα " ) α " )
una determinata alternativa  e per  e  fissati, un test è dunque maggiormente preferibile quanto minore) α "
risulta . Questa considerazione conduce alla seguente definizione.RÐ ß ß ß J Ñα " )

Definizione 3.2.2. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − L À − ß J − L À − Ï ß J −8 ßJ ! ! " !Y ) K Y ) K K Y) , e si consideri il sistema di ipotesi , contro . Siano
inoltre  e  le minime numerosità campionarie dei test al livello di significativitàRÐ ß ß ß J Ñ QÐ ß ß ß J Ñα " ) α " )
α " ) K K basati sulle statistiche  e  per raggiungere la potenza  per l'alternativa . Si dice efficienzaX Y − Ï !

relativa del test basato sulla statistica  rispetto al test basato sulla statistica  la quantitàX Y

/ Ð ß ß ß J Ñ œ − Ï
QÐ ß ß ß J Ñ

RÐ ß ß ß J Ñ
X ßY !α " ) ) K K

α " )

α " )
 ,  .

Se  allora il test basato su  è più efficiente di quello basato su , mentre se/ Ð ß ß ß J Ñ  " X YXßY α " )
/ Ð ß ß ß J Ñ  " ˜XßY α " )  è vero l'opposto.

L'efficienza relativa è una misura locale dell'efficienza di un test rispetto ad un altro, nel senso che
dipende dalle quantità , ,  e . Al fine di eliminare almeno la dipendenza da , ,  e quindi di ottenereα " ) α " )J
una misura più globale dell'efficienza, è conveniente introdurre un indice basato su un confronto per grandi
campioni in un particolare sistema di ipotesi.

Definizione 3.2.3. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − L À œ ß J − L À œ ß J − Ð Ñ8 ßJ ! ! " 3 3 3 "Y ) ) Y ) ) Y )) , e si consideri il sistema di ipotesi , contro , dove 
è una successione di alternative tali che . Date le statistiche  e , si consideri lelim3 3 ! 8 8) )œ X œ X Y œ Y
due successioni di test al livello di significatività  basati sulle successioni di statistiche  e .α ÐX Ñ ÐY Ñ8 3 " 7 3 "3 3

Se le regioni critiche dei test basati su  e  sono date da  e ,X Y œ Ö> À >   - × œ Ö? À ?   . ×8 7 "ß8 8 "ß7 73 3 3 3 3 3
g h

allora siano

T Ð ß J Ñ œ ÐX   - ÑX 3 ßJ 8 88 3 3 33
) Pr)

e

T Ð ß J Ñ œ ÐY   . ÑY 3 ßJ 7 77 3 3 33
) Pr)

le rispettive potenze per l'alternativa  con . Se  e  sono due successioni crescenti)3 3 3 " 3 3 "3 œ "ß #ßá Ð8 Ñ Ð7 Ñ
di interi tali che

α ) ) T Ð ß J Ñ œ T Ð ß J Ñ  "lim lim
3 3

X 3 Y 38 73 3
 ,
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si definisce efficienza asintotica relativa del test basato su  rispetto a quella basato su X Y

EAR  ,X ßY
3

3

3
œ

7

8
lim

dove il limite deve essere costante per qualsiasi successione  e  ed essere indipendente dallaÐ8 Ñ Ð7 Ñ3 3 " 3 3 "

successione .Ð Ñ ˜)3 3 "

Si osservi che EAR  è il limite del rapporto delle numerosità campionarie necessarie ad ottenere laX ßY

medesima potenza dei due test per la stessa successione di alternative (che converge al valore specificato
sotto ipotesi di base) a un livello di significatività costante. Si ha EAR EAR , ovveroX ßY X ßYœ ÐJ Ñ
l'efficienza asintotica relativa dipende comunque dalla struttura funzionale della funzione di ripartizione .J
Il seguente teorema permette di determinare una espressione di EAR  più conveniente dal punto di vistaX ßY

computazionale.

Teorema 3.2.4. (Teorema di Noether) Sia  un campione casuale con funzione diÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

ripartizione congiunta , e si consideri il sistema di ipotesi , controJ − L À œ ß J −8 ßJ ! !Y ) ) Y)

L À œ ßJ − Ð Ñ œ" 3 3 3 " 3 3 !) ) Y ) ) ), dove  è una successione di alternative tali che . Date le statistichelim
X œ X Y œ Y ÐX Ñ ÐY Ñ8 8 8 7 e , siano  e  due successioni di statistiche a cui sono associate le

3 33 " 3 "

successioni , ,  e , dove  e  sono dueÐ Ð ÑÑ Ð Ð ÑÑ Ð Ð ÑÑ Ð Ð ÑÑ Ð8 Ñ Ð7 Ñ. ) 5 ) . ) 5 )X X Y Y 3 38 8 7 73 3 3 3
3 " 3 " 3 " 3 " 3 " 3 "

successioni crescenti di interi. Siano inoltre  e  le regioni criticheg h"ß8 8 "ß7 73 3 3 3
œ Ö> À >   - × œ Ö? À ?   . ×

dei test al livello di significatività  basati sulle statistiche  e . Se:α X Y8 73 3

i  quando  è il vero valore di , per una variabile casuale limite  si haÑ Z) )3

X  Ð Ñ Y  Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ
Ä Z Ä Z

8 X 3 7 Y 3

X 3 Y 3

. .3 8 3 73 3

8 73 3

. ) . )

5 ) 5 )
 ,  ;

ii  stessa condizione i  con  al posto di ;Ñ Ñ ) )! 3

iii  si haÑ

lim lim
3 3

X 3 Y 3

X ! Y !

5 ) 5 )

5 ) 5 )
8 73 3

8 73 3

Ð Ñ Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ
œ œ " ;

iv  le derivateÑ

. .

. .
Ð Ñ œ Ð Ñ Ð Ñ œ Ð Ñ

) )
. ) . ) . ) . )X YX Y

w w
8 78 7

 , 

sono continue in intorno di  e , ;) ) . ) . )œ Ð Ñ Á ! Ð Ñ Á !! ! !X Y
w w
8 7

v  si haÑ

lim lim
3 3

X Y
w w

3 3

X
w w

! !Y

. ) . )

. ) . )
8 73 3

83 73

Ð Ñ Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ
œ œ " ;

vi  si haÑ

O œ  ! O œ  !
Ð Ñ Ð Ñ

8 Ð Ñ 7 Ð Ñ
X Y

8 7

X Y
w w

! !

X ! Y !

lim lim
. ) . )

5 ) 5 )
8 7

8 7
  ,  ;

allora

EARX ßY
X
#

Y
#œ

O

O
 .

Dimostrazione. In base alla condizione  si può ottenere la seguente espansione in serie di Taylor diivÑ
. ) ) )X !83

Ð Ñ œ nel punto 
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. ) . ) ) ) . ) ) ) )X 3 X ! 3 ! ! 3X 3 3
w ‡ ‡

8 83 3 83
Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð  Ñ Ð Ñ   ,  .

Analogamente, per  si ha. )Y73
Ð Ñ

. ) . ) ) ) . ) ) ) )Y 3 Y ! 3 ! ! 3Y 3 3
w ‡‡ ‡‡

7 73 3 73
Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð  Ñ Ð Ñ   ,  .

Dalle assunzioni fatte risulta

lim lim Pr lim Pr
3 3 3

X ! ßJ 8 8 ßJ
8 X ! 8 X !

X ! X !
T Ð ß J Ñ œ ÐX   - Ñ œ Ð   Ñ œ

X  Ð Ñ -  Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ8 ! 3 3 !3

3 8 3 83 3

8 83 3

) α
. ) . )

5 ) 5 )
) )  .

Tenendo presente la condizione , per il Teorema A.3.12 la precedente relazione implica cheiiÑ

lim
3

8 X !

X !
"

-  Ð Ñ

Ð Ñ
œ @

3 83

83

. )

5 )
α ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della variabile casuale . Mediante la precedente@ Ð"  Ñ Z"α α
relazione e la condizione  si haiiiÑ

lim lim

lim

3 3

8 X 3 8 X ! X ! X 3 X !

X 3 X ! X 3

"
3

X ! X 3

X !

-  Ð Ñ -  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ
œ

œ @ 
Ð Ñ  Ð Ñ

Ð Ñ

3 8 3 8 8 8 83 3 3 3 3

8 8 83 3 3

8 83 3

83

. ) . ) . ) . ) 5 )

5 ) 5 ) 5 )

. ) . )

5 )
α  .

Si supponga che

lim lim Pr
3 3

X 3 ßJ 8 8T Ð ß J Ñ œ ÐX   - Ñ œ
8 3 3 33
) ")  ,

ovvero che il limite della potenza della successione di test basata sulla successione di statistiche  perÐX Ñ8 3 "3

la successione di alternative  sia . Con un procedimento simile a quello visto in precedenza, tenendoÐ Ñ) "3 3 "

presente la condizione , per il Teorema A.3.12 si ha cheiÑ

lim
3

8 X 3

X 3
"

-  Ð Ñ

Ð Ñ
œ @

3 83

83

. )

5 )
"  .

Analogamente, si ha

lim lim Pr
3 3

Y ! ßJ 7 7T Ð ß J Ñ œ ÐY   . Ñ œ
7 ! 3 33
) α)  ,

da cui

lim lim
3 3

7 Y 3 Y ! Y 3

Y 3 Y !
"

.  Ð Ñ Ð Ñ  Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ
œ @ 

3 7 7 73 3 3

7 73 3

. ) . ) . )

5 ) 5 )
α  ,

mentre se si suppone che

lim lim Pr
3 3

Y 3 ßJ 7 7T Ð ß J Ñ œ ÐY   . Ñ œ
7 3 3 33
) ")  ,

allora

lim
3

7 Y 3

Y 3
"

.  Ð Ñ

Ð Ñ
œ @

3 73

73

. )

5 )
"  .

Combinando le relazioni ottenute si ha dunque
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lim lim
3 3

X ! X 3 Y ! Y 3

X ! Y !

. ) . ) . ) . )

5 ) 5 )
8 8 7 73 3 3 3

8 73 3

Ð Ñ  Ð Ñ Ð Ñ  Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ
œ  ,

ovvero

lim
3

X ! X 3 Y !

X ! Y ! Y 3

. ) . ) 5 )

5 ) . ) . )
8 8 73 3 3

8 7 73 3 3

Ð Ñ  Ð Ñ Ð Ñ

Ð Ñ Ð Ñ  Ð Ñ
œ " .

Sostituendo in questa ultima espressione le opportune espansioni in serie di Taylor si ha

lim
3

3 ! X 3 Y !
w ‡

X ! 3 ! Y
w

3
‡‡

Ð  Ñ Ð Ñ

Ð Ñ Ð  Ñ Ð Ñ

Ð Ñ
œ "

) ) . )

5 ) ) ) . )

5 )
8 73 3

83 73

 ,

ovvero

lim
3

3

3 3 X !

X 3 3 Y !
w ‡

Y
w

3
‡‡

  8

7 8 Ð Ñ Ð Ñ

Ð Ñ 7 Ð Ñ
œ "

. )

5 ) . )

5 )
8 73 3

83 73

 .

Tenendo presente la condizione ,   si ha dunqueiv v viÑ Ñ Ñ

O

O 7

8
œ "

X

Y 33

3
lim

  ,

da cui si ottiene infine

EAR  .  X ßY
3

3

3

X
#

Y
#œ œ

7 O

8 O
lim 

Definizione 3.2.5. Se sono soddisfatte le condizioni del Teorema 3.2.4, la quantità

O œ
Ð Ñ

8 Ð Ñ
X

8

X
w

!

X !

lim
. )

5 )
8

8


è detta efficacia del test basato sulla statistica  ed è denotata con eff .X ˜X

Nell'espressione dell'efficacia la quantità  non è altro che una misura del tasso di variazione del. )X
w

!8
Ð Ñ

parametro di posizione  per valori di  prossimi a . La quantità  serve invece a. ) ) ) 5 )X ! X !8 8
Ð Ñ Ð Ñ

standardizzare la quantità al numeratore. Dunque, l'efficacia è in effetti il limite del tasso di variazione
standardizzato del parametro di posizione di  per alternative prossime a . Più il tasso di variazione èX8 !)
sensibile alle alternative, più alta è l'efficacia del test. Inoltre, il Teorema 3.2.4 implica

lim
3

X 3 X !

X !
" "

. ) . )

5 )
8 83 3

83

Ð Ñ  Ð Ñ

Ð Ñ
œ @  @α "  ,

ovvero

lim
3

3 3 ! " "
X 3
w ‡

3 X !

 8 Ð  Ñ œ @  @
Ð Ñ

8 Ð Ñ
) )

. )

5 )
83

83

  ,α "

da cui

lim
3

3 3 !
" "

X

8 Ð  Ñ œ
@  @

O
) )

α "  .

Dunque, la successione di alternative  deve essere tale cheÐ Ñ)3 3 "
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) )3 ! 3
" "

3 X
œ   1Ð8 Ñ

@  @

8 O
α "  ,

dove . Quindi, il Teorema 3.2.4 assume implicitamente una struttura particolare per lalim3 3 38 1Ð8 Ñ œ !

successione di alternative , che possono essere espresse in funzione della numerosità campionaria.Ð Ñ)3 3 "

Infatti, la successione di alternative  è equivalente ad una successione di alternative del tipoÐ Ñ)3 3 "

Ð  -Î 8 Ñ -)! 3 3 "  con  costante, che è detto sistema di alternative di Pitman.

• Esempio 3.2.1. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 ßJY- , dove

Y f 5- -ßJ 8 8 ßJ
#œ ÖJ À J − ß Ð\Ñ œ  ∞×Var  .

Dall'Esempio 1.2.3 si verifica che . Si consideri il sistema di ipotesi , controEÐ\Ñ œ L À œ !ß J −- - Y!

L À œ ß J − Ð Ñ œ -Î 8 -" 3 3 3 " 3 3- - Y - -, dove  è una successione di alternative tali che  con  costante.
Inoltre,  rappresenta la classe delle funzioni di ripartizione di una variabile casuale assolutamente continuaY
e simmetrica rispetto a  con varianza finita. Non si perde di generalità nell'assumere questo sistema di!
ipotesi, in quanto se risulta , contro , , si puòL À œ ßJ − L À œ œ  -Î 8 J −! ! " 3 ! 3- - Y - - - Y
ottenere il sistema di ipotesi originale considerando il campione trasformato . SiÐ\  ßá ß\  Ñ" ! 8 !- -
vuole determinare l'efficacia del test basato sulla statistica di Student

X œ X œ
\

WÎ 8
8

–
 .

Si devono verificare le condizioni del Teorema 3.2.4. Innanzitutto, si sceglie  e. - - 5X 383
Ð Ñ œ 8 Î

5 -X83
Ð Ñ œ " Ñ. Per quanto riguarda la verifica della condizione  si noti chei

X  Ð Ñ

Ð Ñ WÎ 8 Î 8 Î 8 W W
œ  œ  Ð  "Ñ

\ -\  -Î 88 X 3

X 3 3 3 3

3 33 83

83

. -

5 - 5 5 5

- 5 5
– –

  .  

Dal momento che  per  (vedi Esempio A.3.5), dal Teorema di Svedrup (Teorema A.3.4) siW Ä 3 Ä ∞# #:
5

ha  per . Inoltre, tenendo presente il Corollario A.3.8 al Teorema Fondamentale del Limite diW Ä 3 Ä ∞
:
5

Lindberg, si ottiene  per . Combinando questi risultati mediante il– 8 Ð\  -Î 8 ÑÎ Ä RÐ!ß "Ñ 3 Ä ∞3 3
.

5

Teorema di Slutsky (Teorema A.3.5) si ha

X  Ð Ñ

Ð Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 X 3

X 3

.3 83

83

. -

5 -
 ,

e quindi la condizione  è verificata. Anche la condizione  è verificata, in quanto se è vera  si hai iiÑ Ñ L!

W Ä 8 \Î Ä RÐ!ß "Ñ 3 Ä ∞ Ð Ñ
:

3
.

5 5 e  per  vedi Esempio 2.2.2 . Di conseguenza, applicando il Teorema di–
Slutski (Teorema A.3.5) si ha

X  Ð!Ñ

Ð!Ñ Î 8 W
œ Ä RÐ!ß "Ñ

\8 X

X 3

.3 83

83

.

5 5

5
–

 .
E' banale verificare la condizione . Anche la condizione  è verificata, in quantoiii ivÑ Ñ

. - . -
- - 5

-

5
X
w

X8 8
Ð Ñ œ Ð Ñ œ œ

. .

. . Î 8

8 
è una funzione continua in un intorno di  e . Risulta banale verificare anche la condizione .! Ð!Ñ Á ! Ñ.X

w
8

v
Infine, per quanto riguarda la condizione , si haviÑ
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O œ œ œ  !
Ð!Ñ

8 Ð!Ñ 8

8Î "
X

8 8

X
w

X

lim lim
.

5

5

5
8

8
 

 .

Le condizioni del Teorema 3.2.4 sono dunque soddisfatte e quindi si ha

eff  .X œ
"

5

Questa quantità sarà utilizzata per determinare l'efficienza asintotica relativa di questo test classico rispetto
ad alcuni test “distribution-free”. –

• Esempio 3.2.2. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 ßJY- , dove

Y f- -ßJ 8 8 ßJ
wœ ÖJ À J − ß !  J Ð!Ñ œ 0Ð!Ñ  ∞× .

Si consideri inoltre il sistema di ipotesi , contro , dove  è unaL À œ !ß J − L À œ ß J − Ð Ñ! " 3 3 3 "- Y - - Y -
successione di alternative tali che  con  costante. Inoltre,  rappresenta la classe delle funzioni- Y3 3œ -Î 8 -
di ripartizione di una variabile casuale assolutamente continua e simmetrica rispetto a  con funzione di!
densità finita e non nulla a . Si vuole determinare l'efficacia del test basato sulla statistica considerata!
nell'Esempio 2.3.1

F œ F œ ^8 3

3œ"

8  .

Si deve dunque verificare le condizioni del Teorema 3.2.4. Se è vera , allora risultaL"

PrÐ\  !Ñ œ "  JÐ  Ñ œ JÐ Ñ- -  .

Dunque, è conveniente scegliere  e . Inoltre, si ha. - - 5 - - -F 3 F 38 83 3
Ð Ñ œ 8 JÐ Ñ Ð Ñ œ 8 JÐ ÑÐ"  JÐ ÑÑ

E VarÐ^ Ñ œ JÐ-Î 8 Ñ Ð^ Ñ œ JÐ-Î 8 ÑÐ"  JÐ-Î 8 ÑÑ Ñ3 3 3 3 3   e . Dunque, la condizione  è verificata, dali
momento che per il Corollario A.3.8 al Teorema Fondamentale del Limite di Lindberg per  si ha3 Ä ∞

F  Ð Ñ

Ð Ñ
œ œ 8 Ä RÐ!ß "Ñ

F  8 JÐ Ñ F Î8  JÐ Ñ

8 JÐ ÑÐ"  JÐ ÑÑ J Ð ÑÐ"  JÐ ÑÑ

8 F 3

F 3

8 3 3 8 3 3

3 3 3 3 3
3

.3 83

83

3 3
. -

5 -

- -

- - - -   .

Anche la condizione  è verificata, in quanto dal Teorema Fondamentale del Limite Classico (TeoremaiiÑ
A.3.6) si ha

F  Ð!Ñ

Ð!Ñ
œ œ 8 Ä RÐ!ß "Ñ

F  8 Î# F Î8  "Î#

8 Î% "Î%

8 F

F

8 3 8 3

3
3

.3 83

83

3 3
.

5    .

Risulta banale verificare la condizione . La condizione  è verificata, in quantoiii ivÑ Ñ

. - . - - -
- -F

w
F8 8

Ð Ñ œ Ð Ñ œ 8JÐ Ñ œ 80Ð Ñ
. .

. .
 ,

è una funzione continua in un intorno di  e . Risulta banale verificare anche la condizione .! Ð!Ñ Á ! Ñ.X
w
8

v
Infine, per quanto riguarda la condizione , si haviÑ

O œ œ œ #0Ð!Ñ  !
Ð!Ñ

8 Ð!Ñ

80Ð!Ñ

8Î#
F

8 8

F
w

F

lim lim
.

5
8

8
  .

Le condizioni del Teorema 3.2.4 sono dunque soddisfatte e quindi si ha

eff  .F œ #0Ð!Ñ
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Utilizzando i risultati dell'Esempio 3.2.1, l'efficienza asintotica relativa del test basato sulla statistica F
rispetto al test basato sulla statistica  di Student è data daX

EAR  .FßX
F
# #

X
# #

# #œ œ œ % 0Ð!Ñ
O %0Ð!Ñ

O "Î5
5

Se il campione casuale proviene da una distribuzione , dal momento che , alloraRÐ ß Ñ 0Ð!Ñ œ "Î #- 5 15# #
EAR . Tuttavia, se il campione casuale proviene da una distribuzione , dalFßX œ #Î ¶ !Þ'$'' PÐ ß Ñ1 - $
momento che  e  allora EAR . Quindi, se cade l'assunzione di normalità si5 $ $# #

FßXœ # 0Ð!Ñ œ "ÎÐ# Ñ œ #
può avere una notevole perdita di efficienza dei test classici. –

• Esempio 3.2.3. Si consideri i due campioni casuali indipendenti  e , tali che seÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

8 œ 8  8 Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" # " 8 " 8, allora  costituisce un campione misto con funzione di ripartizione
" #

congiunta , doveJ −8 ßJYJ

Y _ 5J JßJ ßJ8 8
#œ ÖJ À J − ß Ð\Ñ œ  ∞×Var  .

Si ha  e senza perdita di generalità si può supporre , da cui segue . SiVar E EÐ] Ñ œ Ð\Ñ œ ! Ð] Ñ œ5 J#

consideri il sistema di ipotesi , contro  dove  è unaL À œ !ß J − L À œ ß J − Ð Ñ! " 3 3 3 "J Y J J Y J
successione di alternative tali che  con  costante. In questo caso,  rappresenta la classe delleJ Y3 3œ -Î 8 -
funzioni di ripartizione di una variabile casuale assolutamente continua con varianza finita. Siano inoltre
Ð8 Ñ Ð8 Ñ 8 Î8 œ 8 Î8 œ "  − Ð!ß "Ñ"3 3 " #3 3 " 3 "3 3 3 #3 3 e  due successioni tali che  e  con . Si vuolelim lim/ / /
determinare l'efficacia del test basato sulla statistica di Student per due campioni indipendenti, data da

X œ X œ
] \

W 8ÎÐ8 8 Ñ
8

" #

– –
 ,

dove  e  rappresentano le medie campionarie, mentre– –
\ ]

W œ Ð Ð\ \Ñ  Ð]  ] Ñ Ñ œ ÐÐ8  "ÑW  Ð8  "ÑW Ñ
" "

8  # 8  #
# # # # #

3œ" 4œ"

8 8

3 4 " #B C " #– –  ,

dove  e  rappresentano le varianze campionarie corrette. Si devono dunque verificare le condizioni delW WB C
# #

Teorema 3.2.4. Innanzitutto, si sceglie  e . Per quanto riguarda la. J J 5 5 JX "3 #3 3 X8 83 3
Ð Ñ œ 8 8 Î8 Ð Î Ñ Ð Ñ œ "

verifica della condizione , si noti cheiÑ

X  Ð Ñ

Ð Ñ
œ 

] \

W 8 ÎÐ8 8 Ñ 8 ÎÐ8 8 Ñ

œ  Ð  "Ñ
Ð]  -Î 8 Ñ  \

8 ÎÐ8 8 Ñ W 8 W

- 8 8

8 X 3

X 3 3 " # 3 " #3 3 3 3

3

3

3 " #3 3

" #3 3

3

3 83

83

. J

5 J

J

5

5

5 5

5

– –

– –
  .

 
 

Analogamente all'Esempio 3.2.1 si ha  e  per . Inoltre,–
W Ä 8 Ð]  -Î 8 ÑÎ Ä RÐ!ß "Ñ 3 Ä ∞C # 3

:
3

.
5 5 

dall'Esempio 2.2.2 si ha  e  per . Di conseguenza, applicando il–
W Ä 8 \Î Ä RÐ!ß "Ñ 3 Ä ∞B "

:
3

.
5 5

Teorema di Sverdrup (Teorema A.3.4), per  si ha3 Ä ∞

W œ  Ä  Ð"  Ñ œ
Ð8  "ÑW

8  # 8  #

Ð8  "ÑW
# # # #"3 B

#

3 3

#3 C
#

:
/5 / 5 5  ,

da cui . Inoltre, applicando il Metodo Delta (Teorema A.3.10) alle variabili casuali indipendentiW Ä
:
5  8 \Î 8 Ð]  -Î 8 ÑÎ 1ÐBß CÑ œ C  B 3 Ä ∞" # 33 3

– – e  mediante la funzione , per  si ottiene5 5

Ð]  -Î 8 Ñ  \ Ð]  -Î 8 Ñ  \

Î8  Î8 8 ÎÐ8 8 Ñ
œ Ä RÐ!ß "Ñ

– – – –
 .

  3 3

# #
" # 3 " #3 3 3 3

.

5 5 5
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Per il Teorema di Slutski (Teorema A.3.5), combinando i precedenti risultati, per  risulta infine3 Ä ∞

X  Ð Ñ

Ð Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 X 3

X 3

.3 83

83

. J

5 J
 .

La condizione  è verificata, in quanto con un procedimento analogo a quello considerato per verificare laiiÑ
condizione  per  si haiÑ 3 Ä ∞

X  Ð!Ñ

Ð!Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 X

X

.3 83

83

.

5
 .

Risulta banale verificare la condizione . La condizione  è verificata, dal momento cheiii ivÑ Ñ

. J . J
J J

J

5 5
X
w

X
" # " #

8 8
Ð Ñ œ Ð Ñ œ œ

. . "

. . 8ÎÐ8 8 Ñ 8ÎÐ8 8 Ñ   ,

è una funzione continua in un intorno di  e . Risulta banale verificare anche la condizione .! Ð!Ñ Á ! Ñ.X
w
8

v
Infine, per quanto riguarda la condizione , si haviÑ

O œ œ œ Ð"  Ñ  !
Ð!Ñ

8 Ð!Ñ 8 8

" "8 8
X

8 8

X
w

X

" #
lim lim

.

5 5 5
/ /8

8
      .

Le condizioni del Teorema 3.2.4 sono dunque soddisfatte e quindi si ha

eff  .X œ Ð"  Ñ
"

5
/ /

Questa quantità sarà utilizzata per determinare l'efficienza asintotica relativa di questo test classico rispetto
ad alcuni test “distribution-free”. –

• Esempio 3.2.4. Si consideri i due campioni casuali indipendenti  e , tali che seÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

8 œ 8  8 Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" # " 8 " 8, allora  costituisce un campione misto con funzione di ripartizione
" #

J −8 ßJY( , dove

Y i .( (ßJ 8 8 ßJ %
%œ ÖJ À J − ß \ Ñ œ  ∞×EÐ

Si ha . Quindi, se  si ha  e seE EÐ Ð\ Ñ œ ] Ñ Ð\Ñ œ Ð] Ñ œ< < < # # #( 5 ( 5Var Var

# . 5# % # %
%œ \ Ñ  Ð\Ñ œ EÐ Var

si ha . Si consideri il sistema di ipotesi , controEÐ] Ñ  Ð] Ñ œ L À œ "ß J −% # % #
!Var ( # ( Y

L À œ ßJ − Ð Ñ œ "  -Î 8 -" 3 3 3 " 3 3( ( Y ( (, dove  è una successione di alternative tali che  con  costante.
Inoltre,  rappresenta la classe delle funzioni di ripartizione di una variabile casuale assolutamente continuaY
con quarto momento finito. Siano inoltre  e  due successioni tali che  eÐ8 Ñ Ð8 Ñ 8 Î8 œ"3 3 " #3 3 " 3 "3 3lim /
lim3 #3 38 Î8 œ "  − Ð!ß "Ñ/ / con . Si vuole determinare l'efficacia del test basato sulla statistica di
Snedecor per l'omogeneità delle varianze, data da

X œ X œ
W

W
8

C
#

B
#

 ,

dove  e  rappresentano le varianze campionarie corrette. Si deve dunque verificare le condizioni delW WB C
# #

Teorema 3.2.4. Innanzitutto, si sceglie  e . Per quanto riguarda la. ( ( 5 ( ( # 5X X " #
# # #

8 8
Ð Ñ œ Ð Ñ œ 8ÎÐ8 8 ÑÐ Î Ñ

condizione , si haiÑ

X  Ð Ñ

Ð Ñ W
œ œ

W ÎW  ÐW  Ñ  ÐW  Ñ

8 ÎÐ8 8 ÑÐ Î Ñ 8 ÎÐ8 8 Ñ

8 X 3

X 3

C B C B
# # # # # # # # #

3 3 3

3 " # 3 " #3 3 3 33 3
# ##

#

B
#

3 83

83

. (

5 (

( ( 5 ( 5

( # 5 ( #

5   .



Il test statistico “distribution-free” 29

Applicando il Corollario A.3.8 al Teorema Fondamnetale del Limite di Lindberg, si ottiene che8 ÐW  ÑÎÐ Ñ Ä RÐ!ß "Ñ 3 Ä ∞ W Ä 3 Ä ∞#3 C B
# # # # # #

3 3

. :
( 5 #( 5 per . Inoltre, dall'Esempio A.3.4 si ha  per  e

dall'Esempio A.3.6 si ha  per . Inoltre, applicando il Metodo Delta8 ÐW  ÑÎ Ä RÐ!ß "Ñ 3 Ä ∞"3 B
# # .

5 #

Ð Ñ 8 ÐW  ÑÎ 8 ÐW  ÑÎÐ ÑTeorema A.3.10  alle variabili casuali indipendenti  e  mediante " #3 3B C
# # # # # #

3 35 # ( 5 #(

la funzione , per  si ottiene1ÐBß CÑ œ C  B 3 Ä ∞

ÐW  Ñ  ÐW  Ñ ÐW  Ñ  ÐW  Ñ

Î8  Î8 8 ÎÐ8 8 Ñ
œ Ä RÐ!ß "Ñ

C B C B
# # # # # # # # # # # #

3 3 3 3

3 3
# ## #

" # 3 " #3 3 3 3

.( 5 ( 5 ( 5 ( 5

( # # ( #   .

Per il Teorema di Slutski (Teorema A.3.5), combinando i precedenti risultati, per  risulta infine3 Ä ∞

X  Ð Ñ

Ð Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 X 3

X 3

.3 83

83

. (

5 (
 .

La condizione  è verificata, in quanto con un procedimento analogo a quello considerato per verificare laiiÑ
condizione  per  si haiÑ 3 Ä ∞

X  Ð"Ñ

Ð"Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 X

X

.3 83

83

.

5
 .

La condizione  è verificata in quanto dal momento cheiiiÑ

lim lim lim
3 3 3

X 3

X

3 " #3 3 3
# #

3 " #3 3
# 3

#
5 (

5

( # 5

# 5
(

83

83

Ð Ñ

Ð"Ñ
œ œ œ "

8 ÎÐ8 8 ÑÐ Î Ñ

8 ÎÐ8 8 ÑÐ Î Ñ

  .

Inoltre, si ha

. ( . ( ( (
( (X

w #
X8 8

Ð Ñ œ Ð Ñ œ œ #
. .

. .
 ,

che è una funzione continua in un intorno di  e  e quindi anche la condizione  è verificata." Ð"Ñ Á ! Ñ.X
w
8

iv
Risulta banale verificare anche la condizione . Infine, per quanto riguarda la condizione , si hav viÑ Ñ

O œ œ œ Ð"  Ñ  !
Ð"Ñ

8 Ð"Ñ 8 8

# #8 8
X

8 8

X
w

X

# #
" #

lim lim
.

5

5 5

# #
/ /8

8
      .

Le condizioni del Teorema 3.2.4 sono dunque soddisfatte e quindi si ha

eff  .X

#

œ Ð"  Ñ
#5

#
/ /

Questa quantità sarà utilizzata per determinare l'efficienza asintotica relativa di questo test classico rispetto
ai test “distribution-free”. –

3.3. La significatività osservata. Anche se per sviluppare la teoria è necessario fissare il livello di
significatività , quando si lavora operativamente non esiste nessuna regola ragionevole per stabilirne laα
scelta. Questa considerazione porta al concetto di significatività osservata o valore-P.

Definizione 3.3.1. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . Se la regione critica del test basato su L À − L À − Ï X! ! " !< R < R R
è data da , per un determinato valore campionario  si definisce significatività osservata lag" œ Ö> À >   -× >
quantità

α9==
−

œ ÐX   >Ñsup Pr
< R

<
!

 .
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Alternativamente, se la regione critica del test basato su  è data da , per un determinatoX œ Ö> À > Ÿ -×g"
valore campionario  si definisce significatività osservata la quantità>

α9==
−

œ ÐX Ÿ >Ñ ˜sup Pr
< R

<
!

 .  

Dalla definizione si può constatare che la significatività osservata rappresenta la probabilità di ottenere,
quando  è vera, un valore campionario  di  estremo (nella appropriata direzione) almeno quanto quelloL > X!

osservato. La significatività osservata fornisce dunque una misura su quanto l'ipotesi di base risulta
compatibile con i dati campionari. Una significatività osservata esigua porta a ritenere poco compatibile con
i dati campionari l'ipotesi di base, mentre con una significatività osservata elevata è vera l'affermazione
contraria. Di conseguenza, in una verifica di ipotesi si può semplicemente riportare la significatività
osservata, oppure si può arrivare ad una decisione sull'accettazione di  fissando un livello diL!

significatività . Se la significatività osservata è minore o uguale ad , allora si respinge , altrimenti siα α L!

accetta . La significatività osservata diventa in questo caso il più elevato livello di significatività per cuiL!

si accetta . Tuttavia, in questo caso la significatività osservata diventa non solo uno strumento per laL!

decisione nella verifica di ipotesi, ma anche misura quantitativa di questa decisione. Infine, la seguente
definizione di significatività osservata è utile quando la statistica test  è simmetrica.X

Definizione 3.3.2. Sia  un campione con funzione di ripartizione congiunta  e siÐ\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 Y<

consideri il sistema di ipotesi  contro . Se  è una statistica simmetrica e se laL À − L À − Ï X! ! " !< R < R R
regione critica del test basato su  è data da , per un determinato valoreX œ Ö> À > Ÿ - ß >   - ×g" " #

campionario  si definisce significatività osservata la quantità>

α9==
− −

œ # Ð ÐX Ÿ >Ñß ÐX   >ÑÑ ˜min sup Pr sup Pr
< R < R

< <
! !

 .  



Capitolo 4

Gli intervalli di confidenza “distribution-free”

4.1. Gli intervalli di confidenza “distribution-free”. La seguente è la definizione formale di intervallo di
confidenza “distribution-free”.

Definizione 4.1.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − J8 ßJY )) , dove  è un parametro reale e  rappresenta la funzione di ripartizione della variabile casuale da
cui proviene il campione. Supponiamo che  e , dove  è lo spazio parametrico e  è una classe) K Y K Y− J −
di funzioni di ripartizione. Sia inoltre  una quantità pivot “distribution-free” su ,T œ TÐ\ ßá ß\ à Ñ" 8 ßJ) Y)

ovvero una trasformata la cui funzione di ripartizione rimane invariata per ogni . Se  e  sonoJ − - -8 ßJ " #Y)

due valori tali che

Pr)ßJ " " 8 #Ð-  TÐ\ ßá ß\ à Ñ  - Ñ œ  !   " − J −) α α ) K Y1  ,  ,  ,  ,

e se  e  sono statistiche tali che per ogni P œ PÐ\ ßá ß\ Ñ Y œ YÐ\ ßá ß\ Ñ" 8 " 8 )

ÖÐB ßá ß B Ñ À -  TÐB ßá ß B à Ñ  - × Í ÖÐB ßá ß B Ñ À PÐB ßá ß B Ñ   YÐB ßá ß B Ñ×" 8 " " 8 # " 8 " 8 " 8) )

allora l'intervallo casuale  è detto intervallo di confidenza di  “distribution-free” su  al livello diÐPß Y Ñ ) Y)ßJ

confidenza .Ð"  Ñ ˜α

Quando la quantità pivot è una variabile casuale discreta, allora esiste un numero finito o contabile di
livelli di confidenza ottenibili, che vengono detti livelli di confidenza naturali. Nel seguito saranno
considerati solo livelli di confidenza naturali. Sia  un campione casuale con funzione diÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

ripartizione congiunta  e si consideri il sistema di ipotesi , controJ − L À œ ß J −8 ßJ ! !Y ) ) Y)

L À Á ßJ − J" !) ) Y ), dove  è un parametro reale e  rappresenta la funzione di ripartizione della variabile
casuale da cui proviene il campione. Si abbia inoltre un test basato sulla statistica X œ XÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

“distribution-free” su  al livello di significatività  e siaY α)ßJ

k! " 8 " " 8 #œ ÖÐB ßá ß B Ñ À -  XÐB ßá ß B Ñ  - ×

la relativa regione di accettazione. Si ha

Pr)!ßJ " #Ð-  X  - Ñ œ "  α ,

che evidenzia come la regione di accettazione  dipenda dal valore prefissato  di . Dunque, esiste unak ) )! !

quantità pivot  per cui si haT œ TÐ\ ßá ß\ à Ñ" 8 )

Pr Pr) )ßJ " " 8 # ßJ " #Ð-  TÐ\ ßá ß\ à Ñ  - Ñ œ Ð-  X  - Ñ œ " ) α
!

 .

Di conseguenza, se è possibile costruire l'intervallo di confidenza  a partire dalla quantità pivot ,ÐPß Y Ñ T
allora si deve concludere che esiste una equivalenza tra la regione critica del test nel sistema di ipotesi
considerato e l'intervallo di confidenza di . Questa considerazione consente di costruire un intervallo di)
confidenza per un dato parametro partendo da un opportuno sistema di ipotesi.

• Esempio 4.1.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJ`-

e si consideri il sistema di ipotesi , contro . Dal momento che L À œ !ß J − L À Á !ß J −! "- ` - ` -
rappresenta la mediana della variabile casuale da cui proviene il campione  a partire da questo sistema diß
ipotesi si può costruire un intervallo di confidenza per la mediana. In questo caso, un test opportuno è basato
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sulla statistica  dell'Esempio 2.3.1. La statistica test  è “distribution-free” su  eF œ FÐ\ ßá ß\ Ñ F" 8 !ßJ`
se è vera l'ipotesi di base si distribuisce come una variabile casuale Binomiale . Dunque, sceltoF3Ð8ß "Î#Ñ
un livello di significatività , si haα

Pr!ßJ " 88ß Î# 8ß Î#Ð,  FÐ\ ßá ß\ Ñ  8  , Ñ œ " α α α .

In questo caso, la quantità pivot associata a  è data da , per cui tenendoF T œ FÐ\  ßá ß\  Ñ" 8- -
presente l'Esempio 1.1.1 e la definizione della classe , si ha`-ßJ

Pr- α αßJ " 88ß Î# 8ß Î#Ð,  FÐ\  ßá ß\  Ñ  8  , Ñ œ " - - α .

La quantità pivot  rappresenta il numero di  maggiori di  per . SeFÐ\  ßá ß\  Ñ \ 3 œ "ßá ß 8" 8 3- - -
Ð\ ßá ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ  è la statistica ordinata, si ottiene che

ÖÐB ßá ß B Ñ À FÐB  ßá ß B  Ñ  8  , × Í ÖÐB ßá ß B Ñ À B  ×" 8 " 8 " 88ß Î# Ð, "Ñ- - -α 8ß Î#α
 .

Analogamente

ÖÐB ßá ß B Ñ À ,  FÐB  ßá ß B  Ñ× Í ÖÐB ßá ß B Ñ À  B ×" 8 " 8 " 88ß Î# Ð8, Ñα - - -
8ß Î#α

 .

Dunque,  e , ovvero , è un intervallo di confidenza dellaP œ \ Y œ \ Ð\ ß\ ÑÐ, "Ñ Ð8, Ñ Ð, "Ñ Ð8, Ñ8ß Î# 8ß Î# 8ß Î# 8ß Î#α α α α

mediana  “distribution-free” su  al livello di confidenza .- ` α-ßJ Ð"  Ñ –

Il seguente teorema permette di costruire intervalli di confidenza di un parametro  “distribution-free” su)
una classe  se la statistica test su cui si basa il sistema di ipotesi associato ha una particolare struttura.Y)ßJ

Teorema 4.1.2. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − − J −8 ßJY ) K Y) , dove  è un parametro reale e  rappresenta la funzione di ripartizione della
variabile casuale da cui proviene il campione. Si consideri inoltre l'insieme di statistiche
Z œ Z Ð\ ßá ß\ Ñ 3 œ "ßá ß 53 3 " 8  per , tali che

X œ XÐZ ßá ß Z Ñ œ ÐZ Ñ" 5 3

3œ"

5

Ð!ß∞Ñ"

è una statistica “distribution-free” su . Sia inoltreY!ßJ

Pr Pr!ßJ " " 5 # ßJ " " 5 #Ð-  XÐZ ßá ß Z Ñ  - Ñ œ Ð-  XÐZ  ßá ß Z  Ñ  - Ñ œ " ) ) ) α .

Se  è la statistica ordinata relativa al vettore di statistiche , alloraÐZ ßá ß Z Ñ ÐZ ßá ß Z ÑÐ"Ñ Ð5Ñ " 5

ÐZ ß Z ÑÐ5"- Ñ Ð5- Ñ ßJ# "
 è un intervallo di confidenza di  “distribution-free” su  al livello di confidenza) Y)

Ð"  Ñα .
Dimostrazione. Si noti che  è una quantità pivot. Inoltre, dal momento cheXÐZ  ßá ß Z  Ñ" 5) )

XÐZ  ßá ß Z  Ñ Z 3 œ "ßá ß 5" 5 3) ) ) rappresenta il numero di  maggiori di  per , si ha che

ÖÐ@ ßá ß @ Ñ À X Ð@  ßá ß @  Ñ  - × Í ÖÐ@ ßá ß @ Ñ À @  ×" 5 " 5 # " 5 Ð5"- Ñ) ) )
#

 .

Analogamente

ÖÐ@ ßá ß @ Ñ À -  XÐ@  ßá ß @  Ñ× Í ÖÐ@ ßá ß @ Ñ À  @ ×" 5 " " 5 " 5 Ð5- Ñ) ) )
"

 .

Di conseguenza, in base alla Definizione 4.1.1, si ha che  è un intervallo di confidenza diÐZ ß Z ÑÐ5"- Ñ Ð5- Ñ# "

) Y α “distribution-free” su  al livello di confidenza . )ßJ Ð"  Ñ 

• Esempio 4.1.2. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta .Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJf-
In questo caso,  rappresenta la mediana della variabile casuale da cui proviene il campione. Si consideri-
inoltre la statistica  “distribution-free” su  dell'Esempio 2.5.1. Se  è la statistica[ Ð\ ßá ß\ Ñ

!ßJ Ð"Ñ Ð8Ñf

ordinata, allora si ha  se e solo se  e  per , mentre si"Ð!ß∞Ñ Ð3Ñ Ð4Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð4ÑÐÐ\ \ ÑÎ#Ñ œ " \  ! l\ l  l\ l 4  3
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ha  se e solo se . Di conseguenza, le variabili casuali  possono"Ð!ß∞Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ 3 3
ÐÐ\ \ ÑÎ#Ñ œ " \  ! ^ V

essere espresse come

^ V œ ÐÐ\ \ ÑÎ#Ñ 3 œ "ßá ß 83 3


4œ"

3

Ð!ß∞Ñ Ð3Ñ Ð4Ñ"  ,  ,

per cui una rappresentazione alternativa di  è data da[

[ œ ÐÐ\ \ ÑÎ#Ñ œ ÐÐ\ \ ÑÎ#Ñ

3œ" 4œ" 3œ" 4œ"

8 3 8 3

Ð!ß∞Ñ Ð3Ñ Ð4Ñ Ð!ß∞Ñ 3 4 " "  .

Dunque,  è basata sulle  statistiche  per , dette anche[ 5 œ 8Ð8  "ÑÎ# Z œ Ð\ \ ÑÎ# 3   4 œ "ßá ß 8
34 3 4

medie di Walsh. Se si indicizzano di nuovo le statistiche  denotandole con  per , si ottieneZ [ 3 œ "ßá ß 534 3

[ Ð[ ßá ß[ Ñ œ Ð[ Ñ
" 5 3

3œ"

5

Ð!ß∞Ñ"  ,

ovvero la statistica  può essere espressa nella forma richiesta dal Teorema 4.1.2. Inoltre, dal momento[

che

Z  œ Ð\ \ Ñ  œ Ð\  \  Ñ 3   4 œ "ßá ß 8
" "

# #
34 3 4 3 4- - - -  ,  ,

tenendo presente l'Esempio 1.1.1 e la definizione della classe , si haf-ßJ

Pr

Pr
!ßJ " 5Î# Î#



ßJ " 5Î# Î#

ÐA  [ Ð[ ßá ß[ Ñ  5  A Ñ œ

œ ÐA  XÐ[  ßá ß[  Ñ  5  A Ñ œ " 
α α

- α α- - α ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di  e dove si è tenuto presente che  èA [ [α α  

simmetrica rispetto a  (vedi Esempio 2.5.1). Dunque  se  rappresenta la statistica5Î# ß Ð[ ßá ß[ ÑÐ"Ñ Ð5Ñ

ordinata relativo al vettore di statistiche , risulta che  è un intervallo diÐ[ ßá ß[ Ñ Ð[ ß[ Ñ" 5 ÐA "Ñ Ð5A Ñα αÎ# Î#

confidenza della mediana  “distribution-free” su  al livello di confidenza . Questo intervallo di- f α-ßJ Ð"  Ñ
confidenza è “distribution-free” su una classe più ristretta di quello ottenuto nell'Esempio 4.1.1, dal
momento che .f `- -ßJ ßJ§ –

• Esempio 4.1.3. Si consideri i due campioni casuali indipendenti  e , tali che seÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

8 œ 8  8 Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" # " 8 " 8, allora  costituisce un campione misto con funzione di ripartizione
" #

congiunta . Si consideri inoltre la statistica  “distribution-free” su  dell'Esempio 2.4.1. SiJ − [8 !ßJßJ_ _J

noti che le classi  e  coincidono. Se  e  sono le statistiche ordinate_ V!ßJ J Ð"Ñ Ð8 Ñ Ð"Ñ Ð8 ÑÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ
" #

relative ai due campioni, si ha (vedi Esempio 2.4.1)

V œ Ð\  ] Ñ  3 3 œ "ßá ß 8Ð3Ñ Ð!ß∞Ñ Ð3Ñ Ð4Ñ

4œ"

8

"#

"  ,  ,

per cui una rappresentazione alternativa di  risulta[

[ œ Ð\  ] Ñ 
8 Ð8  "Ñ

#

3œ" 4œ"

8 8

Ð!ß∞Ñ Ð3Ñ Ð4Ñ
" "

" #

"  .

Dalla precedente espressione si ha che la statistica  è equivalente alla statistica  data da[ Y

Y œ Ð\  ] Ñ œ Ð\  ] Ñ 
3œ" 4œ" 3œ" 4œ"

8 8 8 8

Ð!ß∞Ñ Ð3Ñ Ð4Ñ Ð!ß∞Ñ 3 4

" # " #

" "  .
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La statistica  ha supporto  ed è simmetrica rispetto a . Inoltre,  è basata sulleY Ö!ß "ßá ß 8 8 × 8 8 Î# Y" # " #

5 œ 8 8 Z œ \  ] 3 œ "ßá ß 8 ß 4 œ "ßá ß 8" # 34 3 4 " # statistiche  per . Se si indicizzano di nuovo le statistiche
Z H 3 œ "ßá ß 534 3 denotandole con  per , si ha

YÐH ßá ßH Ñ œ ÐH Ñ" 5 3

3œ"

5

Ð!ß∞Ñ"  ,

ovvero la statistica  può essere espressa nella forma richiesta dal Teorema 4.1.2. Inoltre, dal momento cheY

Z  œ \  Ð]  Ñ 3 œ "ßá ß 8 4 œ "ßá ß 834 3 4 " #J J  ,  ,  ,

allora, tenendo presente l'Esempio 1.1.1 e la definizione della classe , si ha_JßJ

Pr

Pr
!ßJ " 5Î# Î#

ßJ Î# Î#" 5

Ð?  YÐH ßá ßH Ñ  5  ? Ñ œ

œ Ð?  YÐH  ßá ßH  Ñ  5  ? Ñ œ " 
α α

J α αJ J α ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di  e dove si è tenuto presente che  è? Y Yα α
simmetrica rispetto a . Dunque, se  rappresenta la statistica ordinata relativa al vettore di5Î# ÐH ßá ßH ÑÐ"Ñ Ð5Ñ

statistiche , allora  è un intervallo di confidenza per  “distribution-free”ÐH ßá ßH Ñ ÐH ßH Ñ" 5 Ð? "Ñ Ð5? Ñα αÎ# Î#
J

su  al livello di confidenza ._ αJßJ Ð"  Ñ –

4.2. Gli intervalli di confidenza “distribution-free” per grandi campioni. Di seguito viene definito il
concetto di intervallo di confidenza “distribution-free” per grandi campioni.

Definizione 4.2.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − J8 ßJY )) , dove  è un parametro reale e  rappresenta la funzione di ripartizione della variabile casuale da
cui proviene il campione. Supponiamo inoltre che  e , dove  è lo spazio parametrico, mentre) K Y K− J −
Y ) è una classe di funzioni di ripartizione. Sia  una quantità pivot “distribution-free”T œ T Ð\ ßá ß\ à Ñ8 8 " 8

per grandi campioni su , ovvero una trasformata tale che  con  per ogni . SeY Y) )ßJ 8 8 ßJ
.

T Ä Z 8 Ä ∞ J −
- -" # e  sono due valori tali che

lim Pr
8

ßJ " 8 " 8 #) Ð-  T Ð\ ßá ß\ à Ñ  - Ñ œ "  !   " − J −) α α ) K Y ,  ,  ,  ,

e se  e  sono statistiche tali che per ogni P œ P Ð\ ßá ß\ Ñ Y œ Y Ð\ ßá ß\ Ñ8 8 " 8 8 8 " 8 )

ÖÐB ßá ß B Ñ À -  T ÐB ßá ß B à Ñ  - × Í ÖÐB ßá ß B Ñ À P ÐB ßá ß B Ñ   Y ÐB ßá ß B Ñ×" 8 " 8 " 8 # " 8 8 " 8 8 " 8) )

allora l'intervallo casuale  è detto intervallo di confidenza di  “distribution-free” per grandiÐP ß Y Ñ8 8 )
campioni su  al livello di confidenza 1 .Y α)ßJ Ð  Ñ ˜

• Esempio 4.2.1. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − T œ 8Ð\  ÑÎW8 ßJ ßJ 8Y Y -- -, dove la classe  è definita nell'Esempio 3.2.1. Sia inoltre  la quantità–
pivot. Dal momento che per ogni  si ha , allora  è una quantità pivotJ − T Ä RÐ!ß "Ñ T8 ßJ 8 8

.
Y-

“distribution-free” per grandi campioni su . Scelto dunque un livello di confidenza pari a , si haY α-ßJ Ð"  Ñ

lim Pr
8

ßJ " Î# " Î#- α αÐ  D   D Ñ œ " 
8Ð\  Ñ

W

 –
 .

-
α

Dal momento che l'insieme

ÖÐB ßá ß B Ñ À  D   D ×
8ÐB  Ñ

=
" 8 " Î# " Î#α α

 – -

è equivalente a
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ÖÐB ßá ß B Ñ À B  D   B  D ×
= =

8 8
" 8 " Î# " Î#

– –  ,α α -

allora  e , e   è un– – – –
P œ \  D WÎ 8 Y œ \  D WÎ 8 Ð\  D WÎ 8ß \  D WÎ 8Ñ8 8" Î# " Î# " Î# " Î#α α α α  

intervallo di confidenza di  “distribution-free” per grandi campioni su  al livello di confidenza- Y-ßJ

Ð"  Ñ –α .

• Esempio 4.2.2. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 ßJY5 , dove

Y V 5 .5ßJ 8 8 J %
# %œ ÖJ À J − ß \Ñ œ  ∞ß \ Ñ œ  ∞×Var EÐ Ð  .

Dall'Esempio A.3.6 si ha , dove . Inoltre, se  rappresenta il8ÐW  ÑÎ Ä RÐ!ß "Ñ œ  Q# # # %.
% %5 # # . 5

quarto momento centrale campionario, allora applicando la Legge Debole dei Grandi Numeri di Khintchine

(Teorema A.3.1) e il Teorema di Sverdrup Teorema A.3.4 , si può dimostrare che .Ð Ñ K œ Q  W Ä# % #
%

:
#

Applicando il Teorema di Slutsky risulta  per ogni , ovvero laT œ 8ÐW  ÑÎK Ä RÐ!ß "Ñ J −8 8 ßJ
# # . 5 Y5

quantità pivot  è “distribution-free” per grandi campioni su . Scelto dunque un livello di confidenzaT8 ßJY5

pari a , si haÐ"  Ñα

lim Pr
8

ßJ " Î# " Î#

# #

5 α αÐ  D   D Ñ œ " 
8ÐW  Ñ

K

 5
α .

Dal momento che l'insieme

ÖÐB ßá ß B Ñ À  D   D ×
8Ð=  Ñ

1
" 8 " Î# " Î#

# #

α α

 5

è equivalente a

ÖÐB ßá ß B Ñ À =  D   =  D ×
1 1

8 8
" 8

# # #
" Î# " Î#α α 5  ,

si ha ,  e  è unP œ W  D KÎ 8 Y œ W  D KÎ 8 ÐW  D KÎ 8ß W  D KÎ 8Ñ8 8
# # # #

" Î# " Î# " Î# " Î#α α α α   
intervallo di confidenza di  “distribution-free” per grandi campioni su  al livello di confidenza5 Y#

ßJ5

Ð"  Ñα .
–

• Esempio 4.2.3. Si consideri un campione casuale  con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 ßJ`- . Sia inoltre

T œ F Ð\  ßá ß\  Ñ œ Ð\  Ñ8 8 " 8 3

3œ"

8

Ð!ß∞Ñ- - -"

la quantità pivot dell'Esempio 4.1.1. Dal Teorema Fondamentale Classico del Limite (Teorema A.3.6) si ha

T  8Î#

8Î%
Ä RÐ!ß "Ñ

8 .
per ogni , ovvero la quantità pivot  è “distribution-free” per grandi campioni su . SceltoJ − T8 ßJ 8 ßJ` `- -

dunque un livello di confidenza pari a , si haÐ"  Ñα

lim Pr
8

ßJ " Î# " Î#
8

- α αÐ  D   D Ñ œ " 
T  8Î#

8Î# α .

Tenendo presente che  può assumere solo valori interi, postoF Ð\  ßá ß\  Ñ8 " 8- -

6 œ Ú8Î#  D 8Î%Û Ú † Û" Î#α
 , dove  rappresenta la funzione troncamento, analogamente all'Esempio 4.1.1

si ha che l'insieme
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ÖÐB ßá ß B Ñ À  D   D ×
F ÐB  ßá ß B  Ñ  8Î#

8Î#
" 8 " Î# " Î#

8 " 8
α α

- -  

è equivalente a

ÖÐB ßá ß B Ñ À  D  F ÐB  ßá ß B  Ñ   D ×
8 8

# # # #

8 8
" 8 8 " 8" Î# " Î#α α

 
- -  ,

da cui

ÖÐB ßá ß B Ñ À 6  F ÐB  ßá ß B  Ñ  8  6× Í ÖB   B ×" 8 8 " 8 Ð6"Ñ Ð86Ñ- - -  .

Di conseguenza,  è un intervallo di confidenza di  “distribution-free” per grandi campioniÐ\ ß\ ÑÐ6"Ñ Ð86Ñ -

su  al livello di confidenza .` α-ßJ Ð"  Ñ –



Capitolo 5

I test basati su statistiche lineari
dei ranghi con segno

5.1. I test basati su statistiche lineari dei ranghi con segno. Sia  un campione casuale conÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

funzione di ripartizione congiunta  e si consideri il sistema di ipotesi  controJ − L À œ !ß J −8 ßJ !f - f-

una alternativa bilaterale , o direzionale ( ) . Questo sistema diL À Á !ß J − L À  !  ! ß J −" "- f - - f
ipotesi è del tutto generale. Infatti, se l'ipotesi di base è data da , allora si ritorna alL À œ ßJ −! !- - f
sistema di ipotesi precedente semplicemente considerando il campione trasformato .Ð\  ßá ß\  Ñ" ! 8 !- -
Una classe di statistiche test “distribution-free” opportuna in questo sistema di ipotesi è quella delle
statistiche lineari dei ranghi con segno.

Definizione 5.1.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − Ð^ ßá ß^ Ñ ÐV ßá ßV Ñ8 !ßJ " 8 "


8
f  e siano  e  i relativi vettori dei segni e dei ranghi dei valori assoluti.

Siano inoltre i punteggi un insieme di valori  per , tali che+Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 8

! Ÿ +Ð"Ñ Ÿ á Ÿ +Ð8Ñ +Ð8Ñ  ! ,  .

Una statistica del tipo

X œ ^ +ÐV Ñ 
8

3œ"

3 3
  ,

è detta statistica lineare dei ranghi con segno. ˜

In base al Corollario 2.5.5 la statistica  è “distribution-free” sulla classe , ovvero fornisce un testX
!ßJf

“distribution-free” per il sistema di ipotesi considerato. Inoltre, la statistica test  è sensibile a variazioniX

nel parametro di posizione, in quanto se non è vera l'ipotesi di base  tende ad assumere o valori piccoli oX

valori elevati. La scelta dei punteggi influisce sul peso che si vuole assegnare ad ogni singolo rango dei
valori assoluti.

• Esempio 5.1.1. Se i punteggi sono scelti come  per , si ottiene la cosiddetta statistica+Ð3Ñ œ 3 3 œ "ßá ß 8
di Wilcoxon (introdotta nell'Esempio 2.5.1), ovvero

[ œ ^ V 

3œ"

8

3 3  .

Se i punteggi sono scelti come  per , si ottiene la cosiddetta statistica dei segni+Ð3Ñ œ " 3 œ "ßá ß 8
(introdotta nell'Esempio 2.3.1), ovvero

F œ ^
3œ"

8

3 .

Per la statistica  i punteggi vengono scelti come funzione lineare crescente dei ranghi dei valori assoluti,[

ovvero in modo da assegnare un peso maggiore ai ranghi assoluti più elevati. Al contrario, per la statistica F
i punteggi sono costanti per tutti i ranghi dei valori assoluti. –
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Il seguente teorema permette di ottenere una importante equivalenza in distribuzione per le statistiche
lineari dei ranghi con segno quando è vera l'ipotesi di base.

Teorema 5.1.2. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − X8 !ßJ
f , per una statistica lineare dei ranghi con segno  si ha

X œ ^ +ÐV Ñ œ ^ +Ð3Ñ 
8 8

3œ" 3œ"

3 33
.   .

Dimostrazione. Dal momento che per il Teorema 2.5.4 i vettori di statistiche  eÐ^ ßá ß^ Ñ" 8

ÐV ßá ßV Ñ Ð< ßá ß < Ñ −"


8


" 8 8 sono indipendenti, allora per ogni  si hae

ÐX ± V œ < ßá ßV œ < Ñ œ Ð ^ +ÐV Ñ ± V œ < ßá ßV œ < Ñ œ ^ +Ð< Ñ     
" "" 8 3 " 8 3 38 8

8 8

3œ" 3œ"
3

   .

Se  è la posizione dell'intero  nel vettore , allora si ha. 3 Ð< ßá ß < Ñ3 " 8

 8 8

3œ" 4œ"

3 3 .^ +Ð< Ñ œ ^ +Ð4Ñ
4

 .

Tuttavia, dal momento che il vettore dei segni  ha componenti indipendenti per il TeoremaÐ^ ßá ß^ Ñ" 8

2.3.2, allora dal Teorema 1.1.3 risulta  essendo  una permutazioneÐ^ ßá ß^ Ñ œ Ð^ ßá ß^ Ñ Ð. ßá ß . Ñ" 8 . . " 8
.

" 8

di . Dunque, si haÐ"ßá ß 8Ñ

ÐX ± V œ < ßá ßV œ < Ñ œ ^ +Ð4Ñ œ ^ +Ð3Ñ  
" " 8 . 38

8 8

4œ" 3œ"

. 
4

 .

Questa equivalenza in distribuzione vale per ogni  e il teorema è dimostrato.Ð< ßá ß < Ñ −" 8 8e 

• Esempio 5.1.2. Si consideri la statistica  dell'Esempio 5.1.1. Dal Teorema 5.1.2 si verifica che[

[ œ ^ V œ 3^ 
8 8

3œ" 3œ"

3 33
.   ,

ovvero, tenendo presente il Teorema 2.3.2, la statistica  è distribuita come una combinazione lineare di[

variabili casuali distribuite come Binomiali , i cui i pesi sono dati da .F3Ð"ß "Î#Ñ Ð"ßá ß 8Ñ –

Il seguente teorema fornisce la media e la varianza di una statistica lineare dei ranghi con segno quando è
vera l'ipotesi di base.

Teorema 5.1.3. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − X8 !ßJ
f , allora per una statistica lineare dei ranghi con segno  si ha

E VarÐX Ñ œ +Ð3Ñ ÐX Ñ œ +Ð3Ñ
" "

# %
  #

8 8

3œ" 3œ"

  ,  .

Dimostrazione. Dal momento che il Teorema 2.3.2 implica che , dal Teorema 5.1.2 si haEÐ^ Ñ œ "Î#3

EÐX Ñ œ ^ +ÐV ÑÑ œ ^ +Ð3ÑÑ œ ^ Ñ+Ð3Ñ œ +Ð3Ñ
"

#
 

8 8 8 8

3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

3 3 33E E EÐ Ð Ð     .

Inoltre, il Teorema 2.3.2 implica che  per , e tenendo presente che VarÐ^ Ñ œ "Î% 3 œ "ßá ß 8 Ð^ ßá ß^ Ñ3 " 8

ha componenti indipendenti, dal Teorema 5.1.2 si ha
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Var Var Var VarÐX Ñ œ Ð ^ +ÐV ÑÑ œ Ð ^ +Ð3ÑÑ œ Ð^ Ñ+Ð3Ñ œ +Ð3Ñ
"

%
  # #

8 8 8 8

3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

3 3 33
     .  

• Esempio 5.1.3. Si consideri la statistica  dell'Esempio 5.1.1. Tenendo presente il Teorema A.2.1, dal[

Teorema 5.1.3 si verifica che

EÐ[ Ñ œ 3 œ
" 8Ð8  "Ñ

# %


8

3œ"


e

VarÐ[ Ñ œ 3 œ –
" 8Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ

% #%
 #

8

3œ"

  .

Nel seguente teorema si dimostra la simmetria rispetto alla media di ogni statistica lineare dei ranghi con
segno quando è vera l'ipotesi di base.

Teorema 5.1.4. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − X ÐX Ñ8 !ßJ
 f , allora una statistica lineare dei ranghi con segno  è simmetrica rispetto a .E

Dimostrazione. Il Teorema 2.3.2 implica la simmetria di ogni statistica segno  per ^ 3 œ "ßá ß 83

rispetto alla media, ovvero tenendo presente il Teorema 1.2.2 risulta

Ð^  "Î#ßá ß^  "Î#Ñ œ Ð"Î#  ^ ßá ß "Î#  ^ Ñ" 8 " 8
.

 .

Tenendo presente l'Esempio 1.1.6, dalla precedente relazione si ha

Ð^ ßá ß^ Ñ œ Ð"  ^ ßá ß "  ^ Ñ" 8 " 8
.

 .

Di conseguenza, dal Teorema 5.1.2 segue che

X  X Ñ œ ^ +Ð3Ñ  X Ñ œ Ð"  ^ Ñ+Ð3Ñ  X Ñ

œ +Ð3Ñ  ^ +Ð3Ñ  X Ñ œ # X Ñ  X  X Ñ œ X Ñ  X

   . .
8 8

3œ" 3œ"

3 3

8 8

3œ" 3œ"

3
     .

E E E

E E E E

Ð Ð Ð

Ð Ð Ð Ð

 
   .

Il Teorema 1.2.2 permette infine di concludere che  è simmetrica rispetto a . X X Ñ EÐ 

Il seguente teorema fornisce la funzione generatrice di probabilità di una statistica lineare dei ranghi con
segno nel caso che i punteggi siano valori interi.

Teorema 5.1.5. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − X8 !ßJ
f , allora la funzione generatrice di probabilità di una statistica lineare dei ranghi con segno 

risulta

P Ð>Ñ œ # Ð"  > Ñ l>l  "X
8 +Ð3Ñ

3œ"

8

   ,  .
Dimostrazione. Tenendo presente il Teorema 5.1.2 e il Teorema 2.3.2, dalla definizione di funzione

generatrice di probabilità si ha

P Ð>Ñ œ > Ñ œ > Ñ œ > Ñ œ # Ð"  > Ñ œ # Ð"  > ÑX
X +Ð3Ñ^ +Ð3Ñ^ " +Ð3Ñ 8 +Ð3Ñ

3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

8 8 8 8




3 3E E EÐ Ð Ð     .  
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Quando i punteggi non sono interi allora per impiegare il precedente teorema è sufficiente determinare
una trasformata biunivoca che discretizzi i punteggi originali. Dal momento che la distribuzione di una
statistica lineare dei ranghi con segno sotto l'ipotesi di base , si può ottenere mediante ilL À œ !ß J −! - f
Teorema 5.1.5, allora si può determinare le appropriate regioni critiche del test. Se l'alternativa è bilaterale,
ovvero , allora si ha  e quindi si respingere l'ipotesi di base perL À Á !ß J − Ð^ œ "Ñ Á "Î#" 3- f Pr
determinazioni sia troppo elevate che troppo piccole di . Fissato quindi un livello di significatività ,X α
poichè la distribuzione della statistica  è simmetrica se è vera l'ipotesi di base, allora la regione critica èX

data dall'insieme

g"
    

8ß Î# 8ß" Î#œ Ö> À > Ÿ > ß >   > ×α α  ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di  per una numerosità campionaria pari a> X 
8ßα α

8 X >  " œ +Ð3Ñ  >. Data la simmetria di , si ha . Se l'alternativa è direzionale del tipo  
8ß" Î# 8ß Î#

8
3œ"α α


L À  !ß J − Ð^ œ "Ñ  "Î#" 3- f, allora si ha  e quindi si respinge l'ipotesi di base per determinazioniPr
troppo elevate di . Fissato quindi un livello di significatività , si ha la seguente regione criticaX α

g"
  

8ß"œ Ö> À >   > ×α  .

Al contrario, se l'alternativa è direzionale del tipo , allora  e quindi siL À  !ß J − Ð^ œ "Ñ  "Î#" 3- f Pr
respinge l'ipotesi di base per determinazioni troppo piccole di . Fissato quindi un livello di significativitàX

α, si ha la seguente regione critica

g"
  

8ßœ Ö> À > Ÿ > ×α  .

Il test basato sulla  per i precedenti sistemi di ipotesi è corretto al livello di significatività . Infatti,X α
dal momento che si può dimostrare che  è una funzione monotona crescenteT Ð ß J Ñ œ ÐX − ÑX ßJ "


 - gPr-

per  e monotona decrescente per  per ogni , allora risulta , ovvero il test è- - f - α !  ! J − T Ð ß J Ñ X

corretto.

5.2. I test basati su statistiche lineari dei ranghi con segno localmente più potenti. Si desidera
determinare la scelta ottima dei punteggi della statistica test per verificare il ipotesi del tipo
L À œ !ß J œ J L À  !  ! ß J œ J! ! " !- - -, contro un'alternativa direzionale ( ) , ovvero quando si
verifica ipotesi sul parametro di posizione fissando la struttura della funzione di ripartizione . DalJ
momento che non è possibile determinare una scelta ottima dei punteggi per ottenere un test uniformemente
più potente, allora è utile introdurre un concetto di test localmente più potente.

Definizione 5.2.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − L À œ !ß J œ J L À  !  ! ß J œ J8 ßJ ! ! " !f - - --  e si consideri il sistema di ipotesi , contro ( ) , dove
J − X! ‡

f. Il test basato sulla statistica lineare dei ranghi con segno  è detto localmente più potente se esiste
un  tale che per ogni livello di significatività naturale si ha%  !

T Ð Ñ   T Ð Ñ !  X X‡
 - - - % ,  ,

per ogni statistica lineare dei ranghi con segno .X ˜

Il prossimo teorema fornisce la scelta ottima dei punteggi per la costruzione del test localmente più
potente per verificare ipotesi sul parametro di posizione. L'utilità di questo teorema consiste solamente
nell'evidenziare la struttura ottima dei punteggi al variare della funzione di ripartizione, dal momento che
questa non è mai nota in pratica.

Teorema 5.2.2. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJf-
e sia  la funzione di densità relativa a . Si assuma inoltre che  esista, sia assolutamente continua e che0 J 0 w


‘

l0 ÐBÑl .B  ∞w  .
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Il test localmente più potente per verificare il sistema di ipotesi , contro L À œ !ß J œ J L À  !! ! "- -
( ) , è basato sulla statistica lineare dei ranghi con segno-  ! ß J œ J!

X œ ^ + ÐV Ñ‡
 

8

3œ"

3 ‡ 3  ,

dove

+ Ð3Ñ œ Ð  Ñ 3 œ "ßá ß 8
0 Ð] Ñ

0Ð] Ñ
‡

w
Ð3Ñ

Ð3Ñ
E  ,  ,

e  è la statistica ordinata relativa al campione casuale .Ð] ßá ß ] Ñ Ðl\ lßá ß l\ lÑÐ"Ñ Ð8Ñ " 8

Dimostrazione. Si veda Hettmansperger e McKean (1998). 

Supponiamo che , ovvero , dove  e  sono rispettivamente laJÐBÑ œ KÐBÎ Ñ 0ÐBÑ œ Ð"Î Ñ1ÐBÎ Ñ K 1$ $ $
funzione di ripartizione e la funzione di densità di una variabile casuale standard. Se  rappresenta la0Ð3Ñ
funzione di densità di , allora risulta , dove  è la funzione di densità della] 0 ÐBÑ œ Ð"Î Ñ1 ÐBÎ Ñ 1Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ$ $

variabile casuale standard ordinata  per . Dunque, si haZ œ ] Î 3 œ "ßá ß 8Ð3Ñ Ð3Ñ $

+ Ð3Ñ œ  Ñ œ  0 ÐBÑ .B œ  1 ÐBÑ .B œ  Ñ
0 Ð] Ñ 1 ÐZ Ñ

0Ð] Ñ 0ÐBÑ 1ÐBÑ 1ÐZ Ñ

0 ÐBÑ " 1 ÐBÑ "
‡

w w
Ð3Ñ Ð3Ñ

Ð3Ñ Ð3Ñ

w w

Ð3Ñ Ð3ÑE EÐ Ð 
‘ ‘$ $

 .

Di conseguenza, se i punteggi ottimi sono ottenuti sulla base della distribuzione standardizzata, allora la
relativa statistica test ottima è data da , che è una statistica test equivalente a . Dal momento che la$X X‡ ‡

 

statistica test ottima non dipende dal parametro di scala della distribuzione, allora i punteggi ottimi possono
essere calcolati semplicemente a partire dalla distribuzione standard.

• Esempio 5.2.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJf-
dove  è la funzione di ripartizione di una distribuzione Normale . Si può verificare che leJ RÐ!ß "Ñ
condizioni del Teorema 5.2.2 sono soddisfatte. Inoltre, dal momento che risulta , allora si0 ÐBÑ œ  B0ÐBÑw

ha

 œ B
0 ÐBÑ

0ÐBÑ

w

 .

Di conseguenza, la scelta ottimale dei punteggi è data da

+ Ð3Ñ œ ] Ñ 3 œ "ßá ß 8‡ Ð3ÑEÐ  ,  ,

dove  è la statistica ordinata relativa ai valori assoluti di un campione casuale da unaÐ] ßá ß ] ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

distribuzione Normale .RÐ!ß "Ñ –

• Esempio 5.2.2. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJf-
dove  è la funzione di ripartizione di una distribuzione Logistica . Si può verificare che leJ P9Ð!ß "Ñ
condizioni del Teorema 5.2.2 sono soddisfatte. Inoltre, si ha , ovvero risulta0ÐBÑ œ JÐBÑ  JÐBÑ#

0 ÐBÑ œ  0ÐBÑÐ#J ÐBÑ  "Ñw , da cui

 œ #JÐBÑ  "
0 ÐBÑ

0ÐBÑ

w

 .

Di conseguenza, la scelta ottimale dei punteggi è data da

+ Ð3Ñ œ #JÐ] Ñ  "Ñ 3 œ "ßá ß 8‡ Ð3ÑEÐ  ,  ,

dove  è la statistica ordinata relativa ai valori assoluti di un campione casuale da unaÐ] ßá ß ] ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

distribuzione . Dal momento che dal Teorema dell'Integrale di Probabilità (vedi Feller, 1971) si haP9Ð!ß "Ñ



42 I test basati su statistiche lineari dei ranghi con segno

#J Ð] Ñ  " œ Y 3 œ "ßá ß 8 ÐY ßá ßY ÑÐ3Ñ Ð3Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ
.

 per , dove  rappresenta la statistica ordinata relativa ad un
campione casuale da una distribuzione Uniforme , allora risultaYÐ!ß "Ñ

+ Ð3Ñ œ Y Ñ œ 3 œ "ßá ß 8
3

8  "
‡ Ð3ÑEÐ  ,  .

La statistica lineare dei ranghi con segno costruita su questi punteggi è data da

X œ ^ V œ
" [

8  " 8  "‡
 

3œ"

8

3 3



  ,
dove  è la statistica di Wilcoxon. Quindi  e  forniscono test equivalenti, ovvero la scelta dei[ X [  

‡

punteggi fatta per la statistica di Wilcoxon risulta ottima per una variabile casuale Logistica. –

• Esempio 5.2.3. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJf-
dove  è la funzione di ripartizione di una distribuzione di Laplace . Si può verificare che leJ PÐ!ß "Ñ
condizioni del Teorema 5.2.2 sono soddisfatte. Inoltre, dal momento che risulta segn ,0 ÐBÑ œ  ÐBÑ0ÐBÑw

dove segn , alloraÐBÑ œ # ÐBÑ  ""Ð!ß∞Ñ

 œ ÐBÑ
0 ÐBÑ

0ÐBÑ

w

segn  .

Dunque, la scelta ottimale dei punteggi è data da

+ Ð3Ñ œ Ð] ÑÑ 3 œ "ßá ß 8‡ Ð3ÑEÐsegn  ,  ,

dove  è la statistica ordinata relativa ai valori assoluti di un campione casuale da unaÐ] ßá ß ] ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

distribuzione di Laplace . Dal momento che segn , allora risulta  perPÐ!ß "Ñ Ð] ÑÑ œ " + Ð3Ñ œ "EÐ Ð3Ñ ‡

3 œ "ßá ß 8 F –. Questa scelta dei punteggi fornisce dunque la statistica dei segni .

5.3. La distribuzione per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi con segno. In questa
sezione vengono considerate le proprietà per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi con segno.
Di seguito vengono considerati due risultati preliminari.

Lemma 5.3.1. Se i punteggi sono tali che

+ Ð3Ñ œ Ð3ÎÐ8  "ÑÑ 3 œ "ßá ß 88 9  ,  ,

dove  è una funzione punteggio non negativa e non decrescente che non dipende da  per cui9 8

!  Ð?Ñ .?  ∞
!

"
#9  ,

allora

lim
8

8

3œ"

8
# #

!

""

8
+ Ð3Ñ œ Ð?Ñ .?  9  .

Dimostrazione. Sia

; Ð?Ñ œ Ð3ÎÐ8  "ÑÑ Ð?Ñ8

8

3œ"

ÒÐ3"ÑÎ8ß3Î8Ó9 "

una discretizzazione della funzione . Dal momento che si ha  per9 " "ÒÐ3"ÑÎ8ß3Î8Ó ÒÐ3"ÑÎ8ß3Î8Ó
#Ð?Ñ œ Ð?Ñ

3 œ "ßá ß 8 Ð?Ñ Ð?Ñ œ ! 3 Á 4 œ "ßá ß 8, e che  per , allora" "ÒÐ3"ÑÎ8ß3Î8Ó ÒÐ4"ÑÎ8ß4Î8Ó
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! ! !

" " "

8
# # #

8 8

3œ" 3œ"

ÒÐ3"ÑÎ8ß3Î8Ó ÒÐ3"ÑÎ8ß3Î8Ó

8

3œ"

#

!

"

ÒÐ3"ÑÎ8ß3Î8Ó

; Ð?Ñ .? œ Ð Ð3ÎÐ8  "ÑÑ Ð?ÑÑ .? œ Ð3ÎÐ8  "ÑÑ Ð?Ñ.?

œ Ð3ÎÐ8  "ÑÑ Ð?

9 9

9

" "

" Ñ.? œ Ò3ÎÐ8  "ÑÓ œ + Ð3Ñ
" "

8 8
   . 8 8

3œ" 3œ"

# #
89

Inoltre, poichè  è una funzione non negativa e non decrescente, si ha9

" "

8 8
Ð3ÎÐ8  "ÑÑ Ÿ Ð3Î8Ñ Ÿ Ð?Ñ .? " Ÿ 3 Ÿ 8  "9 9 9# # #

Ð3"ÑÎ8

3Î8
  ,  ,

e

" " 8  "

8  " 8 8
Ð8ÎÐ8  "ÑÑ  Ð8ÎÐ8  "ÑÑ Ÿ Ð?Ñ .?9 9 9# # #

"

8ÎÐ8"Ñ

  .
Di conseguenza, si ha

   
 

! 3Î8 8ÎÐ8"Ñ

" Ð3"ÑÎ8 "

8
# # # #

8 8"

3œ" 3œ"
" "

"Î8 8ÎÐ8"Ñ

# #

; Ð?Ñ .? œ Ð3ÎÐ8  "ÑÑ Ÿ Ð?Ñ .?  Ð?Ñ .?
" 8  "

8 8

œ Ð?Ñ .?  Ð?Ñ .?
8  "

8

9 9 9

9 9  ,

da cui

lim sup
8 ! !

" "

8
# # ; Ð?Ñ .? Ÿ Ð?Ñ .?9  .

Inoltre, per il Lemma di Fatou si ha

 " "

! !

# #

8
89Ð?Ñ .? Ÿ ; Ð?Ñ .?lim inf  .

Si deve concludere dunque che

lim
8 ! !

" "

8
# # ; Ð?Ñ .? œ Ð?Ñ .?9  ,

ovvero

lim
8

8

3œ"

8
# #

"

!

"

8
+ Ð3Ñ œ Ð?Ñ .?  9  .  

Lemma 5.3.2. Se sono valide le condizioni del Lemma 5.3.1 si ha

lim
max8

8
3œ" 8

#

"Ÿ3Ÿ8
8

#

 + Ð3Ñ

+ Ð3Ñ
œ ∞ .

Dimostrazione. Si ha

lim lim
max max lim max

lim

8 8

8 8
3œ" 3œ"8 8

# #

"Ÿ3Ÿ8 "Ÿ3Ÿ8 "Ÿ3Ÿ8
8 8 8

# # #

8

8
3œ" 8

#

8

  
+ Ð3Ñ Ð"Î8Ñ + Ð3Ñ

+ Ð3Ñ Ð"Î8Ñ + Ð3Ñ Ð"Î8Ñ + Ð3Ñ
œ œ

Ð"Î8Ñ + Ð3Ñ
 .

Dal Lemma 5.3.1 si ottiene che il numeratore della precedente espressione è finito e positivo. Inoltre, poichè
9 è non decrescente, allora
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" " 8  "

8 8 8
+ Ð3Ñ œ Ð8ÎÐ8  "ÑÑ Ÿ Ð?Ñ .?max

"Ÿ3Ÿ8
8

# # #
"

8ÎÐ8"Ñ

9 9  ,

per cui

lim max
8 "Ÿ3Ÿ8

8
#"

8
+ Ð3Ñ œ ! ,

da cui segue la tesi. 

Nel prossimo teorema si ottiene la distribuzione per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi
con segno sotto ipotesi di base.

Teorema 5.3.3. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 !ßJf , allora per una statistica lineare dei ranghi con segno

X œ X œ ^ + ÐV Ñ  
8

8

3œ"

3 8 3
  ,

i cui punteggi  per , soddisfano le condizioni del Lemma 5.3.1, risulta+ Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 88

X  X Ñ

X Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ8 8

 

8


.E

Var

Ð

Ð  ,

dove  e  sono definite nel Teorema 5.1.3.EÐX Ñ ÐX Ñ8 8
 Var

Dimostrazione. Dal Teorema 5.1.2 si ottiene che

X œ ^ + ÐV Ñ œ ^ + Ð3Ñ8
 

8 8

3œ" 3œ"

3 8 3 83
.   .

Tenendo presente il Teorema 2.3.2 si ha E  e , da cuiÒl^  "Î#l Ó œ "Î) Ð^ Ñ œ "Î%3 3
$ Var

    

8 8 8
3œ" 3œ" 3œ"3 8 8 8 3 8

$ $ $ $

8 8 8
3œ" 3œ" 3œ"3 8 8 3 8

$Î# # $Î# # $Î#

8
3œ

E EÐl^ + Ð3Ñ  + Ð3ÑÎ#l Ñ + Ð3Ñ Ðl^  "Î#l Ñ + Ð3Ñ

Ð Ð^ + Ð3ÑÑÑ Ð + Ð3Ñ Ð^ ÑÑ Ð + Ð3Ñ Ñ
œ œ

Ÿ

Var Var

" 8 8
#

"Ÿ4Ÿ8
8 8
3œ" 3œ"8 8

# $Î# # $Î#

"Ÿ3Ÿ8 "Ÿ3Ÿ8
8 8 8

8
3œ"

# #

8
3œ" 8

#

+ Ð3Ñ l+ Ð4Ñl

Ð + Ð3Ñ Ñ Ð + Ð3Ñ Ñ
œ œ

l+ Ð3Ñl + Ð3Ñ + Ð3Ñ

+ Ð3Ñ

max max max

 
   .

Di conseguenza, dal Lemma 5.3.2 si ha

lim lim
Var

max

8 8

8
3œ" 3 8 8

$

8
3œ" 3 8

$Î#

"Ÿ3Ÿ8
8

#

8
3œ" 8

#

 
E
  .

Ðl^ + Ð3Ñ  + Ð3ÑÎ#l Ñ

Ð Ò^ + Ð3ÑÓÑ
œ œ !

+ Ð3Ñ

+ Ð3Ñ

Applicando il Teorema Fondamentale del Limite di Lyapunov (Teorema A.3.9) con , si ottiene$ œ "

 
8
3œ" 3 8 8
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.^ + Ð3Ñ  X Ñ

ÐX Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

EÐ

Var
 ,

ovvero, dato che

X  X Ñ

ÐX Ñ ÐX Ñ
œ

^ + Ð3Ñ  X Ñ8 8
 

8 8
 

.
8
3œ" 3 8 8

E EÐ Ð 
Var Var

 ,

si ha la tesi. 

Se si considera la statistica  i cui punteggi sono dati daX8
w
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+ Ð3Ñ œ , Ð3ÎÐ8  "ÑÑ œ , + Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 8w
8 8 8 89  ,  ,

allora risulta  conX œ , X8 8
w 

8

E EÐ ÐX Ñ œ , X Ñ ÐX Ñ œ , ÐX Ñ8 8 8 8 8
w  w # 

8  ,  .Var Var

Di conseguenza, si ha

X  X Ñ , X  , X Ñ X  X Ñ

ÐX Ñ ÐX Ñ
œ œ

, ÐX Ñ
8 8 8 8 8 8
w w    

8 8
w 

8 8

8 8
# 

E E EÐ Ð Ð  Var VarVar
 ,

ovvero  e  hanno le medesime proprietà per grandi campioni. Dunque, la costante  non influenza ilX X ,8 8
 w

8

comportamento per grandi campioni della statistica dei ranghi con segno, mentre la scelta della funzione
punteggio  è determinante sotto questo punto di vista.9

• Esempio 5.3.1. Si consideri la statistica  di Wilcoxon. Al fine di determinare la distribuzione[ œ [ 
8

per grandi campioni di  è conveniente considerare la statistica  con  che ha[ X œ , [ , œ "ÎÐ8  "Ñ8 8 8
  

8 8

le medesime proprietà per grandi campioni della statistica . La funzione punteggio relativa alla statistica[8


X Ð?Ñ œ ? Ð?Ñ8


Ò!ß"Ó, data da , è una funzione positiva e crescente. Inoltre, si ha9 "

 
! !

" "
# #9Ð?Ñ .? œ ? .? œ  ∞

"

$
 .

Le condizioni del Teorema 5.3.3 sono dunque soddisfatte. Tenendo presente l'Esempio 5.1.3 si deve
concludere che

[  [ Ñ [  8Ð8  "ÑÎ%

[ Ñ
œ Ä RÐ!ß "Ñ –

8Ð8  "ÑÐ#8  "ÑÎ#%
8 8 8
  

8


.E

Var

Ð

Ð   .

Tenendo presente i precedenti risultati, fissato un livello di significatività , la regione critica perα
verificare , contro l'alternativa , può essere dunque approssimataL À œ !ß J − L À Á !ß J −! "- f - f
dall'insieme

Ö> À > Ÿ X Ñ  D ÐX Ñß >   X Ñ  D ÐX Ñ×    
8 8 8 8Î# " Î#

 E EÐ Ðα α
 Var Var .

Analogamente, la regione critica per verificare l'alternativa , può essere approssimataL À  !ß J −" - f
dall'insieme

Ö> À >   X Ñ  D ÐX Ñ×  
8 8"

EÐ α
Var  ,

mentre la regione critica per verificare l'alternativa , può essere approssimata dall'insiemeL À  !ß J −" - f

Ö> À > Ÿ X Ñ  D ÐX Ñ×  
8 8

EÐ α  .Var

Inoltre, mediante il Teorema 3.1.8 si può dimostrare che la successione di test basata su  è coerente.ÐX Ñ8


8 "

Il seguente teorema permette di ottenere l'efficacia di una statistica lineare dei ranghi con segno.

Teorema 5.3.4. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 ßJf-
e si consideri il sistema di ipotesi , contro , dove  è unaL À œ !ß J − L À œ ß J − Ð Ñ! " 3 3 3 "- f - - f -
successione di alternative tali che  con  costante. Data una statistica lineare dei ranghi con-3 3œ -Î 8 -
segno

X œ X œ ^ + ÐV Ñ  
8

8

3œ"

3 8 3
  ,

i cui punteggi  per  soddisfano le condizioni del Lemma 5.3.1, allora l'efficacia del test+ Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 88

basato su  risultaX8
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effX
!
"

0

!
" # "Î#

 œ
Ð?Ñ Ð?Ñ .?

Ð Ð?Ñ .?Ñ


9 9

9
 ,

dove

90

w "

"
Ð?Ñ œ 

0 ÐJ Ð"Î#  ?Î#ÑÑ

0ÐJ Ð"Î#  ?Î#ÑÑ
 .

Dimostrazione. Si veda Hayek e Šidak (1967). ´ ´ 

• Esempio 5.3.2. Si consideri la statistica dei segni . La relativa funzione punteggioF œ F8

9Ð?Ñ œ Ð?Ñ"Ò!ß"Ó , è una funzione positiva e non decrescente, per cui si ha

 
! !

" "
#9Ð?Ñ .? œ .? œ "  ∞ .

Le condizioni del Teorema 5.3.4 sono dunque soddisfatte. Inoltre, risulta

 
! !

" "

0

w "

"
9 9Ð?Ñ Ð?Ñ .? œ  .?

0 ÐJ Ð"Î#  ?Î#ÑÑ

0ÐJ Ð"Î#  ?Î#ÑÑ
  ,

da cui, mediante la trasformazione di variabile  con , tenendo presenteB œ J Ð"Î#  ?Î#Ñ ? œ #JÐBÑ  ""

la simmetria di , si ha0

 
! !

" ∞

0

w

9 9Ð?Ñ Ð?Ñ .? œ  # 0ÐBÑ .B œ #0Ð!Ñ
0 ÐBÑ

0ÐBÑ
  .

Quindi, l'efficacia del test basato sulla statistica dei segni risulta

eff  ,F œ #0Ð!Ñ

come era già noto dall'Esempio 3.2.2. 

• Esempio 5.3.3. Si consideri la statistica  del test dei ranghi con segno di Wilcoxon.[ œ [ 
8

Dall'Esempio 5.3.1 è noto che le condizioni del Lemma 5.3.1 sono soddisfatte. Inoltre, risulta

 
! !

" "

0

w "

"
9 9Ð?Ñ Ð?Ñ .? œ  ?.?

0 ÐJ Ð"Î#  ?Î#ÑÑ

0ÐJ Ð"Î#  ?Î#ÑÑ
 ,

da cui, mediante la trasformazione di variabile  con , tenendo presenteB œ J Ð"Î#  ?Î#Ñ ? œ #JÐBÑ  ""

la simmetria di , si ha0

  
! ! ∞

" ∞ ∞

0
w #9 9Ð?Ñ Ð?Ñ .? œ  # 0 ÐBÑÐ#J ÐBÑ  "Ñ .B œ # 0ÐBÑ .B .

Quindi, l'efficacia del test basato sulla statistica di Wilcoxon risulta

eff  .[
∞

∞
#

 œ # $ 0ÐBÑ .B 
Utilizzando i risultati dell'Esempio 3.2.1, l'efficienza asintotica relativa del test basato sulla statistica [

rispetto al test basato sulla statistica  è data dunque daX

EAR  .[ ßX
[
#

X
#

# # #

∞

∞




œ œ "# Ð 0ÐBÑ .BÑ
O

O
5 

Se  ha distribuzione Normale , allora dal momento che\ RÐ ß Ñ- 5#
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 ∞

∞
#0ÐBÑ .B œ

"

# 15
 ,

si ha EAR . Dunque, il test basato su  è quasi equivalente al test basato su  dal[ ßX


 œ $Î ¶ !Þ*&%* [ X1
punto di vista dell'efficienza asintotica relativa anche sotto assunzione di normalità. –
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Capitolo 6

I test per un parametro di posizione:
un campione e due campioni appaiati

6.1. Il test dei segni. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 ßJ`- . Il test dei segni è basato sulla statistica dei segni

F œ ^
3œ"

8

3 ,

descritta nell'Esempio 2.3.1. Mediante il test dei segni si può dunque verificare l'ipotesi di base
L À œ !ß J − F! - `. La statistica  è una statistica lineare dei ranghi con segno, con la scelta dei punteggi
+Ð3Ñ œ " 3 œ "ßá ß 8 per , come già evidenziato nell'Esempio 5.1.1. Tuttavia, il test dei segni può essere
costruito anche senza ipotizzare la simmetria della variabile casuale dalla quale proviene il campione e
quindi questa assunzione sarà evitata. Se l'ipotesi di base è vera, dall'Esempio 2.3.1 è noto che  haF
distribuzione Binomiale . Dunque, se , alloraF3Ð8ß "Î#Ñ : Ð,Ñ œ ÐF œ ,Ñ8 Pr

: Ð,Ñ œ # Ð,Ñ
8

,
8

8
Ö!ß"ßáß8×  "  .

Risulta

EÐFÑ œ ÐFÑ œ
8 8

# %
 ,  .Var

Inoltre, dal Corollario 2.3.3 la statistica  è “distribution-free” su  e dunque il test dei segni èF `!ßJ

“distribution-free”. Dal momento che la distribuzione della statistica  sotto ipotesi di base è specificata, leF
appropriate regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si possono facilmente ottenere
tenendo presente la discussione fatta nella §5.1.

• Esempio 6.1.1. Una fabbrica produce un tipo specifico di sfere di acciaio del diametro di 1 micron. Alla
fine di una giornata di produzione è stato estratto un campione casuale di 10 sfere ed è stato misurato il loro
diametro, ottenendo i dati della Tavola 6.1.1.

Tavola 6.1.1. Diametro delle sfere in micron .Ð Ñ
sfera B B  " D
" "Þ") !Þ") "
# "Þ%# !Þ%# "
$ !Þ'*  !Þ$" !
% !Þ))  !Þ"# !
& "Þ'# !Þ'# "
' "Þ!* !Þ!* "
( "Þ&$ !Þ&$ "
) "Þ!# !Þ!# "
* "Þ"* !Þ"* "
"! "Þ$# !Þ$# "

3 3 3

Fonte: Romano (1977)
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Per vedere se il livello medio della produzione si discosta dallo standard, si vuole verificare dunque il
sistema di ipotesi , contro . Dal momento che per questi dati si haL À œ "ß J − L À Á "ß J −! "- ` - `
, œ ) 8 œ "! ÐF   )Ñ œ !Þ!&%(, allora per  risulta  e quindi la significatività osservata è data daPr

α9== œ # ‚ !Þ!&%( œ !Þ"!*% .

Di conseguenza, si può accettare  ad ogni livello di significatività .L  !Þ"!*% –! α

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni della statistica , dal TeoremaF œ F8

Fondamentale Classico del Limite (Teorema A.3.6), se è vera l'ipotesi di base si ha

F  8Î#

8Î%
Ä RÐ!ß "Ñ

8 .  .

La convergenza della statistica  alla normalità è particolarmente rapida anche per campioni moderati,F8

ovvero . Le approssimazioni per grandi campioni delle regioni critiche del test per alternative8   "&
bilaterali o direzionali si possono ottenere tenendo presente la discussione fatta nella §5.3.

• Esempio 6.1.2. Gli antichi greci indicavano come rettangolo aureo un rettangolo con un rapporto fra i lati
dato da . Questo tipo di rettangolo era spesso adoperato nella loro architettura,3 œ " ƒ Ð &  "ÑÎ# ¶ !Þ'")
come ad esempio nella struttura del Partenone. I dati della Tavola 6.1.2 riguardano il rapporto fra i lati di
rettangoli usati dai nativi americani Shoshoni per decorare le loro tende.

Tavola 6.1.2. Rapporto dei lati dei rettangoli.
rettangolo B B  D

" !Þ'*$ !Þ!(& "
# !Þ''# !Þ!%% "
$ !Þ'*! !Þ!(# "
% !Þ'!'  !Þ!"# !
& !Þ&(!  !Þ!%) !
' !Þ(%* !Þ"$" "
( !Þ'(# !Þ!&% "
) !Þ'#) !Þ!"! "
* !Þ'!*  !Þ!!*

3 3 33

!
"! !Þ)%% !Þ##' "
"" !Þ'&% !Þ!$' "
"# !Þ'"&  !Þ!!$ !
"$ !Þ'') !Þ!&! "
"% !Þ'!"  !Þ!"( !
"& !Þ&('  !Þ!%# !
"' !Þ'(! !Þ!&# "
"( !Þ'!'  !Þ!"# !
") !Þ'""  !Þ!!( !
"* !Þ&&$  !Þ!'& !
#! !Þ*$$ !Þ$"& "

Fonte: Dubois (1970)

Si vuole verificare se gli Shoshoni avessero conoscenza del rettangolo aureo, ovvero si vuole verificare il
sistema di ipotesi , contro . Dal momento che per questi dati siL À œ ßJ − L À Á ß J −! "- 3 ` - 3 `
verifica che , allora si ha, œ ""

PrÐF   ""Ñ ¶ "  ÐÐ""  "!ÑÎ &Ñ œ "  Ð!Þ%%(#Ñ œ !Þ$#(#F F  ,

per cui la significatività osservata risulta . Dato che la significatività osservataα9== ¶ # ‚ !Þ$#(# œ !Þ'&%%
è piuttosto elevata l'evidenza empirica porta a concludere che gli Shoshoni avevano conoscenza del
rettangolo aureo. In effetti, si può accettare  ad ogni livello di significatività .L  !Þ'&%% –! α

6.2. Le prestazioni del test dei segni. Risulta interessante confrontare il test dei segni con la sua
controparte classica, ovvero il test di Student. Sebbene sia possibile determinare analiticamente la funzione
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potenza del test dei segni (vedi Esempio 3.1.3), questa operazione risulta proibitiva nel caso del test di
Student quando il campione proviene da una variabile casuale che non ha distribuzione Normale. Di
conseguenza, le potenze di questi test per varie distribuzioni simmetriche state calcolate mediante
simulazione per le numerosità campionarie . Le alternative scelte sono state 8 œ &ß "!ß "& œ !Þ! ß !Þ# ß- 5 5
!Þ% ß !Þ' ß !Þ)5 5 5 5, dove  rappresenta la varianza della distribuzione ipotizzata. Nel caso della#

distribuzione di Cauchy si noti che  denota il valore per cui . Inoltre, il test dei segni è5 5 FPrÐ\ Ÿ Ñ œ Ð"Ñ
stato casualizzato al fine di ottenere un livello di significatività esattamente pari a  per entrambi iα œ !Þ!&
test. I risultati della simulazione sono riportati nella Tavola 6.2.1.

Tavola 6.2.1. Potenza del test dei segni (potenza del test di Student).
distribuzione 0.0 0. 0. 0. 0.5 5 5 5 5

-
-

# % ' )
8 œ &

YÐ "Î#ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ!)Ð!Þ"!Ñ !Þ"#Ð!Þ"'Ñ !Þ")Ð!Þ#&Ñ !Þ#'Ð!Þ$(Ñ
RÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ!*Ð!Þ""Ñ !Þ"&Ð!Þ"*Ñ !Þ#'Ð!Þ$!Ñ !Þ$&Ð!Þ%$Ñ
P9Ð ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"!Ð!Þ""Ñ !Þ")Ð!Þ#!Ñ !Þ#)Ð!Þ$$Ñ !Þ%!Ð!Þ%)Ñ
PÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!%Ñ !Þ"$Ð!Þ"#Ñ !Þ#%Ð!Þ#$Ñ !Þ$&Ð!Þ$)Ñ !

-
- Þ%'Ð!Þ&#Ñ

GÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!#Ñ !Þ"#Ð!Þ!(Ñ !Þ#"Ð!Þ"&Ñ !Þ$"Ð!Þ#%Ñ !Þ$*Ð!Þ$$Ñ-

8 œ "!
YÐ "Î#ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"!Ð!Þ"$Ñ !Þ")Ð!Þ#)Ñ !Þ#*Ð!Þ&#Ñ !Þ%$Ð!Þ(%Ñ

RÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"$Ð!Þ"&Ñ !Þ#'Ð!Þ$#Ñ !Þ%#Ð!Þ&&Ñ !Þ'!Ð!Þ('Ñ
P9Ð ß "Ñ !

-
-
- Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"%Ð!Þ"&Ñ !Þ$!Ð!Þ$$Ñ !Þ%*Ð!Þ&'Ñ !Þ')Ð!Þ((Ñ

PÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"*Ð!Þ"'Ñ !Þ%"Ð!Þ$'Ñ !Þ'!Ð!Þ&*Ñ !Þ('Ð!Þ()Ñ
GÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!#Ñ !Þ"(Ð!Þ
-
- !*Ñ !Þ$(Ð!Þ")Ñ !Þ&$Ð!Þ#*Ñ !Þ'(Ð!Þ$*Ñ

8 œ "&
YÐ "Î#ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"#Ð!Þ"(Ñ !Þ##Ð!Þ%"Ñ !Þ$)Ð!Þ(!Ñ !Þ&)Ð!Þ*"Ñ

RÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"&Ð!Þ")Ñ !Þ$#Ð!Þ%%Ñ !Þ&&Ð!Þ("Ñ !Þ('Ð!Þ*!Ñ
P9Ð ß "Ñ !

-
-
- Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"(Ð!Þ")Ñ !Þ$(Ð!Þ%&Ñ !Þ'$Ð!Þ(#Ñ !Þ)#Ð!Þ*!Ñ

PÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ#&Ð!Þ#!Ñ !Þ&"Ð!Þ%(Ñ !Þ(&Ð!Þ($Ñ !Þ)*Ð!Þ)*Ñ
GÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!#Ñ !Þ##Ð!Þ
-
- !*Ñ !Þ%(Ð!Þ#!Ñ !Þ'*Ð!Þ$!Ñ !Þ)#Ð!Þ%"Ñ

Anche se il test dei segni dimostra scarse prestazioni per distribuzioni a code leggere come l'Uniforme, si
osservi come diventi invece particolarmente efficiente per distribuzioni a code pesanti come la Laplace.
Questo comportamento risulta in generale ancora più evidente con distribuzioni a code particolamente
pesanti quali per esempio quelle che non posseggono varianza finita come la distribuzione di Cauchy. Per
quest'ultima distribuzione, il test di Student non mantiene neppure il livello di significatività. Si può
verificare inoltre che le prestazioni del test dei segni risultano generalmente superiori (talvolta in modo
molto marcato) a quelle del test di Student quando si considerano distribuzioni asimmetriche. Per quanto
riguarda le prestazioni per grandi campioni del test dei segni, dall'Esempio 3.2.2 si ha

eff  .F œ #0Ð!Ñ

Inoltre, ancora dall'Esempio 3.2.2, è noto che l'efficienza asintotica relativa del test dei segni rispetto al test
di Student risulta

EAR  .FßX
# #œ % 0Ð!Ñ5

La Tavola 6.2.2 fornisce i valori dell'efficienza asintotica relativa EAR  per alcune distribuzioni. AncheFßX

per grandi campioni il test dei segni dimostra scarse prestazioni per distribuzioni a code leggere, e ottime
prestazioni per distribuzioni a code pesanti. In generale, Noether (1967) ha provato che EAR  e ilFßX   "Î$
limite inferiore è raggiunto nel caso di una distribuzione Uniforme.

Tavola 6.2.2. EAR del test dei segni rispetto al test di Student.
distribuzione EARFßX

#

#

Y Ð ß Ñ "Î$ ¶ !Þ$$$$

RÐ ß Ñ #Î ¶ !Þ'$''

P9Ð ß Ñ Î"# ¶ !Þ)##%
PÐ ß Ñ #
GÐ ß Ñ ∞

- $

. 5 1

- $ 1
. $
- $
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6.3. Il test dei segni e gli intervalli di confidenza per la mediana. Sia  un campione casualeÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

con funzione di ripartizione congiunta . Dall'Esempio 4.1.1 è noto che se  è laJ − Ð\ ßá ß\ Ñ8 ßJ Ð"Ñ Ð8Ñ`-

statistica ordinata allora  è un intervallo di confidenza della mediana “distribution-Ð\ ß\ ÑÐ, "Ñ Ð8, Ñ8ß Î# 8ß Î#α α

free” su  al livello di confidenza .` α-ßJ Ð"  Ñ

• Esempio 6.3.1. Si considerino ancora i dati dell'Esempio 6.1.1. Dal momento che  perPrÐF Ÿ "Ñ œ !Þ!"!(
8 œ "! "  œ "  # ‚ !Þ!"!( œ !Þ*()', si può scegliere un livello di confidenza naturale pari a . Dunque,α
una volta ordinato il campione si ottiene che  è un intervallo di confidenza della medianaÐ!Þ))ß "Þ&$Ñ
“distribution-free” su  al livello di confidenza del %.`-ßJ *(Þ)' –

Alternativamente, quando la numerosità campionaria è elevata, dall'Esempio 4.2.3 si ha che
Ð\ ß\ Ñ 6 œ Ú8Î#  D 8Î%ÛÐ6"Ñ Ð86Ñ " Î#, dove , è un intervallo di confidenza della mediana “distribution-α


free” per grandi campioni su  al livello di confidenza .` α-ßJ Ð"  Ñ

• Esempio 6.3.2. I dati della Tavola 6.3.1 riguardano i tempi di sopravvivenza dal momento della diagnosi
di 43 pazienti malati di leucemia.

Tavola 6.3.1. Tempi di sopravvivenza dei malati di leucemia (in giorni).
paziente pazienteB B

" ( #$ ("&
# %( #% ((*
$ &) #& ))"
% (% #' *!!
& "(( #( *$!
' #$# #) *')
( #($ #* "!((
) #)& $! ""!*
* $"( $" "$"%
"! %#* $# "$$%
"" %%! $$ "$'(
"# %%& $%

3 3

"&$%
"$ %&& $& "("#
"% %') $' "()%
"& %*& $( ")((
"' %*( $) "))'
"( &$# $* #!%&
") &(" %! #!&'
"* &(* %" ##'!
#! &)" %# #%#*
#" '&! %$ #&!*
## (!#

Fonte: Bryson e Siddiqui (1969)

Scelto un livello di confidenza pari a , si ha"  œ !Þ*&α

6 œ Ú%$Î#  "Þ*&(( %$Î%Û œ Ú"&Þ!)Û œ "&  ,

per cui  è un intervallo di confidenza della mediana “distribution-free” per grandi campioni suÐ%*(ß *')Ñ
`-ßJ  al livello di confidenza del %.*& –

6.4. Il test dei segni per due campioni appaiati. I campioni appaiati si ottengono quando sulle unità
campionarie si effettuano misure ripetute. Ad esempio, le misure sulle unità campionarie potrebbero essere
fatte prima e dopo un certo trattamento e l'obiettivo potrebbe essere quello di verificare se il trattamento
stesso è efficace. Più formalmente, supponiamo che  sia un campione casualeÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

proveniente dal vettore di variabili casuali bivariato , dove  è riferita al pre-trattamento ed  èÐ\ß ] Ñ \ ]
riferita al post-trattamento. Supponiamo inoltre che il campione casuale trasformato , doveÐH ßá ßH Ñ" 8

H œ ] \ 3 œ "ßá ß 8 J −3 3 3 8 ßJ per , abbia funzione di ripartizione congiunta . Basandosi sul`-
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campione trasformato, la verifica dell'efficacia del trattamento si riduce di conseguenza alla verifica
dell'ipotesi , contro una opportuna alternativa, e dunque il test dei segni può essereL À œ !ß J −! - `
applicato in maniera analoga a quanto visto nella §6.1.

• Esempio 6.4.1. Su 8 pazienti con anemia cronica grave è stato misurato l'indice di infarto prima e dopo un
trattamento medico e i relativi dati sono stati riportati nella Tavola 6.4.1.

Tavola 6.4.1. Indice di infarto dei pazienti con anemia in ml/battito/m .Ð Ñ#

paziente prima dopo . D
" "!* &'  &$ !
# &( %%  "$ !
$ &$ && # "
% &( %!  "( !
& ') '#  ' !
' (# %'  #' !
( &" %*  # !
) '& %"  #% !

3 3

Fonte: Bhatia, Manchanda e Roy (1969)

Per vedere se il trattamento è stato effettivo e quindi per determinare se l'indice di infarto è diminuito, si
vuole verificare dunque il sistema di ipotesi , contro 0 . Dal momentoL À œ !ß J − L À  ß J −! "- ` - `
che per questi dati si ha , per  risulta  e quindi la significatività osservata, œ " 8 œ ) ÐF Ÿ "Ñ œ !Þ!$&#Pr
risulta . Sulla base dell'evidenza empirica si deve dunque concludere che il trattamento èα9== œ !Þ!$&#
efficace, in quanto si può respingere  ad ogni livello di significatività .L  !Þ!$&# –! α

6.5. Il test di Wilcoxon. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 ßJf- . Il test di Wilcoxon è basato sulla statistica

[ œ ^ V 

3œ"

8

3 3  ,

descritta nell'Esempio 2.5.1, con cui si può verificare l'ipotesi di base . La statistica  èL À œ !ß J − [!
- f

una statistica lineare dei ranghi con segno con i punteggi scelti come  per . Inoltre, dal+Ð3Ñ œ 3 3 œ "ßá ß 8
Teorema 5.1.2 si verifica che

[ œ 3^ .
8

3œ"

3  ,

ovvero la statistica  è equivalente in distribuzione ad una combinazione lineare di variabili casuali[

indipendenti con distribuzione Binomiale , i cui pesi sono dati da . Se l'ipotesi di base èF3Ð"ß "Î#Ñ Ö"ßá ß 8×
vera, denotando la funzione di probabilità di  con , dall'Esempio 2.5.1 si ha[ : ÐAÑ œ Ð[ œ AÑ 

8 Pr

: ÐAÑ œ # - ÐAÑ ÐAÑ8 8
8

Ö!ß"ßáß8Ð8"ÑÎ#×"  ,

dove  rappresenta il numero di sottoinsiemi di interi di  la cui somma è . Sebbene esistano- ÐAÑ Ö"ßá ß 8× A8

delle relazioni ricorrenti per il calcolo diretto della funzione di probabilità di , la distribuzione di questa[

statistica si ottiene più facilmente attraverso la funzione generatrice delle probabilità. Infatti, dal Teorema
5.1.5 risulta

P Ð>Ñ œ # Ð"  > Ñ l>l  "[
8 3

3œ"

8

   ,  .

• Esempio 6.5.1. Per  si ha8 œ $

P Ð>Ñ œ # Ð"  >ÑÐ"  > ÑÐ"  > Ñ œ Ð"  >  >  >  >  >  > Ñ
"

)
[

$ # $ # $ % & '
 2  .
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Poichè le probabilità  corrispondono ai coefficienti del polinomio , si ha la Tavola 6.5.1.: ÐAÑ P Ð>Ñ$ [

Tavola 6.5.1. Funzione di probabilità di  per .[ 8 œ $

A ! " # $ % & '
: ÐAÑ "Î) "Î) "Î) #Î) "Î) "Î) "Î)$

–

Se l'ipotesi di base è vera, dall'Esempio 5.1.3 si ha

EÐ[ Ñ œ Ð[ Ñ œ
8Ð8  "Ñ 8Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ

% #%
  ,  .Var

Inoltre, dal Teorema 5.1.4  è simmetrica rispetto a . Infine, dal Corollario 2.5.5 la statistica [ [ Ñ [  EÐ
è “distribution-free” su  e di conseguenza anche il test di Wilcoxon è “distribution-free”. Dal momentof!ßJ

che la distribuzione della statistica  sotto ipotesi di base è specificata, le appropriate regioni critiche del[

test per alternative bilaterali o direzionali si possono ottenere tenendo presente la discussione fatta nella
§5.1.

• Esempio 6.5.2. Il numero trascendente  può essere calcolato mediante simulazione alla seguente maniera.1
Si consideri un cerchio di raggio unitario ed il relativo quadrato circoscritto e si generi uniformemente un
certo numero di punti casuali all'interno del quadrato. La probabilità che un punto cada all'interno del
cerchio è data da , per cui se  rappresenta la proporzione di punti casuali caduti all'interno del cerchio,1Î% :
allora  è una stima di . Con questa procedura si sono ottenute 10 stime di , ognuna basata sulla%: 1 1
generazione di 10 000 punti pseudo-casuali, che sono state riportate nella Tavola 6.5.2.

Tavola 6.5.2. Stime di .1
stima B B  < D <

" $Þ"$%)  !Þ!!') $ !
# $Þ"&#! !Þ!"!% ' '
$ $Þ"$$#  !Þ!!)% & !
% $Þ"&%! !Þ!"#% ) )
& $Þ"#*)  !Þ!"") ( !
' $Þ"%!%  !Þ!!"# " !
( $Þ"%!!  !Þ!!"' #

3 3 33 3
 1

!
) $Þ"#%!  !Þ!"(' * !
* $Þ"$$'  !Þ!!)! % !
"! $Þ"(%% !Þ!$#) "! "!

Al fine di verificare se si sono ottenute delle stime credibili di , si deve dunque verificare il sistema di1
ipotesi , contro . Dal momento che per questi dati si haL À œ ¶ $Þ"%"'ß J − L À Á ß J −! "- 1 f - 1 f
A œ #% 8 œ "! Ð[ Ÿ #%Ñ œ !Þ$)%), per  si ottiene  e quindi la significatività osservata risultaPr 

α9== œ # ‚ !Þ$)%) œ !Þ('*', un valore elevato che porta ad accettare l'ipotesi di base. In particolare si può
accettare  ad ogni livello di significatività .L  !Þ('*' –! α

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni della statistica , se è vera l'ipotesi di[ œ [ 
8

base dall'Esempio 5.3.1 risulta

[  8Ð8  ÑÎ%

8Ð8  "ÑÐ#8  "ÑÎ#%
Ä RÐ!ß "Ñ8


.1

 .
La convergenza della statistica di Wilcoxon è abbastanza rapida anche per campioni moderati, ovvero
8   #&. Inoltre, le approssimazioni per grandi campioni delle regioni critiche del test per alternative
bilaterali o direzionali si possono ottenere tenendo presente la discussione fatta nella §5.3.

• Esempio 6.5.3. Su un campione di 20 soggetti in sovrappeso (con un peso corporeo superiore a 100
chilogrammi) è stato misurato il livello di colesterolo ottenendo i dati della Tavola 6.5.3.
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Tavola 6.5.3. Livello di colesterolo in mg per 100 ml .Ð Ñ

soggetto B B  "*! < D <

" $$% "%% #! #!
# ")&  & $ !
$ #'$ ($ "* "*
% #%' &' "' "'
& ##% $% "! "!
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") #!# "# & &
"* "*% % # #
#! #"$ #$ * *

Fonte: Selvin (1991)

Da numerose esperienze cliniche risulta che il livello di colesterolo in una persona sana è di circa 190 mg
per 100 ml. Si sospetta che i soggetti in forte sovrappeso abbiano un livello del colesterolo più alto della
norma e dunque si vuole verificare il sistema di ipotesi , contro .L À œ "*!ß J − L À  "*!ß J −! "- f - f
Dal momento che per questi dati si ha , alloraA œ "%*

PrÐ[   "%*Ñ ¶ ÐÐ"%*  #! ‚ #"Î%ÑÎ #! ‚ #" ‚ %"Î#%Ñ œ "  Ð"Þ'%#'Ñ œ !Þ!&!" F F  ,

per cui la significatività osservata risulta . L'evidenza empirica sembra confermare che iα9== ¶ !Þ!&!"
soggetti in sovrappeso hanno un livello del colesterolo più alto della norma, dal momento che si può
respingere  ad ogni livello di significatività . L'approssimazione normale è molto buona, inL  !Þ!&!"! α
quanto il valore esatto risulta .PrÐ[   "%*Ñ œ !Þ!&#( –

Tavola 6.6.1. Potenza del test di Wilcoxon potenza del test di Student .Ð Ñ
distribuzione 0.0 0. 0. 0. 0.5 5 5 5 5

-
-

# % ' )
8 œ &

YÐ "Î#ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ!*Ð!Þ"!Ñ !Þ"%Ð!Þ"'Ñ !Þ##Ð!Þ#&Ñ !Þ$#Ð!Þ$(Ñ
RÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ"!Ð!Þ""Ñ !Þ"(Ð!Þ"*Ñ !Þ#*Ð!Þ$!Ñ !Þ%#Ð!Þ%$Ñ
P9Ð ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ""Ð!Þ""Ñ !Þ#!Ð!Þ#!Ñ !Þ$#Ð!Þ$$Ñ !Þ%'Ð!Þ%)Ñ
PÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!%Ñ !Þ"$Ð!Þ"#Ñ !Þ#'Ð!Þ#$Ñ !Þ$*Ð!Þ$)Ñ !

-
- Þ&"Ð!Þ&#Ñ

GÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!#Ñ !Þ"#Ð!Þ!(Ñ !Þ##Ð!Þ"&Ñ !Þ$$Ð!Þ#%Ñ !Þ%#Ð!Þ$$Ñ-
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-
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RÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ")Ð!Þ")Ñ !Þ%#Ð!Þ%%Ñ !Þ(!Ð!Þ("Ñ !Þ)*Ð!Þ*!Ñ
P9Ð ß "Ñ !

-
-
- Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ#!Ð!Þ")Ñ !Þ%&Ð!Þ%&Ñ !Þ($Ð!Þ(#Ñ !Þ*!Ð!Þ*!Ñ

PÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!&Ñ !Þ#%Ð!Þ#!Ñ !Þ&#Ð!Þ%(Ñ !Þ()Ð!Þ($Ñ !Þ*$Ð!Þ)*Ñ
GÐ ß "Ñ !Þ!&Ð!Þ!#Ñ !Þ"*Ð!Þ
-
- !*Ñ !Þ%!Ð!Þ#!Ñ !Þ'!Ð!Þ$!Ñ !Þ($Ð!Þ%"Ñ

6.6. Le prestazioni del test di Wilcoxon. Analogamente a quanto fatto nella §6.2 per il test dei segni, è
stato confrontato il test di Wilcoxon con il test di Student. Le potenze dei due test sono state calcolate
mediante simulazione per le medesime distribuzioni e numerosità considerate nella §6.2. Inoltre, il test di
Wilcoxon è stato casualizzato al fine di ottenere un livello di significatività esattamente pari a  perα œ !Þ!&
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entrambi i test. I risultati della simulazione sono riportati nella Tavola 6.6.1. Da questa tavola è evidente che
il test di Wilcoxon dimostra ottime prestazioni rispetto al test di Student per tutte le distribuzioni, anche
sotto ipotesi di normalità. Inoltre, confrontando la Tavola 6.6.1 con la Tavola 6.2.1, si nota che il test di
Wilcoxon risulta generalmente superiore al test dei segni eccetto che per la distribuzione di Cauchy.

Per quanto riguarda le prestazioni per grandi campioni del test di Wilcoxon, dall'Esempio 5.3.3 si ha che

eff  ,[
∞

∞
#

 œ # $ 0ÐBÑ .B 
per cui l'efficienza asintotica relativa del test di Wilcoxon rispetto al test di Student risulta

EAR  .[ ßX
# # #

∞

∞

 œ "# Ð 0ÐBÑ .BÑ5 
La Tavola 6.6.2 fornisce i valori dell'efficienza asintotica relativa EAR  per alcune distribuzioni.[ ßX

Tavola 6.6.2. EAR del test di Wilcoxon rispetto al test di Student.
distribuzione EAR[ ßX

#

#
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Anche per grandi campioni il test di Wilcoxon dimostra ottime prestazioni per tutte le distribuzioni
considerate. In generale Noether (1967) ha provato che EAR  quando la variabile[ ßX   "!&Î"#& ¶ !Þ)'%
casuale in oggetto di studio è distribuita in modo simmetrico. Infine, l'efficienza asintotica relativa del test di
Wilcoxon rispetto al test dei segni risulta

EAR  .[ ßF #
∞

∞
# #

 œ Ð 0ÐBÑ .BÑ
$

0Ð!Ñ


La Tavola 6.6.3 fornisce i valori dell'efficienza asintotica relativa EAR  per alcune distribuzioni. Anche[ ßF

per grandi campioni il test dei segni fornisce prestazioni buone per distribuzioni a code pesanti, mentre
risulta molto meno efficiente per distribuzionia code leggere.

Tavola 6.6.3. EAR del test di Wilcoxon rispetto al test dei segni.
distribuzione EAR[ ßF

#
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6.7. Il test di Wilcoxon e gli intervalli di confidenza per la mediana. Se  è un campioneÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

casuale con funzione di ripartizione congiunta , è possibile costruire mediante il test dei segni unJ −8 ßJf-
intervallo di confidenza per la mediana  “distribution-free” su . Analogamente all'Esempio 4.1.2, si- f-ßJ
denoti le medie di Walsh relative al campione casuale con , dove . SeÐ[ ßá ß[ Ñ 5 œ 8Ð8  "ÑÎ#" 5

Ð[ ßá ß[ Ñ Ð[ ß[ ÑÐ"Ñ Ð5Ñ ÐA "Ñ Ð5A Ñ è la statistica ordinata relativa alle medie di Walsh, allora  è un
8ß Î# 8ß Î#α α

intervallo di confidenza della mediana “distribution-free” su  al livello di confidenza .f α-ßJ Ð"  Ñ

• Esempio 6.7.1. Su un campione di cinque regioni italiane è stata considerata l'età media delle donne alla
nascita del primogenito e si sono ottenuti i dati della Tavola 6.7.1. Vi sono  medie di Walsh e& ‚ 'Î# œ "&
il relativo vettore ordinato risulta

Ð#&Þ"ß #&Þ%ß #&Þ(ß #'Þ$ß #'Þ%ß #'Þ'ß #'Þ(ß #'Þ(ß #(Þ!ß #(Þ&ß #(Þ'ß #(Þ(ß #(Þ*ß #)Þ!ß #)Þ$Ñ .



I test per un parametro di posizione: un campione e due campione appaiati 57

Dal momento che si ha  per , allora si può scegliere un livello di confidenzaPrÐ[ Ÿ "Ñ œ !Þ!'#& 8 œ &

naturale pari a . Dunque, si deve concludere che  è un"  œ "  # ‚ !Þ!'#& œ !Þ)(& Ð#&Þ%ß #)Þ!Ñα
intervallo di confidenza “distribution-free” su  per la mediana al livello di confidenza del %.f-ßJ )(Þ& –

Tavola 6.7.1. Età media della madre alla nascita del primogenito in anni .Ð Ñ
regione
Sicilia

Toscana
Liguria

Lombardia
Puglia

B
#&Þ"
#(Þ(
#)Þ$
#(Þ&
#&Þ(

3

Fonte: “Repubblica” del 4 novembre 1995, inserto Salute

Quando la numerosità campionaria è elevata, con un procedimento analogo a quello dell'Esempio 4.2.3,
si ha che , dove , è un intervallo diÐ[ ß[ Ñ 6 œ Ú8Ð8  "ÑÎ%  D 8Ð8  "ÑÐ#8  "ÑÎ#%ÛÐ6"Ñ Ð56Ñ " Î#α


confidenza della mediana “distribution-free” per grandi campioni su  al livello di confidenza .f α-ßJ Ð"  Ñ

6.8. Il test di Wilcoxon per due campioni appaiati. Analogamente a quanto fatto per il test dei segni,
quando si dispone di un campione casuale di osservazioni appaiate , si puòÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

considerare il campione casuale trasformato , dove  per , conÐH ßá ßH Ñ H œ ] \ 3 œ "ßá ß 8" 8 3 3 3

funzione di ripartizione congiunta . Basandosi sul campione trasformato, si vuole verificareJ −8 ßJf-
dunque l'ipotesi , contro una opportuna alternativa e di conseguenza il test di WilcoxonL À œ !ß J −! - f
può essere applicato in maniera analoga a quanto visto nella §6.4.

• Esempio 6.8.1. Sono stati considerati 15 coppie di semi della medesima età, di cui uno prodotto con
fecondazione incrociata e l'altro con auto-fecondazione, e le piante relative ad ogni coppia sono state
cresciute vicine nelle medesime condizioni ambientali. La Tavola 6.8.1 riporta le altezze finale delle coppie
di piante ottenute in questo modo dopo un periodo fissato di tempo.

Tavola 6.8.1. Altezze delle piante (pollici).
coppia incrociata auto . < D <
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Fonte: Darwin (1876)

Al fine di determinare se la fecondazione incrociata risulta più efficace dell'auto-fecondazione, si vuole
verificare dunque il sistema di ipotesi , contro . Dal momento che perL À œ !ß J − L À  !ß J −! "- f - f
questi dati si ottiene , allora per  si ha  e quindi la significativitàA œ *' 8 œ "& Ð[   *'Ñ œ !Þ!#!'Pr 

osservata risulta . Si deve dunque concludere che la fecondazione incrociata è più efficaceα9== œ !Þ!#!'
dell'auto-fecondazione, in quanto si può respingere  ad ogni livello di significatività .L  !Þ!#!' –! α
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Capitolo 7

I test basati su statistiche lineari dei ranghi

7.1. Le statistiche lineari dei ranghi. Una classe molto generale di statistiche “distribution-free” è definita
come segue.

Definizione 7.1.1. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
e sia  il relativo vettore dei ranghi. Una statistica del tipoÐV ßá ßV Ñ" 8

X œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ8

3œ"

3

è detta statistica lineare dei ranghi, mentre le costanti  e  sono dette+Ð"Ñßá ß +Ð8Ñ -Ð"Ñßá ß -Ð8Ñ
rispettivamente punteggi e costanti di regressione. ˜

In base al Corollario 2.4.6 la statistica  è “distribution-free” sulla classe . Differenti scelte deiX VJ
punteggi e delle costanti di regressione consentono di costruire statistiche test per una vasta gamma di
sistemi di ipotesi, come sarà evidenziato nel seguito.

• Esempio 7.1.1. Se  e  sono campioni casuali indipendenti provenienti dallaÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

stessa variabile casuale assolutamente continua e dove , il campione misto8 œ 8  8" #

Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ J −" 8 " 8 8 J" #
 è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta . SeV

ÐV ßá ßV Ñ Ð\ ßá ß\ Ñ ÐV ßá ßV Ñ" 8 " 8 8 " 8" " "
 sono i ranghi assegnati a  e se  sono i ranghi assegnati a

Ð] ßá ß ] Ñ" 8#
 nel campione misto, con la scelta delle costanti di regressione

-Ð3Ñ œ
" 3 œ "ßá ß 8
! 3 œ 8  "ßá ß 8 "

"

si ottiene la statistica

X œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ œ +ÐV Ñ 8

3œ" 3œ"

3 3

8"

 ,

che rappresenta la somma dei punteggi assegnati a . In particolare, se i punteggi sono sceltiÐ\ ßá ß\ Ñ" 8"

come  per , allora si ottiene la cosiddetta statistica di Mann-Whitney-Wilcoxon, ovvero+Ð3Ñ œ 3 3 œ "ßá ß 8

[ œ V8
3œ"

3

"

 ,

che fornisce la somma dei ranghi assegnati a . Se i punteggi sono scelti invece comeÐ\ ßá ß\ Ñ" 8"

+Ð3Ñ œ 3 œ "ßá ß 8
" 3  Ú8Î#Û
! 3 Ÿ Ú8Î#Û  ,  ,

si ottiene la statistica

P œ +ÐV Ñ8
3œ"

3

"

 ,
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che fornisce il numero di  maggiori della mediana del campione misto. Per questo motivo  èÐ\ ßá ß\ Ñ P" 8"

detta statistica della mediana. –

Il seguente risultato preliminare è utile nella determinazione della media e della varianza di una statistica
lineare dei ranghi.

Lemma 7.1.2. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
allora

EÐ+ÐV ÑÑ œ + œ +Ð<Ñ 3 œ "ßá ß 8
"

8
3

8

<œ"

–  ,  ,

VarÐ+ÐV ÑÑ œ = œ Ð+Ð<Ñ  +Ñ 3 œ "ßá ß 8
"

8
3 +

# #
8

<œ"

 –  ,  ,

CovÐ+ÐV Ñß +ÐV ÑÑ œ  3 Á 4 œ "ßá ß 8
=

8  "
3 4

+
#

 ,  .

Dimostrazione. Dal Corollario 2.4.4 si ottiene

E PrÐ+ÐV ÑÑ œ +Ð<Ñ ÐV œ <Ñ œ +Ð<Ñ œ + 3 œ "ßá ß 8
"

8
3 3

8 8

<œ" <œ"

  – ,  ,

e

Var PrÐ+ÐV ÑÑ œ Ð+Ð<Ñ  +Ñ ÐV œ <Ñ œ Ð+Ð<Ñ  +Ñ œ = 3 œ "ßá ß 8
"

8
3 3

8 8

<œ" <œ"

# # #
+ – –  ,  .

Dal Corollario 2.4.4 si ottiene anche

Cov – –

– –

–

Ð+ÐV Ñß +ÐV ÑÑ œ Ð+Ð<Ñ  +ÑÐ+Ð=Ñ  +Ñ ÐV œ <ßV œ =Ñ

œ Ð+Ð<Ñ  +ÑÐ+Ð=Ñ  +Ñ
"

8Ð8  "Ñ

œ ÐÐ Ð+Ð<Ñ  +ÑÑ 
"

8Ð8  "Ñ

3 4 3 4

<œ"

8 8

=Á<œ"

<œ"

8 8

=Á<œ"

<œ" <œ

8
#

 
 

 

Pr

"

8
#

<œ"

8
#

Ð+Ð<Ñ  +Ñ Ñ

œ  Ð+Ð<Ñ  +Ñ œ  3 Á 4 œ "ßá ß 8
"

8Ð8  "Ñ 8  "

–

–  ,  , =+
#

che completa la dimostrazione. 

Il seguente teorema fornisce la media e la varianza di una statistica lineare dei ranghi.

Teorema 7.1.3. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
per una statistica lineare dei ranghi  risultaX

EÐX Ñ œ 8+ - ÐX Ñ œ = =
8

8  "
– – ,  ,Var

#

+ -
# #

dove
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- œ -Ð3Ñ = œ Ð-Ð3Ñ  -Ñ
" "

8 8
– –  ,  . 8 8

3œ" 3œ"
-
# #

Dimostrazione. Tenendo presente il Lemma 7.1.2 si ha

EÐX Ñ œ -Ð3Ñ Ð+ÐV ÑÑ œ + -Ð3Ñ œ 8+ - 8 8

3œ" 3œ"

3E – – –

e

Var VarÐX Ñ œ -Ð3Ñ Ð+ÐV ÑÑ  -Ð3Ñ-Ð4Ñ Ð+ÐV Ñß +ÐV ÑÑ

œ = -Ð3Ñ  -Ð3Ñ-Ð4Ñ œ ÐÐ8  "Ñ -Ð3Ñ
= =

8  " 8  "

  
   

8 8 8

3œ" 3œ"

#
3 3 4

4Á3œ"

+
# # #

8 8 8 8

3œ" 3œ" 3œ"

+ +
# #

4Á3œ"

Cov

 -Ð3Ñ-Ð4ÑÑ

œ Ð8 -Ð3Ñ  Ð -Ð3ÑÑ Ñ œ Ð Ð-Ð3Ñ  -Ñ Ñ œ = =
= 8 = " 8

8  " 8  " 8 8  "

 
  

3œ"

8 8

4Á3œ"

+ +
# # # #8 8 8

3œ" 3œ" 3œ"

# # # # #
+ -

–  .

che completa la dimostrazione. 

• Esempio 7.1.2. Si consideri la statistica  dell'Esempio 7.1.1. Dal momento che[

+ œ < œ - œ " œ
" 8  " " 8

8 # 8 8
– – ,   , 8

<œ" 3œ"

8
"

"

dal Teorema 7.1.3 si ottiene

EÐ[ Ñ œ 8+ - œ
8 Ð8  "Ñ

#
– –  ."

Inoltre, risulta

= œ <  œ  œ
" Ð8  "Ñ Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ Ð8  "Ñ Ð8  "Ñ

8 % ' % "#+
# #

8

<œ"

# # #  

e

= œ "  œ œ
" 8 8 Ð8  8 Ñ 8 8

8 8 8 8-
#

8

3œ"

"
#

# # #

" " " #"

 ,

da cui

VarÐ[ Ñ œ = = œ –
8 8 8 Ð8  "Ñ

8  " "#

#

+ -
# # " #  .  

• Esempio 7.1.3. Si consideri la statistica  dell'Esempio 7.1.1. Dal momento cheP

+ œ " œ
" Ú8Î#Û

8 8
– Ú8Î#Û

<œ"

e

= œ "  œ
" Ú8Î#Û Ú8Î#ÛÐ8  Ú8Î#ÛÑ

8 8 8+
#

Ú8Î#Û

<œ"

#

# #
  ,
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mentre  e  sono stati ottenuti nell'Esempio 7.1.2, allora dal Teorema 7.1.3 si ha–- =-
#

EÐPÑ œ 8+ - œ
8 Ú8Î#Û

8
– – "

e

VarÐPÑ œ = = œ
8 8 8 Ú8Î#ÛÐ8  Ú8Î#ÛÑ

8  " 8 Ð8  "Ñ

#

+ -
# # " #

#
 .

Nel caso particolare che  sia pari, allora risulta8

E VarÐ ÐPÑ œ PÑ œ –
8 8 8

# %Ð8  "Ñ
" " # ,  .  

Il seguente risultato preliminare viene impiegato per ottenere importanti equivalenze in distribuzione per
le statistiche lineari dei ranghi.

Lemma 7.1.4. Sia  un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta .Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
Se  è il vettore dei ranghi e se  è un vettore di trasformate biunivocheÐV ßá ßV Ñ ÐY ßá ßY Ñ À Ä" 8 " 8 8 8e e
tali che , allora si haÐY ÐV ßá ßV Ñßá ßY ÐV ßá ßV ÑÑ" " 8 8 " 8

PrÐY œ ? ßá ßY œ ? Ñ œ Ð? ßá ß ? Ñ −
"

8x
" " 8 8 " 8 8 ,  .e

Dimostrazione. Dal momento che ad ogni  corrisponde un , doveÐ? ßá ß ? Ñ Ð< ßá ß < Ñ −" 8 " 8 8e
< œ X Ð? ßá ß ? Ñ 3 œ "ßá ß 83 " 83

"  per , allora

Pr PrÐY œ ? ßá ßY œ ? Ñ œ ÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ
"

8x
" " 8 8 " " 8 8  .

Questa relazione è valida per ogni  e il teorema è dimostrato.  Ð? ßá ß ? Ñ −" 8 8e 

Teorema 7.1.5. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta ,Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
per una statistica lineare dei ranghi  si haX

X œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ œ +Ð3Ñ-ÐV Ñ 8 8

3œ" 3œ"

3 3
.

 .

Dimostrazione. Si consideri il vettore di trasformate , tale che  rappresenta la posizioneÐY ßá ßY Ñ Y" 8 3

dell'intero  nel vettore . Per  valgono le condizioni del Lemma 7.1.4 e quindi si ha3 ÐV ßá ßV Ñ ÐY ßá ßY Ñ" 8 " 8

ÐY ßá ßY Ñ œ ÐV ßá ßV Ñ" 8 " 8
.

, da cui

X œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ œ +Ð3Ñ-ÐY Ñ œ +Ð3Ñ-ÐV Ñ  8 8 8

3œ" 3œ" 3œ"

3 3 3
.

 .  

Teorema 7.1.6. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
e se inoltre  e  sono rispettivamente permutazioni di  eÖ- Ð"Ñßá ß - Ð8Ñ× Ö+ Ð"Ñßá ß + Ð8Ñ× Ö-Ð"Ñßá ß -Ð8Ñ×w w w w

Ö+Ð"Ñßá ß +Ð8Ñ× X, per una statistica lineare dei ranghi  si ha

X œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ œ - Ð3Ñ+ ÐV Ñ 8 8

3œ" 3œ"

3 3
. w w  .

Dimostrazione. Sia  la posizione di  nella permutazione  e sia  la posizione diα "3 3
w- Ð3Ñ Ö-Ð"Ñßá ß -Ð8Ñ×

+ Ð3Ñ Ö+Ð"Ñßá ß +Ð8Ñ× Ö-Ð Ñßá ß -Ð Ñ× œ Ö- Ð"Ñßá ß - Ð8Ñ×w w w
" 8 nella permutazione . Si ha  eα α

Ö+Ð Ñßá ß +Ð Ñ× œ Ö+ Ð"Ñßá ß + Ð8Ñ×" "" 8
w w , per cui
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 8 8

3œ" 3œ"

w w
3 3 V- Ð3Ñ+ ÐV Ñ œ -Ð Ñ+Ð Ñα "

3
 .

Dal momento che per il vettore casuale  valgono le condizioni del Lemma 7.1.4, allora siÐ ßá ß Ñ" "V V" 8

ottiene , da cuiÐ ßá ß Ñ œ ÐV ßá ßV Ñ" "V V " 8
.

" 8

 8 8

3œ" 3œ"

3 V 3 3
.

-Ð Ñ+Ð Ñ œ -Ð Ñ+ÐV Ñα " α
3

 .

Se  rappresenta la posizione dell'intero  nella permutazione , si ottiene inoltre# α α3 " 83 Ð ßá ß Ñ

 8 8

3œ" 3œ"

3 3-Ð Ñ+ÐV Ñ œ -Ð3Ñ+ÐV Ñα #3  .

Dal momento che per  valgono le condizioni del Teorema 7.1.4, allora si haÐV ßá ßV Ñ# #" 8

ÐV ßá ßV Ñ œ ÐV ßá ßV Ñ# #" 8

.
" 8 , da cui

 8 8

3œ" 3œ"

.
3-Ð3Ñ+ÐV Ñ œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ#3  .

Si deve dunque concludere che

  8 8 8

3œ" 3œ" 3œ"

w w
3 3 3 3

. .
- Ð3Ñ+ ÐV Ñ œ -Ð Ñ+ÐV Ñ œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ œ Xα  .  

Il seguente teorema fornisce le condizioni per cui una statistica lineare dei ranghi possiede una
distribuzione simmetrica rispetto alla media.

Teorema 7.1.7. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta Ð\ ßá ß\ Ñ J −" 8 8 JV
e se  e  rappresentano rispettivamente i valori ordinati di- Ð"Ñ Ÿ á Ÿ - Ð8Ñ + Ð"Ñ Ÿ á Ÿ + Ð8Ñ‡ ‡ ‡ ‡

-Ð"Ñßá ß -Ð8Ñ +Ð"Ñßá ß +Ð8Ñ X e , allora una statistica lineare dei ranghi  è simmetrica rispetto a
EÐX Ñ œ 8+ -– – se

+ Ð3Ñ  + Ð8  "  3Ñ œ 5 3 œ "ßá ß 8‡ ‡  ,  ,

o

- Ð3Ñ  - Ð8  "  3Ñ œ 5 3 œ "ßá ß 8‡ ‡  ,  ,

con  costante.5
Dimostrazione. Si dimostra il teorema per la prima condizione. Se si assumono vere le  relazioni,8

sommando e dividendo per  si ha8

5 œ + Ð3Ñ  + Ð8  "  3Ñ œ +Ð3Ñ  +Ð8  "  3Ñ
" " " "

8 8 8 8

œ +Ð3Ñ  +Ð3Ñ œ #+
" "

8 8

   
 

8 8 8 8

3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

‡ ‡

8 8

3œ" 3œ"

– .

Sostituendo il valore ottenuto per  nelle relazioni originali si ha quindi5

#+ œ + Ð3Ñ  + Ð8  "  3Ñ 3 œ "ßá ß 8–  ,  ,‡ ‡

ovvero

+ Ð3Ñ  + œ +  + Ð8  "  3Ñ 3 œ "ßá ß 8‡ ‡– –  ,  .
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Data ora la statistica lineare dei ranghi

X œ -Ð3Ñ+ ÐV Ñ‡ ‡
8

3œ"

3  ,

per il Teorema 7.1.6 si ha . Tenendo presente questa equivalenza in distribuzione, allora è sufficienteX œ X‡ .

dimostrare che  è simmetrica rispetto a . Dalla relazione ottenuta in precedenza si– –X XÑ œ X Ñ œ 8+ -‡ ‡E EÐ Ð
ottiene

X  8+ - œ -Ð3ÑÐ+ ÐV Ñ  +Ñ œ -Ð3ÑÐ+  + Ð8  "  V ÑÑ‡ ‡ ‡
8 8

3œ" 3œ"

3 3
– – – –  . 

Dal momento che per il Lemma 7.1.4 si ha

Ð8  "  V ßá ß8  "  V Ñ œ ÐV ßá ßV Ñ" 8 " 8
.

 ,

allora

X  8+ - œ -Ð3ÑÐ+  + Ð8  "  V ÑÑ œ -Ð3ÑÐ+  + ÐV ÑÑ œ 8+ -  X‡ ‡ ‡ ‡
8 8

3œ" 3œ"

3 3
.– – – – – –  , 

ovvero per il Teorema 1.2.2 si ha che  è simmetrica rispetto a . La dimostrazione della seconda– –X 8+ -‡

condizione segue immediatamente dal Teorema 7.1.5 mediante la stessa dimostrazione della prima
condizione.  

• Esempio 7.1.4. Si consideri la scelta di costanti di regressione dell'Esempio 7.1.1 e si supponga .8 œ 8" #

Dal momento si ha  per , allora risulta- Ð3Ñ œ -Ð8  "  3Ñ 3 œ "ßá ß 8‡

- Ð3Ñ  - Ð8  "  3Ñ œ " 3 œ "ßá ß 8‡ ‡  ,  ,

ovvero dal Teorema 7.1.7 si ottiene che la relativa statistica lineare dei ranghi  è simmetrica.X –

• Esempio 7.1.5. Si consideri la statistica  dell'Esempio 7.1.1. Dal momento che  per[ + Ð3Ñ œ +Ð3Ñ œ 3‡

3 œ "ßá ß 8, risulta

+ Ð3Ñ  + Ð8  "  3Ñ œ 3  8  "  3 œ 8  " 3 œ "ßá ß 8‡ ‡  ,  ,

per cui dal Teorema 7.1.7 e tenendo presente l'Esempio 7.1.2, si ha che  è simmetrica rispetto a[
EÐ[ Ñ œ 8 Ð8  "ÑÎ# –" .

• Esempio 7.1.6. Si consideri la statistica  dell'Esempio 7.1.1 e si supponga che  sia pari. Dal momentoP 8
che  per , risulta+ Ð3Ñ œ +Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 8‡

+ Ð3Ñ  + Ð8  "  3Ñ œ " 3 œ "ßá ß 8‡ ‡  ,  ,

per cui dal Teorema 7.1.7 e tenendo presente l'Esempio 7.1.3, si ha che  è simmetrica rispetto aP
EÐPÑ œ 8 Î# –" .

7.2. La distribuzione per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi. In questa sezione vengono
discusse le proprietà delle statistiche lineari dei ranghi per grandi campioni.

Definizione 7.2.1. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 JV , data una statistica lineare dei ranghi

X œ X œ - Ð3Ñ+ ÐV Ñ8 8 8 3

8

3œ"

  ,

si dice che le costanti di regressione  soddisfano alla condizione di Noether se- Ð"Ñßá ß - Ð8Ñ8 8
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lim
max8

8
3œ" 8 8

#

"Ÿ3Ÿ8
8 8

#

 Ð- Ð3Ñ  - Ñ

Ð- Ð3Ñ  - Ñ
œ ∞

–
–  ,

dove

- œ - Ð3Ñ ˜
"

8
–  .  8 8

8

3œ"



• Esempio 7.2.1. Si consideri le costanti di regressione definite nell'Esempio 7.1.1. Dal momento che
- œ 8 Î8– , si ha8 "

 8 8

3œ" 3œ"

8 8 8
# # #

8
" #

Ð- Ð3Ñ  - Ñ œ - Ð3Ñ  8- œ
8 8

8
– –  .

Inoltre si ha

max max max max
"Ÿ3Ÿ8

8 8 8 " #
# # # # # #

8 " ## #
Ð- Ð3Ñ  - Ñ œ Ð- ß Ð"  - Ñ Ñ œ Ð8 ß 8 Ñ œ Ð Ð8 ß 8 ÑÑ

" "

8 8
– – –  ,

per cui

8
3œ" 8 8

#

"Ÿ3Ÿ8
8 8 " # " #

# #

" # " #Ð- Ð3Ñ  - Ñ

Ð- Ð3Ñ  - Ñ Ð Ð8 ß 8 ÑÑ Ð8 ß 8 Ñ
œ œ 8

8 8 8 Ð8 ß 8 Ñ–
–  ,

max max max
min

ovvero la condizione di Noether è soddisfatta quando  contemporaneamente.8 ß 8 Ä ∞ –" #

Nel seguente teorema si ottiene la distribuzione per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi.

Teorema 7.2.2. Si consideri punteggi tali che

+ Ð3Ñ œ Ð3ÎÐ8  "ÑÑ 3 œ "ßá ß 88 9  ,  ,

dove  è una funzione punteggio esprimibile come differenza di due funzioni non decrescenti che non9
dipende da  per cui8

!  Ð Ð?Ñ  Ñ .?  ∞
!

"
#9 9

–  ,

dove . Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiunta–
9 9œ ë Ð?Ñ.? Ð\ ßá ß\ Ñ!

"
" 8

J −8 JV , allora per una statistica lineare dei ranghi

X œ - Ð3Ñ+ ÐV Ñ8 8 8 3

8

3œ"

  ,

le cui costanti di regressione soddisfano la condizione di Noether, si ha

X  X Ñ

X Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 8

8

.E

Var

Ð

Ð  ,

dove  e  sono definite nel Teorema 7.1.3.E VarÐ ÐX Ñ X Ñ8 8

Dimostrazione. Vedi Hajek e Šidak (1967).  ´ ´ 

Se si considera la statistica  i cui punteggi sono dati daX8
w

+ Ð3Ñ œ , Ð3ÎÐ8  "ÑÑ  . œ , + Ð3Ñ  . 3 œ "ßá ß 8w
8 8 8 8 8 89  ,  ,
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allora risulta  con–X œ , X  8- .8
w

8 8 8 8

E EÐ ÐX Ñ œ , X Ñ  8- .8
w

8 8 8 8
–

e

Var VarÐX Ñ œ , ÐX Ñ8 8
w #

8  .

Di conseguenza, si ha

X  X Ñ , X  8- .  , X Ñ  8- . X  X Ñ

X Ñ
œ œ

, X Ñ X Ñ
8 8
w w

8
w

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

8
#

8 8

E E E

Var Var Var

Ð Ð Ð

Ð Ð Ð  
– –

 ,

da cui segue che  e  hanno le medesime proprietà per grandi campioni. Dunque, le costanti  e  nonX X , .8 8 88
w

influenzano il comportamento per grandi campioni della statistica dei ranghi, mentre la scelta della funzione
punteggio  è determinante sotto questo punto di vista.9

• Esempio 7.2.2. Si consideri la statistica  di Mann-Whitney-Wilcoxon. Dall'Esempio 7.2.1 è noto[ œ [8

che le relative costanti di regressione soddisfano alla condizione di Noether. Inoltre, al fine di determinare la
distribuzione per grandi campioni di  è conveniente considerare la statistica  con[ X œ , [8 8 8 8

, œ "ÎÐ8  "Ñ [8 8 che ha le medesime proprietà per grandi campioni della statistica . La funzione
punteggio relativa alla statistica , data da , può essere espressa come differenza di dueX Ð?Ñ œ ? Ð?Ñ8 Ò!ß"Ó9 "

funzioni non decrescenti. Inoltre, risulta

 
! !

" "
# #Ð Ð?Ñ  Ñ .? œ Ð?  "Î#Ñ .? œ  ∞

"

"#
9 9

–  . 

Dunque, tutte le condizioni del Teorema 7.2.2 sono soddisfatte. Quindi, tenendo presente anche l'Esempio
7.1.2, si ha

[  [ Ñ [  8 Ð8  "ÑÎ#

[ Ñ 8 8 Ð8  "ÑÎ"#
œ Ä RÐ!ß "Ñ –

8 8 8 "

8 " #

.E

Var

Ð

Ð   .

• Esempio 7.2.3. Si consideri la statistica  della mediana. Dall'Esempio 7.2.1 è noto che le relativeP œ P8

costanti di regressione soddisfano alla condizione di Noether. La funzione punteggio della statistica , dataP8

da , può essere espressa come differenza di due funzioni non decrescenti. Inoltre, risulta9Ð?Ñ œ Ð?Ñ"Ò"Î#ß"Ó

  
! ! "Î#

" "Î# "
# # #Ð Ð?Ñ  Ñ .? œ Ð"Î#Ñ .?  Ð"  "Î#Ñ .? œ  ∞

"

%
9 9

–  .

Dunque, tutte le condizioni del Teorema 7.2.2 sono soddisfatte. Quindi, tenendo presente anche l'Esempio
7.1.3, dal Teorema 7.2.2 si ottiene

P  P Ñ P  8 Ú8Î#ÛÎ8

P Ñ 8 8 Ú8Î#ÛÐ8  Ú8Î#ÛÑÎÐ8 Ð8  "ÑÑ
œ Ä RÐ!ß "Ñ –

8 8 8 "

8 " #
#

.E

Var

Ð

Ð   .



Capitolo 8

I test per i parametri di posizione:
due campioni indipendenti

8.1. Le statistiche lineari dei ranghi per i parametri di posizione. Consideriamo due campioni casuali
indipendenti  e  e supponiamo che il campione misto Ð\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8 " 8 " 8" # " #

abbia funzione di ripartizione congiunta , dove . Tenedo presente la definizione dellaJ − 8 œ 8  88 " #ßJ_J
classe , il parametro  rappresenta in effetti la differenza fra i parametri di posizione relativi alle_ JJßJ

variabili casuali da cui provengono i due campioni. Si vuole verificare il sistema di ipotesi
L À œ !ß J −! J V, ovvero l'omogeneità dei parametri di posizione, contro un'alternativa bilaterale
L À Á !ß J − L À  ! Ð  !Ñß J −" "J V J J V, o direzionale . Una classe di statistiche test “distribution-
free” opportuna in questo sistema di ipotesi è definita di seguito.

Definizione 8.1.1. Siano  e  due campioni casuali indipendenti, tali che ilÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

campione misto abbia funzione di ripartizione congiunta , dove . Siano inoltreJ − 8 œ 8  88 !ßJ " #_
ÐV ßá ßV Ñ Ð\ ßá ß\ Ñ ÐV ßá ßV Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8 8 " 8 " 8" " " #

 i ranghi assegnati a  e siano  i ranghi assegnati a 
nel campione misto. Se le costanti di regressione nella Definizione 7.1.1 sono date da

-Ð3Ñ œ
" 3 œ "ßá ß 8
! 3 œ 8  "ßá ß 8 "

"

e i punteggi , per , sono tali che+Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 8

! Ÿ +Ð"Ñ Ÿ á Ÿ +Ð8Ñ +Ð"Ñ Á +Ð8Ñ ,  ,

una statistica del tipo

X œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ œ +ÐV Ñ 8

3œ" 3œ"

3 3

8"

è detta statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione. ˜

Per il Corollario 2.4.6, sotto ipotesi di base la statistica  è “distribution-free” sulla classe . LaX œ_ V!ßJ J

statistica  è sensibile a variazioni nel parametro , in quanto se non è vera l'ipotesi di base  tende adX XJ
assumere valori piccoli o elevati.

• Esempio 8.1.1. Dall'Esempio 7.1.1 si verifica che la statistica  di Mann-Whitney-Wilcoxon e la[
statistica  della mediana sono statistiche lineari dei ranghi per i parametri di posizione.P –

Il seguente teorema fornisce la media e la varianza di una statistica lineare dei ranghi per i parametri di
posizione quando è vera l'ipotesi di base.

Teorema 8.1.2. Se il campione casuale misto  ha funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , allora per una statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione  risultaJ − X8 !ßJ_

EÐX Ñ œ 8 + ÐXÑ œ =
8 8

8  "
"

" #
+
#– ,  ,Var
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dove  e  sono definite nel Lemma 7.1.2.–+ =+
#

Dimostrazione. Con la stessa simbologia del Teorema 7.1.3 si ha

- œ " œ
" 8

8 8
– 8

3œ"

"
"

e

= œ "  œ  œ œ
" 8 8 8 8 Ð8  8 Ñ 8 8

8 8 8 8 8 8-
#

8

3œ"

" "
# #

# # # #

" " " " #"

 ,

e quindi ancora dal Teorema 7.1.3 risulta

EÐX Ñ œ 8+ œ 8 +
8

8
– –"

"

e

VarÐX Ñ œ = œ =
8 8 8 8 8

8  " 8 8  "

#

+ +
# #" # " #

#
 .  

Il seguente teorema fornisce le condizioni per cui una statistica lineare dei ranghi per i parametri di
posizione risulta simmetrica quando è vera l'ipotesi di base.

Teorema 8.1.3. Se il campione casuale misto  ha funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , allora una statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione  è simmetricaJ − X8 !ßJ_
rispetto a  se si haEÐX Ñ

8 œ 8" # ,

o

+Ð3Ñ  +Ð8  "  3Ñ œ 5 3 œ "ßá ß 8 ,  ,

dove  è una costante5 .
Dimostrazione. Risulta immediata considerando il Teorema 7.1.7 e l'Esempio 7.1.4. 

Il seguente teorema consente di ottenere la funzione generatrice di probabilità di una statistica lineare dei
ranghi per i parametri di posizione nel caso che i punteggi siano valori interi.

Teorema 8.1.4. Se il campione casuale misto  ha funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , allora la funzione generatrice di probabilità di una statistica lineare dei ranghi per iJ −8 !ßJ_

parametri di posizione  è data da  volte il coefficiente di ordine  del polinomio in X 8 ? 8
8

"

"
"


3œ"

8
+Ð3ÑÐ"  ?@ Ñ .

Dimostrazione. In base al Teorema 7.1.5 risulta

X œ ^ +Ð3Ñ
.

8

3œ"

3  ,

dove  per . La variabile casuale  vale  se  e  altrimenti, per ,^ œ -ÐV Ñ 3 œ "ßá ß 8 ^ " V Ÿ 8 ! 3 œ "ßá ß 83 3 3 3 "

ed inoltre risulta . Supponiamo inoltre che  sia la realizzazione di una variabile casuale 8
3œ" 3 " " "^ œ 8 8 R

con distribuzione Binomiale . Per un dato , dal momento che vi sono  modi di assegnareF3Ð8ß "Î#Ñ 8"
8
8 
"

gli  ranghi più bassi al campione casuale, si ha8"
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PrÐ^ œ D ßá ß^ œ D ± R œ 8 Ñ œ ÐD ßá ß D Ñ
8

8
" " 8 8 " " " 8

"

"

E  "  ,

dove , da cuiE œ ÖÐD ßá ß D Ñ À D œ !ß "ß 3 œ "ßá ß 8ß D œ 8 ×" 8 3 3 "
8
3œ"


Pr Pr PrÐ^ œ D ßá ß^ œ D ßR œ 8 Ñ œ Ð^ œ D ßá ß^ œ D ± R œ 8 Ñ ÐR œ 8 Ñ

œ # ÐD ßá ß D Ñ Ð8 Ñ
" " 8 8 " " " " 8 8 " " " "

8
E " 8 "Ö!ß"ßáß8×" "  .

Dunque, risulta anche

Pr PrÐ^ œ D ßá ß^ œ D Ñ œ Ð^ œ D ßá ß^ œ D ßR œ 8 Ñ œ # ÐD Ñ" " 8 8 " " 8 8 " " 3

8 œ! 3œ"

8
8

8

Ö!ß"× 
"

"  .

Le  risultano quindi indipendenti ed ugualmente distribuite con distribuzione Binomiale , per^ F3Ð"ß "Î#Ñ3

3 œ "ßá ß 8 ^. Inoltre, dal momento che la funzione generatrice delle probabilità congiunta di  e di3

X œ ^ +Ð3Ñ3 3  risulta

P Ð? ß @ Ñ œ ? @ œ Ð"  ? @ Ñ 3 œ "ßá ß 8
" "

# #
^ ßX 3 3 3

"

D œ!
3 3 3
D D +Ð3Ñ +Ð3Ñ

3 3

3

3 3  ,  ,

e dal momento che  e  sono somme di  variabili casuali indipendenti, allora laR œ ^ X œ X 8" 3 3
8 8
3œ" 3œ"

 
funzione generatrice delle probabilità congiunta di  e  è data daR X"

P Ð?ß @Ñ œ P Ð?ß @Ñ œ # Ð"  ?@ ÑR ßX ^ ßX

8 8

3œ" 3œ"

8 +Ð3Ñ
" 3 3

   .

Inoltre, denotando con  la funzione generatrice delle probabilità di  condizionata al valore  diP Ð@ ± 8 Ñ X 8X " "

R", risulta anche

P Ð?ß @Ñ œ P Ð@ ± 8 Ñ ÐR œ 8 Ñ? œ # P Ð@ ± 8 Ñ?
8

8
R ßX X " " " X "

8 8

8 œ! 8 œ!

8 8 8

"
"

" "

" "  Pr  ,

ovvero  è il coefficiente di ordine  del polinomio in  dato da . La  8
8 X " " 3œ"

8 +Ð3Ñ
"

P Ð@ ± 8 Ñ 8 ? Ð"  ?@ Ñ

distribuzione di  è stata scelta semplicemente per convenienza. R" 

Quando i punteggi non sono interi il precedente teorema può essere ancora impiegato determinando una
trasformata biunivoca che discretizzi i punteggi originali. Dal momento che la distribuzione di una statistica
lineare dei ranghi per i parametri di posizione sotto l'ipotesi di base , si può ottenereL À œ !ß J −! J V
mediante il Teorema 8.1.4, allora si può determinare le appropriate regioni critiche del test. Se l'alternativa è
bilaterale, ovvero , allora il primo campione tende ad assumere i ranghi più bassi oL À Á !ß J −" J V
elevati e quindi si respingere l'ipotesi di base per determinazioni sia troppo elevate che troppo piccole di .X
Fissato quindi un livello di significatività , allora si sceglie come regione critica l'insiemeα

g" 8 ß8 ß Î# 8 ß8 ß" Î#œ Ö> À > Ÿ > ß >   > ×
" # " #α α  ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di  per numerosità campionarie pari a> X8 ß8 ß" # α α
8 8 L À  !ß J −" # " e . Se l'alternativa è direzionale del tipo , allora il secondo campione tende adJ V
assumere i ranghi più elevati e quindi si respinge l'ipotesi di base per determinazioni basse di . FissatoX
quindi un livello di significatività , si ha la seguente regione criticaα

g" 8 ß8 ßœ Ö> À > Ÿ > ×
" # α  .

Al contrario se l'alternativa è direzionale del tipo , allora si il primo campione tende adL À  !ß J −" J V
assumere i ranghi più elevati e quindi si respinge l'ipotesi di base per determinazioni troppo elevate di .X
Fissato quindi un livello di significatività , si ha la seguente regione criticaα
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g" 8 ß8 ß"œ Ö> À >   > ×
" # α  .

Infine, il test basato sulla  per i precedenti sistemi di ipotesi è corretto al livello di significatività . Infatti,X α
dal momento che si può dimostrare che  è una funzione monotona crescente perT Ð ß J Ñ œ ÐX − ÑX "ßJJ gPrJ
J J V J α !  ! J − T Ð ß J Ñ  e monotona decrescente per  per ogni , allora si ha , ovvero il test èX

corretto. Risulta interessante determinare la scelta dei punteggi che fornisce il test localmente più potente
per verificare il sistema di ipotesi , contro . In questo caso, si ha laL À œ !ß J œ J L À  !ß J œ J! ! " !J J
seguente definizione.

Definizione 8.1.5. Se il campione casuale misto  ha funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , dove , si consideri il sistema di ipotesi , controJ − 8 œ 8  8 L À œ !ß J œ J8 " # ! !ßJ_ JJ

L À  !ß J œ J J −" ! !J V, dove . Il test basato sulla statistica lineare dei ranghi per i parametri di
posizione  è detto localmente più potente se esiste un  tale che per ogni livello di significativitàX  !‡ %
naturale si ha

T Ð Ñ   T Ð Ñ !  X X‡
J J J % ,  ,

per ogni statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione .X ˜

Il prossimo teorema fornisce la scelta ottima dei punteggi per la costruzione del test localmente più
potente. L'utilità di questo teorema consiste solamente nell'evidenziare la struttura ottima dei punteggi al
variare della funzione di ripartizione, dal momento che questa non è mai nota in pratica.

Teorema 8.1.6. Si consideri il campione casuale misto  con funzione diÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

ripartizione congiunta , e sia  la funzione di densità corrispondente alla funzione di ripartizioneJ − 08 ßJ_J
J 0. Si assuma inoltre che  esista, sia assolutamente continua ew


‘

l0 ÐBÑl .B  ∞w  .

Il test localmente più potente per verificare il sistema di ipotesi , controL À œ !ß J œ J! !J
L À  !ß J œ J" !J , è basato sulla statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione

X œ + ÐV Ñ‡ ‡ 3

8

3œ"

"

 ,

dove

+ Ð3Ñ œ Ð  Ñ 3 œ "ßá ß 8
0 ÐZ Ñ

0ÐZ Ñ
‡

w
Ð3Ñ

Ð3Ñ
E  ,  ,

e  è la statistica ordinata relativa a .ÐZ ßá ß Z Ñ Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] ÑÐ"Ñ Ð8Ñ " 8 " 8" #

Dimostrazione. Si veda Hettmansperger e McKean (1998). 

Analogamente a quanto visto per la scelta ottima dei punteggi nel caso di una statistica lineare dei ranghi
con segno, anche in questo caso si può dimostrare che la scelta ottima dei punteggi non dipende dal
parametro di posizione e di scala della distribuzione.

• Esempio 8.1.2. Sia  un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , dove  è la funzione di ripartizione di una variabile casuale Normale  e J − J RÐ!ß "Ñ 08 ßJ_J
rappresenta la relativa funzione di densità. Le condizioni del Teorema 8.1.6 sono soddisfatte. Inoltre,
analogamente all'Esempio 5.2.1, si ha , per cui la scelta ottimale dei punteggi è data da 0 ÐBÑÎ0ÐBÑ œ Bw

+ Ð3Ñ œ Z Ñ 3 œ "ßá ß 8‡
Ð3ÑEÐ  ,  ,
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dove  è la statistica ordinata relativa ad un campione casuale proveniente da una distribuzioneÐZ ßá ß Z ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

Normale .RÐ!ß "Ñ –

• Esempio 8.1.3. Sia  un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , dove  è la funzione di ripartizione di una variabile casuale Logistica  e J − J P9Ð!ß "Ñ 08 ßJ_J
rappresenta la relativa funzione di densità. Le condizioni del Teorema 8.1.6 sono soddisfatte. Inoltre,
analogamente all'Esempio 5.2.2, si ha , per cui la scelta ottimale dei punteggi è 0 ÐBÑÎ0ÐBÑ œ #JÐBÑ  "w

data da

+ Ð3Ñ œ Ð#J ÐZ Ñ  "Ñ œ # ÐJ ÐZ ÑÑ  " 3 œ "ßá ß 8‡
Ð3Ñ Ð3ÑE E  ,  ,

dove  è la statistica ordinata relativa ad un campione casuale proveniente da una distribuzioneÐZ ßá ß Z ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

Logistica . Tuttavia, dal momento che , per , dove P9Ð!ß "Ñ J ÐZ Ñ œ Y 3 œ "ßá ß 8 ÐY ßá ßY ÑÐ3Ñ Ð3Ñ Ð"Ñ Ð8Ñ
.

rappresenta la statistica ordinata relativa ad una campione casuale proveniente da una distribuzione
Uniforme , si ottiene ancheYÐ!ß "Ñ

+ Ð3Ñ œ # Y Ñ  " œ  " 3 œ "ßá ß 8
#3

8  "
‡

Ð3ÑEÐ  ,  .

La statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione costruita su questi punteggi è data da

X œ  8 œ [  8
#V #

8  " 8  "
‡ " "

3œ"

8
3"

 ,

dove  è la statistica lineare dei ranghi di Mann-Whitney-Wilcoxon. Quindi  e  forniscono test[ X [‡

equivalenti, ovvero la scelta fatta per la statistica di Mann-Whitney-Wilcoxon risulta ottima per una
variabile casuale Logistica. –

8.2. La distribuzione per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi per i parametri di
posizione. In questa sezione vengono considerate le proprietà per grandi campioni delle statistiche lineari
dei ranghi per i parametri di posizione.

Teorema 8.2.1. Se  è un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , allora per una statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizioneJ −8 !ßJ_

X œ X œ + ÐV Ñ8 8 3

8

3œ"

"

 ,

i cui punteggi , per , soddisfano le condizioni del Teorema 7.2.2, risulta+ Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 88

X  X Ñ

X Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 8

8

.E

Var

Ð

Ð  ,

dove  e  sono definite nel Teorema 8.1.2.E VarÐ ÐX Ñ X Ñ8 8

Dimostrazione. Segue dall'Esempio 7.2.1 e dal Teorema 7.2.2. 

Fissato un livello di significatività , per  la regione critica per verificare il sistema di ipotesiα 8 Ä ∞
L À œ !ß J − L À Á !ß J −! "J V J V, contro l'alternativa , può essere approssimata dall'insieme

Ö> À > Ÿ X Ñ  D ÐX Ñß >   X Ñ  D ÐX Ñ×E EÐ Ð8 8 8 8Î# " Î#α α
 Var Var  .

Analogamente, per  la regione critica per verificare l'alternativa , può essere8 Ä ∞ L À  !ß J −" J V
approssimata dall'insieme

Ö> À > Ÿ X Ñ  D X Ñ×E VarÐ Ð8 8α
  ,

mentre la regione critica per verificare l'alternativa , può essere approssimata dall'insiemeL À  !ß J −" J V
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Ö> À >   X Ñ  D X Ñ×E VarÐ Ð8 " 8α
  .

Mediante il Teorema 3.1.8 si può dimostrare inoltre che la successione di test basata su  è coerente.ÐX Ñ8 8 "

Per quanto riguarda l'efficacia delle statistiche lineari dei ranghi per i parametri di posizione si ha il seguente
teorema.

Teorema 8.2.2. Sia  un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , e si consideri il sistema di ipotesi , contro ,J − L À œ !ß J − L À œ ß J −8 ! " 3ßJ_ J V J J VJ

dove  è una successione di alternative tali che  con  costante. Data una statisticaÐ Ñ œ -Î 8 -J J3 3 " 3 3
lineare dei ranghi per i parametri di posizione

X œ X œ + ÐV Ñ8 8 3

8

3œ"

"

 ,

i cui punteggi , per , soddisfano le condizioni del Teorema 8.2.1, allora l'efficacia del test+ Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 88

basato su  risultaX8

effX
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Dimostrazione. Vedi Hayek e Šidak 1967 . ´ ´ Ð Ñ 

• Esempio 8.2.1. Si consideri la statistica  del test di Mann-Whitney-Wilcoxon dell'Esempio 8.1.1.[ œ [8

Dall'Esempio 7.2.2 risulta che le condizioni del Teorema 8.2.2 sono soddisfatte. Inoltre, si ha
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da cui, mediante la trasformazione di variabile  con , si haB œ J Ð?Ñ ? œ JÐBÑ"

   
! ∞ ∞ ∞

" ∞ ∞ ∞

0

w
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Quindi, tenendo presente l'Esempio 7.2.2, l'efficacia del test di Mann-Whitney-Wilcoxon risulta

eff  .[
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∞
#œ "# Ð"  Ñ 0ÐBÑ .B – / /

• Esempio 8.2.2. Si consideri la statistica  del test della mediana dell'Esempio 8.1.1. Dall'EsempioP œ P8

7.2.3 risulta che le condizioni del Teorema 8.2.2 sono soddisfatte. Inoltre, si ha
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Quindi, tenendo presente l'Esempio 7.2.3, l'efficacia del test della mediana risulta
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eff  .P !Þ&
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8.3. Il test di Mann-Whitney-Wilcoxon. Sia  un campione casuale misto conÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

funzione di ripartizione congiunta . Il test di Mann-Whitney-Wilcoxon è basato sulla statisticaJ −8 ßJ_J

[ œ V
3œ"

8

3

"

 ,

descritta nell'Esempio 2.4.1. Con questo test si può verificare l'ipotesi di base . LaL À œ !ß J −! J V
statistica  è una statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione con i punteggi scelti come[
+Ð3Ñ œ 3 3 œ "ßá ß 8 per . Se l'ipotesi di base è vera, dall'Esempio 2.4.1 la funzione di probabilità della
statistica  risulta[

: ÐAÑ œ - ÐAÑ ÐAÑ
8

8
8 ß8 8 ß8

"

"

Ö8 Ð8 "ÑÎ#ßáß8 Ð88 "ÑÎ#×" # " # " " " #  "  ,

dove  è il numero di sottoinsiemi di  interi dell'insieme  la cui somma è . Sebbene- ÐAÑ 8 Ö"ßá ß 8× A8 ß8 "" #

esistano delle relazioni ricorrenti per il calcolo della funzione di probabilità di , la distribuzione di questa[
statistica si ottiene più facilmente attraverso la funzione generatrice di probabilità. Infatti, dal Teorema 8.1.4

la funzione generatrice di probabilità  di  è  volte il coefficiente di ordine  del polinomioP Ð@Ñ [ 8[ "
8
8

" 
"

in  dato da .? Ð"  ?@ Ñ
3œ"
8 3

• Esempio 8.3.1. Per  e  si ha8 œ # 8 œ #" #


3œ"
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Dal momento che le probabilità  corrispondono ai coefficienti del polinomio , si ha la Tavola: ÐAÑ P Ð@Ñ#ß# [

8.3.1.

Tavola 8.3.1. Funzione di probabilità di  per  e .[ 8 œ # 8 œ #" #

A $ % & ' (
: ÐAÑ "Î' "Î' #Î' "Î' "Î'#ß#

–

Se l'ipotesi di base è vera, dall'Esempio 7.1.2 si ha

EÐ[ Ñ œ Ð[Ñ œ
8 Ð8  "Ñ 8 8 Ð8  "Ñ

# "#
" " # ,  .Var

Inoltre, dall'Esempio 7.1.5 si ha che  è simmetrica rispetto a . Infine, dal Corollario 2.4.6 la[ [ÑEÐ
statistica  è “distribution-free” su  e di conseguenza anche il test di Mann-Whitney-Wilcoxon è[ œ_ V!ßJ J

“distribution-free”. Dal momento che la distribuzione della statistica  sotto ipotesi di base è specificata, le[
appropriate regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si possono ottenere tenendo
presente la discussione fatta nella §8.1.
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• Esempio 8.3.2. In un esperimento due gruppi di piccioni sono stati presi dai loro nidi nella campagna a
Siena e sono stati portati in una località vicino Roma. Il gruppo di controllo (composto da 8 piccioni) è stato
trasportato in un container non coperto, dove passava aria naturale durante il trasporto. Un secondo gruppo
(composto da 10 piccioni) invece è stato trasportato in un container coperto e riceveva solamente aria
condizionata. I piccioni sono stati lasciati liberi dopo 172 km, in una località vicino Roma (Siena rimane
rispetto a questa località in una direzione di 325°). Le direzioni (in gradi, dove il nord è 0) verso le quali i
piccioni sono volati sono contenute nella Tavola 8.3.2.

Tavola 8.3.2. Direzioni di fuga (in gradi).
guppo controllo gruppo esperimento

piccione B < C <
" #%( "' "!( %
# "&$ "! "!* &
$ #!# "% ")' "#
% #'% "( "#" )
& #% # "(" ""
' ##) "& % "
( $$$ ") ""! '
) "*# "$ )# $
* "

3 3 3 3

$" *
"! ""( (

Fonte: Batschelet (1981)

Si vuole verificare se le condizioni di viaggio hanno alterato la capacità di orientamento dei piccioni, ovvero
si vuole verificare il sistema di ipotesi , contro . Dal momemto cheL À œ !ß J − L À Á !ß J −! "J V J V
per questi dati risulta , per  e  si ha  e quindi laA œ "!& 8 œ ) 8 œ "! Ð[   "!&Ñ œ !Þ!!%$" # Pr
significatività osservata risulta . Questa è una significatività osservata piuttostoα9== œ # ‚ !Þ!!%$ œ !Þ!!)'
bassa che porta a respingere l'ipotesi di base. Si può concludere che le condizioni di trasporto hanno alterato
le capacità di orientamento dei piccioni, in quanto si può respingere  ad ogni livello di significativitàL!

α  !Þ!!)' –.

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni della statistica  sotto ipotesi di base,[ œ [8

dall'Esempio 7.2.2 si ha

[  8 Ð8  "ÑÎ#

8 8 Ð8  "ÑÎ"#
Ä RÐ!ß "Ñ

8 "

" #

.  .

La convergenza della statistica di Mann-Whitney-Wilcoxon è abbastanza veloce anche per campioni
moderati, posto che entrambe le numerosità siano abbastanza elevate, ovvero  e . Le8   "! 8   "!" #

approssimazioni per grandi campioni delle regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si
possono ottenere tenendo presente la discussione nella §8.2.

8.4. Il test della mediana. Sia  un campione casuale misto con funzione diÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

ripartizione congiunta . Il test della mediana è basato sulla statisticaJ −8 ßJ_J

P œ +ÐV Ñ8
3œ"

3

"

 ,

descritta nell'Esempio 7.1.1, con cui si può verificare l'ipotesi di base . La statistica  èL À œ !ß J − P! J V
una statistica lineare dei ranghi per i parametri di posizione i cui punteggi sono definiti nell'Esempio 7.1.1.
Come evidenziato nell'Esempio 7.1.1, la statistica  rappresenta il numero di  maggiori dellaP Ð\ ßá ß\ Ñ" 8"

mediana del campione misto. Il seguente teorema fornisce la funzione di probabilità della statistica P
quando è vera l'ipotesi di base.

Teorema 8.4.1. Se  è un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , la funzione di probabilità di  è data daJ − P8 !ßJ_
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Dimostrazione. Sotto ipotesi di base ogni scelta di ranghi è ugualmente probabile. Quindi l'assegnazione
di  degli  ranghi più elevati ad  è equivalente ad uno schema probabilistico6 Ð8  Ú8Î#ÛÑ Ð\ ßá ß\ Ñ" 8"

Ipergeometrico, dove si estrae in blocco  elementi da una popolazione di numerosità  eÚ8Î#Û 8  8 œ 8" #

gli elementi di interesse sono quelli provenienti dalla sottopopolazione di numerosità .  8" 

Se l'ipotesi di base è vera, dall'Esempio 7.1.3 si ha

E VarÐ ÐPÑ œ PÑ œ
8 Ú8Î#Û 8 8 Ú8Î#ÛÐ8  Ú8Î#ÛÑ

8 8 Ð8  "Ñ
" " #

#
 ,  .

Inoltre, dall'Esempio 7.1.4 e dall'Esempio 7.1.6 si ha che  è simmetrica rispetto a  quando  oP PÑ 8 œ 8EÐ " #

quando  è pari. Infine, dal Corollario 2.4.6 risulta che la statistica  è “distribution-free” su  e di8 P œ_ V!ßJ J

conseguenza anche il test della mediana è “distribution-free”. Dal momento che la distribuzione della
statistica  sotto ipotesi di base è specificata, le appropriate regioni critiche del test per alternative bilateraliP
o direzionali si possono facilmente ottenere tenendo presente la discussione fatta nella §8.1. Per quanto
riguarda la distribuzione per grandi campioni della statistica  sotto ipotesi di base, dall'EsempioP œ P8

7.2.3 risulta

P  8 Ú8Î#ÛÎ8

8 8 Ú8Î#ÛÐ8  Ú8Î#ÛÑÎÐ8 Ð8  "ÑÑ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 "

" #
#

.  .

La convergenza della statistica della mediana è abbastanza veloce anche per campioni moderati, posto che
entrambe le numerosità siano abbastanza elevate, ovvero  e . Le approssimazioni per grandi8   "! 8   "!" #

campioni delle regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si possono ottenere tenendo
presente la discussione fatta nella §8.2.

• Esempio 8.4.1. In un esperimento è stata misurata la secrezione di tromboglobulina urinaria in 12 pazienti
sani e in 12 pazienti diabetici, ottenendo in questa maniera i dati della Tavola 8.4.1.

Tavola 8.4.1. Secrezione di tromboglobulina.
sani diabetici

paziente B < C <
" %Þ" " ""Þ' )
# 'Þ$ # "#Þ" "!
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' "!Þ% ' #)Þ) "(
( ""Þ& ( $$Þ* ")
) "#Þ! * %!Þ( #!
* "$Þ) "" &"

3 3 3 3
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"" #%Þ$ "' '"Þ( #$
"# $(Þ# "* '*Þ# #%

Fonte: van Oost, Veldhayzen, Timmermans e Sixma (1983)

Si sospetta che i pazienti diabetici abbiano una secrezione di tromboglobulina più elevata dei pazienti sani,
ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi , contro . La medianaL À œ !ß J − L À  !ß J −! "J V J V
del campione misto è compresa fra 16.1 e 17.6, per cui si ha 3. Dal momento che6 œ

PrÐP Ÿ $Ñ ¶ ÐÐ$  "# ‚ "#Î#%ÑÎ "# ÎÐ#% ‚ #$ÑÑ œ Ð  #Þ$*(*Ñ œ !Þ!!)!F F % #  ,

allora la significatività osservata risulta , un valore piuttosto basso che porta a respingereα9== ¶ !Þ!!)!
l'ipotesi di base. Sulla base dell'evidenza empirica si può concludere che i pazienti diabetici hanno una
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secrezione di tromboglobulina più elevata dei pazienti sani, in quanto si può respingere  ad ogni livello diL!

significatività . L'approssimazione normale è ragionevole, in quanto il valore esatto risultaα  !Þ!!)!
PrÐP Ÿ $Ñ œ !Þ!"*' –.

8.5. Le prestazioni del test di Mann-Whitney-Wilcoxon e del test della mediana. La potenza del test di
Mann-Whitney-Wilcoxon, del test della mediana e del test di Student per due campioni sono state calcolate
mediante simulazione per alcune distribuzioni e per numerosità . Le alternative scelte8 œ 8 œ &ß "!ß "&" #

sono state , dove  rappresenta la varianza della distribuzione ipotizzata. PerJ 5 5 5 5 5œ !Þ! ß !Þ$ ß !Þ' ß !Þ* #

la distribuzione di Cauchy  denota il valore per cui . I test di Mann-Whitney-Wilcoxon5 5 FPrÐ\ Ÿ Ñ œ Ð"Ñ
e della mediana sono stati casualizzati al fine di ottenere un livello di significatività pari a  per tuttiα œ !Þ!&
i test. I risultati della simulazione sono riportati nella Tavola 8.5.1. Dalla Tavola 8.5.1 è evidente che il test
di Mann-Whitney-Wilcoxon dimostra ottime prestazioni rispetto agli altri due test per tutte le distribuzioni.
Il test della mediana dimostra buone prestazioni solo per una distribuzione a code particolamente pesante
quale la distribuzione di Cauchy. Il test di Student per due campioni dimostra prestazioni quasi sempre
inferiori al test di Mann-Whitney-Wilcoxon. Inoltre, per distribuzioni quali la Cauchy e l'Esponenziale, il
test di Student per due campioni non mantiene neppure il livello di significatività.

Tavola 8.5.1. Potenza del test di Mann-Whitney-Wilcoxon,
del test della mediana e del test di Student per due campioni.
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Per quanto riguarda le prestazioni asintotiche del test di Mann-Whitney-Wilcoxon, dall'Esempio 8.2.1 si
ha

eff  ,[
∞

∞
#œ "# Ð"  Ñ 0ÐBÑ .B / /

per cui l'efficienza asintotica relativa del test di Mann-Whitney-Wilcoxon rispetto al test di Student per due
campioni risulta

EAR  .[ßX
# # #

∞

∞

œ "# Ð 0ÐBÑ .BÑ5 
Si è ottenuto la stessa efficienza asintotica del test di Wilcoxon rispetto al test di Student per un campione,
per cui si può considerare la Tavola 6.6.2 dove sono tabulati i valori di EAR EAR  per alcune[ßX [ ßXœ 

distribuzioni simmetriche. Dunque, anche in questo caso, dal punto di vista asintotico il test di Mann-
Whitney-Wilcoxon dimostra ottime prestazioni. Per una distribuzione non simmetrica quale l'Esponenziale
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si verifica inoltre che EAR . Per quanto riguarda l'efficacia del test della mediana, dall'Esempio 8.2.2[ßX œ $
si ha

eff  ,P !Þ&œ % Ð"  Ñ 0ÐB Ñ / /

per cui l'efficienza asintotica relativa del test della mediana rispetto al test di Student per due campioni
risulta

EAR  .PßX !Þ&
# #œ % 0ÐB Ñ5

Si è ottenuto la stessa efficienza asintotica del test dei segni rispetto al test di Student per un campione, per
cui si può considerare la Tavola 6.2.2, dove sono tabulati i valori di EAR EAR  per alcunePßX FßXœ
distribuzioni simmetriche. Per una distribuzione non simmetrica quale l'Esponeziale risulta EAR .PßX œ "
Infine, l'efficienza asintotica relativa del test di Mann-Whitney-Wilcoxon rispetto al test della mediana
risulta

EAR  .[ßP #
∞

∞
# #œ Ð 0ÐBÑ .BÑ

$

0Ð!Ñ


Anche in questo caso si è ottenuto la stessa efficienza asintotica del test di Wilcoxon rispetto al test dei
segni, per cui si può considerare la Tavola 6.6.3, dove sono tabulati i valori di EAR EAR  per[ßP [ ßFœ 

alcune distribuzioni simmetriche. Per una distribuzione non simmetrica quale l'Esponeziale si verifica
inoltre che EAR .[ßP œ $
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Capitolo 9

I test per i parametri di scala:
due campioni indipendenti

9.1. Le statistiche lineari dei ranghi per i parametri di scala. Si considerino due campioni casuali
indipendenti  e , tali che il campione misto  abbiaÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8 " 8 " 8" # " #

funzione di ripartizione congiunta , dove . Dalla definizione della classe , ilJ − 8 œ 8  88 ßJ " # ßJi i( (

parametro  rappresenta il rapporto fra i parametri di scala relativi alle variabili casuali da cui provengono i(
campioni. Inoltre, dalla definizione di  si suppone implicitamente che le due distribuzioni abbianoi(ßJ
uguali parametri di posizione. Si verifica il sistema di ipotesi , contro l'alternativaL À œ "ß J −! ( V
bilaterale , o direzionale ( ) . Una classe di statistiche testL À Á "ß J − L À  "  " ß J −" "( V ( ( V
“distribution-free” opportuna in questo sistema di ipotesi è definita di seguito.

Definizione 9.1.1. Si considerino due campioni casuali indipendenti  e ,  taliÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

che il campione misto abbia funzione di ripartizione congiunta , dove  e sianoJ − 8 œ 8  88 "ßJ " #i
ÐV ßá ßV Ñ Ð\ ßá ß\ Ñ ÐV ßá ßV Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8 8 " 8 " 8" " " #

 i ranghi assegnati a  e  i ranghi assegnati a  nel
campione misto. Se le costanti di regressione nella Definizione 7.2.1 sono date da

-Ð3Ñ œ
" 3 œ "ßá ß 8
! 3 œ 8  "ßá ß 8 "

"

e i punteggi , per , sono tali che (tipo 1)+Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 8

! Ÿ +Ð"Ñ Ÿ á Ÿ +ÐÚÐ8  "ÑÎ#ÛÑ ß +ÐÚÐ8  "ÑÎ#ÛÑ   á   +Ð8Ñ   !   , 

o (tipo 2)

+Ð"Ñ   á   +ÐÚÐ8  "ÑÎ#ÛÑ   ! ! Ÿ +ÐÚÐ8  "ÑÎ#ÛÑ Ÿ á Ÿ +Ð8Ñ ,  ,

allora una statistica del tipo

X œ -Ð3Ñ+ÐV Ñ œ +ÐV Ñ 8

3œ" 3œ"

3 3

8"

è detta statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala. ˜

Per il Corollario 2.4.6, sotto ipotesi di base la statistica  è “distribution-free” sulla classe . LaX œi V"ßJ J

statistica  è sensibile a variazioni del parametro , in quanto se non è vera l'ipotesi di base  tende adX X(
assumere valori piccoli o elevati.

• Esempio 9.1.1. I punteggi

+Ð3Ñ œ Ð3  Ð8  "ÑÎ#Ñ 3 œ "ßá ß 8# ,  ,

soddisfano le condizioni della Definizione 9.1.1 (punteggi tipo 2). In questo caso, si ottiene la cosiddetta
statistica di Mood data da
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Q œ ÐV  Ð8  "ÑÎ#Ñ8
3œ"

3
#

"

 .

Anche i punteggi

+Ð3Ñ œ Ð8  "ÑÎ#  l3  Ð8  "ÑÎ#l 3 œ "ßá ß 8 ,  ,

soddisfano le condizioni della Definizione 9.1.1 (punteggi tipo 1). In questo caso, si ha la cosiddetta
statistica di Ansari-Bradley, data da

E œ ÐÐ8  "ÑÎ#  lV  Ð8  "ÑÎ#lÑ –8
3œ"

3

"

 .

Il seguente teorema fornisce la media e la varianza di una statistica lineare dei ranghi per i parametri di
scala quando è vera l'ipotesi di base.

Teorema 9.1.2. Se il campione casuale misto  ha funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , per una statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala  risultaJ − X8 "ßJi

E VarÐ ÐX Ñ œ 8 + XÑ œ =
8 8

8  "
"

" #
+
#– ,  ,

dove  e  sono definite nel Lemma 7.1.2.–+ =+
#

Dimostrazione. E' analoga a quella del Teorema 8.1.2. 

Il seguente teorema fornisce le condizioni per cui una statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala
è simmetrica quando è vera l'ipotesi di base.

Teorema 9.1.3. Se il campione casuale misto  possiede funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , allora una statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala  è simmetricaJ − X8 "ßJi
rispetto a  seEÐX Ñ

8 œ 8" # ,

o

+ Ð3Ñ  + Ð8  "  3Ñ œ 5 3 œ "ßá ß 8‡ ‡  ,  ,

dove  è una costante.5
Dimostrazione. E' analoga a quella del Teorema 8.1.3.  

• Esempio 9.1.2. Si consideri la statistica  dell'Esempio 9.1.1. Tenendo presente il Teorema A.2.1, èQ
immediato verificare che

+ œ Ð<  Ñ œ <  œ  œ
" 8  " " Ð8  "Ñ Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ Ð8  "Ñ 8  "

8 # 8 % ' % "#
–  , 8 8

<œ" <œ"

# #
# # #

da cui

EÐQÑ œ 8 + œ
8 Ð8  "Ñ

"#
"

"
#

–  .

Inoltre, sempre tenendo presente il Teorema A.2.1,
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= œ Ð<  Ñ 
" 8  " Ð8  "Ñ

8 # "%%

œ <  <  <  <  
" #Ð8  "Ñ $Ð8  "Ñ Ð8  "Ñ Ð8  "Ñ Ð8  "Ñ

8 8 #8 #8 "' "%%

œ
Ð8  "ÑÐ8  %Ñ

")!

+
# %

8

<œ"

# #

8 8 8 8

<œ" <œ" <œ" <œ"

% $ #
# $ % # #

# #

  

 ,


   

da cui

VarÐQÑ œ = œ
8 8 8 8 Ð8  "ÑÐ8  %Ñ

8  " ")!
" # " #

+
#

#

 .

Dal momento che

+Ð3Ñ  +Ð8  "  3Ñ œ Ð3  Ð8  "ÑÎ#Ñ  Ð8  "  3  Ð8  "ÑÎ#Ñ œ #Ð3  Ð8  "ÑÎ#Ñ# # # ,

allora dal Teorema 9.1.3 risulta che  è simmetrica solo se .Q 8 œ 8 –" #

• Esempio 9.1.3. Si consideri la statistica  dell'Esempio 9.1.1. Tenendo presente il Teorema A.2.1, per E 8
pari si ha

+ œ Ð  l<  lÑ œ  Ð  <Ñ
" 8  " 8  " 8  " # 8  "

8 # # # 8 #

œ  Ð8  "Ñ  < œ
8  " " # 8  #

# 8 8 %

–

  ,

 
 

8

<œ" <œ"

8Î#

8Î# 8Î#

<œ" <œ"

e inoltre, tenendo presente l'espressione di  nell'Esempio 9.1.2, si ha–+

= œ Ð  l<  l  Ñ œ Ð<  Ñ 
" 8  " 8  " 8  # " 8  " 8

8 # # % 8 # "'

œ  œ
8  " 8 8  %

"# "' %)

+
# # #

8 8

<œ" <œ"

#

# # #

   

 .

Dunque, per  pari si ha8

E VarÐ ÐEÑ œ 8 + œ EÑ œ = œ
8 Ð8  #Ñ 8 8 8 8 Ð8  Ñ

% 8  " %)Ð8  "Ñ
"

" " # " #
+
#

#
–  ,   . 

4

Inoltre, per  dispari si ha8

+ œ Ð  l<  lÑ œ  Ð  <Ñ
" 8  " 8  " 8  " # 8  "

8 # # # 8 #

œ  Ð8  "Ñ  <
8  " " #

# 8 8

œ   œ
8  " 8  " 8  "# Ð8  "Ñ

# #8 %8 %8

–  
 

8

<œ" <œ"

Ð8"ÑÎ#

Ð8"ÑÎ# Ð8"ÑÎ#

<œ" <œ"
# # #

e inoltre, sempre tenendo presente l'espressione di  nell'Esempio 9.1.2, si ha–+
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= œ Ð  l<  l  Ñ œ Ð<  Ñ 
" 8  " 8  " Ð8  "Ñ " 8  " Ð8  "Ñ

8 # # %8 8 # " 8

œ  œ
8  " 8  " Ð8  "ÑÐ8  $Ñ

"# "'8 %)8

+
# # #

8 8

<œ" <œ"

# # #

#

# # # #

# #

 
6

 .

Dunque, per  dispari si ha8

E VarÐ ÐEÑ œ 8 + œ EÑ œ = œ
8 Ð8  "Ñ 8 8 8 8 Ð8  "ÑÐ8  $Ñ

%8 8  " %)8
"

" " # " #
# #

+
#

#
–  ,  .

Inoltre, dal momento che

+Ð3Ñ  +Ð8  "  3Ñ œ Ð8  "ÑÎ#  l3  Ð8  "ÑÎ#l  Ð8  "ÑÎ#  l8  "  3  Ð8  "ÑÎ#l

œ 8  "  # l3  Ð8  "ÑÎ#l 3 œ "ßá ß 8 ,  ,

allora dal Teorema 9.1.3 si ha che  è simmetrica solo se .E 8 œ 8 –" #

Il seguente teorema consente di ottenere la funzione generatrice di probabilità di una statistica lineare dei
ranghi per i parametri di scala nel caso che i punteggi siano valori interi.

Teorema 9.1.4. Se il campione casuale misto  ha funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , allora la funzione generatrice di probabilità di una statistica lineare dei ranghi per iJ −8 "ßJi

parametri di scala  è data da  volte il coefficiente di ordine  del polinomio in X 8 ? 8
8

"

"
"


3œ"

8
+Ð3Ñ  .Ð"  ?@ Ñ

Dimostrazione. E' identica a quella del Teorema 8.1.4.  

Quando i punteggi non sono interi il precedente teorema può essere ancora impiegato determinando una
trasformata biunivoca che discretizzi i punteggi originali. Dal momento che la distribuzione di una statistica
lineare dei ranghi per i parametri di scala sotto l'ipotesi di base , si può ottenere medianteL À œ "ß J −! ( V
il Teorema 9.1.4, allora si può determinare le appropriate regioni critiche del test. Se l'alternativa è
bilaterale, ovvero , allora il primo campione tende ad assumere i ranghi più bassi o elevatiL À Á "ß J −" ( V
e quindi si respinge l'ipotesi di base per determinazioni sia troppo elevate che troppo piccole di . FissatoX
quindi un livello di significatività , la regione critica è data dall'insiemeα

g" 8 ß8 ß Î# 8 ß8 ß" Î#œ Ö> À > Ÿ > ß >   > ×
" # " #α α  ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di  per numerosità campionarie pari a> X8 ß8 ß" # α α
8 8 L À  "ß J −" # " e . Se l'alternativa è direzionale del tipo , il primo campione tende ad assumere i( V
ranghi più bassi se il test è basato sui punteggi tipo 2 e quindi si respinge l'ipotesi di base per determinazioni
troppo basse di . Analogamente, il primo campione tende ad assumere i ranghi più elevati se il test èX
basato sui punteggi tipo 1 e quindi si respinge l'ipotesi di base per determinazioni troppo elevate di .X
Fissato quindi un livello di significatività , per i punteggi tipo 2 si ha la regione criticaα

g" 8 ß8 ßœ Ö> À > Ÿ > ×
" # α  ,

mentre per i punteggi tipo 1 si ha la regione critica

g" 8 ß8 ß"œ Ö> À >   > ×
" # α  .

Al contrario, se l'alternativa è direzionale del tipo , allora il primo campione tende adL À  "ß J −" ( V
assumere i ranghi più elevati se il test è basato sui punteggi tipo 2 e quindi si respinge l'ipotesi di base per
determinazioni troppo elevate di . Analogamente, il primo campione tende ad assumere i ranghi più bassiX
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se il test è basato sui punteggi tipo 1 e quindi si respinge l'ipotesi di base per determinazioni troppo basse di
X . Fissato quindi un livello di significatività , per i punteggi tipo 2 si ha la regione criticaα

g" 8 ß8 ß"œ Ö> À >   > ×
" # α  ,

mentre per i punteggi tipo 1 si ha la regione critica

g" 8 ß8 ßœ Ö> À > Ÿ > ×
" # α  .

Infine, il test basato sulla  per i precedenti sistemi di ipotesi è corretto al livello di significatività . Infatti,X α
dal momento che si può dimostrare che  è una funzione monotona crescente perT Ð ß J Ñ œ ÐX − ÑX ßJ "( gPr(
( ( V ( α "  " J − T Ð ß J Ñ  e monotona decrescente per  per ogni , allora risulta , ovvero il test èX

corretto.
Risulta interessante determinare la scelta dei punteggi che fornisce il test localmente più potente per

verificare il sistema di ipotesi , contro . In questo caso, si ha laL À œ "ß J œ J L À  "ß J œ J! ! " !( (
seguente definizione di test localmente più potente.

Definizione 9.1.5. Se il campione casuale misto  ha funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , dove , si consideri il sistema di ipotesi , controJ − 8 œ 8  8 L À œ "ß J œ J8 ßJ " # ! !i ((

L À  "ß J œ J J − X" ! ! ‡( V, dove . Il test basato sulla statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala 
è detto localmente più potente se esiste un  tale che per ogni livello di significatività naturale si ha%  !

T Ð Ñ   T Ð Ñ "   " X X‡
( ( ( % ,  ,

per ogni statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala .X ˜

Il prossimo teorema fornisce la scelta ottima dei punteggi per la costruzione del test localmente più
potente. Al solito, l'utilità di questo teorema consiste solamente nell'evidenziare la struttura ottima dei
punteggi al variare della funzione di ripartizione, dal momento che questa non è mai nota in pratica.

Teorema 9.1.6. Si consideri il campione casuale misto  con funzione diÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

ripartizione congiunta , e sia  la funzione di densità corrispondente a . Si assuma inoltre cheJ − 0 J8 ßJi(
0 w esista, sia assolutamente continua e che


‘

l0 ÐBÑl .B  ∞w  .

Il test localmente più potente per verificare il sistema di ipotesi , controL À œ "ß J œ J! !(
L À  "ß J œ J" !(  è basato sulla statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala

X œ + ÐV Ñ‡ ‡ 3

8

3œ"

"

 ,

dove

+ Ð3Ñ œ Ð  Z Ñ 3 œ "ßá ß 8
0 ÐZ Ñ

0ÐZ Ñ
‡ Ð3Ñ

w
Ð3Ñ

Ð3Ñ
E  ,  ,

e  è la statistica ordinata relativa a .ÐZ ßá ß Z Ñ Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] ÑÐ"Ñ Ð8Ñ " 8 " 8" #

Dimostrazione. Si veda Hettmansperger e McKean (1998). 

Analogamente a quanto visto per la scelta ottima dei punteggi nel caso di una statistica lineare dei ranghi
con segno, anche in questo caso si può dimostrare che la scelta ottima dei punteggi non dipende dal
parametro di posizione e di scala della distribuzione.

• Esempio 9.1.4. Sia  un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , dove  è la funzione di ripartizione di una variabile casuale con distribuzioneJ − J8 ßJi(
Normale  e  rappresenta la relativa funzione di densità. Le condizioni del Teorema 9.1.6 sonoRÐ!ß "Ñ 0
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soddisfatte. Inoltre, dall'Esempio 5.2.1 si ha , per cui la scelta ottimale dei punteggi è 0 ÐBÑÎ0ÐBÑ œ Bw

data da

+ Ð3Ñ œ Z Ñ 3 œ "ßá ß 8‡ #
Ð3ÑEÐ  ,  ,

dove  è la statistica ordinata relativa ad un campione casuale proveniente dalla distribuzioneÐZ ßá ß Z ÑÐ"Ñ Ð8Ñ

Normale .RÐ!ß "Ñ –

9.2. La distribuzione per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi per i parametri di scala.
In questa sezione vengono considerate le proprietà per grandi campioni delle statistiche lineari dei ranghi
per i parametri di scala.

Teorema 9.2.1. Se  è un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , allora per una statistica lineare dei ranghi per i parametri di scalaJ −8 "ßJi

X œ X œ + ÐV Ñ8 8 3

8

3œ"

"

 ,

i cui punteggi , per , soddisfano le condizioni del Teorema 7.2.2, risulta+ Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 88

X  X Ñ

X Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 8

8

.E

Var

Ð

Ð  ,

dove  e  sono definite nel Teorema 9.1.2.E VarÐ ÐX Ñ X Ñ8 8

Dimostrazione. Segue dall'Esempio 7.2.1 e dal Teorema 7.2.2.  

Fissato un livello di significatività , per  la regione critica per verificare ,α ( V8 Ä ∞ L À œ "ß J −!

contro l'alternativa , può essere approssimata dall'insiemeL À Á "ß J −" ( V

Ö> À > Ÿ X Ñ  D X Ñß >   X Ñ  D X Ñ×E Var E VarÐ Ð Ð Ð8 8 8 8Î# " Î#α α
   .

Analogamente, per  la regione critica per verificare l'alternativa , per i punteggi8 Ä ∞ L À  "ß J −" ( V
tipo 2 può essere approssimata dall'insieme

Ö> À > Ÿ X Ñ  D X Ñ×E VarÐ Ð8 8α
  ,

mentre per i punteggi tipo 1 può essere approssimata dall'insieme

Ö> À >   X Ñ  D X Ñ×E VarÐ Ð8 " 8α
  .

Al contrario, la regione critica per verificare l'alternativa , per i punteggi tipo 2 può essereL À  "ß J −" ( V
approssimata dall'insieme

Ö> À >   X Ñ  D X Ñ×E VarÐ Ð8 " 8α
  ,

mentre per i punteggi tipo 1 può essere approssimata dall'insieme

Ö> À > Ÿ X Ñ  D X Ñ×E VarÐ Ð8 8α
  .

Mediante il Teorema 3.1.8 si può dimostrare inoltre che la successione di test basata su  è coerente. PerÖX ×8
quanto riguarda l'efficacia delle statistiche lineari dei ranghi per i parametri di scala si ha il seguente
teorema.

Teorema 9.2.2. Sia  un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta , e si consideri il sistema di ipotesi , contro , doveJ − L À œ "ß J − L À œ ß J −8 ßJ ! " 3i ( V ( ( V(

Ð Ñ œ "  -Î 8 -( (3 3 " 3 3 è una successione di alternative tali che  con  costante. Data una statistica lineare
dei ranghi per i parametri di scala
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X œ X œ + ÐV Ñ8 8 3

8

3œ"

"

 ,

i cui punteggi  per , soddisfano le condizioni del Teorema 9.2.1, allora l'efficacia del test+ Ð3Ñ 3 œ "ßá ß 88

basato su  risultaX8

eff  ,–X
!
"

0

!
" # "Î#

œ Ð"  Ñ
Ð?Ñ Ð?Ñ .?

Ð Ð Ð?Ñ  Ñ .?Ñ
 

/ /
9 9

9 9

dove  con , e/ /œ 8 Î8 !   "lim8 "

90
"

w "

"
Ð?Ñ œ  "  J Ð?Ñ

0 ÐJ Ð?ÑÑ

0ÐJ Ð?ÑÑ
 .

Dimostrazione. Vedi Hayek e Šidak (1967).  ´ ´ 

• Esempio 9.2.1. Si consideri la statistica  del test di Mood introdotta nell'Esempio 9.1.1.Q œ Q8

Analogamente all'Esempio 7.2.2, al fine di determinare la distribuzione asintotica di , è convenienteQ8

considerare la statistica  con . La funzione punteggio relativa alla statistica ,X œ , Q , œ Ð8  "Ñ X8 8 8 8 8
#

data da , è tale che9Ð?Ñ œ Ð?  "Î#Ñ Ð?Ñ#
Ò!ß"Ó"

 
! !

" "
# # #Ð Ð?Ñ  Ñ .? œ ÐÐ?  "Î#Ñ  "Î"#Ñ .? œ  ∞

"

")!
9 9

–

e dunque le condizioni del Teorema 7.2.2 sono soddisfatte. Inoltre, risulta

 
! !

" "

0
" #

w "

"
9 9Ð?Ñ Ð?Ñ.? œ   J Ð?Ñ Ð?  "Î#Ñ .?

" 0 ÐJ Ð?ÑÑ

"# 0ÐJ Ð?ÑÑ
 ,

da cui, mediante la trasformazione di variabile  con , e integrando successivamenteB œ J Ð?Ñ ? œ JÐBÑ"

per parti, si ha

  
! ∞ ∞

" ∞ ∞

0

w
# #9 9Ð?Ñ Ð?Ñ.? œ   B ÐJÐBÑ  "Î#Ñ 0ÐBÑ .B œ # BÐJ ÐBÑ  "Î#Ñ0ÐBÑ .B

" 0 ÐBÑ

"# 0ÐBÑ
 .

Quindi l'efficacia del test di Mood risulta

eff  .Q
∞

∞
#œ (#! Ð"  Ñ BÐJ ÐBÑ  "Î#Ñ0ÐBÑ .B – / /

• Esempio 9.2.2. Si consideri la statistica  del test di Ansari-Bradley dell'Esempio 9.1.1.E œ E8

Analogamente all'Esempio 7.2.2 al fine di determinare la distribuzione asintotica di  è convenienteE8

considerare la statistica  con . La funzione punteggio relativa alla statistica , dataX œ , E , œ Ð8  "Ñ X8 8 8 8 8

da , è tale che9Ð?Ñ œ l?  "Î#l Ð?Ñ"Ò!ß"Ó

 
! !

" "
# #Ð Ð?Ñ  Ñ .? œ Ðl?  "Î#l  "Î%Ñ .? œ  ∞

"

%)
9 9

–

e dunque le condizioni del Teorema 7.2.2 sono soddisfatte. Inoltre, risulta

 
! !

" "

0
"

w "

"
9 9Ð?Ñ Ð?Ñ.? œ   J Ð?Ñ l?  "Î#l .?

" 0 ÐJ Ð?ÑÑ

% 0ÐJ Ð?ÑÑ
 ,

da cui, mediante la trasformazione di variabile  con , se , e integrandoB œ J Ð?Ñ ? œ JÐBÑ J ÐB Ñ œ "Î#"
!Þ&

successivamente per parti, si ha
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! ∞ B

" B ∞

0
w w

B ∞

∞ B
# #

9 9Ð?Ñ Ð?Ñ.? œ   BÐ"Î#  JÐBÑÑ0 ÐBÑ .B  BÐJ ÐBÑ  "Î#Ñ0 ÐBÑ .B
"

%

œ B0ÐBÑ .B  B0ÐBÑ .B

!Þ&

!Þ&

!Þ&

!Þ&

 .

Quindi l'efficacia del test di Ansari-Bradley risulta

eff  .E
B ∞

∞ B
# #œ %) Ð"  Ñ Ð B0ÐBÑ .B  B0ÐBÑ .BÑ –  / /

!Þ&

!Þ&

9.3. Il test di Mood. Sia  un campione casuale misto con funzione di ripartizioneÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

congiunta . Il test di Mood è basato sulla statisticaJ −8 ßJi(

Q œ ÐV  Ð8  "ÑÑ
"

#
8
3œ"

3
#

"

 ,

descritta nell'Esempio 9.1.1. Mediante questo test si può verificare l'ipotesi di base . LaL À œ "ß J −! ( V
statistica  è una statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala con i punteggi di tipo 2 scelti comeQ
+Ð3Ñ œ Ð3  Ð8  "ÑÎ#Ñ 3 œ "ßá ß 8 : Ð7Ñ Q#

8 ß8 per . Al fine di calcolare la funzione di probabilità  di , è
" #

conveniente considerare i punteggi  al posto dei punteggi originali. In questa maniera la+ Ð3Ñ œ %+Ð3Ñw

statistica  basata sui nuovi punteggi prende valori solo sugli interi ed è equivalente alla statisticaQw

originale essendo . Dunque, dal Teorema 9.1.4, la funzione generatrice di probabilità  diQ œ %Q P Ð@Ñw
Qw

Q 8 ?w 8
8

"

" è data da  volte il coefficiente di ordine  del polinomio in  
"


3œ"

8
Ð#3Ð8"ÑÑÐ"  ?@ Ñ

#

 .

• Esempio 9.3.1. Per  e  si ha8 œ # 8 œ #" #


3œ"

%
Ð#3&Ñ * # "! ") # "" "* $ #! %Ð"  ?@ Ñ œ "  Ð#@  #@ Ñ?  Ð@  %@  @ Ñ?  Ð#@  #@ Ñ?  @ ?

#

 ,

da cui

P Ð@Ñ œ Ð@  %@  @ Ñ
"

'
Q

# "! ")
w  .

Poichè le probabilità  corrispondono ai coefficienti del polinomio , si ottiene la Tavola 9.3.1.: Ð7 Ñ P Ð@Ñ#ß# Q
w

w

Tavola 9.3.1. Funzione di probabilità di  per  e .Q 8 œ # 8 œ #w
" #

7 # "! ")

: Ð7 Ñ "Î' %Î' "Î'

w

#ß#
w

Inoltre, tenendo presente la relazione fra  e , dalla Tavola 9.3.1 si ottiene anche la Tavola 9.3.2.Q Qw

Tavola 9.3.2. Funzione di probabilità di  per  e .Q 8 œ # 8 œ #" #

7 "Î# &Î# *Î#
: Ð7Ñ "Î' %Î' "Î'#ß#

–

Se l'ipotesi di base è vera, dall'Esempio 9.1.2 si ha

E VarÐ ÐQÑ œ QÑ œ
8 Ð8  "Ñ 8 8 Ð8  "ÑÐ8  %Ñ

"# ")!
" " #

# #

 ,  . 
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Inoltre, dall'Esempio 9.1.2, risulta che la distribuzione di  è simmetrica solo se . Infine, dalQ 8 œ 8" #

Corollario 2.4.6 si ha che  è “distribution-free” su  e di conseguenza anche il test di Mood èQ œi V"ßJ J

“distribution-free”. Dal momento che la distribuzione della statistica  sotto ipotesi di base è specificata, leQ
appropriate regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si possono facilmente ottenere
tenendo presente la discussione fatta nella §9.1.

• Esempio 9.3.2. Nella Tavola 9.3.3 sono riportati i tempi in anni dall'elezione alla morte per gli ultimi 8
presidenti degli Stati Uniti e degli ultimi 8 papi (dati aggiornati al 1991).

Tavola 9.3.3. Tempi di sopravvivenza dall'elezione in anni .Ð Ñ
presidente papa

Harding Leone XIII
Coolidge Pio X
Hoover Benedetto XV
Roosvelt

B < %+Ð< Ñ C < %+Ð< Ñ
" # # "'* #& "% "#"
# "! ( * "" ) "
$ $' "' ##& ) & %*
% "# *

3 3 3 3 3 3

" "( "# %*
& #) "& "'* "* "$ )"
' $ $ "#" & % )"
( "' "" #& "& "! *
) * ' #& !

Pio XI
Truman Pio XII
Kennedy Giovanni XXIII
Eisenhower Paolo VI
Johnson Giovanni Paolo " ##&

Fonte: Lunn e McNeil (1991)

Si vuole verificare se esiste una differente dispersione fra i due gruppi, ovvero si vuole verificare il sistema
di ipotesi , contro . Dal momento che per questi dati si verifica cheL À œ "ß J − L À Á "ß J −! "( V ( V
7 œ ")' 8 œ ) 8 œ ) ÐQ   ")'Ñ œ !Þ$&#&, per  e  si ha  e quindi la significatività osservata risulta" # Pr
α9== œ # ‚ ! $&#& œ ! (!&!. . . Questo è una significatività osservata piuttosto elevata che porta ad accettare
l'ipotesi di base. –

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni della statistica  sotto ipotesi di base,Q œ Q8

dal Teorema 9.2.1 si ha

Q  8 Ð8  "ÑÎ"#

8 8 Ð8  "ÑÐ8  %ÑÎ")!
Ä RÐ!ß "Ñ

8 "
#

" #
#

.  .

La convergenza della statistica di Mood è abbastanza rapida anche per campioni moderati, posto che
entrambe le numerosità siano abbastanza elevate, ovvero  e . Le approssimazioni per grandi8   "& 8   "&" #

campioni delle regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si possono facilmente ottenere
tenendo presente la discussione fatta nella §9.2.

9.4. Il test di Ansari-Bradley. Sia  un campione casuale misto con funzione diÐ\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

ripartizione congiunta . Il test di Ansari-Bradley è basato sulla statisticaJ −8 ßJi(

E œ Ð  lV  lÑ
8  " 8  "

# #
8
3œ"

3

"

descritta nell'Esempio 9.1.1. Mediante questo test si può verificare l'ipotesi di base . LaL À œ "ß J −! ( V
statistica  è una statistica lineare dei ranghi per i parametri di scala con i punteggi di tipo 1 scelti comeE
+Ð3Ñ œ Ð8  "ÑÎ#  l3  Ð8  "ÑÎ#l 3 œ "ßá ß 8 : Ð+Ñ per . Al fine di calcolare la funzione di probabilità 8 ß8" #

di , è conveniente considerare i punteggi  al posto dei punteggi originali. In questa maniera laE + Ð3Ñ œ #+Ð3Ñw

statistica  basata sui nuovi punteggi prende valori solo sugli interi ed è equivalente alla statistica originaleEw

essendo . Dunque, dal Teorema 9.1.4, la funzione generatrice di probabilità  di  è data daE œ #E P Ð@Ñ Ew w
Ew

 8
8

"

"
"

 volte il coefficiente di ordine  del polinomio in 8 ?


3œ"

8
Ð8"Ñl#3Ð8"ÑlÐ"  ?@ Ñ .
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• Esempio 9.4.1. Per  e  si ha8 œ # 8 œ #" #


3œ"

%
&l#3&l # % % ' ) # ) "! $ "# %Ð"  ?@ Ñ œ "  Ð#@  #@ Ñ?  Ð@  %@  @ Ñ?  Ð#@  #@ Ñ?  @ ?  ,

da cui

P Ð@Ñ œ Ð@  %@  @ Ñ
"

'
E

% ' )
w   .

Poichè le probabilità  corrispondono ai coefficienti del polinomio , si ottiene la Tavola 9.4.1.: Ð+ Ñ P Ð@Ñ#ß#
w

Ew

Tavola 9.4.1. Funzione di probabilità di  per  e .E 8 œ # 8 œ #w
" #

+ % ' )

: Ð+ Ñ "Î' %Î' "Î'

w

#ß#
w

Inoltre, tenendo presente la relazione fra  e  dalla Tavola 9.4.1 si ottiene anche la Tavola 9.4.2.E Ew

Tavola 9.4.2. Funzione di probabilità di  per  e .E 8 œ # 8 œ #" #

+ # $ %
: Ð+Ñ "Î' %Î' "Î'#ß#

–

Se l'ipotesi di base è vera, dall'Esempio 9.1.3 per  pari si ha8

E VarÐ ÐEÑ œ EÑ œ
8 Ð8  #Ñ 8 8 Ð8  %Ñ

% %)Ð8  "Ñ
" " #

#

 ,  ,

mentre per  dispari si ha8

E VarÐ ÐEÑ œ EÑ œ
8 Ð8  "Ñ 8 8 Ð8  "ÑÐ8  $Ñ

%8 %)8
" " #

# #

#
 ,  .

Inoltre, dall'Esempio 9.1.3, risulta che la distribuzione di  è simmetrica solo se . Infine, dalE 8 œ 8" #

Corollario 2.4.6 la statistica  è “distribution-free” su  e di conseguenza anche il test di Ansari-E œi V"ßJ J

Bradley è “distribution-free”. Dal momento che la distribuzione della statistica  sotto ipotesi di base èE
specificata, le appropriate regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si possono
facilmente ottenere tenendo presente la discussione fatta nella §9.1.

• Esempio 9.4.2. Sebbene i dati dell'Esempio 6.1.1 siano relativi ad un solo campione casuale di sfere di
acciaio prodotte da un macchinario, sono tuttavia disponibili anche i dati relativi ad un secondo campione
casuale proveniente da un altro macchianario che produce ancora sfere di acciaio del diametro di 1 micron.
Si dispone quindi di due campioni casuali indipendenti e si hanno quindi i dati della Tavola 9.4.3.

Tavola 9.4.3. Diametro delle sfere in micron .Ð Ñ
macchianario 1 macchinario 2

sfera B < #+Ð< Ñ C < #+Ð< Ñ
" "Þ") ) "' "Þ(# ") '
# "Þ%# "# ") "Þ'$ "' "!
$ !Þ'* " # "Þ'* "( )
% !Þ)) % ) !Þ(* $ '
& "Þ'# "& "# "Þ(* "* %
'

3 3 3 3 3 3

"Þ!* ( "% !Þ(( # %
( "Þ&$ "% "% "Þ%% "$ "'
) "Þ!# ' "# "Þ#* "! #!
* "Þ"* * ") "Þ*' #! #
"! "Þ$# "" #! !Þ** & "!

Fonte: Romano (1977)
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Si sospetta che il secondo macchinario produca sfere con minore precisione del primo, ovvero si vuole
verificare il sistema di ipotesi 1 , contro . Dal momento che per questiL À œ ßJ − L À  "ß J −! "( V ( V
dati è immediato verificare che , per  e  si ha .  e quindi la+ œ '( 8 œ "! 8 œ "! ÐE   '(Ñ œ ! !%!$" # Pr
significatività osservata risulta . . Questa è una significatività osservata bassa che porta aα9== œ ! !%!$
respingere l'ipotesi di base, ovvero sulla base dell'evidenza empirica si deve ritenere che il secondo
macchinario sia meno preciso del primo. –

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni della statistica  sotto ipotesi di base, dalE œ E8

Teorema 9.2.1, si ha

E  E Ñ

E Ñ
Ä RÐ!ß "Ñ

8 8

8

.E

Var

Ð

Ð  .

La convergenza della statistica di Ansari-Bradley è abbastanza rapida anche per campioni moderati, posto
che entrambe le numerosità siano abbastanza elevate, ovvero  e . Le approssimazioni per8   "& 8   "&" #

grandi campioni delle regioni critiche del test per alternative bilaterali o direzionali si possono facilmente
ottenere tenendo presente la discussione fatta nella §9.2.

9.5. Le prestazioni del test di Mood e del test di Ansari-Bradley. Per quanto riguarda le prestazioni
asintotiche del test di Mood, dall'Esempio 9.2.1 si ha

eff  ,Q
∞

∞
#œ (#! Ð"  Ñ BÐJ ÐBÑ  "Î#Ñ0ÐBÑ .B / /

per cui, utilizzando i risultati dell'Esempio 3.2.4, l'efficienza asintotica relativa del test di Mood rispetto al
test di Snedecor risulta

EAR  .QßJ

# # #
∞
∞

%
œ

")! Ð BÐJ ÐBÑ  "Î#Ñ0ÐBÑ .BÑ#

5


La Tavola 9.5.2 fornisce i valori dell'efficienza asintotica relativa EAR  per alcune distribuzioni. RisultaQßJ

evidente che, anche dal punto di vista asintotico, il test di Mood dimostra buone prestazioni.

Tavola 9.5.2. EAR del test di Mood rispetto al test di Snedecor.
distribuzione EARQßJ

# #

Y Ð ß Ñ "

RÐ ß Ñ "&ÎÐ# Ñ œ !Þ(&**
P9Ð ß Ñ "
PÐ ß Ñ '#&Î&(' ¶ "Þ!)&"
GÐ ß Ñ ∞
IÐ ß Ñ ""&Î"%% ¶ !Þ(*)'

- $

. 5 1
- $
. $
- $
- 5

Per quanto riguarda le prestazioni asintotiche del test di Ansari-Bradley, dall'Esempio 9.2.2 si ha

eff   ,E
B ∞

∞ B
# #œ %) Ð"  Ñ Ð B0ÐBÑ .B  B0ÐBÑ .BÑ  / /

!Þ&

!Þ&

per cui utilizzando i risultati dell'Esempio 3.2.4, l'efficienza asintotica relativa del test di Ansari-Bradley
rispetto al test di Snedecor risulta

EAR  .EßJ

# # # #
B ∞
∞ B

%
œ

"# Ð B0ÐBÑ .B  B0ÐBÑ .BÑ#

5

 
!Þ&

!Þ&

La Tavola 9.5.3 fornisce i valori dell'efficienza asintotica relativa EAR  per alcune distribuzioni. LeEßJ

prestazioni del test di Ansari-Bradley sono relativamente scarse anche in questo caso, eccetto che per una
distribuzione a code pesanti quale la Cauchy.
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Tavola 9.5.3. EAR del test di Ansari-Bradley rispetto al test di Snedecor.
distribuzione EAREßJ

# #

#

#

Y Ð ß Ñ $Î& œ !Þ'

RÐ ß Ñ 'Î ¶ !Þ'!(*
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Infine, l'efficienza asintotica relativa del test di Mood rispetto al test di Ansari-Bradley risulta

EAR  .QßE
∞
∞ # #

B ∞
∞ B# # #

œ
"& Ð BÐJ ÐBÑ  "Î#Ñ0ÐBÑ .BÑ

Ð B0ÐBÑ .B  B0ÐBÑ .BÑ
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!Þ&

La Tavola 9.5.4 fornisce i valori dell'efficienza asintotica relativa EAR  per alcune distribuzioni. Dunque,QßE

dal punto di vista asintotico, il test di Mood risulta superiore al test di Ansari-Bradley.

Tavola 9.5.4. EAR del test di Mood rispetto al test di Ansari-Bradley.
distribuzione EARQßE

#

#

Y Ð ß Ñ &Î$ œ "Þ'''(
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Capitolo 10

I test per l'associazione

10.1. Verifica di ipotesi sull'associazione. Si consideri il seguente modello statistico “distribution-free”

V V# #
J 8 8 " 8 " 8 3 3

3œ"

8

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B ß C ßá ß C Ñ œ JÐB ß C Ñß J − ×  ,

dove  rappresenta la classe delle funzioni di ripartizione di un vettore bivariato di variabili casualiV#

assolutamente continue. Dunque,  rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casualeV#J
proveniente da un vettore bivariato di variabili casuali assolutamente continue. Una sottoclasse di  è dataV#J
dal modello statistico “distribution-free”

\ V#
J ßJ 8 8 " 8 " 8 " 3 # 3 " #

3œ"

8

" #
œ ÖJ À J ÐB ßá ß B ß C ßá ß C Ñ œ J ÐB ÑJ ÐC Ñß J ß J − ×  .

Quindi,  rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casuale proveniente da un vettore\ #
J ßJ" #

bivariato di variabili casuali assolutamente continue a componenti indipendenti. Il sistema di ipotesi da
verificare risulta  contro l'ipotesi alternativa , ovvero si vuoleL À J − L À J − ! 8 " 8

# # #
J ßJ J J ßJ\ V \
" # " #

verificare l'indipendenza delle componenti del vettore bivariato di variabili casuali da cui proviene il
campione casuale.

10.2. Il test di correlazione di Spearman. Se  è un campione casuale bivariato conÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

funzione di ripartizione congiunta , si vuole verificare il sistema di ipotesi considerato nella §10.1.J −8
#
JV

Una statistica test conveniente in questo caso è il coefficiente di correlazione campionario di Spearman, che
non è altro che l'ordinario coefficiente di correlazione calcolato sul vettore dei ranghi relativo a
Ð\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ ÐV ßá ßV Ñ" 8 " 8 " 8 e sul vettore dei ranghi relativo a . Si indichi dunque con  il vettore
dei ranghi relativo a  e con  il vettore dei ranghi relativo a . TenendoÐ\ ßá ß\ Ñ ÐY ßá ßY Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8 " 8

presente che

" " 8  "

8 8 #
V œ Y œ 

3œ" 3œ"

8 8

3 3

e che

" 8  " " 8  " 8  "

8 # 8 # "#
ÐV  Ñ œ ÐY  Ñ œ 

3œ" 3œ"

8 8

3 3
# #

#

 ,

il coefficiente di correlazione campionario di Spearman è dunque dato da

V œ œ Y V 
Y V  Ð8  "Ñ Î%

Ð8  "ÑÎ"# 8Ð8  "Ñ 8  "

"# $Ð8  "Ñ
W 3 3

"
8 3œ"

8
3 3

#

# #
3œ"

8   .

Il seguente teorema permette di ottenenre un'espressione più semplice per il coefficiente di correlazione di
Spearman.

Teorema 10.2.1. Se  è un campione casuale bivariato con funzione di ripartizioneÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

congiunta , per il coefficiente di correlazione di Spearman si haJ −8
#
J ßJ\
" #
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V œ Y V  œ 3V 
"# $Ð8  "Ñ "# $Ð8  "Ñ

8Ð8  "Ñ 8  " 8Ð8  "Ñ 8  "
W 3 3 3# #

3œ" 3œ"

8 8
.   .

Dimostrazione. Dal momento che i vettori dei ranghi  e  sono indipendenti inÐV ßá ßV Ñ ÐY ßá ßY Ñ" 8 " 8

quanto trasformate di variabili casuali indipendenti, allora per ogni  si haÐ? ßá ß ? Ñ −" 8 8e

ÐV ± Y œ ? ßá ßY œ ? Ñ œ ? V 
"# $Ð8  "Ñ

8Ð8  "Ñ 8  "
W " " 8 8 3 3

.

#
3œ"

8

  .
Se  è la posizione del numero  nel vettore , allora si ha. 3 Ð? ßá ß ? Ñ3 " 8

"# $Ð8  "Ñ "# $Ð8  "Ñ

8Ð8  "Ñ 8  " 8Ð8  "Ñ 8  "
? V  œ 4V 

# #
3œ" 4œ"

8 8

3 3 .   . 
4

Dal momento che per il Teorema 2.4.3  è distribuito uniformente su , essendo il vettore deiÐV ßá ßV Ñ" 8 8e

ranghi relativo ad un campione casuale, allora si ha  per qualsiasiÐV ßá ßV Ñ œ ÐV ßá ßV Ñ" 8 . .
.

" 8

permutazione  di . Dunque, risultaÐ. ßá ß . Ñ Ð"ßá ß 8Ñ" 8

ÐV ± Y œ ? ßá ßY œ ? Ñ œ 4V  œ 3V 
"# $Ð8  "Ñ "# $Ð8  "Ñ

8Ð8  "Ñ 8  " 8Ð8  "Ñ 8  "
W " " 8 8 . 3

. .

# #
4œ" 3œ"

8 8 
4

 .

Questa equivalenza in distribuzione vale per ogni  e il teorema è dimostrato. Ð? ßá ß ? Ñ −" 8 8e 

In base al precedente teorema, il coefficiente di correlazione di Spearman può essere calcolato
semplicemente ordinando rispetto alle realizzazioni di  e successivamente assegnando il vettoreÐ] ßá ß ] Ñ" 8

dei ranghi alle realizzazioni di . Se risulta  per , allora esiste associazioneÐ\ ßá ß\ Ñ V œ 3 3 œ "ßá ß 8" 8 3

positiva perfetta fra i ranghi ed infatti si ha

V œ 3  œ  œ "
"# $Ð8  "Ñ "# 8Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ $Ð8  "Ñ

8Ð8  "Ñ 8  " 8Ð8  "Ñ ' 8  "
W # #

3œ"

8
# .

Al contrario, se  per , allora esiste associazione negativa perfetta fra i ranghi edV œ 8  "  3 3 œ "ßá ß 83

infatti

V œ 3Ð8  "  3Ñ  œ 3  3 
"# $Ð8  "Ñ "# "# $Ð8  "Ñ

8Ð8  "Ñ 8  " 8Ð8  "Ñ 8Ð8  "Ñ 8  "
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3œ" 3œ" 3œ"

8 8 8
#

#

  
" .

Posto ,  è una trasformata lineare di . Dunque,  e  forniscono test equivalenti.W œ 3V V W V W
3œ"
8

3 W W

Tenendo presente la Definizione 7.1.1,  è dunque una statistica lineare dei ranghi con le costanti diW
regressione pari a  e i punteggi pari a . Il supporto di  è dato da -Ð3Ñ œ 3 +Ð3Ñ œ 3 W Ö8Ð8  "ÑÐ8  #ÑÎ'ßá ß
8Ð8  "ÑÐ#8  "ÑÎ'× W. Tenendo presente il Teorema 2.4.3 e denotando la funzione di probabilità di  con
: Ð=Ñ œ ÐW œ =Ñ8 Pr , si ha

: Ð=Ñ œ - Ð=Ñ Ð=Ñ ß
"

8x
8 8 Ö8Ð8"ÑÐ8#ÑÎ'ßáß8Ð8"ÑÐ#8"ÑÎ'×"  

dove  rappresenta il numero di permutazioni di  per cui  assume valore . La funzione di- Ð=Ñ Ð"ßá ß 8Ñ W =8

probabilità di  (e di conseguenza quella di ) è solitamente ottenuta mediante enumerazione, dalW VW

momento che non esistono metodi che ne facilitino il calcolo. Se l'ipotesi di base è vera, dal momento che in
questo caso si ha  e , dal Teorema 7.1.3 risulta– –+ œ - œ Ð8  "ÑÎ# = œ = œ Ð8  "ÑÎ"#+ -

# # #

E VarÐ ÐWÑ œ WÑ œ
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 ,  ,



I test per l'associazione 93

da cui

E EÐ ÐV Ñ œ WÑ  œ !
"# $Ð8  "Ñ

8Ð8  "Ñ 8  "
W #

e

Var VarÐ ÐV Ñ œ WÑ œ
"%% "

8 Ð8  "Ñ 8  "
W # # #

 .

Dal momento che , in modo analogo all'Esempio 7.1.5, si ottiene che  è simmetrica rispetto a+Ð3Ñ œ 3 W
E EÐ ÐWÑ œ 8Ð8  "ÑÎ% V V Ñ œ !#

W W. Di conseguenza, anche  è simmetrica rispetto a . Inoltre, dal Corollario
2.4.4, la statistica  è “distribution-free” su  e dunque anche su , ovvero anche il test di Spearman èW V \J

#
J ßJ" " #

“distribution-free”. Se l'ipotesi di base non è vera,  tende ad assumere valori bassi o elevati. Fissato quindiW
un livello di significatività , allora si sceglie come regione critica l'insiemeα

g" 8ß Î# 8ß" Î#œ Ö= À = Ÿ = ß =   = ×α α  ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di  per una numerosità campionaria pari a= W8ßα α
8.

• Esempio 10.2.1. I dati della Tavola 10.2.1 si riferiscono alla mortalità per cirrosi e al consumo di maiale
nell'anno 1978 nelle 10 provincie del Canada.

Tavola 10.2.1. Mortalità per cirrosi (per 100 000 abitanti)
 e consumo di maiale (in  per persona).51

provincia
Prince Edward Island
Newfoundland
Nova Scotia
Saskatchewan
New Brunswick

C B 3 <
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3 3 3

Alberta
Manitoba
Ontario
Quebec
British Columbia
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")Þ# (Þ# ) )
"*Þ! "%Þ* * "!
#(Þ& )Þ% "! *

Fonte: Nanji e French (1985)

Si vuole verificare se esiste associazione fra la mortalità per cirrosi e il consumo di maiale. Dal momento
che per questi dati si ha , allora per  risulta  e quindi la significatività= œ $'! 8 œ "! ÐW   $'!Ñ œ !Þ!"&$Pr
osservata è data da . Dunque, esiste associazione fra la mortalità per cirrosi e ilα9== œ # ‚ !Þ!"&$ œ !Þ!$!'
consumo di maiale, in quanto si può respingere  ad ogni livello di significatività . In effetti,L  !Þ!$!'! α
esiste una associazione positiva, dato che risulta .< œ #$Î$$ ¶ !Þ'*'* –W

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni della statistica  sotto ipotesi di base, iW œ W8

relativi coefficienti di regressione verificano la condizione di Noether dal momento che

lim lim lim lim
max max8 8 8 8

8 8
3œ" 3œ"8 8

# #
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8 8

# # #

# Ð- Ð3Ñ  - Ñ Ð3  Ð8  "ÑÎ#Ñ

Ð- Ð3Ñ  - Ñ Ð3  Ð8  "ÑÎ#Ñ Ð8  "Ñ Î% $Ð8  "Ñ
œ œ œ œ ∞

8Ð8  "ÑÎ"# 8Ð8  "Ñ–
–  .

In questo caso, dal momento che alla statistica  è associata la funzione punteggio  e tenendoW Ð?Ñ œ ?9 "Ò!ß"Ó

presente l'Esempio 5.3.1, le condizioni del Teorema 7.2.2 sono soddifatte e quindi si ha

W  8Ð8  "Ñ Î%

8 Ð8  "ÑÐ8  "Ñ Î"%%
Ä RÐ!ß "Ñ

8
#

# #

.  .

Tenendo presente la discussione che segue il Teorema 7.2.2 si ha inoltre
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V

"ÎÐ8  "Ñ
œ V 8  " Ä RÐ!ß "Ñ

Wß8
Wß8

.   .

Fissato un livello di significatività , per  la regione critica può essere dunque approssimataα 8 Ä ∞
dall'insieme

Ö= À = Ÿ W Ñ  D W Ñß =   W Ñ  D W Ñ×E Var E VarÐ Ð Ð Ð8 8 8 8Î# " Î#α α
   .

• Esempio 10.2.2. I dati della Tavola 10.2.2 si riferiscono alle misure (in ) fatte nel lancio del peso e del7
giavellotto dalle 25 atlete partecipanti alla gara di eptathlon femminile alle Olimpiadi del 1988.

Tavola 10.2.2. Misure nel lancio del peso e del giavellotto (in ).7
atleta
Joyner-Kersee - USA
John - GDR
Behmer - GDR
Sablovskaite - URS

C B 3 <
"&Þ)! %&Þ'' #% ##
"'Þ#$ %#Þ&' #& "'
"%Þ#! %%Þ&% "* "*
"&Þ#$ %#Þ() #$ "(

3 3 3

Choubenkova - URS
Schultz - GDR
Fleming - AUS
Greiner - USA
Lajbnerova - CZE

"%Þ(' %(Þ'% ## #%
"$Þ&! %#Þ)# "( "&
"#Þ)) %!Þ#) "# "$
"%Þ"$ $)Þ!! ") &
"%Þ#) %#Þ#! #" "%
"#Þ'# $*Þ!' ) (
"$Þ!" $(Þ)' "& %
"#Þ)* %!Þ#( "$ "#
""Þ&) %(Þ&! $ #&

Bouraga - URS
Wijnsma - HOL
Dimitrova - BUL
Schneider - SWI
Braun - FRG
Ruotsalainen - FIN
Yuping - CHN
Hagger - GB
Brown - USA
Mulli

"$Þ"' %%Þ&) "' #!
"#Þ$# %&Þ%% ( #"
"%Þ#" $)Þ'! #! '
"#Þ(& $&Þ(' "" #
"#Þ'* %%Þ$% "! ")

ner - GB
Hautenauve - BEL
Kytola - FIN
Geremias - BRA
Hui-Ing - TAI
Je

"#Þ') $(Þ(' * $
""Þ)" $&Þ') ' "
""Þ'' $*Þ%) % "!
"#Þ*& $*Þ'% "% ""
"!Þ!! $*Þ"% " )

ong-Me - KOR
Launa - PNG

"!Þ)$ $*Þ#' # *
""Þ() %'Þ$) & #$

Fonte: Lunn e McNeil (1991)

I dati sono ordinati in base alla posizione finale dell'atleta nella gara. Si è interessati a conoscere se vi è
associazione fra il risultato ottenuto dalle atlete nella gara del lancio del peso e quello ottenuto dalle atlete
nella gara del lancio del giavellotto. Dal momento che per questi dati si ha , allora= œ %%*$

PrÐW   %%*$Ñ ¶ "  ÐÐ%%*$  #& ‚ '('Î%ÑÎ '#& ‚ #% ‚ '('Î"%%Ñ œ "  Ð"Þ!!)!Ñ œ !Þ"&''F F  ,

e la significatività osservata risulta . Dunque, non esiste associazione fra iα9== œ # ‚ !Þ"&'' œ !Þ$"$#
risultati ottenuti nel lancio del peso e del giavellotto nella gara di epthatlon, dal momento che si può
accettare  ad ogni livello di significatività . Il coefficiente di correlazione di Spearman risultaL  !Þ$"$#! α
< œ '(Î$#& ¶ !Þ#!'" –W , un valore relativamente basso che conferma la mancanza di associazione.

10.3. Il test di correlazione di Kendall. Se  è un campione casuale bivariato conÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

funzione di ripartizione congiunta , si vuole verificare il sistema di ipotesi considerato nella §10.1.J −8
#
JV

Una statistica test opportuna in questo sistema di ipotesi è data dalla statistica di Kendall, data da

7 œ Ð\ \ Ñ Ð]  ] Ñ
#

8Ð8  "Ñ
 
3œ" 4œ3"

8" 8

4 3 4 3segn segn  ,



I test per l'associazione 95

dove segn . La statistica  può essere scritta comeÐBÑ œ # ÐBÑ  ""Ð!ß∞Ñ 7

7 œ ÐG HÑ
#

8Ð8  "Ñ
  ,

dove

G œ Ð Ð\ \ Ñ Ð]  ] ÑÑ 
3œ" 4œ3"

8" 8

Ò!ß∞Ñ 4 3 4 3" segn segn

rappresenta il numero di coppie  e  concordanti, mentreÐ\ ß ] Ñ Ð\ ß ] Ñ3 3 4 4

H œ Ð  Ð\ \ Ñ Ð]  ] ÑÑ 
3œ" 4œ3"

8" 8

Ò!ß∞Ñ 4 3 4 3" segn segn

rappresenta il numero di coppie  e  discordanti. Dal momento che si haÐ\ ß ] Ñ Ð\ ß ] Ñ3 3 4 4

G  H œ 8Ð8  "ÑÎ#, allora

7 œ  "
%G

8Ð8  "Ñ
 .

In caso di perfetta associazione positiva tutte le coppie sono concordanti, per cui risulta G œ 8Ð8  "ÑÎ#
e di conseguenza . Al contrario, in caso di perfetta associazione negativa tutte le coppie sono7 œ "
discordanti, per cui risulta  e di conseguenza . Infine, se il numero delle coppie concordanti èG œ ! œ  "7
uguale al numero delle coppie discordanti, ovvero se non vi è associazione, allora risulta G œ 8Ð8  "ÑÎ%
per cui . Dunque,  è a tutti gli effetti una valida misura di associazione. La statistica  è una7 7 7œ !
trasformata lineare della statistica . Dunque,  e  forniscono test equivalenti. Il seguente teoremaG G7
fornisce una utile equivalenza in distribuzione per la statistica .G

Teorema 10.3.1. Se  è un campione casuale bivariato con funzione di ripartizioneÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

congiunta , per la statistica  risultaJ − G8
#
J ßJ\
" #

G œ Ð Ð\ \ Ñ Ð]  ] ÑÑ œ ÐV  V Ñ   
3œ" 4œ3" 3œ" 4œ3"

8" 8 8" 8

Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ4 3 4 3 4 3
.

" "segn segn  ,

dove  è il vettore dei ranghi relativo a .ÐV ßá ßV Ñ Ð\ ßá ß\ Ñ" 8 " 8

Dimostrazione. Si ha

segn segn  ,  ,  ,Ð\ \ Ñ œ ÐV  V Ñ 3 œ "ßá ß 8  " 4 œ 3  "ßá ß 84 3 4 3
.

e

segn segn  ,  ,  ,Ð]  ] Ñ œ ÐY  Y Ñ 3 œ "ßá ß 8  " 4 œ 3  "ßá ß 84 3 4 3
.

dove  è il vettore dei ranghi relativo a . Dunque, risultaÐY ßá ßY Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

G œ Ð Ð\ \ Ñ Ð]  ] ÑÑ œ Ð ÐV  V Ñ ÐY  Y ÑÑ   
3œ" 4œ3" 3œ" 4œ3"

8" 8 8" 8

Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ4 3 4 3 4 3 4 3
.

" "segn segn segn segn  .

Dal momento che  e  sono indipendenti in quanto trasformate di variabili casualiÐV ßá ßV Ñ ÐY ßá ßY Ñ" 8 " 8

indipendenti, allora per ogni  si haÐ? ßá ß ? Ñ −" 8 8e
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ÐG ± Y œ ? ßá ßY œ ? Ñ œ Ð Ð ÐV  V Ñ ÐY  Y ÑÑ ± Y œ ? ßá ßY œ ? Ñ

œ Ð ÐV  V Ñ Ð?  ? ÑÑ

" " 8 8 4 3 4 3 " " 8 8
.

3œ" 4œ3"

8" 8

Ò!ß∞Ñ

3œ" 4œ3"

8" 8

Ò!ß∞Ñ 4 3 4 3

 
 

"

"

segn segn

segn segn  .

Se  è la posizione del numero  nel vettore , allora si ha. 3 Ð? ßá ß ? Ñ3 " 8

   
 

3œ" 4œ3"

8" 8 8" 8

Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ4 3 4 3 . .

6œ" 7œ6"

6œ" 7œ6"

8" 8

Ò!ß∞Ñ . .

" "

"

Ð ÐV  V Ñ Ð?  ? ÑÑ œ Ð ÐV  V Ñ Ð7 6ÑÑ

œ Ð ÐV  V ÑÑ

segn segn segn segn

segn  .

7 6

7 6

Dal momento che per il Teorema 2.4.3  è distribuito uniformente su , essendo il vettore deiÐV ßá ßV Ñ" 8 8e

ranghi relativo ad un campione casuale, si ha  per qualsiasi permutazioneÐV ßá ßV Ñ œ ÐV ßá ßV Ñ" 8 . .
.

" 8

Ð. ßá ß . Ñ Ð"ßá ß 8Ñ" 8  di . Dunque, risulta

ÐG ± Y œ ? ßá ßY œ ? Ñ œ Ð ÐV  V ÑÑ œ Ð ÐV  V ÑÑ" " 8 8 . . 4 3
. .

6œ" 7œ6"

8" 8 8" 8

Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ

3œ" 4œ3"

   " "segn segn  .
6 7

Dal momento che questa equivalenza in distribuzione vale per ogni , allora il teorema èÐ? ßá ß ? Ñ −" 8 8e
dimostrato. 

Nel prossimo teorema si ottiene una importante equivalenza in distribuzione per la statistica .G

Teorema 10.3.2. Se  è un campione casuale bivariato con funzione di ripartizioneÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

congiunta , alloraJ −8
#
J ßJ\
" #

G œ Z
.

3œ#

8

3  ,

dove , per , sono  variabili casuali indipendenti con funzione di probabilità data daZ 3 œ #ß $ßá ß 8 Ð8  "Ñ3

: Ð@Ñ œ Ð@Ñ 3 œ #ß $ßá ß 8
"

3
3 Ö!ß"ßáß3"×"  ,  .

Dimostrazione. Dal Teorema 10.3.1, si ha

G œ ÐV  V Ñ œ ÐV  V Ñ  ÐV  V Ñ

œ Ð\ \ Ñ  Z

.

3œ" 4œ3" 3œ" 4œ3" 3œ"

8" 8 8" 8" 8"

Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ Ò!ß∞Ñ4 3 4 3 8 3

.

3œ" 4œ3"

8# 8"

Ò!ß∞Ñ 4 3 8

    
 

" " "

"  ,

dove . Dalla Definizione 2.4.1 si ha dunque che , ovvero  haZ œ Ð\ \ Ñ Z œ V  " Z8 8 4 8 8 84œ"
8"

Ò!ß∞Ñ
. "

funzione di probabilità

: Ð@Ñ œ Ð@Ñ
"

8
8 Ö!ß"ßáß8"×"  .

Inoltre, si noti che  è indipendente da  in quanto eliminando l'ultima 
3œ" 4œ3"
8# 8"

Ò!ß∞Ñ 4 3 8" Ð\ \ Ñ Z

osservazione l'ordinamento rimane comunque invariato. Questa variabile casuale è in effetti la statistica G
calcolata sul campione casuale . Iterando, si ha dunqueÐ\ ßá ß\ Ñ" 8"
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G œ Z
.

3œ#

8

3  ,

dove I , per , sono  variabili casuali indipendenti conZ œ ÐV  V Ñ 3 œ #ß $ßá ß 8 Ð8  "Ñ3 3 44œ"
3"

Ò!ß∞Ñ


funzione di probabilità data da

: Ð@Ñ œ Ð@Ñ 3 œ #ß $ßá ß 8
"

3
3 Ö!ß"ßáß3"×  ,  .  " 

Il supporto di  è dunque dato da . Tenendo presente il Teorema 2.4.3 eG Ö!ß "ßá ß 8Ð8  "ÑÎ#×
denotando la funzione di probabilità di  con , se l'ipotesi di base è vera si haG : Ð-Ñ œ ÐG œ -Ñ8 Pr

: Ð-Ñ œ - Ð-Ñ Ð-Ñ
"

8x
8 8 Ö!ß"ßáß8Ð8"ÑÎ#×"  ,

dove  rappresenta il numero di permutazioni di  per cui  assume valore . Sebbene esistano- Ð-Ñ Ð"ßá ß 8Ñ G -8

delle relazioni ricorrenti per il calcolo diretto della funzione di probabilità di , la distribuzione dellaG
statistica si ottiene più facilmente mediante la funzione generatrice delle probabilità.

Teorema 10.3.3. Se  è un campione casuale bivariato con funzione di ripartizioneÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

congiunta , la funzione generatrice delle probabilità di  risultaJ − G8
#
J ßJ\
" #

P Ð>Ñ œ l>l  "
"  >

3Ð"  >Ñ
G

3œ#

8 3  ,  .

Dimostrazione. Con la notazione del Teorema 10.3.2, la funzione generatrice delle probabilità di Z3

risulta

P Ð>Ñ œ > l>l  " 3 œ #ß $ßá ß 8
"

3
Z

4œ!

3"
4

3
  ,  ,  .

Dall'indipendenza delle  si ottiene dunqueZ3

P Ð>Ñ œ > œ l>l  "
" "  >

3 3Ð"  >Ñ
G

3œ# 4œ! 3œ#

8 83"
3

3    ,  .  

• Esempio 10.3.1. Per  si ha8 œ %

P Ð>Ñ œ Ð"  >ÑÐ"  >  > ÑÐ"  >  >  > Ñ œ Ð"  $>  &>  '>  &>  $>  > Ñ
" "

#% #%
G

# # % # $ % & '   .

Poichè le probabilità  corrispondono ai coefficienti del polinomio , si otteniene la Tavola 10.3.1.: Ð-Ñ P Ð>Ñ% G

Tavola 10.3.1. Funzione di probabilità di  per .G 8 œ %
- ! " # $ % & '

 "  #Î$  "Î$ ! "Î$ #Î$ "
: Ð-Ñ "Î#% $Î#% &Î#% 'Î#% &Î#% $Î#% "Î#%
7

%

–

Nei seguenti teoremi si ottiene la media e la varianza di  e la sua simmetria rispetto alla media.G

Teorema 10.3.4. Se  è un campione casuale bivariato con funzione di ripartizioneÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

congiunta , alloraJ −8
#
J ßJ\
" #
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E VarÐ ÐGÑ œ GÑ œ
8Ð8  "Ñ 8Ð8  "ÑÐ#8  &Ñ

% (#
 ,  .

Dimostrazione. Per le variabili casuali , per , definite nel Teorema 10.3.2, si haZ 3 œ #ß $ßá ß 83

EÐZ Ñ œ @: Ð@Ñ œ @ œ
" 3  "

3 #
3 3

@œ! @œ!

3" 3" 
e

Var EÐ ÐZ Ñ œ @ : Ð@Ñ  Z Ñ œ @  œ
" Ð3  "Ñ 3  "

3 % "#
3 3 3

@œ! @œ!

3" 3"
# # #

# #   .

Di conseguenza, tenendo presente il Teorema 10.3.2, si ha

E EÐ ÐGÑ œ Z Ñ œ Ð3  "Ñ œ 3 œ
" " 8Ð8  "Ñ

# # %
  
3œ# 3œ# 3œ"

8 8 8"

3

e

Var VarÐ ÐGÑ œ Z Ñ œ Ð3  "Ñ œ Ð3  "Ñ œ
" " 8Ð8  "ÑÐ#8  &Ñ

"# "# (#
  
3œ# 3œ# 3œ"

8 8 8

3
# #  .  

Dal precedente teorema si ha inoltre

E EÐ Ð7Ñ œ GÑ  " œ !
8Ð8  "Ñ

4

e

Var VarÐ Ð7Ñ œ GÑ œ
"' #Ð#8  &Ñ

8 Ð8  "Ñ *8Ð8  "Ñ# #
 .

Teorema 10.3.5. Se  è un campione casuale bivariato con funzione di ripartizioneÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

congiunta , allora  è simmetrica rispetto a .J − G GÑ œ 8Ð8  "ÑÎ%8
#
J ßJ\
" #

EÐ
Dimostrazione. Dal momento che  ogni  definita nel Teorema 10.3.2 è simmetrica rispetto aZ3

EÐZ Ñ œ Ð3  "ÑÎ# 3 œ #ß $ßá ß 83  per , tenendo presente il Teorema 1.2.3, si ha

G  GÑ œ ÐZ  Z ÑÑ œ Ð Z Ñ  Z Ñ œ GÑ  GE E E EÐ Ð Ð Ð
. . .

8 8

3œ# 3œ#

3 3 3 3   ,

per cui dal Teorema 1.2.2 si deve concludere che  è simmetrica rispetto a . G GÑEÐ 

Dal Teorema 10.3.5 si ha che anche  è simmetrica rispetto a . Dal Teorema 10.3.1, tenendo7 7EÐ Ñ œ !
presente il Corollario 2.4.4, risulta che la statistica  è “distribution-free” su  e dunque anche su ,G V \J

#
J ßJ" " #

ovvero anche il test di Kendall è “distribution-free”. Se l'ipotesi di base non è vera,  tende ad assumereG
valori bassi o elevati. Fissato quindi un livello di significatività , allora si sceglie come regione criticaα
l'insieme

g" 8ß Î# 8ß" Î#œ Ö- À - Ÿ - ß -   - ×α α  ,

dove  rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di  per una numerosità campionaria pari a- G8ßα α
8.
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• Esempio 10.3.2. I dati della Tavola 10.3.2 si riferiscono ai tempi fatti nei 100  piani dai primi 10 atleti7
classificati nella gara di decathlon alle Olimpiadi del 1988.

Tavola 10.3.2. Tempi nei 100  piani (in ).m sec
atleta I

Schenk - GDR
Voss - GDR
Steen - CAN
Thompson - GB
Blondel - FRA

C B < ÐV  V Ñ

" ""Þ#& "! !
# "!Þ)( $ '
$ ""Þ"* ) "
% "!Þ'# " '
& ""Þ

3 3 3 4 34œ3"
8

Ò!ß∞Ñ


!# % %
' "!Þ)$ # %
( ""Þ") ( "
) ""Þ!& & #
* ""Þ"& ' "
"! ""Þ#$ * !

Plaziat - FRA
Bright - USA
DeWit - HOL
Johnson - USA
Tarnovetsky - URS

Fonte: Lunn e McNeil (1991)

Si è interessati a conoscere se vi è associazione fra la posizione finale dell'atleta e il risultato fatto nella gara
dei 100 . Dal momento che è immediato ottenere che , per  si ha  e7 - œ #& 8 œ "! ÐG   #&Ñ œ !Þ$'%Pr
quindi la significatività osservata risulta . Dunque, la sola gara dei 100  nonα9== œ # ‚ !Þ$'% œ !Þ(") 7
condiziona la posizione finale dell'atleta, dal momento che si può accettare  ad ogni livello diL!

significatività . Si noti che in questo caso si ha , un valore basso delα 7 !Þ(") œ "Î* ¶ !Þ""""
coefficiente di Kendall che conferma la mancanza di associazione. –

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni di , si ha il seguente teorema.G8

Teorema 10.3.6. Se  è un campione casuale bivariato con funzione di ripartizioneÐ\ ß ] Ñßá ß Ð\ ß ] Ñ" " 8 8

congiunta , allora per J − 8 Ä ∞8
#
J ßJ\
" #

G  8Ð8  "ÑÎ%

8Ð8  "ÑÐ#8  &ÑÎ(#
Ä RÐ!ß "Ñ

8 .  .

Dimostrazione. Per il Teorema 10.3.2,  è data dalla somma di variabili casuali indipendenti, ma nonG8

ugualmente distribuite, ed è opportuno applicare il Teorema Fondamentale del Limite di Lindberg (Teorema
A.3.7). Si ha

5# # $

3œ# 3œ#

8 8

3œ Z Ñ œ Ð3  "Ñ µ 8
"

"#
 VarÐ  .

Inoltre, tenendo presente che il supporto di  è dato da  per , dallaZ Ö!ß "ßá ß 3  "× 3 œ #ß $ßá ß 83

disugualianza di Chebicheff si ha

E EÐÐZ  Ñ ÐZ ÑÑ Ÿ Ð ÐZ ÑÑ
3  " Ð3  "Ñ

# %

œ ÐlZ  l  ÑÑ Ÿ
Ð3  "Ñ 3  " Ð3  "Ñ 3

% # %

3 3 3
#

Ð∞ßÐ3"ÑÎ# Ñ∪ÐÐ3"ÑÎ# ß∞Ñ Ð∞ßÐ3"ÑÎ# Ñ∪ÐÐ3"ÑÎ# ß∞Ñ

#

# #

3

" "%5 %5 %5 %5

Pr %5
# # #

# # # #

 " Ð3  "Ñ Ð3  "Ñ

"# %)
œ

% 5 % 5
 .

Dunque, si ha

" 3  " " 8 "
ÐÐZ  Ñ ÐZ ÑÑ Ÿ Ð3  "Ñ Ð3  "Ñ µ œ

# %) 8 85 % 5 % %# # % # ' #
3œ# 3œ#

8 8

3 3
# # #

Ð∞ßÐ3"ÑÎ# Ñ∪ÐÐ3"ÑÎ# ß∞Ñ

& E " %5 %5

da cui

lim
8 #

3œ#

8

3 3
#

Ð∞ßÐ3"ÑÎ# Ñ∪ÐÐ3"ÑÎ# ß∞Ñ
" 3  "

ÐÐZ  Ñ ÐZ ÑÑ œ !
#5

 E  ." %5 %5



100 I test per l'associazione

Dal momento che la precedente relazione è soddisfatta per ogni , allora le condizioni del Teorema%  !
Fondamentale del Limite di Lindberg sono soddisfatte e il teorema è dimostrato. 

Dal Teorema 10.3.6, segue inoltre che

78 .#Ð#8  &ÑÎÐ*8Ð8  "ÑÑ
Ä RÐ!ß "Ñ .

Fissato un livello di significatività , per  la regione critica può essere dunque approssimataα 8 Ä ∞
dall'insieme

Ö- À - Ÿ G Ñ  D G Ñß -   G Ñ  D G Ñ×E Var E VarÐ Ð Ð Ð8 8 8 8Î# " Î#α α
   .

• Esempio 10.3.3. I dati della Tavola 10.3.3 si riferiscono alle misurazioni relative al contenuto totale di
acqua corporea e alla stime della massa magra corporea fornite dallo spessore della pliche cutanea misurato
mediante il plicometro in 23 bambini.

Tavola 10.3.3. Acqua (in ) e massa magra (in ).l kg
soggetto C B < ÐV  V Ñ

" (Þ$& ""Þ! # #"
# (Þ&' ""Þ& $ #!
$ (Þ'& "!Þ( " #!
% *Þ!$ "#Þ* & ")
& *Þ*" "#Þ$ % ")
' "!Þ"# "%Þ% ( "'
( "!Þ## "%Þ! ' "'
) "!Þ&# "&

3 3 3 4 34œ3"
8

Ò!ß∞Ñ
 "

Þ" ) "&
* "!Þ&* "(Þ% "" "#
"! ""Þ($ ")Þ! "# ""
"" ""Þ)' "&Þ$ * "#
"# "#Þ$$ "'Þ' "! ""
"$ "#Þ'# "*Þ( "% *
"% "$Þ&# "*Þ# "$ *
"& "%Þ%$ #"Þ' "& )
"' "&Þ)$ ##Þ* "( '
"( "&Þ*( #"Þ( "' '
") "(Þ%* #&Þ( ") &
"* ")Þ*' $"Þ% #! $
#! ##Þ(& #*Þ! "* $
#" #(Þ") %!Þ! #" #
## #(Þ#! %$Þ% ## "
#$ $!Þ#% %%Þ$ #$ !

Fonte: Brook (1971)

Si vuole verificare se esiste associazione fra il contenuto di acqua corporea e la pliche cutanea, ovvero si
vuole verificare che le stime della massa magra corporea ottenute mediante il plicometro sono credibili. Dal
momento che , allora- œ #%#

PrÐG   #%#Ñ ¶ "  ÒÐ#%#  #$ ‚ ##Î%ÑÎ #$ ‚ ## ‚ &"Î(#Ó œ "  Ð'Þ"!!)Ñ  !Þ!!!&F F  ,

e quindi la significatività osservata risulta . In questo caso, si può respingere α9== ! # ‚ !Þ!!!& œ !Þ!!" L
ad ogni livello di significatività . Il coefficiente di Kendall risulta , un valoreα 7 !Þ!!" œ #"Î#$ ¶ !Þ*"$!
elevato che conferma la presenza di una forte associazione positiva. –

Il test classico per la verifica di ipotesi sull'indipendenza è basato sulla statistica test

J œ 8  #
V

"  V
  #

 ,
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dove  è il coefficiente di correlazione campionario di Pearson. La Tavola 10.3.4 fornisce i valoriV
dell'efficienza asintotica relativa EAR  per alcune distribuzioni. Il test di Kendall presenta buoneGßJ

prestazioni per grandi campioni anche sotto ipotesi di normalità bivariata.

Tavola 10.3.4. EAR del test di Kendall rispetto al test di Pearson.
distribuzione EARGßJ

# #

Y Ð ß Ñ "

RÐ ß Ñ *Î œ !Þ*""*
PÐ ß Ñ )"Î'% œ "Þ#'''

- $

. 5 1

. $
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Capitolo 11

L'analisi della varianza

11.1. Ulteriori risultati per le statistiche rango. Si consideri il modello statistico “distribution-free”

_ - V - - ‘- -" 5 " 5

4

ßáß ßJ 8 8 "" "8 5" 58 43 4 " 5

4œ" 3œ"

5 8

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B ßá ß B ßá ß B Ñ œ JÐB  Ñß J − ßá ß − × ,  ,

dove . Si noti che  rappresenta il modello statistico relativo a  campioni casuali8 œ 8 5
4œ"
5

4 ßáß ßJ_- -" 5

indipendenti provenienti da  variabili casuali assolutamente continue, che sono equivalenti in distribuzione5
a meno di un parametro di posizione. Inoltre, risulta . In questa struttura, è conveniente_ V!ßáß!ßJ Jœ
ampliare la definizione di variabile casuale rango.

Definizione 11.1.1. Siano , per ,  campioni casuali indipendenti conÐ\ ßá ß\ Ñ 4 œ "ßá ß 5 54" 484

funzione di ripartizione congiunta . Si definiscono statistiche rango le seguenti trasformateJ −8 JV

V œ Ð\ \ Ñ 4 œ "ßá ß 5 3 œ "ßá ß 843 43 26 4

6œ" 2œ"

8 5

Ò!ß∞Ñ4

"  ,  ,  .

Inoltre, si dice somma dei ranghi del -esimo campione la trasformata4

V œ V 4 œ "ßá ß 5 ˜4 43

3œ"

84

 ,  .  

La statistica  rappresenta la posizione di  all'interno del campione misto ordinato. Dunque, leV \43 43

statistiche , per , sono a tutti gli effetti statistiche rango, anche se con unaV 3 œ "ßá ß 8 ß 4 œ "ßá ß 543 4

differente indicizzazione. Quindi, tutte le proprietà discusse nella §2.4 sono valide anche in questo caso. Per
quanto riguarda le statistiche somma dei ranghi si ha il seguente teorema.

Teorema 11.1.1. Siano , per ,  campioni casuali indipendenti con funzioneÐ\ ßá ß\ Ñ 4 œ "ßá ß 5 54" 484

di ripartizione congiunta . Si haJ −8 JV

E VarÐ ÐV Ñ œ V Ñ œ 4 œ "ßá ß 5
8 Ð8  "Ñ 8 Ð8  8 ÑÐ8  "Ñ

# "#
4 4

4 4 4 ,  ,  ,

e

CovÐV ßV Ñ œ  4 Á 2 œ "ßá ß 5
8 8 Ð8  "Ñ

"#
4 2

4 2  ,  .

Dimostrazione. Tenendo presente il Corollario 2.4.5, si ha

E EÐ ÐV Ñ œ V Ñ œ œ 4 œ "ßá ß 5
8  "

# #

8 Ð8  "Ñ
4 43

3œ" 3œ"

8 8
4 4 4

  ,  ,

e
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Var VarÐ ÐV Ñ œ V Ñ  ÐV ßV Ñ œ 
8  " 8  "

"# "#

œ  œ
8 Ð8  "Ñ 8 Ð8  "ÑÐ8  "Ñ 8 Ð8  8 ÑÐ8  "Ñ

"# "# "#

4 43 43 46

3œ" 3œ" 3œ" 3œ"

8 8 8 8 8 8

6Á3œ" 6Á3œ"

#

4 4 4 4 4
#

     4 4 4 4 4 4

Cov

 ,  .4 œ "ßá ß 5

Inoltre, ancora dal Corollario 2.4.5 risulta

Cov Cov  ,  .  ÐV ßV Ñ œ ÐV ßV Ñ œ  4 Á 2 œ "ßá ß 5
8 8 Ð8  "Ñ

"#
4 2 43 26

3œ"

8

6œ"

8
4 24 2



Il seguente Teorema è un'estenione del Corollario 2.4.7 e sarà utile nel seguito.

Teorema 11.1.2. Siano , per ,  campioni casuali indipendenti con funzioneÐ\ ßá ß\ Ñ 4 œ "ßá ß 5 54" 484

di ripartizione congiunta . Se  denota il vettore ordinato dei ranghi relativo aJ − ÐV ßá ßV Ñ8 J 4Ð"Ñ 4Ð8 ÑV
4

ÐV ßá ßV Ñ 4 œ "ßá ß 54" 484
, per , allora

PrÐV œ < ßá ßV œ < ßá ßV œ < ßá ßV œ < Ñ œ

œ " Ÿ <  á  < Ÿ 8 4 œ "ßá ß 5
8

8 á 8

"Ð"Ñ "Ð"Ñ "Ð8 Ñ "Ð8 Ñ 5Ð"Ñ 5Ð"Ñ 5Ð8 Ñ 5Ð8 Ñ

" 5

"

4Ð"Ñ 4Ð8 Ñ

" " 5 5

4   ,  ,  .

Dimostrazione. Dal Corollario 2.4.7 si ha

PrÐV œ < ßá ßV œ < Ñ œ
8

8
"Ð"Ñ "Ð"Ñ "Ð8 Ñ "Ð8 Ñ

"

"

" "    .

Dal momento che si ha

PrÐV œ < ßá ßV œ < ± V œ < ßá ßV œ < Ñ œ
8  8

8
#Ð"Ñ #Ð"Ñ #Ð8 Ñ #Ð8 Ñ "Ð"Ñ "Ð"Ñ "Ð8 Ñ "Ð8 Ñ

"

#

"

# # " "    

allora

PrÐV œ < ßá ßV œ < ßV œ < ßá ßV œ < Ñ œ

œ œ
8  8 8 8

8 8 8 8

"Ð"Ñ "Ð"Ñ "Ð8 Ñ "Ð8 Ñ #Ð"Ñ #Ð"Ñ #Ð8 Ñ #Ð8 Ñ

"

# " " #

" " "
" " # #

       .

Procedendo iterativamente si ha la dimostrazione. 

11.2. Il test di Kruskal-Wallis. Siano , per ,  campioni casuali indipendentiÐ\ ßá ß\ Ñ 4 œ "ßá ß 5 54" 484

con funzione di ripartizione congiunta . Il test di Kruskal-Wallis è basato sulla statisticaJ −8 ßáß ßJ_- -" 5

L œ 8 ÐV Î8  Ð8  "ÑÎ#Ñ
"#

8Ð8  "Ñ
  .
4œ"

5

4 4 4
#

La statistica  è in effetti una misura della differenza fra le somme dei ranghi attesi e le somme dei ranghiL
osservati. Con il test di Kruskal-Wallis si può verificare l'ipotesi , controL À œ á œ ßJ −! " 5- - V
L À Á ß b4 Á 2 œ "ßá ß 5ß J −" 4 2- - V. Questa struttura di ipotesi caratterizza la cosiddetta analisi della
varianza ad un criterio. La statistica  è opportuna in questo sistema di ipotesi, in quanto se non è veraL
l'ipotesi di base tende ad assumere valori elevati. La statistica  può essere espressa alternativamente comeL
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L œ 8 ÐV Î8  Ð8  "ÑV Î8  Ð8  "Ñ Î%Ñ
"#

8Ð8  "Ñ

œ V Î8  V  $Ð8  "Ñ œ V Î8  $Ð8  "Ñ
"# "# "#

8Ð8  "Ñ 8 8Ð8  "Ñ


  
4œ"

5

4 4 44 4
# # #

4œ" 4œ" 3œ" 4œ"

5 5 5

4 4
# #

4 43 4

84

 .

Tenendo presente il Teorema 11.1.2, la funzione di probabilità della statistica  risultaL

: Ð2Ñ œ - Ð2Ñ
8

8 á 8
8 ßáß8 8 ßáß8

" 5

"

" 5 " 5   ,

dove  è il numero di  sottoinsiemi di  interi dell'insieme  per cui la- Ð2Ñ 5 Ð8 ßá ß 8 Ñ Ð"ßá ß 8Ñ8 ßáß8 " 5" 5

statistica vale . Dal momento che è molto laborioso tabulare la distribuzione esatta di , dal momento che2 L
questa operazione dovrebbe essere fatto per ogni numerosità campionaria e per ogni , è conveniente5
impiegare il seguente risultato per grandi campioni.

Teorema 11.2.1. Siano , per ,  campioni casuali indipendenti con funzioneÐ\ ßá ß\ Ñ 4 œ "ßá ß 5 54" 484

di ripartizione congiunta . Se , dove , , allora per  siJ − œ 8 Î8 !   " 4 œ "ßá ß 5 8 Ä ∞8 J 4 8 4 4V / /lim
ha

L Ä8
.

5"
#;  .

Dimostrazione. Si veda Hettmansperger (1984). 

Un'approssimazione per grandi campioni della regione critica del test è quindi data dall'insieme

Ö2 À 2   ×;5"ß"
#

α  .

• Esempio 11.2.1. I dati della Tavola 11.2.1 forniscono i coefficienti di salinità per alcuni saggi di acque
prelevati in tre zone nei pressi di Bimini Lagoon nelle Bahamas.

Tavola 11.2.1. Coefficienti di salinità (numero di parti per mille).
sito 1 sito 2 sito 3

saggio B < B < B <
" $(Þ&% "! %!Þ"( #( $*Þ!% "*
# $(Þ!# % %!Þ)! $! $*Þ#" #"
$ $'Þ(" " $*Þ(' #% $*Þ!& #!
% $(Þ!% ' $*Þ(! #$ $)Þ#% "#
&

"3 "3 #3 #3 $3 $3

$(Þ$# ( %!Þ(* #* $)Þ&$ "$
' $(Þ!" $ %!Þ%% #) $)Þ(" "'
( $(Þ!$ & $*Þ(& #& $)Þ)* ")
) $(Þ(! "" $*Þ$) ## $)Þ'' "&
* $(Þ$' ) $)Þ&" "%
"! $'Þ(& # %!Þ!) #'
"" $(Þ%& *
"# $)Þ)& "(

Fonte: Till (1974)

Si è interessati a determinare se la salinità è identica nelle tre zone considerate, ovvero si vuole verificare il
sistema di ipotesi , contro . Dal momentoL À œ œ ßJ − L À Á ß b4 Á 2 œ "ß #ß $ß J −! " # $ " 4 2- - - V - - V
che ,  e , da cui , allora< œ )$ < œ #!) < œ "(% 2 ¶ #$Þ#&$*" # $

Pr PrÐL   #$Þ#&$*Ñ ¶ Ð   #$Þ#&$*Ñ  !Þ!!";#
#  ,
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per cui la significatività osservata risulta . Dato che si può respingere  ad ogni livello diα9== ! !Þ!!" L
significatività , l'evidenza empirica porta a concludere che vi è una differente salinità nei tre sitiα   !Þ!!"
considerati. –

• Esempio 11.2.2. I dati della Tavola 11.2.2 forniscono i tempi di sopravvivenza di una serie di pazienti con
cancro avanzato (allo stomaco, ai bronchi, al colon, alle ovarie e al seno) che sono stati trattati con
ascorbato.

Tavola 11.2.2. Tempi di sopravvivenza (in giorni).
stomaco bronchi colon ovarie seno

paziente B < B < B < B < B <
" "#% ") )" "% #%) $# "#$% &( "#$& &)
# %# ( %'" %& $(( $) )* "& #% $
$ #& % #" # ")* #( #

"3 "3 #3 #3 $3 $3 %3 %3 &3 &3

!" #) "&)" &*
% %& ) %&! %# ")%$ '" $&' $& ""'' &'
& %"# %" #%' $" ")! #' #*(! '# %! '
' &" "! "'( #& &$( %( %&' %% (#( %*
( """# && '$ "" &"* %' $)!) '%
) %' * '% "# %&& %$ (*" &"
* "!$ "( "&& ## %!' %! ")!% '!
"! )(' &$ )&* &# $'& $' $%'! '$
"" "%' #! "&" #" *%# &%
"# $%! $% "'' #% ((' &!
"$ $*' $* $( & $(# $(
"% ##$ #* "'$ #$
"& "$) "* "!" "'
"' (# "$ #! "
"( #%& $! #)$ $$

Fonte: Cameron e Pauling (1974)

Si è interessati a determinare se i tempi di sopravvivenza sono differenti a secondo degli organi malati,
ovvero si vuole verificare il sistema di ipotesi , controL À œ œ œ œ ßJ −! " # $ % &- - - - - V
L À Á ß b4 Á 2 œ "ß #ß $ß %ß &ß J − < œ $"& < œ $*( < œ '"!" 4 2 " # $- - V. Dal momento che , , ,
< œ #%" < œ &"( 2 ¶ "%Þ*"'*% & e , da cui , allora si ha

!Þ!!"  ÐL   "%Þ*"'*Ñ ¶ Ð   "%Þ*"'*Ñ  !Þ!!&Pr Pr ;%
#  ,

ovveero la significatività osservata risulta . Dunque, l'evidenza empirica porta a!Þ!!"   !Þ!!&α9==

concludere che i tempi di sopravvivenza differiscono a secondo dell'organo colpito dal cancro, in quanto si
può respingere  ad ogni livello di significatività .L   !Þ!!& –! α

Infine, per quanto riguarda le prestazioni per grandi campioni del test di Kruskal-Wallis, si può
dimostrare che l'efficienza asintotica relativa del test basato sulla statistica  rispetto al test basato sullaL
classica statistica  dell'analisi della varianza a un criterio risulta (Hajek e Šidak, 1967)´ ´J

EAR  .LßJ
# # #

∞

∞

œ "# Ð 0ÐBÑ .BÑ5 
Questa efficienza asintotica relativa è identica a quella ottenuta per il test  di Wilcoxon rispetto al test [ X

di Student per un campione e per il test  di Mann-Whitney-Wilcoxon rispetto al test  di Student per due[ X
campioni, per cui si può considerare ancora la Tavola 6.6.2, dove si hanno i valori di EAR EARLßJ [ ßXœ 

per alcune distribuzioni.

11.3. Il test di Friedman. Questo test viene utilizzato per la verifica di ipotesi nell'analisi della varianza a
due criteri nel cosiddetto disegno campionario con blocchi casualizzati con una osservazione per cella. Più
esattamente, in questo disegno si hanno  soggetti che vengono divisi in  blocchi, in maniera tale che in85 8
ogni blocco i soggetti sono assegnati casualmente ai  trattamenti. Il modello statistico “distribution-free”5
opportuno in questo caso è quindi dato da



L'analisi della varianza 107

_

- V - - ‘

- -" 5 " 8ßáß ßJ ßáßJ 8 8 "" 5" "8 58

4œ" 3œ"

5 8

3 43 4 " 8 " 5

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B ßá ß B ßá ß B Ñ œ

œ J ÐB  Ñß J ßá ßJ − ß ßá ß − ×  .

Si noti che  rappresenta il modello statistico relativo a  campioni casuali indipendenti di_- -" 5 " 8ßáß ßJ ßáßJ 85
una osservazione provenienti da  variabili casuali assolutamente continue, che in ogni blocco sono85
equivalenti in distribuzione a meno di un parametro di posizione. Inoltre,  rappresenta il_!ßáß!ßJ ßáßJ" 8

modello statistico relativo a  campioni casuali indipendenti di  osservazioni provenienti da  variabili8 5 8
casuali assolutamente continue. Siano dunque , per , ,  variabili casuali da cui\ 4 œ "ßá ß 5 3 œ "ßá ß 8 8543

si dispone di una sola osservazione, con funzione di ripartizione congiunta . Si vuoleJ −8 ßáß ßJ ßáßJ_- -" 5 " 8

verificare l'ipotesi di base del tipo , contro l'alternativaL À œ á œ ßJ ßá ßJ −! " 5 " 8- - V
L À Á ß b4 Á 2 œ "ßá ß 5ß J ßá ßJ −" 4 2 " 8- - V, ovvero si vuole verificare se i trattamenti hanno effetto
differente. Se è vera l'ipotesi di base, allora , per , è un campione casuale e siaÐ\ ßá ß\ Ñ 3 œ "ßá ß 8"3 53

ÐV ßá ßV Ñ 3 œ "ßá ß 8"Ð3Ñ 5Ð3Ñ , per , il relativo vettore dei ranghi. La statistica del test di Friedman è quindi
data da

K œ ÐV  8Ð5  "ÑÎ#Ñ
"#

85Ð5  "Ñ

4œ"

5

4ÐÑ
# ,

dove in questo caso  rappresenta la somma dei ranghi associati al -esimo trattamento inV œ V 44ÐÑ 4Ð3Ñ3œ"
8

ogni blocco. Se è vera l'ipotesi di base, il rango associato ad un dato trattamento per un blocco è uniformente
distribuito (vedi Corollario 2.4.4), per cui in conseguenza del Corollario 2.4.5 si ha
E EÐ ÐV Ñ œ V Ñ œ 8Ð5  "ÑÎ# K4ÐÑ 4Ð3Ñ3œ"

8 . Dunque, la statistica , che è una misura della differenza fra le
somme attese dei ranghi e le somme osservate dei ranghi per un trattamento, è una statistica opportuna per
verificare l'ipotesi di base. La statistica  può essere espressa alternativamente comeK

K œ ÐV  8Ð5  "ÑV  8 Ð5  "Ñ Î%Ñ
"#

85Ð5  "Ñ

œ V  V  $8Ð5  "Ñ V  $8Ð5  "Ñ
"# "# "#

85Ð5  "Ñ 5 85Ð5  "Ñ


  
4œ"

5

4ÐÑ
# # #

4ÐÑ

4œ" 4œ" 3œ" 4œ"

5 5 8 5

4ÐÑ 4ÐÑ
# #

4Ð3Ñ  .

Dal momento che è molto laborioso tabulare la distribuzione esatta di , è conveniente adoperare ilK
seguente risultato per grandi campioni.

Teorema 11.3.1. Siano , per , ,  variabili casuali da cui si ha a\ 4 œ "ßá ß 5 3 œ "ßá ß 8 8543

disposizione una osservazione, con funzione di ripartizione congiunta data da . PerJ −8 !ßáß!ßJ ßáßJ_
" 8

8 Ä ∞ si ha

K Ä8
.

5"
#;  .

Dimostrazione. Si veda Hettmansperger (1984). 

Un'approssimazione per grandi campioni della regione critica del test è quindi data dall'insieme

Ö1 À 1   ×;#
5"ß"α  .

• Esempio 11.3.1. In un esperimento si vuole verificare l'efficacia delle scorie degli altoforni come materiale
fertilizzante in agricoltura su tre tipi di suolo, ovvero fertile sabbioso, fertile argilloso e sabbia fertile. Vari
tipi di fertilizzante per acro sono stati applicati e i dati della Tavola 11.3.1 si riferiscono al granturco
prodotto. In questo caso, i vari tipi di fertilizzanti rappresentano i trattamenti, mentre i tipi di suolo sono i
blocchi. Si è quindi interessati a verificare se i trattamenti sono equivalenti, ovvero l'ipotesi di base
L À œ á œ ßJ ß J ß J − L À Á ß b4 Á 2 œ "ßá ß (ß J ß J ß J −! " ( " # $ " 4 2 " # $- - V - - V, contro l'alternativa . Si
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ha , , , , ,  e , da cui , e< œ ( < œ "! < œ ) < œ "# < œ "$ < œ #! < œ "% 1 ¶ )Þ"%#)"ÐÑ #ÐÑ $ÐÑ %ÐÑ &ÐÑ 'ÐÑ (ÐÑ

risulta

!Þ"!  ÐK   )Þ"%#)Ñ ¶ Ð   )Þ"%#)Ñ  !Þ#&Pr Pr ;'
#  .

Quindi, la significatività osservata risulta . L'evidenza empirica porta dunque a!Þ"!   !Þ#&α9==

concludere che i fertilizzanti sono equivalenti, dal momento che si può accettare  ad ogni livello diL!

significatività .α Ÿ !Þ"! –

Tavola 11.3.1. Granturco prodotto (in staio per acro).
fertile sabbioso fertile argilloso sabbia fertile

Fertilizzante
Nessuno
Scorie grezze

B < B < B <

""Þ" " $#Þ' " '$Þ$ &
"&Þ$ # %!Þ)

4" 4# 4#4Ð"Ñ 4Ð#Ñ 4Ð#Ñ

# '&Þ! '
##Þ( $ &#Þ" $ &)Þ) #
#$Þ) % &#Þ) % '"Þ% %
#&Þ' & '$Þ" ( %"Þ" "

Scorie medie
Scorie per agricoltura
Calcare per agricoltura
Scorie per agricoltura+additivi
Calcare per agricoltura+additivi

$"Þ# ( &*Þ& ' ()Þ" (
#&Þ) ' &&Þ$ & '!Þ# $

Fonte: Johnson e Graybill (1972)

• Esempio 11.3.2. In un esperimento si vuole verificare l'aumento di peso di alcuni topi sottoposti a 4 tipi di
dieta. Ogni dieta è caratterizzata da differenti apporti proteici (1 - moderato apporto proteico animale, 2 -
elevato apporto proteico animale, 3 - moderato apporto proteico vegetale, 4 - elevato apporto proteico
vegetale). I dati della Tavola 11.3.2 forniscono gli aumenti di peso in 10 gruppi di 4 topi ciascuno che sono
stati assegnati casualmente alle diete.

Tavola 11.3.2. Aumenti di peso dei topi (in grammi).
4 B < B < B < B < B < B < B < B < B < B <

" *! # (' # *! # '% " )' # &" " (# " *! % *& $ () #
# ($ " "!# % "") % "!

4" 4# 4$ 4% 4& 4' 4( 4) 4* 4"!4Ð"Ñ 4Ð#Ñ 4Ð$Ñ 4Ð%Ñ 4Ð&Ñ 4Ð'Ñ 4Ð(Ñ 4Ð)Ñ 4Ð*Ñ 4Ð"!Ñ

% $ )" " "!( % "!! % )( $ ""( % """ %
$ "!( % *& $ *( $ )! # *) % (% # (% # '( " )* # &) "
% *) $ (% " &' " """ % *& $ )) $ )# $ (( # )' " *# $

Fonte: Snedecor e Cochran (1967)

In questo caso, i vari tipi di dieta rappresentano i trattamenti, mentre i gruppi di topi assegnati casualmete ai
4 trattamenti sono i blocchi. Si è quindi interessati a verificare se le diete sono equivalenti, ovvero l'ipotesi
di base , contro .L À œ œ œ ßJ ßá ßJ − L À Á ß b4 Á 2 œ "ß #ß $ß %ß J ßá ßJ −! " # $ % " "! " 4 2 " "!- - - - V - - V
Dal momento che , ,  e , da cui , allora si ha< œ #! < œ $# < œ #% < œ #% 1 ¶ %Þ&'"ÐÑ #ÐÑ $ÐÑ %ÐÑ

!Þ"!  ÐK   %Þ&'Ñ ¶ Ð   %Þ&'Ñ  !Þ#&Pr Pr ;$
#  ,

e quindi la significatività osservata risulta . L'evidenza empirica porta dunque a!Þ"!   !Þ#&α9==

concludere che le diete sono equivalenti, in quanto si può accettare  ad ogni livello di significativitàL!

α Ÿ !Þ"! –.

Per quanto riguarda l'efficacia del test di Friedman, si può dimostrare che l'efficienza asintotica relativa
del test basato sulla statistica  rispetto al test basato sulla classica statistica  dell'analisi della varianza aK J
due criteri risulta (Hajek e Šidak, 1967),´ ´

EAR  .KßJ

#

∞

∞
# #œ Ð 0ÐBÑ .BÑ

"# 5

5  "

5 
Questa efficienza asintotica relativa è identica a quella ottenuta per il test  di Kruskal-Wallis rispetto alL
test per l'analisi della varianza a un criterio solo per . In particolare, se è vera l'assunzione di5 Ä ∞
normalità, allora per  si ottiene EAR , ovvero l'efficienza asintotica relativa del test dei segni5 œ # œ #ÎKßJ 1
rispetto al test  di Student per un campione. Questa perdita di efficienza è dovuta all'ordinamentoX
all'interno dei blocchi, specie per un piccolo numero di trattamenti. Tenendo presente la relazione
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EAR EAR , si può ottenere i valori di EAR  per alcune distribuzioni mediante laKßJ [ ßX KßJœ Ð5ÎÐ5  "ÑÑ 

Tavola 6.6.2.

11.4. Il test di concordanza di Kendall. La statistica del test di Friedman può essere adoperata anche nel
problema dell'associazione quando si hanno a disposizione campioni da variabili casuali  dimensionate. Ad5
esempio, questo problema sorge quando si hanno  oggetti su cui viene misurato un certo attributo da 5 8
persone in maniera indipendente e si vuole avere una conferma della credibilità delle  misurazioni fatte,8
ovvero si vuole verificare l'associazione tra le misurazioni. Questa struttura dei dati è dunque analoga a
quella relativa a  trattamenti fatti su  blocchi. Si consideri il modello statistico “distribution-free”5 8

V V5 5
J 8 8 "" 5" "8 58 "3 53

3œ"

8

œ ÖJ À J ÐB ßá ß B ßá ß B ßá ß B œ JÐB ßá ß B Ñß J − ×  ,

dove  rappresenta la classe delle funzioni di ripartizione di un vettore -variato di variabili casualiV5 5
assolutamente continue. Si noti che  rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casualeV5J
proveniente da un vettore -variato di variabili casuali assolutamente continue. Una sottoclasse di  è data5 V5J
dal modello statistico “distribution-free”

\ V5
J ßáßJ 8 8 "" 5" "8 58 4 43 " 5

4œ" 3œ"

5 8

" 5
œ ÖJ À J ÐB ßá ß B ßá ß B ßá ß B Ñ œ J ÐB Ñß J ßá ßJ − ×  .

Dunque,  rappresenta il modello statistico relativo ad un campione casuale proveniente da un vettore\ 5
J ßáßJ" 5

5-variato di variabili casuali assolutamente continue a componenti indipendenti. Il sistema di ipotesi
d'interesse è quindi  contro , ovvero si vuole verificareL À J − L À J − ! 8 " 8

5 5 5
J ßáßJ J J ßáßJ\ V \
" 5 " 5

l'indipendenza delle componenti del vettore -variato di variabili casuali da cui proviene il campione5
casuale. Se è vera l'ipotesi di base allora  e quindi una statistica test opportuna è_ \!ßáß!ßJ ßáßJ

5
J ßáßJ" 8 " 5

œ

data dalla statistica di Kendall

O œ
K

8Ð5  "Ñ
 .

Questa statistica è equivalente alla statistica di Friedman ed è stata standardizzata in modo che ,! Ÿ O Ÿ "
ovvero in modo che possa essere interpretata come coefficiente di associazione. Infatti, se non esiste
associazione, allora , per , e quindi . In caso contrario, si haV œ 8Ð5  "ÑÎ# 4 œ "ßá ß 5 O œ !4ÐÑ

V œ 84 4 œ "ßá ß 5 O œ " 8 Ä ∞4ÐÑ , per , e quindi . Sotto ipotesi di base per  si ha

8Ð5  "ÑO Ä
.

5"
#;  .

Dunque, un'approssimazione per grandi campioni della regione critica del test è data dall'insieme

Ö5 À 5   ×;#
5"ß"α  .
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Capitolo 12

I test funzionali

13.1. Il test Chi-quadrato per la bontà di adattamento. Sia  un campione casuale da unaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

variabile casuale discreta . Supponiamo che il supporto di  sia finito e che la relativa funzione di\ \
probabilità sia data da

:ÐB Ñ œ Ð\ œ B Ñ œ 3 œ "ßá ß <3 3 3Pr 1  ,  ,

Sia inoltre , per , la frequenza osservata di determinazioni del valore  nel campione. Si ha0 3 œ "ßá ß < B3 3<
3œ" 3 " < " <0 œ 8 Ð0 ßá ß 0 Ñ Ð8 ßá ß 8 Ñ. Le quantità  sono dette frequenze osservate, mentre  sono dette1 1

frequenze attese. In questo caso, il sistema di ipotesi è dato da , controL À œ Ð Ñß 3 œ "ßá ß <! 3 3!1 1 )
L À Á Ð Ñß b3 œ "ßá ß < − §" 3 3!

;1 1 @ ‘) ) ), dove  è un vettore di parametri tale che . Con questo sistema
di ipotesi si vuole dunque verificare che la distribuzione di  appartiene ad una famiglia di distribuzioni\
specificata (eventualmente) a meno di un vettore di parametri. Dal momento che le probabilità , per13

3 œ "ßá ß < \, specificano completamente la funzione di ripartizione di , la precedente ipotesi è a tutti gli
effetti una ipotesi funzionale. Una statistica test conveniente in questo caso è la statistica Chi-quadrato per la
bontà d'adattamento data da

U œ
Ð0  8 Ð ÑÑs

8 Ð Ñs
<

3œ"

3 3!
#

3!

1

1

K

K
 ,

dove  è uno stimatore di  coerente, efficiente per grandi campioni e che converge in distribuzione allaK )s

distribuzione Normale. La statistica  può essere alternativamente espressa comeU

U œ  8
" 0

8 Ð Ñs
<

3œ"

3
#

3!1 K
 .

Se le frequenze osservate si discostano molto da quelle attese stimate, si ottengono determinazioni elevate di
U U che conseguentemente portano a respingere l'ipotesi di base. La distribuzione esatta di  è proibitiva da
calcolare e quindi è conveniente impiegare il seguente risultato per grandi campioni.

Teorema 12.1.1. Sia  un campione casuale da una variabile casuale discreta  conÐ\ ßá ß\ Ñ \" 8

funzione di probabilità data da , per , dove , e siano  le:ÐB Ñ œ Ð Ñ 3 œ "ßá ß < − § Ð0 ßá ß 0 Ñ3 3! " <
;1 @ ‘) )

relative frequenze osservate. Se  ammette derivate del primo e secondo ordine rispetto ad ogni 1 @3!Ð Ñ −) )

e se  è uno stimatore di  coerente, efficiente per grandi campioni e che converge in distribuzione allaK )s

distribuzione Normale, allora per 8 Ä ∞

U œ Ä
Ð0  8 Ð ÑÑs

8 Ð Ñs
<

3œ"

3 3!
#

3!

. #
<";

1

1
;

K

K
 .

Dimostrazione. Si veda Serfling (1980).  

Un'approssimazione per grandi campioni della regione critica del test è quindi data dall'insieme

Ö; À ;   ×;<";ß"
#

α  .
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• Esempio 12.1.1. I dati della Tavola 12.1.1 si riferiscono al numero di maschi nei primi sette figli di 1334
pastori prostestanti svedesi. Si vuole verificare che questi dati provengono da una distribuzione Binomiale
F3Ð(ß Ñ L À œ Ð"  Ñ ß 3 œ "ßá ß )) 1 ) ), ovvero si vuole verificare l'ipotesi di base , contro! 3

(
3"

3" (3" 
l'alternativa , dove .L À Á Ð"  Ñ ß b3 œ "ßá ß ) − Ð!ß "Ñ" 3

(
3"

3" (3"1 ) ) ) 
Tavola 12.1.1. Numero dei figli maschi.

Numero figli maschi Frequenze osservate
! '
" &(
# #!'
$ $'#
% $'&
& #&'
' '*
( "$

Fonte: Edwards e Fraccaro (1960)

Il parametro  può essere stimato col metodo della massima verosimiglianza, che fornisce stimatori coerenti,)
efficienti per grandi campioni e che convergono in distribuzione alla distribuzione Normale. La funzione di
log-verosimiglianza risulta

log log log

log

PÐ Ñ œ -  0 Ð Ñ œ -  0 Ð Ð"  Ñ Ñ

œ -  Ð3  "Ñ0  Ð"  Ñ Ð(  3  "Ñ0 − Ð!ß "Ñ

) 1 ) ) )

) ) )

 
 

3œ" 3œ"

) )

3 3 3
3" (3"

3œ" 3œ"

) )

3 3ln  ,  .

La funzione di log-verosimiglianza è massimizzata per

)s œ Ð3  "Ñ0
"

(8

3œ"

)

3 ,

ovvero per . Dunque, si ha , , , ,) 1 ) 1 ) 1 ) 1 )s s s s s¶ !Þ&"%! Ð Ñ ¶ !Þ!!'% Ð Ñ ¶ !Þ!%(% Ð Ñ ¶ !Þ"&!% Ð Ñ ¶ !Þ#'&#" # $ %

1 ) 1 ) 1 ) 1 )& ' ( )Ð Ñ ¶ !Þ#)!% Ð Ñ ¶ !Þ"()! Ð Ñ ¶ !Þ!'#( Ð Ñ ¶ !Þ!!*& ; ¶ &Þ*%#'s s s s, , , , da cui . Di conseguenza, si
ha

!Þ#&  ÐU   &Þ*%#'Ñ ¶ Ð   &Þ*%#'Ñ  !Þ&!Pr Pr ;'
#  ,

e quindi la significatività osservata risulta . In questo caso, si può accettare , ovvero!Þ#&   !Þ&! Lα9== !

che il campione proviene da una distribuzione Binomiale , ad ogni livello di significativitàF3Ð(ß Ñ)
α Ÿ !Þ#& –.

• Esempio 12.1.2 I dati della Tavola 12.1.2 forniscono la distribuzione della prima cifra dei numeri
contenuti in un volume della rivista Reader's Digest scelto casualmente. Un modello teorico per questi dati è
la cosiddetta distribuzione anomala (vedi Feller, 1971). La funzione di probabilità di una variabile casuale
anomala è data da

:ÐBÑ œ Ð"  "ÎBÑ ÐBÑlog"! Ö"ßáß*×"  .

Si vuole verificare che i dati provengono da una variabile casuale anomala, ovvero si vuole verificare
l'ipotesi log , contro . Non vi sonoL À œ Ð"  "Î3Ñß 3 œ "ßá ß * L À Á Ð"  "Î3Ñß b3 œ "ßá ß *! 3 "! " 3 "!1 1 log
parametri da stimare, e dunque si ha , da cui; ¶ $Þ#(('

!Þ*!  ÐU   $Þ#(('Ñ ¶ Ð   $Þ#(('Ñ  !Þ*&Pr Pr ;)
#  ,

e quindi la significatività osservata risulta . In questo caso, vi è una forte evidenza!Þ*!   !Þ*&α9==

empirica ad accettare , ovvero che il campione proviene da una distribuzione anomala, in quanto siL!

potrebbe accettare questa ipotesi ad ogni livello di significatività .α Ÿ !Þ*! –
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Tavola 12.1.2. Prime cifre dei numeri contenuti in un volume.
Prima cifra Frequenze osservate

" "!$
# &(
$ $)
% #$
& ##
' #!
( "(
) "&
* "$

Benford, F. (1938)

Sia  un campione casuale proveniente da una variabile casuale  discreta con supportoÐ\ ßá ß\ Ñ \" 8

numerabile, con relativa funzione di probabilità , per . In questo caso,:ÐB Ñ œ Ð\ œ B Ñ œ 3 œ "ß #ßá3 3 3Pr 1
per rendere applicabile il test Chi-quadrato si deve considerare un raggruppamento di valori. Più
esattamente, si considera solamente i primi  valori  con relative probabilità , perÐ<  "Ñ B œ Ð\ œ B Ñ3 3 31 Pr
3 œ "ßá ß <  " B ß B ßá œ Ð\ œ B Ñ, e l'insieme di valori  con relativa probabilità . Dunque,< <" < 3

∞
3œ<1  Pr

in questo caso  rappresenta la frequenza osservata dei valori .0 B ß B ßá< < <"

• Esempio 12.1.3. I dati della Tavola 12.1.3 si riferiscono al numero di taxi arrivati in intervalli di un minuto
alla stazione di Euston a Londra fra le 9.00 e le 10.00 in una mattina del 1950. Se gli arrivi sono casuali
allora è noto dalla teoria dei processi stocastici di punto che i dati provengono da una distribuzione di
Poisson . Raggruppando opportunamente i valori, si vuole verificare l'ipotesi di baseT9Ð Ñ)

L À œ / ÎÐ3  "Ñxß 3 œ "ßá ß &ß œ "  / ÎÐ3  "Ñx −! 3 '
 3"  3" 

3œ"
&1 ) 1 ) ) ‘) ) , dove .

Tavola 12.1.3. Numero dei taxi arrivati alla stazione in un ora.
numero di taxi per minuto frequenza

più di 

! ")
" ")
# "%
$ (
% $

& !

Fonte: Kendall (1951)

Il parametro  può essere stimato col metodo della massima verosimiglianza. Tenendo presente che ,) 0 œ !'

la funzione di log-verosimiglianza risulta

log log log log

log log

PÐ Ñ œ -  0 Ð Ñ œ -  0 Ð/ ÎÐ3  "ÑxÑ  0 Ð"  / ÎÐ3  "ÑxÑ

œ -  0 Ð   Ð3  "Ñ Ñ œ -  Ð3  "Ñ0

) 1 ) ) )

) ) )

  
 
3œ" 3œ" 3œ"

' & &

3 3 3 '
 3"  3"

3œ" 3œ"

& &

3

  

 

) )

3  8  !) ) ,  .

La funzione di log-verosimiglianza viene massimizzata per

)s œ Ð3  "Ñ0
"

8

3œ"

&

3 ,

ovvero . Dunque, si ha , , , ,) 1 ) 1 ) 1 ) 1 )s s s s s¶ "Þ$"'( Ð Ñ œ !Þ#')! Ð Ñ œ !Þ$&#* Ð Ñ œ !Þ#$#$ Ð Ñ œ !Þ"!#!" # $ %

1 ) 1 )& 'Ð Ñ œ !Þ!$$' Ð Ñ œ !Þ!""# ; ¶ "Þ*)%"s s, , da cui . Di conseguenza

!Þ&!  ÐU   "Þ*)%"Ñ ¶ Ð   "Þ*)%"Ñ  !Þ*!Pr Pr ;%
#  ,

quindi la significatività osservata risulta . In questo caso, si può accettare , ovvero che!Þ&!   !Þ*! Lα9== !

il campione proviene da una variabile casuale di Poisson, ad ogni livello di significatività .α Ÿ !Þ&! –
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• Esempio 12.1.4 I dati della Tavola 12.1.4 si riferiscono al numero di scintillazioni in intervalli di 72
secondi causate dal decadimento radioattivo del polonio. Se le scintillazioni avvengono casualmente, allora
è noto dalla teoria dei processi stocastici di punto che i dati provengono da una distribuzione di Poisson
T9Ð Ñ L À œ / ÎÐ3  "Ñxß) 1 ). Raggruppando i valori, si vuole dunque verificare l'ipotesi ! 3

 3")

3 œ "ßá ß "#ß œ "  / ÎÐ3  "Ñx −1 ) ) ‘"$ 3œ"
"#  3"  ) , dove .

Tavola 12.1.4. Numero di scintillazioni (in intervalli di 72 ) del polonio.sec
Numero scintillazioni Frequenze osservate

! &(
" #!$
# $)$
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Fonte: Rutheford e Geiger (1910)

Analogamente all'Esempio 12.1.3, il parametro  può essere stimato col metodo della massima)
verosimiglianza. Tuttavia, in questo caso  non è nullo, per cui la funzione di log-verosimiglianza risulta0"$

log log log logPÐ Ñ œ -  0 œ -  Ð3  "Ñ0  8  0 Ð"  / ÎÐ3  "ÑxÑ  !) 1 ) ) ) )  
3œ" 3œ" 3œ"

"$ "# "#

3 3 3 "$
 3"  ,  ,)

che può essere massimizzata solo numericamente. Per via numerica si ottiene che il massimo è raggiunto per
) 1 ) 1 ) 1 ) 1 )s s s s sœ $Þ)'() Ð Ñ œ !Þ!#!* Ð Ñ œ !Þ!)!) Ð Ñ œ !Þ"&'$ Ð Ñ œ !Þ#!"'. Sostituendo, si ha , , , ," # $ %

1 ) 1 ) 1 ) 1 ) 1 ) 1 )& ' ( ) * "!Ð Ñ œ !Þ"*&! Ð Ñ œ !Þ"&!) Ð Ñ œ !Þ!*(# Ð Ñ œ !Þ!&$( Ð Ñ œ !Þ!#'! Ð Ñ œ !Þ!""#s s s s s s, , , , , ,
1 ) 1 ) 1 )"" "# "$Ð Ñ œ !Þ!!%$ Ð Ñ œ !Þ!!"& Ð Ñ œ !Þ!!!% ; ¶ "%Þ'&)!s s s, , , da cui . Di conseguenza, si ha

!Þ"!  ÐU   "%Þ'&)!Ñ ¶ Ð   "%Þ'&)!Ñ  !Þ#&Pr Pr ;""
#  ,

quindi la significatività osservata risulta . In questo caso si può accettare , ovvero che!Þ"!   !Þ#& Lα9== !

il campione proviene da una variabile casuale di Poisson, ad ogni livello di significatività .α Ÿ !Þ"! –

• Esempio 12.1.5. In un indagine sono state contate le bombe cadute in un area di 36  nella parte sud dikm#

Londra durante la Seconda Guerra Mondiale. L'area è stata suddivisa in sottoaree ognuna delle quali
misurava 1/16 di , per un totale di 576 sottoaree in cui è stato contato il numero di bombe cadute. I datikm#

relativi sono forniti nella Tavola 12.1.5. Si vuole verificare se le bombe sono cadute casualmente o se sono
state lanciate su precisi obiettivi. Se le bombe sono cadute casualmente, allora dalla teoria dei processi
stocastici di punto sul piano è noto che i dati provengono da una . Si vuole verificare l'ipotesiT9Ð Ñ)

L À œ / ÎÐ3  "Ñxß 3 œ "ßá ß &ß œ "  / ÎÐ3  "Ñx −! 3 '
 3"  3" 

3œ"
&1 ) 1 ) ) ‘) ) , dove .

Tavola 12.1.5. Numero di bombe (in aree di 1/4 di ).km#

Numero bombe Frequenze osservate
! ##*
" #""
# *$
$ $&
% (
  & "

Fonte: Clarke (1946)
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Analogamente all'Esempio 13.1.4, lo stimatore di massima verosimiglianza di  viene ottenuto)

massimizzando numericamente la log-verosimiglianza, da cui si ha . Sostituendo si ha)s œ !Þ*#(&

1 ) 1 ) 1 ) 1 ) 1 ) 1 )" # $ % & 'Ð Ñ œ !Þ$*&& Ð Ñ œ !Þ$''* Ð Ñ œ !Þ"(!" Ð Ñ œ !Þ!&#' Ð Ñ œ !Þ!"## Ð Ñ œ !Þ!!#(s s s s s s, , , , , , da
cui . Di conseguenza, si ha; ¶ "Þ")()

!Þ&!  ÐU   "Þ")()Ñ ¶ Ð   "Þ")()Ñ  !Þ*!Pr Pr ;%
#  ,

e quindi la significatività osservata risulta . In questo caso, si può accettare , ovvero!Þ&!   !Þ*! Lα9== !

che il campione proviene da una variabile casuale di Poisson, ad ogni livello di significatività .α Ÿ !Þ&! –

13.2. Il test Chi-quadrato per la bontà di adattamento con  campioni.5  Siano , perÐ\ ßá ß\ Ñ4" 484

4 œ "ßá ß 5 5,  campioni casuali indipendenti, ognuno dei quali proviene rispettivamente da una variabile
casuale discreta , per . Sia inoltre . Supponiamo che le  abbiano identico\ 4 œ "ßá ß 5 8 œ 8 \4 4 4

5
4œ"


supporto finito e che la relativa funzione di probabilità sia data da

:ÐB Ñ œ Ð\ œ B Ñ œ 3 œ "ßá ß <3 4 3 43Pr 1  ,  ,

Sia inoltre  la frequenza osservata di determinazioni del valore  nel -esimo campione, per ,0 B 4 3 œ "ßá ß <43 3

4 œ "ßá ß 5 0 œ 8 4 œ "ßá ß 5 0 œ 0 3 œ "ßá ß <. Si ha  per . Inoltre, si indica con , per . In < 5
3œ" 4œ"43 4 3 43

questo caso, il sistema di ipotesi è dato da , controL À œ á œ œ ß 3 œ "ßá ß <! "3 53 31 1 1
L À œ ß b4 Á 6 œ "ßá ß 5ß 3 œ "ßá ß <" 43 631 1 . Si vuole dunque verificare l'omogeneità delle distribuzioni
delle , per . Dal momento che le probabilità , per , specificano\ 4 œ "ßá ß 5 3 œ "ßá ß <ß 4 œ "ßá ß 54 431
completamente le funzioni di ripartizione delle , la precedente ipotesi è a tutti gli effetti una ipotesi\4

funzionale. Una statistica test conveniente in questo caso è la statistica Chi-quadrato per la bontà
d'adattamento con  campioni data da5

U œ
Ð0  8 Ñs

8 s
5 <

4œ" 3œ"

43 4 3
#

4 3
  ,

1

1

dove , per . La statistica  può essere alternativamente espressa come1s œ 0 Î8 3 œ "ßá ß < U3 3

U œ 8  8
0

8 0
5 < #

4œ" 3œ"

43

4 3
 .

Se le frequenze osservate si discostano molto dalle frequenze attese stimate si ottengono realizzazioni
elevate di , che conseguentemente portano a respingere l'ipotesi di base. La distribuzione esatta di  èU U
proibitiva da calcolare e quindi è conveniente impiegare il seguente risultato per grandi campioni.

Teorema 12.2.1. Siano , per ,  campioni casuali indipendenti, ognuno deiÐ\ ßá ß\ Ñ 4 œ "ßá ß 5 54" 484

quali proviene rispettivamente da una variabile casuale discreta  con funzione di probabilità \ :ÐB Ñ œ4 3 31
per . Allora, per 3 œ "ßá ß <ß 4 œ "ßá ß 5 8 Ä ∞

U œ Ä
Ð0  8 Ñs

8 s
5 <

4œ" 3œ"

43 4 3
#

4 3

.

<55<"
#1

1
;  ,

dove , per .1s œ 0 Î8 3 œ "ßá ß <3 3

Dimostrazione. Si veda Serfling (1980). 

Un'approssimazione per grandi campioni della regione critica del test è quindi data dall'insieme

Ö; À ;   ×;<55<"ß"
#

α  .

• Esempio 12.2.1. Quando i dati vengono raccolti, il rilevatore frequentemente arrotonda l'ultima cifra del
dato a certe cifre convenienti, quali ad esempio 0 e 5. Questo fenomeno di “accatastamento” di cifre è stato
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osservato nella rilevazione dei dati più disparati. Si considerino ad esempio i dati della Tavola 12.2.1, che si
riferiscono alle frequenze della cifra finale delle misurazioni delle temperature massime e minime
giornaliere ufficiali negli Stati Uniti negli anni 1922-1924.

Tavola 12.2.1. Cifra finale delle temperature minime e massime.
Cifra max min
! "*% "((
" "%) "%*
# "!) ""$
$ (# (!
% #* $&
& &" &!
' $# #(
( &% ')
) "!# *)
* #"! #"$

Fonte: Preece (1981)

Si vuole determinare se i dati provengono dalla stessa distribuzione, ovvero si vuole verificare
L À œ œ ß 3 œ "ßá ß "! ; ¶ $Þ'#('! 3 "3 #31 1 1 . Si ha dunque , da cui

!Þ*!  Ð;   $Þ'#('Ñ ¶ Ð   $Þ'#('Ñ  !Þ*&Pr Pr ;*
#  ,

quindi la significatività osservata risulta . Quindi, si deve accettare che i dati provengono!Þ*!   !Þ*&α9==

dalla stessa distribuzione, in quanto si può accettare  ad ogni livello di significatività .L Ÿ !Þ*! –! α

• Esempio 12.2.2. Nel 1861 il periodico New Orleans Crescent pubblicò 10 lettere a firma Quinto Curzio
Snodgrass. Sebbene gli eventi discussi in queste lettere sembrano essere accaduti realmente, non esiste
alcuna traccia di uno scrittore con questo nome. Si è supposto che il vero autore delle lettere sia stato Mark
Twain. Un modo per verificare statisticamente la paternità degli scritti è quella di comparare le distribuzioni
delle lunghezze delle parole. I dati della Tavola 12.2.2 si riferiscono alle distribuzioni del numero di lettere
delle parole di due brani scelti casualmente dagli scritti di Mark Twain e Quinto Curzio Snodgrass.

Tavola 12.2.2. Lunghezza delle parole di due brani.
Lunghezza Twain Q.C.S.

" $"# %#%
# ""%' #')&
$ "$*% #(&#
% ""(( #$!#
& ''" "%$"
' %%# **#
( $'( )*'
) #$" '$)
* ")" %'&
"! "!* #('
"" &! "&#
"# #% "!"
 "$ "# '"

Fonte: Brinegar (1963)

Si vuole determinare se i due brani sono stati scritti dalla medesima persona, ovvero si vuole verificare
L À œ œ ß 3 œ "ßá ß "$ ; ¶ "!"Þ%*$)! 3 "3 #31 1 1 . Si ha , da cui

Pr PrÐU   "!"Þ%*$)Ñ ¶ Ð   "!"Þ%*$)Ñ  !Þ!!";"#
#  ,

e quindi la significatività osservata risulta . Dunque, si deve respingere l'ipotesi che Twain eα9==  !Þ!!"
Snodgrass siano la stessa persona, in quanto si può respingere  ad ogni livello di significativitàL!

α   !Þ!!" –.
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Quando le probabilità , per , sono note il test si basa sulla statistica13 3 œ "ßá ß <

U œ
Ð0  8 Ñ

8
5 <

4œ" 3œ"

43 4 3
#

4 3

1

1
 .

La distribuzione esatta di  è proibitiva da calcolare e quindi è conveniente impiegare il seguente risultatoU
per grandi campioni.

Teorema 12.2.2. Siano , per ,  campioni casuali indipendenti, ognuno deiÐ\ ßá ß\ Ñ 4 œ "ßá ß 5 54" 484

quali proviene rispettivamente da una variabile casuale discreta  con funzione di probabilità ,\ :ÐB Ñ œ4 3 31
per , . Allora, per 3 œ "ßá ß < 4 œ "ßá ß 5 8 Ä ∞

U œ Ä
Ð0  8 Ñ

8
5 <

4œ" 3œ"

43 4 3
#

4 3

.

<55
#  .

1

1
;

Dimostrazione. Si veda Serfling (1980). 

Un'approssimazione per grandi campioni della regione critica del test è quindi data dall'insieme

Ö; À ;   ×;<55ß"
#

α  .

• Esempio 12.2.3. Mediante un elaborazione con un sistema di calcolo simbolico sono state determinate le
prime 10000 cifre nell'espansione decimale dei numeri trascendenti  ed . Per ognuno di questi numeri è1 /
stata contata la frequenza di ogni cifra  e si sono ottenuti i dati di Tavola 12.2.3.Ö!ß "ßá ß *×

Tavola 12.2.3. Cifre dei numeri trascendenti  ed e.1
Cifra 1 /
! *') *(%
" "!#' *)*
# "!#" "!!%
$ *(% "!!)
% "!"# *)#
& "!%' **#
' "!#" "!(*
( *(! "!!)
) *%) **'
* "!"% *')

Dalla teoria dei numeri è noto che  ed  sono normali con probabilità  (un numero è detto normale se ogni1 / "
cifra si presenta con la medesima frequenza nella sua espansione decimale). Si vuole ottenere una conferma
statistica dell'uniformità della distribuzione delle cifre di  ed e, ovvero si vuole verificare1
L À œ "Î"!ß 3 œ "ßá ß "! ; ¶ "(Þ*#)! 31 . Si ha , da cui

!Þ#&  ÐU   "(Þ*#)Ñ ¶ Ð   "(Þ*#)Ñ  !Þ&!Pr Pr ;")
#  ,

quindi la significatività osservata risulta . Si può dunque accettare l'ipotesi di uniformità!Þ#&   !Þ&!α9==

della distribuzione delle cifre dell'espansione decimale di  e di  ad ogni livello di significatività .1 α/ Ÿ !Þ#&–

12.3. La statistica di Kolmogorov. In questo paragrafo viene considerata la principale statistica per
costruire test per la verifica di ipotesi funzionali quando la variabile casuale d'interesse è assolutamente
continua.

Definizione 12.3.1. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 JV , allora si definisce come funzione di ripartizione empirica
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JÐBÑ œ Ð\ Ñ B − ˜s "

8
8

3œ"

Ð∞ßBÓ 3"  ,  .‘

Se  è la statistica ordinata relativa a , allora una rappresentazione alternativaÐ\ ßá ß\ Ñ Ð\ ßá ß\ ÑÐ"Ñ Ð8Ñ " 8

della funzione di ripartizione empirica è data da

JÐBÑ œ 3 ÐBÑs "

8
8

3œ"

Ò\ ß\ Ñ"
Ð3Ñ Ð3"Ñ

 ,

dove con abuso di notazione si è assunto che  e .\ œ ∞ \ œ ∞Ð!Ñ Ð8"Ñ

Definizione 12.3.2. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J −8 JV , la statistica di Kolmogorov è data da

H œ lJÐBÑ  JÐBÑl ˜ssup
B

 .

La statistica di Kolmogorov è una misura della discrepanza fra la funzione di ripartizione e la funzione di
ripartizione empirica. Questa statistica è “distribution-free”, nel senso che non dipende dalla struttura
funzionale di , come viene dimostrato nel seguente teorema.J

Teorema 12.3.3. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − H8 J JV V, allora la statistica  di Kolmogorov è “distribution-free” su .
Dimostrazione. Si ha

JÐBÑ œ Ð\ Ñ œ ÐJÐ\ ÑÑ B −s " "

8 8
 8 8

3œ" 3œ"

Ð∞ßBÓ Ð!ßJ ÐBÑÓ3 3" "  ,  ,‘

essendo  una funzione monotona crescente. Inoltre, tenendo presente la trasformata dell'Integrale diJ

Probabilità si ha , dove  ha distribuzione Uniforme  per . SeJÐ\ Ñ œ ] ] YÐ!ß "Ñ 3 œ "ßá ß 83 3 3
.

LÐCÑ œ C ÐCÑ  ÐCÑ" "Ð!ß"Ó Ð"ß∞Ñ  rappresenta la funzione di ripartizione di una variabile casuale Uniforme

YÐ!ß "Ñ LÐCÑs e se  rappresenta la funzione di ripartizione empirica relativa al campione casuale trasformato
Ð] ßá ß ] Ñ" 8 , tenendo presente il Teorema 1.1.2, si ha

H œ ÐJÐ\ ÑÑ  JÐBÑl œ l Ð] Ñ  Cl œ lLÐCÑ  LÐCÑl
" "

8 8
ssup sup sup

B C

8 8

3œ" 3œ"

Ð!ßJ ÐBÑÓ Ð!ßCÓ3 3
.

!ŸCŸ"
|  , " "

ovvero  è distribuito come una variabile casuale che non dipende da .H J –

Il Teorema di Glivenko-Cantelli (vedi Serfling, 1980) implica  per . Per quanto riguarda laH Ä ! 8 Ä ∞
:

distribuzione di  si ha il seguente teorema.H

Teorema 12.3.4. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − H8 JV , la funzione di ripartizione della statistica  di Kolmogorov è data da

KÐ.Ñ œ 8xÐ á ÐB ßá ß B Ñ .B .B á.B Ñ Ð.Ñ  Ð.Ñ  . "Î8. Ð8"ÑÎ8.

"Î8. #Î8. ".
E " 8 " # 8 Ð"ÎÐ#8Ñß"Ñ Ò"ß∞Ñ" " "  ,

dove .E œ ÖÐB ßá ß B Ñ À !  B  á  B  "×" 8 " 8

Dimostrazione. In conseguenza del Teorema 12.3.3 si può assumere senza perdita di generalità che  siaJ

la funzione di ripartizione di una variabile casuale con distribuzione Uniforme  e che  sia laYÐ!ß "Ñ J ÐBÑs

funzione di ripartizione empirica relativa a un campione casuale proveniente dalla medesima distribuzione.
Si ha  per , per cui  deve essere ottenuto per qualchelJ ÐBÑ  JÐBÑl œ ! B Â Ð!ß "Ñ lJ ÐBÑ  JÐBÑls ssupB

B − Ð!ß "Ñ, ovvero la statistica di Kolmogorov può essere espressa come
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H œ lJÐBÑ  Blssup
!B"

 .

Il supporto di  risulta , ovvero si deve determinare  solamente per . TenendoH Ð!ß "Ñ ÐH Ÿ .Ñ !  .  "Pr
presente le precedenti considerazioni, si ha

KÐ.Ñ œ ÐH Ÿ .Ñ œ Ð lJ ÐBÑ  Bl Ÿ .Ñ œ ÐlJ ÐBÑ  Bl Ÿ .ß aB − Ð!ß "ÑÑ !  .  "s sPr Pr sup Pr
!B"

 ,  .

Considerando la rappresentazione di  in termini della statistica ordinata, dall'espressione precedente siJÐBÑs

ha

KÐ.Ñ œ Ðl3Î8  Bl Ÿ .ß aB − Ò\ ß\ Ñß a3 œ !ß "ßá ß 8Ñ

œ Ð3Î8  . Ÿ B Ÿ 3Î8  .ß aB − Ò\ ß\ Ñß a3 œ !ß "ßá ß 8Ñ œ Ð I Ñ !  .  "

Pr

Pr Pr

Ð3Ñ Ð3"Ñ

Ð3Ñ Ð3"Ñ

8

3œ!

3  ,  ,

dove con abuso di notazione si definisce  e , mentre\ œ ! \ œ "Ð!Ñ Ð8"Ñ

I œ Ö3Î8  . Ÿ B Ÿ 3Î8  .ß aB − Ò\ ß\ Ñ× !  .  "3 Ð3Ñ Ð3"Ñ  ,  .

L'insieme di valori di  comune agli eventi  e , per , è dato daB I I 3 œ !ß "ßá ß 8  "3 3"

Ö3Î8  . Ÿ B Ÿ 3Î8  .× ∩ ÖÐ3  "ÑÎ8  . Ÿ B Ÿ Ð3  "ÑÎ8  .× œ

œ ÖÐ3  "ÑÎ8  . Ÿ B Ÿ 3Î8  .× 3 œ !ß "ßá ß 8  " "ÎÐ#8Ñ Ÿ .  " ,  ,  ,

dove il vincolo  deriva dalla condizione . Inoltre, si noti che la.   "ÎÐ#8Ñ 3Î8  .   Ð3  "ÑÎ8  .
variabile casuale  è comune solo agli eventi  e , per cui\ I IÐ3"Ñ 3 3"

I ∩ I œ ÖÐ3  "ÑÎ8  . Ÿ \ Ÿ 3Î8  .× 3 œ !ß "ßá ß 8  " "ÎÐ#8Ñ Ÿ .  "3 3" Ð3"Ñ  ,  , .

Di conseguenza, si ha

  8 8" 8"

3œ! 3œ! 3œ!

3 3 3" Ð3"ÑI œ ÐI ∩ I Ñ œ ÖÐ3  "ÑÎ8  . Ÿ \ Ÿ 3Î8  .× "ÎÐ#8Ñ Ÿ .  " ,  ,

ovvero risulta

KÐ.Ñ œ Ð ÖÐ3  "ÑÎ8  . Ÿ \ Ÿ 3Î8  .×Ñ

œ 8x á ÐB ßá ß B Ñ .B .B á.B "ÎÐ#8Ñ Ÿ .  "

Pr 
  

8"

3œ!

Ð3"Ñ

. "Î8. Ð8"ÑÎ8.

"Î8. #Î8. ".
E " 8 " # 8  ,  ."

Inoltre, per  si ha , dal momento che in questo caso . Infine, per. Ÿ "ÎÐ#8Ñ ÐH Ÿ .Ñ œ ! I œ gPr 8
3œ! 3

.   " ÐH Ÿ .Ñ œ " si ha . Pr 

• Esempio 12.3.1. Dal Teorema 12.3.4, per  si ha8 œ #

KÐ.Ñ œ #Ð ÐB B Ñ .B .B Ñ Ð.Ñ  Ð.Ñ . "Î#.

"Î#. ".
E " # " # Ð"Î%ß"Ñ Ò"ß∞Ñ" " "  ,

dove 1 . Per quanto riguarda il precedente integrale si deve distinguere dueE œ ÖÐB ß B Ñ À !  B  B  ×" # " #

casi. Per  si ha"Î%  .  "Î#

# ÐB B Ñ .B .B œ # .B .B œ ).  %. 
"

#
   . "Î#. . "Î#.

"Î#. ". "Î#. ".
E " # " # " #

#"   ,

mentre per  si ha"Î#  .  "
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# ÐB B Ñ .B .B œ # .B .B  # .B .B œ  #.  %.  "     . "Î#. ". " . "

"Î#. ". ! ". ". B
E " # " # " # " #

#"     .
"

Dunque, risulta

KÐ.Ñ œ Ð).  %.  "Î#Ñ Ð.Ñ  Ð  #.  .  "Ñ Ð.Ñ  Ð.Ñ –# #
Ð"Î%ß"Î#Ñ Ð"Î#ß"Ñ Ò"ß∞Ñ" " "4 .

Per quanto riguarda la distribuzione per grandi campioni di  si ha il seguente teorema.H œ H8

Teorema 12.3.5. Se  è un campione casuale con funzione di ripartizione congiuntaÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

J − 8 Ä ∞8 JV , per  si ha

lim Pr
8

∞

3œ"

3" #3 .Ð 8H Ÿ .Ñ œ "  # Ð  "Ñ / .   !  # #

 ,  .

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1968). 

• Esempio 12.3.2. Nella Tavola 12.3.1 sono riportati i quantili di ordine  della distribuzione di  e le!Þ*& H
relative approssimazioni ottenute mediante il Teorema 12.3.5 per alcuni valori di .8

Tavola 12.3.1. Quantili  di  e relative approssimazioni.. H8ß!Þ*&

8 .
# !Þ)%"* !Þ*'"#
& !Þ&'$$ !Þ'')&
"! !Þ%!)( !Þ%)'%
#! !Þ#*$* !Þ$&#%
$! !Þ#%"( !Þ#)*)
%! !Þ#"!" !Þ#&#"
&! !Þ"))% !Þ##'!

!Þ*& approssimazione

Dunque,  converge abbastanza lentamente alla relativa distribuzione per grandi campioni.H –

12.4. Il test di Kolmogorov. Sia  un campione casuale da una variabile casuale assolutamenteÐ\ ßá ß\ Ñ" 8

continua  con funzione di ripartizione congiunta . Il sistema di ipotesi da verificare risulta\ J −8 JV
L À JÐBÑ œ J ÐBÑß aB − L À J ÐBÑ Á J ÐBÑß bB − J ÐBÑ! ! " ! !‘ ‘, contro , dove  è una funzione di ripartizione
completamente specificata. Il test si basa sulla statistica

H œ JÐBÑ  J ÐBÑlssup
B

!|  ,

ovvero sulla statistica di Kolmogorov. La statistica  può essere convenientemente espressa comeH

H œ Ð Ðl3Î8  J Ð\ Ñlß lÐ3  "ÑÎ8  J Ð\ ÑlÑÑmax max
"Ÿ3Ÿ8

! !Ð3Ñ Ð3Ñ  .

Se la funzione di ripartizione empirica si discosta molto da quella ipotizzata, allora si hanno valori elevati di
H, che conseguentemente portano a respingere l'ipotesi di base in favore dell'ipotesi alternativa. Se dunque
. H8ßα rappresenta il quantile di ordine  della distribuzione di , la regione critica del test risulta dunqueα

g" 8ß"œ Ö. À .   . ×α  .

• Esempio 12.4.1. Su un campione di dieci ragnatele è stato misurato l'angolo fra l'asse della ragnatela e la
perpendicolare alla superficie terrestre, e si sono ottenuti i dati della Tavola 12.4.1.  Si vuole verificare se i
dati provengono da una distribuzione di von Mises, che è una distribuzione circolare adatta a modellare
questi dati. La funzione di densità di una variabile casuale di von Mises è data da
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1ÐBÑ œ / ÐBÑ ! Ÿ  #  !
"

# M Ð Ñ1 ,
. 1 ,

!

ÐB Ñ
Ð!ß# Ó

, .
1

cos "  ,  ,  ,

dove  rappresenta la funzione di Bessel del primo tipo e ordine  e dove  e  sono rispettivamente laM Ð Ñ !! , . ,
direzione media e il parametro di condentrazione. La relativa funzione di ripartizione è data da

KÐBÑ œ / .>  ÐBÑ
ÐBÑ

# M Ð Ñ

"
"

Ð!ß# Ó

! !

B
Ð> Ñ

Ð# ß∞Ñ
1 , .

1
1 ,

  cos  .

Dal momento che si sospetta che le ragnatele siano state costruite da ragni della specie  èAraneus rufipalpus
noto da molte osservazioni precedenti che i parametri della distribuzione di von Mises sono in questo caso
. ,œ !Þ#( œ $(Þ*% per quanto riguarda la direzione media e  per quanto riguarda il parametro di
concentrazione.

Tavola 12.4.1. Angoli fra ragnatele e asse terrestre (in radianti).
3 B KÐB Ñ l3Î"!  KÐB Ñl lÐ3  "ÑÎ"!  KÐB Ñl

" !Þ"(%& !Þ##*( !Þ"#*( !Þ##*(
# !Þ#!*% !Þ$!&( !Þ"!&( !Þ#!&(
$ !Þ##'* !Þ$%'% !Þ!%'% !Þ"%'%
% !Þ#'") !Þ

Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ

%$!( !Þ!$!( !Þ"$!(
& !Þ#(*$ !Þ%($& !Þ!#'& !Þ!($&
' !Þ#*'( !Þ&"&* !Þ!)%" !Þ!"&*
( !Þ%")* !Þ((!# !Þ!(!# !Þ"(!#
) !Þ%$'$ !Þ(*') !Þ!!$# !Þ!*')
* !Þ%&$) !Þ)#!* !Þ!(*" !Þ!#!*
"! !Þ&%"" !Þ*!## !Þ!*() !Þ!!##

Fonte: Gadsen e Kanji (1981)

Si vuole verificare l'ipotesi , contro . Dalla TavolaL À JÐBÑ œ KÐBÑß aB − L À J ÐBÑ Á KÐBÑß bB −! "‘ ‘
12.4.1 si ricava che , per cui. œ !Þ##*(

PrÐH   !Þ##*(Ñ  ! #!.

e quindi la significatività osservata risulta . L'evidenza empirica porta dunque ad accettare che iα9==  !Þ#!
dati provengono da una distribuzione di von Mises, dal momento che si può accettare  ad ogni livello diL!

significatività .α Ÿ !Þ#! –

• Esempio 12.4.2. E' stato fatto un esperimento al fine di verificare la resistenza alla rottura di alcune fibre
di poliestere. Più esattamente sono stati determinati i carichi da applicare a un campione di queste fibre al
fine di provocarne il cedimento. Si sospetta che la distribuzione dei carichi segua una distribuzione log-
Normale. I dati della Tavola 12.4.2 sono stati ottenuti trasformando quelli originali mediante la
trasformazione dell'integrale di probabilità, ovvero se l'ipotesi di log-Normalità è valida allora il campione
trasformato dovrebbe provenire da una distribuzione Uniforme 1 . Dal momento cheYÐ!ß Ñ

J ÐBÑ œ B ÐBÑ  ÐBÑ! Ð!ß"Ñ Ò"ß∞Ñ" "  ,

si vuole dunque verificare l'ipotesi , contro . DallaL À JÐBÑ œ J ÐBÑß aB − L À J ÐBÑ Á J ÐBÑß bB −! ! " !‘ ‘
Tavola 12.4.2 si ricava , per cui. œ !Þ#$)

!Þ!&  ÐH   ! #$)Ñ  !Þ"!Pr .

e quindi la significatività osservata risulta . In questo caso, vi è qualche dubbio ad!Þ!&   !Þ"!α9==

accettare , ovvero che il campione trasformato proviene da una distribuzione Uniforme 1  e cheL YÐ!ß Ñ!

quindi il campione originale proviene da una variabile casuale log-Normale, in quanto si potrebbe
respingere questa ipotesi ad ogni livello di significatività .α   !Þ"! –
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Tavola 12.4.2. Carichi di rottura delle fibre di poliestere.
fibra  B J ÐB Ñ l3Î$!  J ÐB Ñl lÐ3  "ÑÎ$!  J ÐB Ñl

" Þ!#$ Þ!#$ Þ!"! Þ!#$
# Þ!$# Þ!$# Þ!$& Þ!!"
$ Þ!&% Þ!&% Þ!%' Þ!"$
% Þ!'* Þ!'* Þ!'% Þ!$"
& Þ!)" Þ!)

Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ! ! !

" Þ!)' Þ!&#
' Þ!*% Þ!*% Þ"!' Þ!($
( Þ"!& Þ"!& Þ"#) Þ!*&
) Þ"#( Þ"#( Þ"%! Þ"!'
* Þ"%) Þ"%) Þ"&# Þ""*
"! Þ"'* Þ"'* Þ"'% Þ"$"
"" Þ")) Þ")) Þ"() Þ"%&
"# Þ#"' Þ#"' Þ")% Þ"&"
"$ Þ#&& Þ#&& Þ"() Þ"%&
"% Þ#(( Þ#(( Þ"*! Þ"&'
"& Þ$"" Þ$"" Þ")* Þ"&'
"' Þ$'" Þ$'" Þ"(# Þ"$*
"( Þ$(' Þ$(' Þ"*" Þ"(!
") Þ$*& Þ$*& Þ#!& Þ"(#
"* Þ%$# Þ%$# Þ#!" Þ"')
#! Þ%'$ Þ%'$ Þ#!% Þ"(!
#" Þ%)" Þ%)" Þ#"* Þ")'
## Þ&"* Þ&"* Þ#"% Þ")"
#$ Þ&#* Þ&#* Þ#$) Þ#!%
#% Þ&'( Þ&'( Þ#$$ Þ#!!
#& Þ'%# Þ'%# Þ"*" Þ"&)
#' Þ'(% Þ'(% Þ"*$ Þ"&*
#( Þ(&# Þ(&# Þ"%) Þ""&
#) Þ)$# Þ)$# Þ""! Þ!((
#* Þ))( Þ))( Þ!)! Þ!%'
$! Þ*#' Þ*#' Þ!(% Þ!%"

Fonte: Quesenberry e Hales (1980)

12.5. La statistica di Kolmogorov-Smirnov. In questo paragrafo viene considerata una modifica della
statistica di Kolmogorov che permette di costruire test per la verifica di ipotesi funzionali quando la
variabile casuale d'interesse è continua e si dispone di due campioni.

Definizione 12.5.1. Siano  e  due campioni casuali indipendenti, tali che ilÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

campione misto abbia funzione di ripartizione congiunta , dove . Siano inoltre  eJ − 8 œ 8  8 J ÐBÑs8 J " # "V

J ÐBÑs #  le funzione di ripartizione empiriche relative a ciascuno dei due campioni. La statistica di
Kolmogorov-Smirnov è data da

H œ J ÐBÑ  J ÐBÑl –s ssup
B

" #|  .

La statistica di Kolmogorov-Smirnov è una misura della discrepanza fra le due funzione di ripartizione
empiriche. Si può dimostrare in modo del tutto analogo a quanto fatto nel Teorema 12.3.3 per la statistica di
Kolmogorov, che la statistica di Kolmogorov-Smirnov è “distribution-free” su .VJ

Se  è la statistica ordinata relativa al campione misto , allora laÐZ ßá ß Z Ñ Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] ÑÐ"Ñ Ð8Ñ " 8 " 8" #

statistica  può essere espressa comeH

H œ lJ ÐZ Ñ  J ÐZ Ñls smax
"Ÿ3Ÿ8

" #Ð3Ñ Ð3Ñ  .

Il Teorema di Glivenko-Cantelli (vedi Serfling, 1980) implica che  per . La distribuzioneH Ä ! 8 ß 8 Ä ∞
:

" #

di  può essere determinata in modo semplice per  mediante alcune proprietà delle passeggiateH 8 œ 8 œ 8" #

aleatorie.
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Teorema 12.5.2. Siano  e  due campioni casuali indipendenti, tali che ilÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8

campione misto abbia funzione di ripartizione congiunta . La distribuzione della statistica  diJ − H#8 JV
Kolmogorov-Smirnov risulta

KÐ.Ñ œ "  # Ð  "Ñ
#8 #8

8 8  3Ð8.  "Ñ
   " <

3œ"

3  ,

dove  e .. œ !ß "Î8ß #Î8ßá ß " < œ Ú8ÎÐ8.  "ÑÛ
Dimostrazione. Sia  la statistica ordinata relativa al campione mistoÐZ ßá ß Z ÑÐ"Ñ Ð#8Ñ

Ð\ ßá ß\ ß ] ßá ß ] Ñ X "Î8 Z" 8 " 8 3 Ð3Ñ e sia  una variabile casuale tale che vale  se  appartiene al primo
campione e vale  se  appartiene al secondo campione per . Si consideri inoltre "Î8 Z 3 œ "ßá ß #8Ð3Ñ

l'ulteriore variabile casuale , per . L'insieme delle variabili casuali perW œ X á  X 3 œ "ßá ß #8 W ß3 " 3 3

3 œ "ßá ß #8 #8 Ð3ß W Ñ, costituisce una passeggiata aleatoria in  passi i cui percorsi  sono tali che iniziano in3

Ð!ß !Ñ Ð#8ß !Ñ e finiscono in . Vi sono  di questi percorsi, ognuno dei quali corrisponde ad una possibile #8
8

sequenza di  e di  nel campione misto ordinato. Dal momento che i due campioni provengono dalla\ ]3 3

stessa distribuzione ogni percorso è ugualmente probabile. Si deve osservare che dalla definizione di  si haH

H œ Ðl W lß l W lÑmax max min
"Ÿ3Ÿ#8

3 3
"Ÿ3Ÿ#8

 ,

per cui la determinazione di  è equivalente alla determinazione del numero di percorsi compresi fra laKÐ.Ñ
retta , data da , e la retta , data da . Si ottenga innanzitutto il numero diP = œ .  "Î8 P = œ  .  "Î8 

percorsi che intersecano la retta . Esiste un punto  in cui il percorso interseca per la prima volta la rettaP E

P E Ð#8ß !Ñ P E . Per la parte di percorso da  a , esiste un percorso simmetrico rispetto alla retta , da  a
Ð#8ß #.  #Î8Ñ Ð!ß !Ñ P E Ð#8ß !Ñ. Quindi il numero di percorsi da  che intersecano la retta  in  e finiscono in 

è uguale al numero di percorsi da  che intersecano la retta  in  e procedono specularmente rispettoÐ!ß !Ñ P E

ai percorsi originari fino a . Questo numero è dato da , ovvero il numero in cuiÐ#8ß #.  #Î8Ñ  #8
88."

Ð8  8.  "Ñ Ð8  8.  "Ñ T salti positivi e  salti negativi possono essere permutati. Si denoti con !


l'insieme di percorsi che intersecano  e con  l'insieme dei percorsi che intersecano . Sia inoltreP T P  
!

#  il numero di percorsi in un insieme  di percorsi. Si ha dunqueÐIÑ I

# # # #  .ÐT ∪ T Ñ œ ÐT Ñ  ÐT Ñ  ÐT ∩ T Ñ! ! !
     

! ! !

Per quanto affermato in precedenza si ha

# #  .ÐT Ñ œ ÐT Ñ œ
#8

8  8.  "!
 

!  
Si noti che , dove  è l'insieme di tutti i percorsi che contengono almeno unaÐT ∩ T Ñ œ ÐT ∪ T Ñ T! " "

  
! "
 

parte di percorso che va da  a  e in maniera simile  è l'insieme di tutti i percorsi che contengonoP P T  
"

almeno una parte di percorso che va da  a . Dunque, si haP P 

# # # #  ,ÐT ∩ T Ñ œ ÐT Ñ  ÐT Ñ  ÐT ∩ T Ñ! " "
     

! " "

dove, in maniera analoga a quanto visto in precedenza, si ha

# #  .ÐT Ñ œ ÐT Ñ œ
#8

8  #Ð8.  "Ñ"
 

"  
Definendo con  l'insieme di tutti i percorsi che contengono almeno  parti di percorso che vanno da  aT 3 P3

 

P T 3 P P   
3 e con  l'insieme di tutti i percorsi che contengono  parti di percorso che vanno da  a ,

procedendo in maniera iterativa si ha

# # # #  ,  ,ÐT ∩ T Ñ œ ÐT Ñ  ÐT Ñ  ÐT ∩ T Ñ 3 œ !ß "ßá ß <  "3"
     

3" 3 33 3

e
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# #  ,  ,ÐT Ñ œ ÐT Ñ œ 3 œ !ß "ßá ß <  "
#8

8  Ð3  "ÑÐ8.  "Ñ3
 

3  
dove . Ovviamente, si ha # . Dunque, si ottiene< œ Ú8ÎÐ8.  "ÑÛ ÐT ∩ T Ñ œ !<"


<"


# # #  ,ÐT ∪ T Ñ œ Ð  "Ñ Ð ÐT Ñ  ÐT ÑÑ œ # Ð  "Ñ
#8

8  3Ð8.  "Ñ!
  3   3"

! 3

<" <

3œ! 3œ"
3   

per cui il numero di percorsi che non intersecano mai le rette  e  è dato daP P 

     #8 #8 #8

8 8 8  3Ð8.  "Ñ
 ÐT ∪ T Ñ œ  # Ð  "Ñ#   .!

  3"
!

<

3œ"

Tenendo presente questo risultato, si ha

KÐ.Ñ œ Ð  # Ð  "Ñ Ñ
#8 #8 #8

8 8 8  3Ð8.  "Ñ

œ "  # Ð  "Ñ
#8 #8

8 8  3Ð8.  "Ñ

     
   

" <

3œ"

3"

" <

3œ"

3

  

    ,

che è quanto si voleva dimostrare. 

Per quanto riguarda infine la distribuzione per grandi campioni di  si ha il seguente risultato.H œ H8 ß8" #

Teorema 12.5.3. Per  si ha8ß 8 Ä ∞#

lim Pr
8 ß8

" # " #

∞

3œ"

3" #3 .

" #

# #

Ð 8 8 ÎÐ8  8 ÑH Ÿ .Ñ œ "  # Ð  "Ñ / .   !   ,  .

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1968). 

12.6. Il test di Kolmogorov-Smirnov. Siano  e  due campioni casualiÐ\ ßá ß\ Ñ Ð] ßá ß ] Ñ" 8 " 8" #

indipendenti, tali che il campione misto abbia funzione di ripartizione congiunta , doveJ −8 JV
8 œ 8  8 L À J ÐBÑ œ J ÐBÑ œ JÐBÑß aB −" # ! " #. Il sistema di ipotesi da verificare risulta , contro‘
L À J ÐBÑ Á J ÐBÑß bB −" " # ‘. Il test si basa sulla statistica

H œ lJ ÐBÑ  J ÐBÑls ssup
B

" #  ,

ovvero sulla statistica di Kolmogorov-Smirnov. Se le due funzione di ripartizione empiriche si discostano
molto fra di loro, allora si hanno realizzazioni elevate di  che conseguentemente portano a respingereH
l'ipotesi di base in favore dell'ipotesi alternativa. Se dunque  rappresenta il quantile di ordine  della.8 ß8 ß" # α α
distribuzione di , la regione critica del test risultaH

g" 8 ß8 ß"œ Ö. À .   . ×
" # α  .

• Esempio 12.6.1. In un esperimento per la verifica delle capacità percettive sono stati bendati 24 soggetti. I
soggetti hanno poi percorso un tracciato irregolare di forma approssimativamente circolare. Ad un certo
punto del tracciato ad ognuno dei soggetti è stato chiesto di stimare l'angolo formato dalla loro attuale
posizione rispetto alla posizione di partenza. Dodici di questi soggetti hanno percorso il tracciato in senso
orario, mentre gli altri lo hanno percorso in senso anti-orario. I dati della Tavola 12.6.1 riportano gli errori
commessi (in gradi) nelle stime degli angoli dai due gruppi. Si vuole verificare se i dati provengono dalla
stessa distribuzione. Il procedimento per il calcolo della realizzazione campionaria di  per questi dati èH
riportato nella Tavola 12.6.2. Si ha dunque , per cui. œ %Î"#
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PrÐH   %Î"#Ñ  !Þ#!

e la significatività osservata risulta . Si è portati ad accettare che le due distribuzioni sonoα9==  !Þ#!
identiche, in quanto si può accettare  ad ogni livello di significatività .L Ÿ !Þ#! –! α

Tavola 12.6.1. Errori nelle stime degli angoli (in gradi).
gruppo percorso gruppo percorso

soggetto senso orario senso anti-orario
" &! #$
# ## !
$ "' *
% "! (
& )  %
' "% #%
(  ")  "(
)  #  "$
*  $  $#
"!  ""  #$
""  "#  %(
"#  $"  &$

Fonte: Lederman, Klatsky e Barber (1985)

Tavola 12.6.2.

soggetto | |D J ÐD Ñ J ÐD Ñ J ÐD Ñ  J ÐD Ñs s s s

"  &$ ! "Î"# "Î"#
#  %( ! #Î"# #Î"#
$  $# ! $Î"# $Î"#
%  $" "Î"# $Î"# #Î"#
&  #$ "Î"# %Î"# $Î"#
'  ") #Î

Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ Ð3Ñ" # " #

"# %Î"# #Î"#
(  "( #Î"# &Î"# $Î"#
)  "$ #Î"# 'Î"# %Î"#
*  "# $Î"# 'Î"# $Î"#
"!  "" %Î"# 'Î"# #Î"#
""  % %Î"# (Î"# $Î"#
"#  $ &Î"# (Î"# #Î"#
"$  # 'Î"# (Î"# "Î"#
"% ! 'Î"# )Î"# #Î"#
"& ( 'Î"# *Î"# $Î"#
"' ) (Î"# *Î"# #Î"#
"( * (Î"# "!Î"# $Î"#
") "! )Î"# "!Î"# #Î"#
"* "% *Î"# "!Î"# "Î"#
#! "' "!Î"# "!Î"# !
#" ## ""Î"# "!Î"# "Î"#
## #$ ""Î"# ""Î"# !
#$ #% ""Î"# "#Î"# "Î"#
#% &! " " !
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Appendice

A.1. Alcune distribuzioni e relative caratteristiche. Di seguito vengono introdotte alcune variabili casuali
di frequente uso, insieme ad alcune loro caratteristiche. Una generica variabile casuale assolutamente
continua  viene considerata nella sua forma standard, e le relative funzioni di ripartizione e densità^
vengono rispettivamente indicate con  ed . Quando si considera la variabile casuale non standardJ 0
\ œ ^ $ - - $, dove  è un parametro di posizione e  è un parametro di scala, allora la funzione di
ripartizione è data da , mentre la funzione di densità risulta .KÐBÑ œ JÐÐB  ÑÎ Ñ 1ÐBÑ œ 0ÐÐB  ÑÎ ÑÎ- $ - $ $
Si ha  e . In particolare, se  e ,E E Var Var E VarÐ\Ñ œ œ Ð^Ñ  Ð\Ñ œ œ Ð^Ñ Ð^Ñ œ ! Ð^Ñ œ ". $ - 5 $# #

allora  e .. - 5 $œ œ

A.1.1. Distribuzione Uniforme. Una variabile casuale Uniforme  ammette funzione di densità^

0ÐDÑ œ ÐDÑ"Ð!ß"Ñ  .

Per questa distribuzione risulta

E VarÐ^Ñ œ Ð^Ñ œ
" "

# "#
 ,  ,

e

α α$ %œ ! œ
*

&
 ,  .

La mediana è data . Inoltre, si haD œ "Î#! &.

0Ð!Ñ œ " ,


!

"
#0ÐDÑ .D œ " ,


!

"
#DÐJ ÐDÑ  "Î#Ñ0ÐDÑ .D œ

"

"#
 ,

 
"Î# !

" "Î#
# #D0ÐDÑ .D  D0ÐDÑ .D œ

"

%
 .

La distribuzione Uniforme non standard viene indicata con la notazione .YÐ ß Ñ- $

A.1.2. Distribuzione Normale. Una variabile casuale Normale  ammette funzione di densità^

0ÐDÑ œ /
"

# 1

 D"#
#

 .

La funzione di ripartizione di questa variabile casuale viene indicata con il simbolo . Inoltre, il quantile diF
ordine  viene indicato con . Per questa distribuzione risultaα Dα

E VarÐ^Ñ œ ! Ð^Ñ œ " ,  ,
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e

α α$ %œ ! œ $ ,  .

La mediana è data . Inoltre, risultaD œ !! &.

0Ð!Ñ œ
"

# 1
 ,

 ∞

∞
#0ÐDÑ .D œ

"

# 1
 ,

 ∞

∞
#DÐ ÐDÑ  "Î#Ñ0ÐDÑ .D œ

"

% $
F

1
 ,

 
! ∞

∞ !
# #D0ÐDÑ .D  D0ÐDÑ .D œ

"

#1
 .

La distribuzione Normale non standard viene indicata con la notazione .RÐ ß Ñ. 5#

A.1.3. Distribuzione Logistica. Una variabile casuale Logistica  ammette funzione di densità^

0ÐDÑ œ
/

Ð"  / Ñ

D

D #
 .

Per questa distribuzione risulta

EÐ^Ñ œ ! Ð^Ñ œ
$

 ,  ,Var
1#

e

α α$ %œ ! œ
#"

&
 ,  .

La mediana è data . Inoltre, risultaD œ !! &.

0Ð!Ñ œ
"

%
 ,


∞

∞
#0ÐDÑ .D œ

"

'
 ,


∞

∞
#DÐJ ÐDÑ  "Î#Ñ0ÐDÑ .D œ

"

#%
 ,

 
! ∞

∞ !
# #D0ÐDÑ .D  D0ÐDÑ .D œ

% #  "

"#

log
 .

La distribuzione Logistica non standard viene indicata con .P9Ð ß Ñ. $

A.1.4. Distribuzione Esponenziale. Una variabile casuale Esponenziale  ammette funzione di densità^

0ÐDÑ œ / ÐDÑD
Ð!ß∞Ñ"  .

Per questa distribuzione risulta
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EÐ^Ñ œ " Ð^Ñ œ " ,  ,Var

e

α α$ %œ # œ * ,  .

La mediana è data . Inoltre, risultaD œ #! &. log

0Ð #Ñ œ
"

#
log  ,


!

∞
#0ÐDÑ .D œ

"

#
 ,


!

∞
#DÐJ ÐDÑ  "Î#Ñ0ÐDÑ .D œ

"

(#
 .

 
log

log

# !

∞ #
# #D0ÐDÑ .D  D0ÐDÑ .D œ

# #  "

)

log
 .

La distribuzione Esponenziale non standard viene indicata con la notazione .IÐ ß Ñ- 5

A.1.5. Distribuzione di Laplace. Una variabile casuale di Laplace  ammette funzione di densità^

0ÐDÑ œ /
"

#
  .lDl

Per questa distribuzione risulta

EÐ^Ñ œ ! Ð^Ñ œ # ,  ,Var

e

α α$ %œ ! œ ' ,  .

La mediana è data . Inoltre, risultaD œ !! &.

0Ð!Ñ œ
"

#
 ,


∞

∞
#0ÐDÑ .D œ

"

%
 ,


∞

∞
#DÐJ ÐDÑ  "Î#Ñ0ÐDÑ .D œ

&

"%%
 ,

 
! ∞

∞ !
# #D0ÐDÑ .D  D0ÐDÑ .D œ

"

)
 .

La distribuzione di Laplace non standard è denotata con .PÐ ß Ñ. $

A.1.6. Distribuzione di Cauchy. Una variabile casuale di Cauchy  ammette funzione di densità^

0ÐDÑ œ
"

Ð"  D Ñ1 #
 .

Questa distribuzione non possiede momenti e la mediana è data . Inoltre, risultaD œ !! &.
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0Ð!Ñ œ
"

1
 ,


∞

∞
#0ÐDÑ .D œ

"

#1
 ,


∞

∞
#

#
DÐJ ÐDÑ  "Î#Ñ0ÐDÑ .D œ

"

%1
 ,

 
! ∞

∞ !
# #

#
D0ÐDÑ .D  D0ÐDÑ .D œ

"

1
 .

La distribuzione di Cauchy non standard è denotata con .GÐ ß Ñ- $

A.2. Alcuni risultati matematici. Il seguente teorema consente di determinare la somma di alcune potenze
dei primi  interi.8

Teorema A.2.1. Si ha


3œ"

8

3 œ
8Ð8  "Ñ

#
 ,


3œ"

8
#3 œ

8Ð8  "ÑÐ#8  "Ñ

'
 ,


3œ"

8
$

# #

3 œ
8 Ð8  "Ñ

%
 ,


3œ"

8
%

#

3 œ
8Ð8  "ÑÐ#8  "ÑÐ$8  $8  "Ñ

$!
 .

Dimostrazione. Si veda Randles e Wolfe (1979). 

A.3. Alcuni risultati di teoria della probabilità. In questo paragrafo vengono richiamati alcuni risultati
sulla convergenza di successioni di variabili casuali. Una completa trattazione di questo argomento è dato in
Serfling (1980).

Teorema A.3.1. (Legge Debole dei Grandi Numeri di Khintchine) Si consideri una successione
Ð\ Ñ Ð\ Ñ œ  ∞8 8 " " di variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite con . SeE .
\ œ 8 \ 8   "
–  per , si ha8 3

"
3œ"
8

\ Ä
–  .8

:
.

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

• Esempio A.3.1. Sia  una successione di variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuiteÐ\ Ñ8 8 "

con  e . Si consideri la successione di variabili casuali , doveEÐ\ Ñ œ  ∞ Ð\ Ñ œ  ∞" "
#. 5Var Ð^ Ñ8 8 "

^ œ Ð\  Ñ 8   "8 8
#.  per . Si noti che  è una successione di variabili casuali indipendenti edÐ^ Ñ8 8 "

ugualmente distribuite con . Di conseguenza, per la Legge Debole dei Grandi Numeri diEÐ^ Ñ œ  ∞"
#5

Khintchine (Teorema A.3.1), si ha
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^ œ Ð\  Ñ Ä –
"

8
–  .  8 3

3œ"

8
# #: . 5

Teorema A.3.2. (Legge Debole dei Grandi Numeri di Markov) Per ogni  sia  un8 Ð\ ßá ß\ Ñ"8 88

vettore di variabili casuali indipendenti con , con . Si supponga inoltre cheEÐ\ Ñ œ  ∞ 3 œ "ßá ß 838 38.
esista un , per cui si ha  e$ .− Ð!ß "Ó Ðl\  l Ñ  ∞E 38 38

"$

lim E
8 "

3œ"

8

38 38
""

8
Ðl\  l Ñ œ !

$
$ .  .

Se  per , si ha–
\ œ 8 \ 8   "8 38

"
3œ"
8

\  Ð\ Ñ Ä !
– –  .8 8

:
E

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

• Esempio A.3.2. Sia  un vettore di variabili casuali indipendenti con  eÐ\ ßá ß\ Ñ \ Ñ œ -Î 8"8 88 38EÐ 
VarÐ\ Ñ œ - 3 œ "ßá ß 8 œ " l\  l Ñ œ  ∞38 38 38

# # #5 $ . 5 con  costante, per . Per , si ha  eEÐ

lim lim
8 8#

3œ"

8
#

#"

8 8
œ œ !5

5
 ,

e dalla Legge Debole dei Grandi Numeri di Markov (Teorema A.3.2) si ottiene

\  -Î 8 Ä ! –
–  .  8

:
Teorema A.3.3. (Legge Forte dei Grandi Numeri di Khintchine)  Per ogni  sia  un8 Ð\ ßá ß\ Ñ"8 88

vettore di variabili casuali indipendenti con , con . Se  per–EÐ\ Ñ œ  ∞ 3 œ "ßá ß 8 \ œ 8 \38 8 38
"

3œ"
8. 

8   ", si ha

\ Ä
–  .8

;-
.

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

• Esempio A.3.3. Sia  un vettore di variabili casuali indipendenti con  eÐ\ ßá ß\ Ñ \ Ñ œ -Î 8"8 88 38EÐ 
VarÐ\ Ñ œ  ∞ - ß 3 œ "ßá ß 8 Ð^ ßá ß^ Ñ38 "8 88

#5 , dove  è costante  per . Si consideri il vettore trasformato ,
dove  per , che risulta ancora un vettore di variabili casuali indipendenti^ œ Ð\  -Î 8Ñ 3 œ "ßá ß 838 38

#
con . Di conseguenza, dalla Legge Forte dei Grandi Numeri di Khintchine (TeoremaEÐ^ Ñ œ  ∞38

#5
A.3.3) si ha

^ œ Ð\  -Î 8Ñ Ä
"

8
–  ,8 38

3œ"

8
# #;-  5

che implica

^ œ Ð\  -Î 8Ñ Ä –
"

8
–  .  8 38

3œ"

8
# #:  5

Teorema A.3.4. (Teorema di Sverdrup)  Se  è una successione di variabili casuali e Ð\ Ñ 1 À Ä8 8 " ‘ ‘
è una funzione continua, allora

\ Ä Ê 1Ð\ Ñ Ä 1Ð Ñ8 8
: :
) )  ,
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\ Ä Ê 1Ð\ Ñ Ä 1Ð Ñ8 8
;- ;-
) )  ,

\ Ä \ Ê 1Ð\ Ñ Ä 1Ð\Ñ8 8
. .

 .

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

• Esempio A.3.4. Sia  una successione di variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuiteÐ\ Ñ8 8 "

con  e . Sia inoltreEÐ\ Ñ œ  ∞ Ð\ Ñ œ  ∞" "
#. 5Var

W œ Ð\ \ Ñ
"

8  "
# #
8

3œ"

8

3 8 –  ,

dove . Con la notazione dell'Esempio A.3.1,  può essere espresso come–
\ œ 8 \ W8 3

" #
3œ"
8

8

W œ Ð Ð\  Ñ  Ð\  Ñ Ñ œ Ð^  Ð\  Ñ Ñ

8 " 8

8  " 8 8  "8
# # # #

3œ"

8

3 8 8 8 . . .
– – –  .

Dalla Legge Debole dei Grandi Numeri di Khintchine (Teorema A.3.1) si ha , mentre dall'Esempio–
\ Ä8

:
.

A.3.1 si ha . Si noti che  è una funzione continua. Tenendo dunque presente–̂
Ä 1ÐBß DÑ œ D  ÐB  Ñ8
: # #5 .

che , per la generalizzazione al caso multivariato del Teorema di Sverdrup (Teoremalim88ÎÐ8  "Ñ œ "

A.3.4) si ha .W Ä –8
# #:

5

• Esempio A.3.5. Sia  un vettore di variabili casuali indipendenti con  eÐ\ ßá ß\ Ñ \ Ñ œ -Î 8"8 88 38EÐ 
VarÐ\ Ñ œ  ∞ - 3 œ "ßá ß 838

#5  con  costante, per . Sia inoltre

W œ Ð\ \ Ñ
"

8  "
# #
8

3œ"

8

38 8 –  ,

dove . Con la notazione dell'Esempio A.3.3,  può essere espresso come–
\ œ 8 \ W8 38

" #
3œ"
8

8


W œ Ð Ð\  -Î 8Ñ  Ð\  -Î 8Ñ Ñ œ Ð^  Ð\  -Î 8Ñ Ñ
8 " 8

8  " 8 8  "8
# # # #

3œ"

8

38 8 8 8   – – –  .

Dall'Esempio A.3.2 si ha , mentre dall'Esempio A.3.3 si ha . Tenendo presente– –
\  -Î 8 Ä ! ^ Ä8 8

: : # 5

che  è una funzione continua e che , per la generalizzazione al caso1ÐBß DÑ œ D  B 8ÎÐ8  "Ñ œ "#
8lim

multivariato del Teorema A.3.4 si ha infine .W Ä –8
# #:

5

Teorema A.3.5. (Teorema di Slutsky) Se  e  sono due successioni di variabili casualiÐ\ Ñ Ð] Ñ8 8 " 8 8 "

tali che  e  con  costante, allora\ Ä \ ] Ä8 8
. :

) )

\  ] Ä \ 8 8
.

) ,

] \ Ä \8 8
.
)  ,

\ Î] Ä \Î Á !8 8
.

) ) ,  .

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

Teorema A.3.6. (Teorema Fondamentale del Limite Classico) Sia  una successione diÐ\ Ñ8 8 "

variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuite con  e . SeE VarÐ\ Ñ œ  ∞ Ð\ Ñ œ  ∞" "
#. 5

\ œ 8 \ 8   "
–  per , si ha8 3

"
3œ"
8
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8
Ð\  Ñ Ä RÐ!ß "Ñ

5
.

–  .8
.

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

• Esempio A.3.6. Sia  una successione di variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuiteÐ\ Ñ8 8 "

con  e . Si assuma inoltre che  e , da cuiE EÐ Ð\ Ñ œ Ð\ Ñ œ \ Ñ  ∞ ÐÐ\  Ñ Ñ œ" " " %
# % %

". 5 . .Var E
VarÐÐ\  Ñ Ñ œ œ " %

# # %. # . 5 . Tenendo presente la notazione e i risultati dell'Esempio A.3.4 si ha

  
  

8 8
ÐW  Ñ œ Ð Ð\  Ñ  Ð\  Ñ   Ñ

" 8 8

8  " 8  " 8  " 8  "

œ Ð^  Ñ  Ð 8Ð\  Ñ  Î 8Ñ
8 8 "

8  " 8  "

8

# #
5 . .

5 5

# #
5 . 5

# # # #
8

3œ"

8

3 8

# #

8 8
# # #

  –

– –  .

Dal momento che , allora–EÐÐ\  Ñ Ñ œ Î88
# #. 5

lim E lim
8 8

8
# # #Ð 8 ÐÐ\  Ñ Ñ  Î 8Ñ œ # Î 8 œ !  –  ,. 5 5

ovvero  converge in media a , che implica–
Ð 8Ð\  Ñ  Î 8Ñ ! 8

# #. 5

 8Ð\  Ñ  Î 8 Ä !
–  .8

# # :
. 5

Inoltre, dal Teorema Fondamentale del Limite Classico (Teorema A.3.6) si ha

8
Ð^  Ñ Ä RÐ!ß "Ñ

#
5

–  .8
# .

Quindi per il Teorema di Slutsky (Teorema A.3.5) si può concludere che

8
ÐW  Ñ Ä RÐ!ß "Ñ –

#
5# #

8

.
 .

Teorema A.3.7. (Teorema Fondamentale del Limite di Lindberg)  Per ogni  sia  un8 Ð\ ßá ß\ Ñ"8 88

vettore di variabili casuali indipendenti con  e  per , eEÐ\ Ñ œ  ∞ Ð\ Ñ œ  ∞ 3 œ "ßá ß 838 38 38 38
#. 5Var

sia inoltre  e . Se per ogni  si ha. . 5 5 %8 383œ" 3œ"
8 8# #

8 38œ œ  ! 
lim E
8 #

8 3œ"

8

38 38 38
#

Ð∞ß  Ó∪Ò  ß∞Ñ
"

ÐÐ\  Ñ Ð\ ÑÑ œ !
5

. " . %5 . %538 8 38 8
 ,

e se , si ha–
\ œ 8 \8 38

"
3œ"
8

"
Ð8\  Ñ Ä RÐ!ß "Ñ

5
.

8
8 8

.–  .

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

Corollario A.3.8. Per ogni  sia  un vettore di variabili casuali indipendenti con8 Ð\ ßá ß\ Ñ"8 88

EÐ\ Ñ œ  ∞ Ð\ Ñ œ  ∞ 3 œ "ßá ß 8 \ œ 8 \38 8 38 8 388
# "

3œ"
8. 5 e  per . Se , si ha–Var 

8
Ð\  Ñ Ä RÐ!ß "Ñ

5
.

8
8 8

.–  .

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 
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Teorema A.3.9. (Teorema Fondamentale del Limite di Lyapunov)  Per ogni  sia  un8 Ð\ ßá ß\ Ñ"8 88

vettore di variabili casuali indipendenti con  e  per , eEÐ\ Ñ œ  ∞ Ð\ Ñ œ  ∞ 3 œ "ßá ß 838 38 38 38
#. 5Var

sia inoltre  e . Se esiste un  tale che. . 5 5 $8 383œ" 3œ"
8 8# #

8 38œ œ  ! 
lim
8 8

#
3œ"

8

38 38
#"

l\  l Ñ œ !
5

.
$

$ EÐ  ,

e se  si ha–
\ œ 8 \8 38

"
3œ"
8

"
Ð8\  Ñ Ä RÐ!ß "Ñ

5
.

8
8 8

.–  .

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

Teorema A.3.10. (Metodo Delta) Se  è una successione di variabili casuali tale cheÐ\ Ñ8 8 "8Ð\  ÑÎ Ä RÐ!ß "Ñ 1 À Ä 1 Ð Ñ 1 Ð Ñ Á !8
. w w. 5 ‘ ‘ . . e se  è una funzione continua tale che  esiste e ,

allora

8 Ä RÐ!ß "Ñ
1Ð\ Ñ  1Ð Ñ

1 Ð Ñ
8

w

..

5 .
 .

Analogamente, se  è un vettore di variabili casuali tale che  e seÐ Ñ 8Ð  Ñ Ä R Ð ß Ñ\ \8 8 " 8 5
. . D!

g D DÀ Ä œ Á‘ ‘5 6 ` Ð Ñ
` œ

 è un vettore di funzioni continue tale che  esiste e , si hag x
x x .

!

8Ð Ð Ñ  Ð ÑÑ Ä R Ð ß Ñg g D D\8 6
.

. D! T  .

Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

• Esempio A.3.7. Sia  una successione di variabili casuali indipendenti ed ugualmente distribuiteÐ\ Ñ8 8 "

per cui si ha ,  e . Nell'Esempio A.3.3 è stato dimostratoEÐ\ Ñ œ Ð\ Ñ œ ÐÐ\  Ñ Ñ œ  ∞" " " %
# %. 5 . .Var E

che . Se si considera la trasformata  si ha 8ÐW  ÑÎ Ä RÐ!ß "Ñ W œ 1ÐW Ñ œ W# # #
8 8 8

.
8

#5 #

1 Ð Ñ œ "ÎÐ# Ñw # #5 5 , per cui applicando il Metodo Delta si ha

8 Ä RÐ!ß "Ñ –
W 

ÎÐ# Ñ
8 .5

# 5
 .

Teorema A.3.11. (Teorema di Cochran) Sia  una successione di vettori casuali tale cheÐ Ñ\8 8 "8Ð  Ñ Ä R Ð ß Ñ 5X8 5
.

. D! . Sia inoltre  una matrice quadrata simmetrica di ordine . Si haC

8Ð  Ñ Ð  Ñ ÄX X8 8
.

;
#. .TC ;

se e solo se , dove .D D D D DC C C Cœ trÐ Ñ œ ;D
Dimostrazione. Vedi Serfling (1980). 

Teorema A.3.12. Sia  una successione di funzioni di ripartizione di variabili casualiÐJ Ñ8 8 "

assolutamente continue che converge uniformemente alla funzione di ripartizione . Se  è unaK Ð- Ñ8 8 "

successione in , allora‘

lim
8

8 8J Ð- Ñ œ !   "α α ,  ,

se e solo se , dove  è tale che .lim8 8- œ B B KÐB Ñ œα α α α
Dimostrazione. Vedi Serfling (1980).  
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Tavola 1. Gli elementi della tavola danno le probabilità di coda sinistra di una variabile casuale con
distribuzione Normale .RÐ!ß "Ñ
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Tavola 2. Gli elementi della tavola danno i quantili di una variabile casuale con distribuzione Chi-quadrato ;8
#

per alcune probabilità di coda sinistra  e gradi di libertà .T 8 œ "ß #ßá ß $!

  \   .   .   .   .   .   .  .   .   .   .8 T ! !& ! "! ! &! ! (& ! *! ! *& ! *(& ! ** **& ***
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    .   .   .   .   .   .   .  .  .  .$ ! $& ! &) # $( % "" ' #& ( )" * $& "" $% "# )% "' #(
    .   .   .   .   .   .  .  .  .  .% ! (" " !' $ $' & $* ( () * %* "" "% "$ #) "% )' ") %(
    .   .   .   .   .  .  .  .  .  .& " "& " '" % $& ' '$ * #% "" !( "# )$ "& !* "' (& #! &#
    .   .   .   .  .  .  .  .  .  .' " '% # #! & $& ( )% "! '% "# &* "% %& "' )" ") && ## %'
    .   .   .   .  .  .  .  .  .  .( # "( # )$ ' $& * !% "# !# "% !( "' !" ") %) #! #) #% $#
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   .   .  .  .  .  .  .  .  .  ."$ & )* ( !% "# $% "& *) "* )" ## $' #% (% #( '* #* )# $% &$
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Per  le probabilità di coda sinistra possono essere ottenute tenendo presente che 8  $! ^ œ #  #8  " ;8
#

converge in probabilità ad una variabile casuale con distribuzione Normale .RÐ!ß "Ñ
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Tavola 3. Gli elementi della tavola danno le probabilità  di coda sinistra o destra  della statistica  del test deiT F
segni (a secondo che nella tavola  sia a sinistra o a destra di ), ., T 8 œ #ß $ßá ß #!

                      8 , T , 8 , T , 8 , T , 8 , T ,
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Tavola 4. Gli elementi della tavola danno le probabilità  di coda sinistra o destra della statistica  diT [

Wilcoxon (a secondo che nella tavola  sia a sinistra o a destra di ), .A T 8 œ #ß $ßá ß "&

8 A T A 8 A T A 8 A T A 8 A T A 8 A T A                                                                    
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  .     .    .    .    .  $ !$*" #& % !"$( %" "' "$(( $* #$ #!'& %$ #% "$$" &%
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Tavola 4. (segue)

8 A T A 8 A T A 8 A T A 8 A T A 8 A T A                                                     
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  .    .    .     .    .  $& $*&& %$ $! "&#( '" "* !"(' )' " !!!" ""* $' !*$) )%
  .    .    .     .    .  $' %#&! %# $" "'*) '! #! !#!* )& # !!!" "") $( "!$* )$
  .    .    .     .    .  $( %&%) %" $# ")(* &* #" !#%( )% $ !!!# ""( $) ""%( )#
  .    .    .     .    .  $) %)%* %! $$ #!(# &) ## !#*! )$ % !!!# ""' $* "#'# )"
  .    .    .     .    .  $* &"&" $* $% ##(% &( #$ !$$) )# & !!!$ ""& %! "$)% )!
"$ ! !!!" *" $& #%)( &' #% !$*# )" ' !!!% ""% %" "&"% (*   .    .    .     .    .  
   .    .    .     .    .  " !!!# *! $' #(!* && #& !%&$ )! ( !!!' ""$ %# "'&" ()
   .    .    .     .    .  # !!!% )* $( #*$* &% #' !&#! (* ) !!!) ""# %$ "(*' ((
   .    .    .     .    .  $ !!!' )) $) $"(( &$ #( !&*% () * !!"! """ %% "*%( ('
   .    .    .    .    .  % !!!* )( $* $%#% &# #) !'(' (( "! !!"$ ""! %& #"!' (&
   .    .    .    .    .  & !!"# )' %! $'(( &" #* !('& (' "" !!"( "!* %' ##(" (%
   .    .    .    .    .  ' !!"( )& %" $*$% &! $! !)'$ (& "# !!#" "!) %( #%%% ($
   .    .    .    .    .  ( !!#$ )% %# %"*( %* $" !*'* (% "$ !!#( "!( %) #'## (#
   .    .    .    .    .  ) !!$" )$ %$ %%'$ %) $# "!)$ ($ "% !!$% "!' %* #)!( ("
   .    .    .    .    .  * !!%! )# %% %($! %( $$ "#!' (# "& !!%# "!& &! #**( (!
  .    .    .    .    .  "! !!&# )" %& &!!! %' $% "$$) (" "' !!&" "!% &" $"*$ '*
  .      .    .    .    .  "" !!'( )! "% ! !!!" "!& $& "%(* (! "( !!'# "!$ &# $$*% ')
  .     .    .    .    .  "# !!)& (* " !!!" "!% $' "'#* '* ") !!(& "!# &$ $&** '(
  .     .    .    .    .  "$ !"!( () # !!!# "!$ $( "()) ') "* !!*! "!" &% $)!) ''
  .     .    .    .    .  "% !"$$ (( $ !!!$ "!# $) "*&& '( #! !"!) "!! && %!#! '&
  .     .    .    .    .  "& !"'% (' % !!!% "!" $* #"$" '' #" !"#) ** &' %#$& '%
  .     .    .    .    .  "' !"** (& & !!!' "!! %! #$"' '& ## !"&" *) &( %%&# '$
  .     .    .    .    .  "( !#$* (% ' !!!* ** %" #&!) '% #$ !"(( *( &) %'(! '#
  .     .    .    .    .  ") !#)( ($ ( !!"# *) %# #(!) '$ #% !#!' *' &* %)*! '"
  .     .    .    .    .  "* !$%" (# ) !!"& *( %$ #*"& '# #& !#%! *& '! &""! '!
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Tavola 5. Gli elementi della tavola danno le probabilità  di coda sinistra o destra della statistica  di Mann-T [
Whitney-Wilcoxon (a secondo che nella tavola  sia a sinistra o a destra di ), .A T 8 Ÿ 8 œ "ß #ßá ß "!" #

8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A" # " # " # " # " #                             

" " " &!!! # " "! # ")") "! # ( $ !#() "( # "! ' !*!* #! $ ' ) !%(' ##       .      .      .      .      .   
" # " $$$$ $ $ #(#( * % !&&' "' ( "$'% "* * !)$$ #"   .     .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   # '''( # % $'$' ) & """" "& ) ")") ") "! "$"! #!
" $ " #&!! % & %&%& ( ' "''( "% * #%#% "( "" "*!& "*   .     .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   # &!!! $ ' &%&& ' ( #&!! "$ "! $!$! "' "# #($) ")
" % " #!!! & # # $ "''( ( ) $$$$ "# "" $()) "& "$ $&(" "(    .      .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   # %!!! % % $$$$ ' * %%%% "" "# %&%& "% "% %&#% "'
  .     .     .     .     .   $ '!!! $ & '''( & "! &&&' "! "$ &%&& "$ "& &%(' "&
" & " "''( ' # $ $ "!!! * # ) $ !### "* $ $ ' !&!! "& $ ( ' !!)$ #(       .      .      .      .      .   
  .     .     .     .     .   # $$$$ & % #!!! ) % !%%% ") ( "!!! "% ( !"'( #'
  .     .     .     .     .   $ &!!! % & %!!! ( & !))* "( ) #!!! "$ ) !$$$ #&
" ' " "%#* ( ' '!!! ' ' "$$$ "' * $&!! "# * !&)$ #%   .     .     .     .     .   
  .      .     .     .     .   # #)&( ' # % $ !''( "" ( #!!! "& "! &!!! "" "! !*"( #$ 
  .     .     .      .     .   $ %#)' & % "$$$ "! ) #''( "% $ % ' !#)' ") "" "$$$ ## 
  .     .     .     .     .   % &("% % & #''( * * $&&' "$ ( !&(" "( "# "*"( #"
" ( " "#&! ) ' %!!! ) "! %%%% "# ) ""%$ "' "$ #&)$ #!   .     .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   # #&!! ( ( '!!! ( "" &&&' "" * #!!! "& "% $$$$ "*
  .      .      .     .     .   $ $(&! ' # & $ !%(' "$ # * $ !")# #" "! $"%$ "% "& %"'( ")  
  .     .     .     .     .   % &!!! & % !*&# "# % !$'% #! "" %#)' "$ "' &!!! "(
" ) " """" * & "*!& "" & !(#( "* "# &("% "# $ ) ' !!'" $!    .     .     .     .      .   
  .     .     .      .     .   # #### ) ' #)&( "! ' "!*" ") $ & ' !"(* #" ( !"#" #* 
  .     .     .     .     .   $ $$$$ ( ( %#)' * ( "'$' "( ( !$&( #! ) !#%# #)
  .     .     .     .     .   % %%%% ' ) &("% ) ) #")# "' ) !("% "* * !%#% #(
  .      .     .     .     .   & &&&' & # ' $ !$&( "& * #*!* "& * "#&! ") "! !''( #' 
" * " "!!! "! % !("% "% "! $'$' "% "! "*'% "( "" !*(! #&   .     .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   # #!!! * & "%#* "$ "" %&%& "$ "" #)&( "' "# "$*% #%
  .     .     .     .     .   $ $!!! ) ' #"%$ "# "# &%&& "# "# $*#* "& "$ ")(* #$
  .     .      .     .     .   % %!!! ( ( $#"% "" # "! $ !"&# #$ "$ &!!! "% "% #%)& ## 
  .     .     .      .     .   & &!!! ' ) %#)' "! % !$!$ ## $ ' ' !""* #% "& $"&# #" 
" "! " !*!* "" * &("% * & !'!' #" ( !#$) #$ "' $)(* #!   .     .     .     .     .   
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Tavola 5. (segue)

8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A" # " # " # " # " #                                

$ ) "( %'!' "* $ "! #! %')& ## % ' ") #$)" #' % ) #! ")$) $# % "! "% !"#! %'       .      .      .      .      .   
  .     .     .     .     .   ") &$*% ") #" &$"& #" "* $!%) #& #" #$!$ $" "& !")! %&
$ * ' !!%& $$ % % "! !"%$ #' #! $)"! #% ## #)%) $! "' !#(! %%    .      .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   ( !!*" $# "" !#)' #& #" %&(" #$ #$ $%"% #* "( !$)! %$
  .     .     .     .     .   ) !")# $" "# !&(" #% ## &%#* ## #% %!%! #) ") !&#* %#
  .     .      .     .     .   * !$") $! "$ "!!! #$ % ( "! !!$! $) #& %''( #( "* !(!* %" 
  .     .     .     .     .   "! !&!! #* "% "("% ## "" !!'" $( #' &$$$ #' #! !*$* %!
  .     .     .      .     .   "" !(#( #) "& #%#* #" "# !"#" $' % * "! !!"% %' #" ""** $* 
  .     .     .     .     .   "# "!%& #( "' $%#* #! "$ !#"# $& "" !!#) %& ## "&") $)
  .     .     .     .     .   "$ "%!* #' "( %%#* "* "% !$'% $% "# !!&' %% #$ ")') $(
  .     .     .     .     .   "% ")'% #& ") &&(" ") "& !&%& $$ "$ !!*) %$ #% ##') $'
  .      .     .     .     .   "& #%!* #% % & "! !!(* $! "' !)") $# "% !"') %# #& #'*( $& 
  .     .     .     .     .   "' $!!! #$ "" !"&* #* "( ""&# $" "& !#&# %" #' $"(( $%
  .     .     .     .     .   "( $'$' ## "# !$"( #) ") "&(' $! "' !$() %! #( $''' $$
  .     .     .     .     .   ") %$") #" "$ !&&' #( "* #!'" #* "( !&$" $* #) %"*' $#
  .     .     .     .     .   "* &!!! #! "% !*&# #' #! #'$' #) ") !(%" $) #* %(#& $"
$ "! ' !!$& $' "& "%#* #& #" $#%# #( "* !**$ $( $! &#(& $!   .     .     .     .     .   
  .     .     .     .      .   ( !!(! $& "' #!'$ #% ## $*$* #' #! "$!" $' & & "& !!%! %! 
  .     .     .     .     .   ) !"%! $% "( #(() #$ #$ %'$' #& #" "'&! $& "' !!(* $*
  .     .     .     .     .   * !#%& $$ ") $'&" ## #% &$'% #% ## #!(! $% "( !"&* $)
  .     .      .     .     .   "! !$)& $# "* %&#% #" % ) "! !!#! %# #$ #&"( $$ ") !#() $( 
  .     .     .     .     .   "" !&&* $" #! &%(' #! "" !!%! %" #% $!#" $# "* !%(' $'
  .      .     .     .     .   "# !)!% $! % ' "! !!%) $% "# !!)" %! #& $&&# $" #! !(&% $& 
  .     .     .     .     .   "$ "!)% #* "" !!*& $$ "$ !"%" $* #' %"#' $! #" """" $%
  .     .     .     .     .   "% "%$% #) "# !"*! $# "% !#%# $) #( %'** #* ## "&%) $$
  .     .     .     .     .   "& ")&$ #( "$ !$$$ $" "& !$'% $( #) &$!" #) #$ #"!$ $#
  .     .     .      .     .   "' #$%$ #' "% !&(" $! "' !&%& $' % "! "! !!"! &! #% #($) $" 
  .     .     .     .     .   "( #)'( #& "& !)&( #* "( !(') $& "" !!#! %* #& $%&# $!
  .     .     .     .     .   ") $%'# #% "' "#)' #) ") "!(" $% "# !!%! %) #' %#!' #*
  .     .     .     .     .   "* %!&' #$ "( "('# #( "* "%"% $$ "$ !!(! %( #( &!!! #)
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Tavola 5. (segue)

8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A" # " # " # " # " #                             

& ' "& !!## %& & ( #* $"*% $' & * #! !!*& && & "! #( !'%' &$ ' ' $( %!*" %"       .      .      .      .      .   
  .     .     .     .     .   "' !!%$ %% $! $((& $& #" !"%& &% #) !)#$ &# $) %')' %!
  .     .     .     .     .   "( !!)( %$ $" %$)" $% ## !#"! &$ #* "!$# &" $* &$"% $*
  .     .     .     .      .   ") !"&# %# $# &!!! $$ #$ !$!! &# $! "#(# &! ' ( #" !!!' '$ 
  .      .     .     .     .   "* !#'! %" & ) "& !!!) && #% !%"& &" $" "&%) %* ## !!"# '# 
  .     .     .     .     .   #! !%"" %! "' !!"' &% #& !&&* &! $# ")&& %) #$ !!#$ '"
  .     .     .     .     .   #" !'#) $* "( !!$" &$ #' !($% %* $$ #"*) %( #% !!%" '!
  .     .     .     .     .   ## !))( $) ") !!&% &# #( !*%* %) $% #&'( %' #& !!(! &*
  .     .     .     .     .   #$ "#$% $( "* !!*$ &" #) ""** %( $& #*(! %& #' !""" &)
  .     .     .     .     .   #% "'%& $' #! !"%) &! #* "%)* %' $' $$*$ %% #( !"(& &(
  .     .     .     .     .   #& #"%$ $& #" !##& %* $! ")") %& $( $)$* %$ #) !#&' &'
  .     .     .     .     .   #' #')% $% ## !$#' %) $" #")) %% $) %#*' %# #* !$'( &&
  .     .     .     .     .   #( $$"# $$ #$ !%'' %( $# #&*# %$ $* %('& %" $! !&!( &%
  .     .     .     .     .   #) $*'" $# #% !'$( %' $$ $!$# %# %! &#$& %! $" !')) &$
  .     .     .      .     .   #* %'&% $" #& !)&& %& $% $%*( %" ' ' #" !!"" &( $# !*!$ &# 
  .     .     .     .     .   $! &$%' $! #' """" %% $& $*)' %! ## !!## &' $$ ""(" &"
& ( "& !!"$ &! #( "%## %$ $' %%*" $* #$ !!%$ && $% "%(% &!   .     .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   "' !!#& %* #) "((# %# $( &!!! $) #% !!(' &% $& ")$! %*
  .     .      .     .     .   "( !!&" %) #* #"(' %" & "! "& !!!$ '& #& !"$! &$ $' ###' %) 
  .     .     .     .     .   ") !!)) %( $! #'") %! "' !!!( '% #' !#!' &# $( #''* %(
  .     .     .     .     .   "* !"&# %' $" $"!) $* "( !!"$ '$ #( !$#& &" $) $"%" %'
  .     .     .     .     .   #! !#%! %& $# $'#" $) ") !!#$ '# #) !%'& &! $* $'&% %&
  .     .     .     .     .   #" !$'' %% $$ %"'& $( "* !!%! '" #* !''! %* %! %"() %%
  .     .     .     .     .   ## !&$! %$ $% %("' $' #! !!'$ '! $! !)*) %) %" %(#' %$
  .     .     .     .     .   #$ !(%& %# $& &#)% $& #" !!*( &* $" "#!" %( %# &#(% %#
  .      .     .     .      .   #% "!"! %" & * "& !!!& '! ## !"%! &) $# "&%) %' ' ) #" !!!$ '*  
  .     .     .     .     .   #& "$$) %! "' !!"! &* #$ !#!! &( $$ "*(! %& ## !!!( ')
  .     .     .     .     .   #' "("( $* "( !!#! &) #% !#(' &' $% #%#% %% #$ !!"$ '(
  .     .     .     .     .   #( #"&* $) ") !!$& &( #& !$(' && $& #*%% %$ #% !!#$ ''
  .     .     .     .     .   #) #'&# $( "* !!'! &' #' !%*' &% $' $%*' %# #& !!%! '&
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Tavola 5. (segue)

8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A" # " # " # " # " #                             

' ) #' !!'$ '% ' * $" !#%) '& ' "! $$ !#)! '* ( ( $* !%)( '' ( ) %% !*%' ')       .      .      .      .      .   
  .     .     .     .     .   #( !"!! '$ $# !$$# '% $% !$'$ ') %! !'%" '& %& ""&* '(
  .     .     .     .     .   #) !"%( '# $$ !%%! '$ $& !%'( '( %" !)#& '% %' "%!& ''
  .     .     .     .     .   #* !#"$ '" $% !&'( '# $' !&)* '' %# "!%$ '$ %( "'() '&
  .     .     .     .     .   $! !#*' '! $& !(#$ '" $( !($' '& %$ "#*( '# %) "*)% '%
  .     .     .     .     .   $" !%!' &* $' !*!& '! $) !*!$ '% %% "&)) '" %* #$"( '$
  .     .     .     .     .   $# !&$* &) $( """* &* $* "!** '$ %& "*"% '! &! #'(* '#
  .     .     .     .     .   $$ !(!* &( $) "$'" &) %! "$"( '# %' ##(* &* &" $!'$ '"
  .     .     .     .     .   $% !*!' &' $* "'$) &( %" "&'' '" %( #'(& &) &# $%(# '!
  .     .     .     .     .   $& ""%# && %! "*%# &' %# ")$) '! %) $"!! &( &$ $)*% &*
  .     .     .     .     .   $' "%"# &% %" ##)! && %$ #"$* &* %* $&&# &' &% %$$$ &)
  .     .     .     .     .   $( "(#& &$ %# #'%$ &% %% #%'" &) &! %!#% && && %((& &(
  .     .     .     .     .   $) #!') &# %$ $!$& &$ %& #)"" &( &" %&!) &% &' &##& &'
  .     .     .     .      .   $* #%&% &" %% $%%& &# %' $"(( &' &# &!!! &$ ( * #) !!!" *" 
  .     .     .      .     .   %! #)'% &! %& $)() &" %( $&'% && ( ) #) !!!# )% #* !!!# *! 
  .     .     .     .     .   %" $$"! %* %' %$#! &! %) $*'# &% #* !!!$ )$ $! !!!$ )*
  .     .     .     .     .   %# $(($ %) %( %(($ %* %* %$(% &$ $! !!!' )# $" !!!' ))
  .     .     .     .     .   %$ %#&* %( %) &##( %) &! %()* &# $" !!"" )" $# !!"! )(
  .      .     .     .     .   %% %(%* %' ' "! #" !!!" )" &" &#"" &" $# !!"* )! $$ !!"( )' 
  .     .      .     .     .   %& &#&" %& ## !!!# )! ( ( #) !!!$ (( $$ !!$! (* $% !!#' )& 
' * #" !!!# (& #$ !!!& (* #* !!!' (' $% !!%( () $& !!$* )%   .     .     .     .     .   
  .     .     .     .     .   ## !!!% (% #% !!!* () $! !!"# (& $& !!(! (( $' !!&) )$
  .     .     .     .     .   #$ !!!) ($ #& !!"& (( $" !!#! (% $' !"!$ (' $( !!)# )#
  .     .     .     .     .   #% !!"% (# #' !!#% (' $# !!$& ($ $( !"%& (& $) !""& )"
  .     .     .     .     .   #& !!#% (" #( !!$( (& $$ !!&& (# $) !#!! (% $* !"&' )!
  .     .     .     .     .   #' !!$) (! #) !!&& (% $% !!)( (" $* !#(! ($ %! !#!* (*
  .     .     .     .     .   #( !!'! '* #* !!)! ($ $& !"$" (! %! !$'" (# %" !#(% ()
  .     .     .     .     .   #) !!)) ') $! !""# (# $' !")* '* %" !%'* (" %# !$&' ((
  .     .     .     .     .   #* !"#) '( $" !"&' (" $( !#'& ') %# !'!$ (! %$ !%&% ('
  .     .     .     .     .   $! !")! '' $# !#"! (! $) !$'% '( %$ !('! '* %% !&(" (&
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Tavola 5. (segue)

8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A" # " # " # " # " #                             

( * %& !(!) (% ( "! %$ !#(( )$ ) ) %& !!(% *" ) * %# !!"# "!# ) * (# &")( (#       .      .      .      .       .   
  .     .     .     .       .  %' !)'* ($ %% !$&" )# %' !"!$ *! %$ !!"* "!" ) "! $' !!!! ""' 
  .     .     .     .     .  %( "!&# (# %& !%$* )" %( !"%" )* %% !!#) "!! $( !!!! ""&
  .     .     .     .     .  %) "#'" (" %' !&%% )! %) !"*! )) %& !!$* ** $) !!!" ""%
  .     .     .     .     .  %* "%*' (! %( !''& (* %* !#%* )( %' !!&' *) $* !!!# ""$
  .     .     .     .     .  &! "(&& '* %) !)!' () &! !$#& )' %( !!(' *( %! !!!$ ""#
  .     .     .     .     .  &" #!$* ') %* !*'' (( &" !%"& )& %) !"!$ *' %" !!!% """
  .     .     .     .     .  &# #$%* '( &! ""%) (' &# !&#% )% %* !"$( *& %# !!!( ""!
  .     .     .     .     .  &$ #')! '' &" "$%* (& &$ !'&# )$ &! !")! *% %$ !!"! "!*
  .     .     .     .     .  &% $!$# '& &# "&(% (% &% !)!$ )# &" !#$# *$ %% !!"& "!)
  .     .     .     .     .  && $%!$ '% &$ ")"* ($ && !*(% )" &# !#*' *# %& !!## "!(
  .     .     .     .     .  &' $()) '$ &% #!)( (# &' ""(# )! &$ !$(# *" %' !!$" "!'
  .     .     .     .     .  &( %")& '# && #$(% (" &( "$*$ (* &% !%'% *! %( !!%$ "!&
  .     .     .     .     .  &) %&*" '" &' #')" (! &) "'%" () && !&(! )* %) !!&) "!%
  .     .     .     .     .  &* &!!! '! &( $!!% '* &* "*"" (( &' !'*% )) %* !!() "!$
( "! #) !!!" *) &) $$%& ') '! ##!* (' &( !)$' )( &! !"!$ "!#   .     .     .     .     .  
  .     .     .     .     .  #* !!!" *( &* $'*) '( '" #&#( (& &) !**) )' &" !"$$ "!"
  .     .     .     .     .  $! !!!# *' '! %!'$ '' '# #)'* (% &* ""(* )& &# !"(" "!!
  .     .     .     .     .   $" !!!% *& '" %%$% '& '$ $##( ($ '! "$)$ )% &$ !#"( **
  .     .     .     .     .   $# !!!' *% '# %)"" '% '% $'!& (# '" "'!' )$ &% !#($ *)
  .     .     .     .     .   $$ !!"! *$ '$ &")* '$ '& $**# (" '# ")&# )# && !$$) *(
  .      .     .     .     .   $% !!"& *# ) ) $' !!!" "!! '' %$*# (! '$ #""( )" &' !%"' *' 
  .     .     .     .     .   $& !!#$ *" $( !!!# ** '( %(*' '* '% #%!% )! &( !&!' *&
  .     .     .     .     .   $' !!$% *! $) !!!$ *) ') &#!% ') '& #(!( (* &) !'"! *%
  .     .      .     .     .   $( !!%) )* $* !!!& *( ) * $' !!!! "!) '' $!#* () &* !(#* *$ 
  .     .     .     .     .   $) !!') )) %! !!!* *' $( !!!" "!( '( $$'& (( '! !)'% *#
  .     .     .     .     .   $* !!*$ )( %" !!"& *& $) !!!# "!' ') $("& (' '" "!"& *"
  .     .     .     .     .   %! !"#& )' %# !!#$ *% $* !!!$ "!& '* %!(% (& '# "")& *!
  .     .     .     .     .   %" !"'& )& %$ !!$& *$ %! !!!& "!% (! %%%# (% '$ "$(" )*
  .     .     .     .     .   %# !#"& )% %% !!&# *# %" !!!) "!$ (" %)"$ ($ '% "&(( ))
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Tavola 5. (segue)

8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A 8 8 A T A" # " # " # " # " #                             

) "! '& ")!! )( * * '$ !#&# "!) * "! &# !!!& "#) * "! )# #(%& *) "! "! (' !"%% "$%       .      .       .       .      .  
  .     .     .     .     .  '' #!%" )' '% !$"$ "!( &$ !!!( "#( )$ $!"* *( (( !"(( "$$
  .     .     .     .     .  '( ##** )& '& !$)& "!' &% !!"" "#' )% $$!% *' () !#"' "$#
  .     .     .     .     .  ') #&(% )% '' !%(! "!& && !!"& "#& )& $&*) *& (* !#'# "$"
  .     .     .     .     .'* #)'$ )$ '( !&'( "!% &' !!#" "#% )' $*!" *% )! !$"& "$!
  .     .     .     .     .  (! $"'( )# ') !')! "!$ &( !!#) "#$ )( %#"" *$ )" !$(' "#*
  .     .     .     .     .  (" $%)# )" '* !)!( "!# &) !!$) "## )) %&#% *# )# !%%' "#)
  .     .     .     .     .  (# $)!* )! (! !*&" "!" &* !!&" "#" )* %)%" *" )$ !&#' "#(
  .     .     .     .     .  ($ %"%$ (* (" """# "!! '! !!'' "#! *! &"&* *! )% !'"& "#'
  .     .     .      .     .  (% %%)% () (# "#*! ** '" !!)' ""*"! "! && !!!! "&& )& !("' "#& 
  .     .     .     .     .  (& %)#( (( ($ "%)( *) '# !""! "") &' !!!! "&% )' !)#( "#%
  .     .     .     .     .  (' &"($ (' (% "(!" *( '$ !"%! ""( &( !!!! "&$ )( !*&# "#$
* * %& !!!! "#' (& "*$$ *' '% !"(& ""' &) !!!! "&# )) "!)) "##   .     .     .     .     .  
  .     .     .     .     .  %' !!!! "#& (' #")" *& '& !#"( ""& &* !!!" "&" )* "#$( "#"
  .     .     .     .     .  %( !!!" "#% (( #%%( *% '' !#'( ""% '! !!!" "&! *! "$** "#!
  .     .     .     .     .  %) !!!" "#$ () #(#* *$ '( !$#' ""$ '" !!!# "%* *" "&(& ""*
  .     .     .     .     .  %* !!!# "## (* $!#% *# ') !$*% ""# '# !!!# "%) *# "('$ "")
  .     .     .     .     .  &! !!!% "#" )! $$$# *" '* !%(% """ '$ !!!% "%( *$ "*'& ""(
  .     .     .     .     .  &" !!!' "#! )" $'&# *! (! !&'% ""! '% !!!& "%' *% #"(* ""'
  .     .     .     .     .  &# !!!* ""* )# $*)" )* (" !''( "!* '& !!!) "%& *& #%!' ""&
  .     .     .     .     .  &$ !!"% "") )$ %$"( )) (# !()# "!) '' !!"! "%% *' #'%% ""%
  .     .     .     .     .  &% !!#! ""( )% %'&( )( ($ !*"# "!( '( !!"% "%$ *( #)*% ""$
  .     .     .     .     .  && !!#) ""' )& &!!! )' (% "!&& "!' ') !!"* "%# *) $"&$ ""#
  .       .     .     .     .  &' !!$* ""& * "! %& !!!! "$& (& "#"% "!& '* !!#' "%" ** $%#" """ 
  .     .     .     .     .  &( !!&$ ""% %' !!!! "$% (' "$)) "!% (! !!$% "%! "!! $'*( ""!
  .     .     .     .     .  &) !!(" ""$ %( !!!! "$$ (( "&(( "!$ (" !!%& "$* "!" $*)! "!*
  .     .     .     .     .  &* !!*% ""# %) !!!" "$# () "()" "!# (# !!&( "$) "!# %#'( "!)
  .     .     .     .     .  '! !"## """ %* !!!" "$" (* #!!" "!" ($ !!($ "$( "!$ %&&* "!(
  .     .     .     .     .  '" !"&( ""! &! !!!# "$! )! ##$& "!! (% !!*$ "$' "!% %)&$ "!'
  .     .     .     .     .  '# !#!! "!* &" !!!$ "#* )" #%)$ ** (& !""' "$& "!& &"%( "!&
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Tavola 6. Gli elementi della tavola danno le probabilità  di coda destra della statistica  di Ansari-Bradley,T E
8 Ÿ 8 œ #ß $ßá ß "!" # .

8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T" # " # " # " # " #                             

# # # " !!!! # ( ( $!&' # "! "! "&"& $ ' "" "%#* $ * ( *#($       .     .      .      .      .
    .    .     .     .     .$ )$$$ ) "$)* "" !(&) "# !&*& ) )'$'
   .     .     .     .     .% "''( * !&&' "# !"&# "$ !""* * ('$'
# $ # " !!!! # ) # " !!!! $ $ % " !!!! $ ( % " !!!! "! '$'%      .      .       .       .     .
   .     .     .     .     .$ *!!! $ *(() & *!!! & *)$$ "" &!!!
   .       .     .     .     .% &!!! % )))* ' (!!! ' *&!! "# $'$'
   .     .     .     .     .& #!!! & ((() ( $!!! ( )''( "$ #$'%
# % # " !!!! ' '!!! ) "!!! ) (&!! "% "$'%   .     .     .     .     .
   .       .      .       .       .$ *$$$ ( %!!! $ % % " !!!! * &)$$ "& !(#( 
   .     .     .     .     .% '''( ) #### & *%#* "! %"'( "' !#($
   .     .     .     .     .& $$$$ * """" ' )#)' "" #&!! "( !!*"
   .     .     .     .       .' !''( "! !### ( &("% "# "$$$ $ "! % " !!!! 
# & # " !!!! # * # " !!!! ) $%#* "$ !&!! & **$!    .     .     .     .     .
   .     .     .       .     .$ *&#% $ *)") * "%#* "% !"'( ' *(*!
   .     .     .       .     .% ('"* % *!*" "! !#)' $ ) % " !!!! ( *%%" 
   .     .       .     .     .& &#$) & )")# $ & % " !!!! & *)(* ) )*&" 
   .     .     .     .     .' #$)" ' '(#( & *'%$ ' *'$' * )")#
   .       .       .     .     .( !*&# ( &!*" ' )*#* ( *!$! "! ("')
# ' # " !!!! ) $#($ ( ("%$ ) )")# "" &*(*   .     .     .     .     .
   .     .     .     .       .$ *'%$ * #!!! ) &!!! * '*!* "# %(&&
   .     .     .       .     .% )#"% "! !*!* * #)&( "! &%&& "$ $%*(
   .     .     .     .     .& '%#* "" !$'% "! "!(" "" $*$* "% #%"$
   .       .     .     .     .' $&(" # "! # " !!!! "" !$&( "# #'!' "& "&!$ 
   .       .       .     .     .( "()' $ *)%) $ ' % " !!!! "$ "%&& "' !)$* 
   .     .     .     .     .) !$&( % *#%# & *('# "% !(#( "( !%#!
# ( # " !!!! & )%)& ' *#)' "& !$!$ ") !"(&   .     .     .     .     .
   .     .     .     .       .$ *(## ' (#($ ( )!*& "' !!'" "* !!$&
   .     .       .       .     .% )'"" ( &*!* ) '&%) $ * % " !!!! % % ' " !!!!  
   .     .     .       .     .& (### ) %!*" * %'%$ & **!* ( *)&(
   .     .     .     .        .' &!!! * #(#( "! #)&( ' *(#( ) *#)'
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Tavola 6. (segue)

8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T" # " # " # " # " #                             

% % * )!!! % ( ' " !!!! % ) #" !"!" % "! "& '&*$ & ' "% )%#!        .    .      .      .      .
    .    .     .     .     ."! '#)' ( **(! ## !!#! "' &&&% "& (%%'
   .       .     .     .     ."" $("% ) *)%) % * ' " !!!! "( %%%' "' '"%( 
   .        .        .        .     ."# #!!! * *&(' ( **)' ") $%!( "( %)!&
   .     .       .     .     ."$ !("% "! *!*" ) **$! "* #%&) ") $%'$
   .       .     .     .     ."% !"%$ "" )#%# * *)!% #! "'&) "* ##*%
% & ' " !!!! "# ("&# "! *&)! #" "!$* #! "$%#   .     .     .     .     .
   .     .     .     .     .( **#" "$ &)") "" *"'" ## !&** #" !'*$
   .       .       .       .       .) *'!$ "% %%#% "# )&($ #$ !$!! ## !$!$
   .     .     .     .     .* )))* "& $!$! "$ (('# #% !"%! #$ !"!)
   .     .     .     .     ."! ((() "' "*$* "% '()$ #& !!&! #% !!##
   .     .     .     .      ."" '!$# "( "!'" "& &'&! #' !!"! & ( * " !!!! 
   .     .     .     .     ."# %#)' ") !&"& "' %&!$ & & * " !!!! "! **(& 
   .     .     .       .       ."$ #'"* "* !")# "( $$&( "! **#" "" **#%
   .     .     .        .     ."% "$%* #! !!'" ") #$() "" *('# "# *(($
   .     .        .     .     ."& !%(' % ) ' " !!!! "* "&$) "# *#)' "$ *%*& 
   .     .     .     .     ."' !"&* ( **)! #! !*#$ "$ )%*# "% *!"&
% ' ' " !!!! ) *)** #" !%*! "% ($!# "& )$$$   .       .       .     .     .
   .     .     .     .     .( **&# * *("( ## !#$) "& &)($ "' ($(%
   .     .     .     .       .) *('# "! *$*% #$ !!)% "' %"#( "( '#$(
   .     .     .       .     .* *$$$ "" )()) #% !!#) "( #'*) ") &!!!
   .     .     .     .     ."! )&(" "# (*)! % "! ' " !!!! ") "&!) "* $('$ 
   .        .     .     .     ."" ($$$ "$ '))* ( ***! "* !("% #! #'#'
   .       .        .     .     ."# &)"! "% &'(( ) **&! #! !#$) #" "''(
   .     .     .     .     ."$ %"*! "& %$#$ * *)'! #" !!(* ## !*)&
   .     .     .     .     ."% #''( "' $""" "! *(!! & ' * " !!!! #$ !&!& 
   .     .     .     .     ."& "%#* "( #!#! "" *%!" "! **&( #% !##(
   .     .       .        .     ."' !''( ") "#"# "# )*'" "" *)(! #& !!('
   .     .     .       .     ."( !#$) "* !'!' "$ )$%# "# *'"! #' !!#&
   .     .     .     .      ") !!%) #! !#)$ "% (&%# "$ *"&'



148 Tavole

Tavola 6. (segue)

8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T" # " # " # " # " #                             

& ) * " !!!! & * "( )#"# & "! #% $!%% ' ( "# " !!!! ' ) #! )(&"       .     .      .     .      .
   .    .     .     .     ."! **)% ") (%#$ #& ##') "$ ***% #" )"$*
   .       .     .     .     ."" **&$ "* '&#$ #' "'!) "% **(" ## ($''
   .        .        .        .     ."# *)'! #! &&"% #( "!)' "& **") #$ '%(%
   .     .       .     .     ."$ *')* #" %%)' #) !')' "' *)!# #% &&!"
   .       .     .     .     ."% *$)' ## $%(( #* !%!' "( *&*# #& %%**
   .     .     .     .     ."& )*$' #$ #&(( $! !##! ") *#%# #' $&#'
   .     .     .     .     ."' )#(& #% "()) $" !"!( "* )($& #( #'$%
   .       .       .       .       ."( (%&" #& ""(* $# !!%( #! )!%) #) ")'"
   .     .     .     .     .") '%&( #' !(!* $$ !!"( #" (#!$ #* "#%*
   .     .     .     .     ."* &$)& #( !%!! $% !!!$ ## '")* $! !()$
   .     .      .     .        .#! %#'' #) !#!! ' ' "# " !!!! #$ &"## $" !%&$ 
   .     .     .     .     .#" $#!* #* !!*! "$ **)* #% %!$) $# !#%!
   .     .     .       .       .## ##'* $! !!$! "% **%' #& $!$! $$ !""$
   .     .     .        .     .#$ "&!( $" !!"! "& *)%) #' #"$$ $% !!%(
   .      .        .     .     .#% !*"( & "! * " !!!! "' *'$# #( "%"! $& !!"( 
   .     .     .     .     .#& !&"$ "! ***$ "( *#'% #) !)&" $' !!!$
   .       .       .     .     .#' !#%* "" **)! ") )'&) #* !%)% ' * "# " !!!! 
   .     .     .     .     .#( !"!* "# **%! "* ()%' $! !#$* "$ ***)
   .     .     .     .       .#) !!$* "$ *)'( #! ')!( $" !"!& "% ***!
   .     .     .       .     .#* !!!) "% *($% #" &'%* $# !!$& "& **(#
& * * " !!!! "& *&#% ## %$&" $$ !!"# "' **$#   .     .     .     .     .
   .        .     .     .     ."! ***! "' *"*( #$ $"*$ ' ) "# " !!!! "( *)&' 
   .       .        .     .     ."" **(! "( )('" #% #"&% "$ ***( ") *(#%
   .     .     .     .     ."# **"! ") )")# #& "$%# "% **)$ "* *&")
   .     .     .     .     ."$ *)!! "* (%)$ #' !($' "& **&$ #! *#"&
   .     .     .     .     ."% *'!! #! '''$ #( !$') "' *))( #" ))!$
   .     .       .        .     ."& *#*" #" &((" #) !"&# "( *('! ## )#'!
   .     .     .       .     ."' ))#" ## %)$# #* !!&% ") *&%( #$ ('!!
       .     .     .        .#$ $*"' $! !!"" "* *#"( #% ')#*
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Tavola 6. (segue)

8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T" # " # " # " # " #                             

' * #& &*)% ' "! #( &%#& ( ( $" #'&# ( ) $' "!!& ( * $( "%((        .     .      .      .      .
   .    .     .     .     .#' &!)& #) %&(& $# ")*% $( !'%) $) "!$&
   .       .     .     .     .#( %"*! #* $(&% $$ "((! $) !$*$ $* !'*%
   .        .        .        .     .#) $$#$ $! #*(& $% !)!% $* !##" %! !%%"
   .     .       .     .     .#* #&%$ $" ##)$ $& !%'' %! !""& %" !#''
   .       .     .     .     .$! ")'! $# "'() $' !#&' %" !!&$ %# !"%*
   .     .     .     .     .$" "$!$ $$ "")) $( !"## %# !!## %$ !!(*
   .     .     .     .     .$# !)&* $% !(*) $) !!&# %$ !!!) %% !!$(
   .       .       .       .       .$$ !&$* $& !&"$ $* !!"( %% !!!# %& !!"'
   .     .     .      .     .$% !$"# $' !$!) %! !!!' ( * "' " !!!! %' !!!& 
   .     .      .     .     .$& !"(! $( !"(& ( ) "' " !!!! "( ***) %( !!!# 
   .     .     .     .      .$' !!)# $) !!*! "( ***( ") ***& ( "! "' " !!!! 
   .     .     .     .     .$( !!$' $* !!%# ") ***" "* **)% "( ****
   .     .     .       .       .$) !!"# %! !!"( "* **(# #! **'$ ") ***(
   .     .     .        .     .$* !!!% %" !!!' #! **$& #" **#" "* ***"
' "! "# " !!!! ( ( "' " !!!! #" *)'# ## *)&" #! **()    .      .        .     .     .
   .     .     .     .     ."$ **** "( ***% ## *(%% #$ *($% #" **&%
   .       .       .     .       ."% ***% ") **)$ #$ *&%* #% *&&* ## **"#
   .     .     .     .     ."& **)$ "* **%) #% *#(! #& *$!' #$ *)%"
   .     .     .     .       ."' **&) #! *)() #& ))() #' )*'& #% *($%
   .     .     .       .     ."( **"! #" *(%% #' )$(& #( )&#$ #& *&(%
   .     .     .     .     .") *)#& ## *&$% #( ((%) #) (*)" #' *$&%
   .        .     .       .     ."* *'*# #$ *"*' #) (!#" #* ($$' #( *!&*
   .       .        .     .     .#! *%)( #% )($! #* '"*% $! ''!) #) )')&
   .     .     .     .     .#" *#!# #& )"!' $! &$#% $" &)#! #* )##"
   .     .     .     .     .## ))"# #' ($%) $" %%$& $# &!!! $! ('('
   .     .     .     .     .#$ )$## #( '%'$ $# $&(( $$ %")! $" (!&#
   .     .       .        .     .#% (("( #) &&!( $$ #((( $% $$*# $# '$')
   .     .     .       .     .#& (!#& #* %%*$ $% #!(& $& #''% $$ &'$(
   .     .     .     .        .#' '#%' $! $&$( $& "%() $' #!"* $% %)))
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Tavola 6. (segue)

8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T" # " # " # " # " #                             

( "! $& %"$* ) ) $$ ('&! ) * $! *&!% ) "! #$ ***( ) "! &$ !""$        .     .      .      .      .
   .    .     .     .     .$' $%#" $% '*(! $" *#'# #% ***# &% !!'&
   .       .     .     .     .$( #(&$ $& '#"# $# )*%( #& **)$ && !!$&
   .        .        .        .     .$) #"&% $' &%"$ $$ )&%* #' **'& &' !!"(
   .     .       .     .     .$* "'$$ $( %&)( $% )!'* #( **$& &( !!!)
   .       .     .     .     .%! ""** $) $()) $& (&!) #) *))( &) !!!$
   .     .     .     .     .%" !)%( $* $!$! $' ')(( #* *)"$ &* !!!"
   .     .     .     .     .%# !&(' %! #$&! $( '")% $! *(!% '! !!!!
   .       .       .       .      .%$ !$(& %" "(&% $) &%&( $" *&&" * * #& " !!!! 
   .     .     .      .     .%% !#$$ %# "#'$ $* %("% $# *$%% #' " !!!!
   .     .        .     .     .%& !"$' %$ !)'( %! $*)$ $$ *!(& #( ****
   .     .     .     .       .%' !!(& %% !&(# %" $#)" $% )($) #) ***'
   .     .     .     .     .%( !!$) %& !$&( %# #'$' $& )$#) #* ***"
   .     .     .       .       .%) !!"( %' !#"" %$ #!&& $' ()%( $! **)"
   .     .     .        .     .%* !!!( %( !""& %% "&&( $( (#*' $" **'$
   .        .        .     .     .&! !!!$ %) !!&* %& ""$* $) '')' $# **$#
   .     .     .     .     .&" !!!" %* !!#' %' !)!( $* '!$" $$ *))#
) ) #! " !!!! &! !!"" %( !&%) %! &$%( $% *)!&   .       .       .     .       .
   .     .     .     .     .#" **** &" !!!% %) !$&) %" %'&$ $& *'*&
   .     .     .     .       .## ***' &# !!!" %* !##" %# $*'* $' *&%!
   .     .     .       .     .#$ **)* ) * #! " !!!! &! !"$" %$ $$"% $( *$$# 
   .    .     .     .     .#% **(% #" " !!!! &" !!(# %% #(!% $) *!'#
   .        .     .       .     .#& **%" ## ***) &# !!$( %& #"&$ $* )(#%
   .       .        .     .     .#' *))& #$ ***% &$ !!"( %' "'(# %! )$"$
   .     .     .     .     .#( *()* #% **)' &% !!!( %( "#'# %" ()$$
   .     .     .     .     .#) *'%$ #& **'* && !!!# %) !*#& %# (#)$
   .     .     .     .     .#* *%#) #' **$) &' !!!" %* !'&' %$ ''((
   .     .     .        .     .$! *"$$ #( *))' ) "! #! " !!!! &! !%%* %% '!#& 
   .     .    .       .     .$" )($( #) *)!% #" " !!!! &" !#*' %& &$%'
   .     .     .     .        .$# )#%' #* *')! ## **** &# !")( %' %'&%
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Tavola 6. (segue)

8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T 8 8 + T" # " # " # " #                         

* * %( $*(& * "! $' *(%" * "! '' !!!) "! "! && &#*'       .     .      .      .      
   .    .     .     .    %) $$#$ $( *'") '( !!!% &' %(!%
   .       .     .     .    %* #("( $) *%&$ ') !!!# &( %""*
   .        .        .        .    &! #"'( $* *#%! '* !!!" &) $&&"
   .     .       .     .    &" "')( %! )*(# (! !!!! &* $!"%
   .       .      .     .    &# "#(' %" )'%' "! "! $! " !!!! '! #&"% 
   .     .    .     .    &$ !*$) %# )#&* $" " !!!! '" #!'!
   .     .    .     .    &% !'') %$ ()"$ $# " !!!! '# "'&'
   .       .       .       .      && !%'! %% ($"! $$ **** '$ "$!'
   .     .     .      .    &' !$!& %& '(&* $% ***) '% "!!(
   .     .        .     .    &( !"*& %' '"'' $& ***' '& !('"
   .     .     .     .     &) !"") %( &&%) $' ***# '' !&'!
   .     .     .     .    &* !!') %) %*"' $( **)% '( !%!$
   .     .     .       .      '! !!$( %* %#)( $) **(" ') !#)#
   .     .     .        .    '" !!"* &! $'($ $* **&" '* !"*#
   .        .        .     .    '# !!!* &" $!*# %! **#! (! !"#'
   .     .     .     .    '$ !!!% &# #&&# %" *)(% (" !!)!
   .       .       .     .      '% !!!" &$ #!'% %# *)!) (# !!%*
   .     .     .     .    '& !!!! &% "'$# %$ *(") ($ !!#*
* "! #& " !!!! && "#'# %% *&*( (% !!"'    .     .     .     .      
   .       .     .       .    #' " !!!! &' !*&# %& *%%! (& !!!)
   .     .     .     .    #( **** &( !(!! %' *#$* (' !!!%
   .        .     .       .    #) ***) &) !&!! %( )**$ (( !!!#
   .       .        .     .    #* ***& &* !$%( %) )'*% () !!!"
   .     .     .     .    $! ***! '! !#$# %* )$%% (* !!!!
   .     .     .     .    $" **)! '" !"&! &! (*%! )! !!!!
   .     .     .       $# **'% '# !!*$ &" (%)'
   .     .      .         $$ **$( '$ !!&' &# '*)'
   .     .     .         $% *)*% '% !!$" &$ '%%*
   .     .     .         $& *)$" '& !!"( &% &))"
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Tavola 7. Gli elementi della tavola danno le probabilità  di coda sinistra o destra della statistica  diT W
Spearman (a secondo che nella tavola  sia a sinistra o a destra di ), .= T 8 œ $ß %ßá ß "!

                             8 = T = 8 = T = 8 = T = 8 = T =

     .       .       .       .  $ "! "'( "% ' '* $#* () ( """ %)# ""$ ) "&! #&! "(%
    .     .     .     .  "" &!! "$ (! $&( (( ""# &") ""# "&" #') "($
     .     .       .     .  % #! !%# $! (" %!" (' ) "#! !!! #!% "&# #*" "(#
    .     .     .     .  #" "'( #* (# %'! (& "#" !!! #!$ "&$ $"! "("
    .      .     .     .  ## #!) #) ($ &!! (% "## !!" #!# "&% $$# "(!
    .       .     .     .  #$ $(& #( ( )% !!! "%! "#$ !!" #!" "&& $&# "'*
    .     .     .     .  #% %&) #' )& !!" "$* "#% !!# #!! "&' $(' "')
    .     .     .     .  #& &%# #& )' !!$ "$) "#& !!% "** "&( $*( "'(
     .     .     .      .  & $& !!) && )( !!' "$( "#' !!& "*) "&) %#! "''
    .     .     .     .  $' !%# &% )) !"# "$' "#( !!) "*( "&* %%" "'&
    .      .      .     .  $( !'( &$ )* !"( "$& "#) !"" "*' "'! %'( "'%
    .     .     .     .  $) ""( &# *! !#% "$% "#* !"% "*& "'" %)) "'$
    .     .     .     .  $* "(& &" *" !$$ "$$ "$! !") "*% "'# &"# "'#
    .     .     .       .  %! ##& &! *# !%% "$# "$" !#$ "*$ * "'& !!! #)&
    .     .     .     .  %" #&) %* *$ !&& "$" "$# !#* "*# "'' !!! #)%
    .     .     .     .  %# $%# %) *% !'* "$! "$$ !$& "*" "'( !!! #)$
    .     .     .     .  %$ $*# %( *& !)$ "#* "$% !%# "*! "') !!! #)#
    .      .     .     .  %% %(& %' *' "!! "#) "$& !%) ")* "'* !!! #)"
    .     .     .      .  %& &#& %& *( "") "#( "$' !&( ")) "(! !!" #)!
     .     .      .     .  ' &' !!" *" *) "$$ "#' "$( !'' ")( "(" !!" #(*
    .     .     .     .  &( !!) *! ** "&" "#& "$) !(' ")' "(# !!# #()
    .     .     .     .  &) !"( )* "!! "(( "#% "$* !)& ")& "($ !!# #((
    .     .     .     .  &* !#* )) "!" "*) "#$ "%! !*) ")% "(% !!$ #('
    .     .     .     .  '! !&" )( "!# ### "## "%" "!) ")$ "(& !!% #(&
    .      .     .     .  '" !') )' "!$ #%* "#" "%# "## ")# "(' !!& #(%
    .     .     .     .  '# !)) )& "!% #() "#! "%$ "$% ")" "(( !!( #($
    .     .     .     .  '$ "#" )% "!& #*( ""* "%% "&! ")! "() !!* #(#
    .     .     .     .  '% "%* )$ "!' $$" "") "%& "'$ "(* "(* !"" #("
    .     .      .     .  '& "() )# "!( $&( ""( "%' ")! "() ")! !"$ #(!
    .     .     .     .  '' #"! )" "!) $*" ""' "%( "*& "(( ")" !"' #'*
    .     .      .     .  '( #%* )! "!* %#! ""& "%) #"% "(' ")# !") #')
    .     .     .     .  ') #)# (* ""! %&$ ""% "%* #$" "(& ")$ !## #'(
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Tavola 7. (segue)

                             8 = T = 8 = T = 8 = T = 8 = T =

     .       .      .      .  * ")% !#& #'' * #"' $&% #$% "! #%# !"! $'$ "! #(% "'& $$"
    .     .     .     .  ")& !#* #'& #"( $(# #$$ #%$ !"# $'# #(& "(% $$!
    .     .      .     .  ")' !$$ #'% #") $)) #$# #%% !"$ $'" #(' ")% $#*
    .     .     .     .  ")( !$) #'$ #"* %!& #$" #%& !"& $'! #(( "*$ $#)
    .      .     .     .  ")) !%$ #'# ##! %## #$! #%' !"( $&* #() #!$ $#(
    .     .     .     .  ")* !%) #'" ##" %%! ##* #%( !"* $&) #(* #"% $#'
    .     .     .     .  "*! !&% #'! ### %&' ##) #%) !## $&( #)! ##% $#&
    .     .     .     .  "*" !'! #&* ##$ %(% ##( #%* !#& $&' #)" #$& $#%
    .     .     .      .  "*# !'' #&) ##% %*" ##' #&! !#( $&& #)# #%' $#$
    .     .     .     .  "*$ !(% #&( ##& &!* ##& #&" !$! $&% #)$ #&( $##
    .      .      .     .  "*% !)" #&' "! ##! !!! $)& #&# !$$ $&$ #)% #') $#"
    .     .     .     .  "*& !)* #&& ##" !!! $)% #&$ !$( $&# #)& #)! $#!
    .     .     .     .  "*' !*( #&% ### !!! $)$ #&% !%! $&" #)' #*# $"*
    .     .     .     .  "*( "!' #&$ ##$ !!! $)# #&& !%% $&! #)( $!% $")
    .     .     .     .  "*) ""& #&# ##% !!! $)" #&' !%) $%* #)) $"' $"(
    .     .     .     .  "** "#& #&" ##& !!! $)! #&( !&# $%) #)* $#) $"'
    .     .     .     .  #!! "$& #&! ##' !!! $(* #&) !&( $%( #*! $%" $"&
    .      .     .     .  #!" "%' #%* ##( !!! $() #&* !'# $%' #*" $&% $"%
    .     .     .      .  #!# "&' #%) ##) !!! $(( #'! !'( $%& #*# $'( $"$
    .     .      .     .  #!$ "') #%( ##* !!" $(' #'" !(# $%% #*$ $(* $"#
    .     .     .     .  #!% "(* #%' #$! !!" $(& #'# !(( $%$ #*% $*$ $""
    .     .     .     .  #!& "*$ #%& #$" !!" $(% #'$ !)$ $%# #*& %!' $"!
    .     .     .     .  #!' #!& #%% #$# !!" $($ #'% !)* $%" #*' %"* $!*
    .     .     .     .  #!( #") #%$ #$$ !!# $(# #'& !*' $%! #*( %$$ $!)
    .      .     .     .  #!) #$" #%# #$% !!# $(" #'' "!# $$* #*) %%' $!(
    .     .     .     .  #!* #%( #%" #$& !!$ $(! #'( "!* $$) $** %&* $!'
    .     .     .     .  #"! #'! #%! #$' !!% $'* #') ""' $$( $!! %($ $!&
    .     .     .     .  #"" #(' #$* #$( !!% $') #'* "#% $$' $!" %)' $!%
    .     .      .     .  #"# #*! #$) #$) !!& $'( #(! "$# $$& $!# &!! $!$
    .     .     .   #"$ $!( #$( #$* !!( $'' #(" "$* $$%
    .     .      .   #"% $## #$' #%! !!) $'& #(# "%) $$$
    .     .     .   #"& $$* #$& #%" !!* $'% #($ "&' $$#
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Tavola 8. Gli elementi della tavola danno le probabilità  di coda sinistra o destra della statistica  di KendallT G
(a secondo che nella tavola  sia a sinistra o a destra di ), .- T 8 œ $ß %ßá ß "&

                            8 - T - 8 - T - 8 - T - 8 - T -

    .       .      .     .  $ ! "'( $ ) & !"' #$ "! ( !!# $) "" #! "%" $&
    .      .     .    .  " &!! # ' !$" ## ) !!& $( #" "(* $%
    .      .      .    .  % ! !%# ' ( !&% #" * !!) $' ## #$# $$
    .      .    .    .  " "'( & ) !)* #! "! !"% $& #$ #(" $#
    .       .    .    .  # $(& % * "$) "* "" !#$ $% #% $#% $"
    .      .    .    .  $ '#& $ "! "** ") "# !$' $$ #& $)" $!
    .    .    .    .  & ! !!) "! "" #(% "( "$ !&% $# #' %%! #*
    .     .    .     .  " !%# * "# $'! "' "% !() $" #( &!! #)
    .     .    .      .  # ""( ) "$ %&# "& "& "!) $! "# ! !!! ''
    .     .    .     .  $ #%# ( "% &%) "% "' "%' #* " !!! '&
    .       .     .     .  % %!) ' * ! !!! $' "( "*! #) # !!! '%
    .      .    .     .  & &*# & " !!! $& ") #%# #( $ !!! '$
    .     .    .     .  ' ! !!" "& # !!! $% "* $!! #' % !!! '#
    .     .    .      .  " !!) "% $ !!! $$ #! $'% #& & !!! '"
    .     .    .     .  # !#) "$ % !!" $# #" %$" #% ' !!! '!
    .     .    .     .  $ !') "# & !!$ $" ## &!! #$ ( !!! &*
    .     .      .     .  % "$' "" ' !!' $! "" ! !!! && ) !!! &)
    .      .      .     .  & #$& "! ( !"# #* " !!! &% * !!! &(
    .      .     .     .  ' $'! * ) !## #) # !!! &$ "! !!! &'
    .      .      .    .  ( &!! ) * !$) #( $ !!! &# "" !!" &&
    .    .     .    .  ( ! !!! #" "! !'! #' % !!! &" "# !!# &%
    .    .     .    .  " !!" #! "" !*! #& & !!! &! "$ !!$ &$
    .    .     .    .  # !!& "* "# "$! #% ' !!! %* "% !!% &#
    .    .     .    .  $ !"& ") "$ "(* #$ ( !!! %) "& !!( &"
    .     .     .    .  % !$& "( "% #$) ## ) !!" %( "' !"! &!
    .    .     .    .  & !') "' "& $!' #" * !!# %' "( !"' %*
    .    .    .    .  ' ""* "& "' $)" #! "! !!$ %& ") !## %)
    .    .    .    .  ( "*" "% "( %'! "* "" !!& %% "* !$" %(
    .    .     .    .  ) #)" "$ ") &%! ") "# !!) %$ #! !%$ %'
    .      .    .    .  * $)' "# "! ! !!! %& "$ !"$ %# #" !&) %&
   .     .     .    .  "! &!! "" " !!! %% "% !#! %" ## !(' %%
    .     .    .    .  ) ! !!! #) # !!! %$ "& !$! %! #$ !*) %$
    .     .    .    .  " !!! #( $ !!! %# "' !%$ $* #% "#& %#
    .     .    .    .  # !!" #' % !!! %" "( !'! $) #& "&& %"
    .     .    .    .  $ !!# #& & !!! %! ") !)# $( #' "*! %!
    .     .    .    .  % !!( #% ' !!" $* "* "!* $' #( #$! $*
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Tavola 8. (segue)

                               8 - T - 8 - T - 8 - T - 8 - T -

   .     .     .     .  "# #) #($ $) "$ $! "&$ %) "% #' !") '& "& "' !!! )*
   .    .    .    .  #* $"* $( $" ")% %( #( !#% '% "( !!! ))
   .    .     .    .  $! $'* $' $# #") %' #) !$" '$ ") !!! )(
   .    .    .    .  $" %#! $& $$ #&& %& #* !%! '# "* !!! )'
   .     .    .    .  $# %($ $% $% #*& %% $! !&! '" #! !!! )&
   .    .    .    .  $$ &#( $$ $& $$) %$ $" !'$ '! #" !!" )%
    .    .    .    .  "$ ! !!! () $' $)$ %# $# !(* &* ## !!" )$
    .    .    .    .  " !!! (( $( %#* %" $$ !*' &) #$ !!" )#
    .    .    .     .  # !!! (' $) %(' %! $% ""( &( #% !!# )"
    .    .    .    .  $ !!! (& $* &#% $* $& "%! &' #& !!$ )!
    .      .     .    .  % !!! (% "% ! !!! *" $' "'& && #' !!% (*
    .     .    .    .  & !!! ($ " !!! *! $( "*% &% #( !!' ()
    .     .    .    .  ' !!! (# # !!! )* &) ##& &$ #) !!) ((
    .     .    .    .  ( !!! (" $ !!! )) $* #&* &# #* !"! ('
    .     .    .    .  ) !!! (! % !!! )( %! #*& &" $! !"% (&
    .     .    .    .  * !!! '* & !!! )' %" $$% &! $" !") (%
   .     .    .    .  "! !!! ') ' !!! )& %# $(% %* $# !#$ ($
   .      .    .    .  "" !!! '( ( !!! )% %$ %"& %) $$ !#* (#
   .     .    .     .  "# !!! '' ) !!! )$ %% %&( %( $% !$( ("
   .     .     .    .  "$ !!! '& * !!! )# %& &!! %' $& !%' (!
   .    .      .    .  "% !!" '% "! !!! )" "& ! !!! "!& $' !&( '*
   .    .     .    .  "& !!" '$ "" !!! )! " !!! "!% $( !(! ')
   .    .     .    .  "' !!# '# "# !!! (* # !!! "!$ $) !)% '(
   .    .     .    .  "( !!$ '" "$ !!! () $ !!! "!# $* "!" ''
   .     .     .    .  ") !!& '! "% !!! (( % !!! "!" %! "#! '&
   .    .     .    .  "* !!( &* "& !!! (' & !!! "!! %" "%" '%
   .    .     .    .  #! !"" &) "' !!! (& ' !!! ** %# "'% '$
   .    .     .    .  #" !"& &( "( !!" (% ( !!! *) %$ "*! '#
   .    .     .    .  ## !#" &' ") !!" ($ ) !!! *( %% #") '"
   .    .     .    .  #$ !#* && "* !!# (# * !!! *' %& #%) '!
   .    .    .    .  #% !$) &% #! !!# (" "! !!! *& %' #(* &*
   .    .    .    .  #& !&! &$ #" !!$ (! "" !!! *% %( $"$ &)
   .    .    .    .  #' !'% &# ## !!& '* "# !!! *$ %) $%* &(
   .    .    .    .  #( !)# &" #$ !!( ') "$ !!! *# %* $)& &'
   .    .    .    .  #) "!# &! #% !"! '( "% !!! *" &! %#$ &&
   .    .    .    .  #* "#' %* #& !"$ '' "& !!! *! &" %'" &%
            .  &# &!! &$
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Tavola 9. Gli elementi della tavola danno i quantili della statistica di Kolmogorov per alcune probabilità di
coda sinistra  e .T 8 œ "ß #ßá ß %!

  \  .  .  .  .  .   \  .  .  .  .  .8 T ! )! ! *! ! *& ! *) ! ** 8 T ! )! ! *! ! *& ! *) ! **

  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ." *!! *&! *(& **! **& #" ##' #&* #)( $#" $%%
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .# ')% ((' )%# *!! *#* ## ##" #&$ #)" $"% $$(
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .$ &'& '$' ()! ()& )#* #$ #"' #%( #(& $!( $$!
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .% %*$ &'& '#% ')* ($% #% #"# #%# #'* $!" $#$
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .& %%( &!* &'$ '#( ''* #& #!) #$) #'% #*& $"(

  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .' %"! %') &"* &(( '"( #' #!% #$$ #&* #*! $""
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .( $)" %$' %)$ &$) &(' #( #!! ##* #&% #)% $!&
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .) $&) %"! %&% &!( &%# #) "*( ##& #&! #(* $!!
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .* $$* $)( %$! %)! &"$ #* "*$ ##" #%' #(& #*&
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."! $#$ $'* %!* %&( %)* $! "*! #") #%# #(! #*!

  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."" $!) $&# $*" %$( %') $" ")( #"% #$) #'' #)&
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."# #*' $$) $(& %"* %%* $# ")% #"" #$% #'# #)"
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."$ #)& $#& $'" %!% %$# $$ ")# #!) #$" #&) #((
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."% #(& $"% $%* $*! %") $% "(* #!& ##( #&% #($
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."& #'' $!% $$) $(( %!% $& "(( #!# ##% #&" #'*

  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."' #&) #*& $#( $'' $*# $' "(% "** ##" #%( #'&
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."( #&! #)' $") $&& $)" $( "(# "*' #") #%% #'#
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .") #%% #(* $!* $%' $(" $) "(! "*% #"& #%" #&)
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  ."* #$( #(" $!" $$( $'" $* "') "*" #"$ #$) #&&
  .  .  .  .  .   .  .  .  .  .#! #$# #'& #*% $#* $&# %! "'& ")* #"! #$& #&#
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Tavola 10. Gli elementi della tavola danno i quantili della statistica di Kolmogorov-Smirnov per uguali
campioni di numerosità  per alcune probabilità di coda sinistra  e .8 T 8 œ "ß #ßá ß %!

  \  .  .  .  .  .   \  .  .  .  .  .8 T ! )! ! *! ! *& ! *) ! ** 8 T ! )! ! *! ! *& ! *) ! **

            " #" 'Î#" (Î#" )Î#" *Î#" "!Î#"
            # ## (Î## )Î## )Î## "!Î## "!Î##
            $ #Î$ #Î$ #$ (Î#$ )Î#$ *Î#$ "!Î#$ "!Î#$
            % $Î% $Î% $Î% #% (Î#% )Î#% *Î#% "!Î#% ""Î#%
            & $Î& $Î& %Î& %Î& %Î& #& (Î#& )Î#& *Î#& "!Î#& ""Î#&

            ' $Î' %Î' %Î' &Î' &Î' #' (Î#' )Î#' *Î#' "!Î#' ""Î#'
            ( %Î( %Î( &Î( &Î( &Î( #( (Î#( )Î#( *Î#( ""Î#( ""Î#(
            ) %Î) %Î) &Î) &Î) 'Î) #) )Î#) *Î#) "!Î#) ""Î#) "#Î#)
            * %Î* &Î* &Î* 'Î* 'Î* #* )Î#* *Î#* "!Î#* ""Î#* "#Î#*
            "! %Î"! &Î"! 'Î"! 'Î"! (Î"! $! )Î$! *Î$! "!Î$! ""Î$! "#Î$!

            "" &Î"" &Î"" 'Î"" (Î"" (Î"" $" )Î$" *Î$" "!Î$" ""Î$" "#Î$"
            "# &Î"# &Î"# 'Î"# (Î"# (Î"# $# )Î$# *Î$# "!Î$# "#Î$# "#Î$#
            "$ &Î"$ 'Î"$ 'Î"$ (Î"$ )Î"$ $$ )Î$$ *Î$$ ""Î$$ "#Î$$ "$Î$$
            "% &Î"% 'Î"% (Î"% (Î"% )Î"% $% )Î$% "!Î$% ""Î$% "#Î$% "$Î$%
            "& &Î"& 'Î"& (Î"& )Î"& )Î"& $& )Î$& "!Î$& ""Î$& "#Î$& "$Î$&

            "' 'Î"' 'Î"' (Î"' )Î"' *Î"' $' *Î$' "!Î$' ""Î$' "#Î$' "$Î$'
            "( 'Î"( (Î"( (Î"( )Î"( *Î"( $( *Î$( "!Î$( ""Î$( "$Î$( "$Î$(
            ") 'Î") (Î") )Î") *Î") *Î") $) *Î$) "!Î$) ""Î$) "$Î$) "%Î$)
            "* 'Î"* (Î"* )Î"* *Î"* *Î"* $* *Î$* "!Î$* ""Î$* "$Î$* "%Î$*
            #! 'Î#! (Î#! )Î#! *Î#! "!Î#! %! *Î%! "!Î%! "#Î%! "$Î%! "%Î%!
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