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Capitolo 1

Eventi e classi di eventi

1.1. Nozioni preliminari

Si consideri un esperimento (o un fenomeno) nei confronti del quale ci si trova in condizioni di
incertezza. L'incertezza ¢ determinata dal fatto che 1'esperimento (o il fenomeno) in questione sia
suscettibile di verificarsi secondo una pluralita di risultati, tali che uno (e uno solo) di essi si deve
necessariamente realizzare. In questo caso, I'esperimento (o il fenomeno) ¢ detto aleatorio.

L'insieme €2 i cui elementi rappresentano i possibili risultati dell'esperimento aleatorio, ¢ detto
spazio fondamentale (o insieme delle eventualitd) e il generico elemento w di €2 ¢ anche detto
eventualita. Ogni parte F di 2 identifica un evento e il risultato w realizza E se w € E. Inoltre, un
evento {w} composto da un solo risultato ¢ detto evento elementare. Infine, l'evento 2 viene anche
detto evento certo, in quanto si realizza sempre, mentre 1'insieme vuoto () ¢ detto evento impossibile.

Per quanto riguarda la cardinalita di €2, vi sono tre principali situazioni di interesse. Nel primo
caso, {2 ¢ finito con card({2) = n, ovvero contiene un numero finito n di risultati ¢ dunque si ha
Q ={wq,...,w,}. Nel secondo caso, €2 ¢ numerabile, ovvero contiene una infinita numerabile di
risultati ¢ dunque Q2 = {w;,ws,... }. Infine, nel terzo caso, {2 ¢ non numerabile, ovvero contiene
un'infinita non numerabile di risultati.

e Esempio 1.1.1. (Testa e croce) Si consideri una moneta con le facce contrassegnate dai simboli
“testa” e “croce”, che viene comunemente adottata nel piu semplice gioco d'azzardo, detto appunto
testa e croce. Questa terminologia deriva dalle sagome che erano coniate su molte monete italiane dei
secoli passati, in quanto una faccia usualmente raffigurava il volto del re, mentre 1'altra riportava il
simbolo cristiano della croce. Simili terminologie sono comuni a molte culture, con un nome
generalmente derivante dalle raffigurazioni sulle facce dei conii. Ad esempio, nell'antica Roma i due
simboli venivano denominati “navis” e “caput”, dal momento che su alcune monete romane era
rappresentata una nave su una faccia e la testa dell'imperatore sull'altra. Analogamente, 1'uso nel
mondo anglosassone dei termini “head” e “tail” per i simboli sulle due facce deriva probabilmente
dalla moneta da dieci centesimi di sterlina, su cui erano rappresentate la faccia del monarca regnante,
ed un leone araldico con una coda in evidenza.

Figura 1.1.1. Una lira del 1863 raffigurante i simboli “testa” e croce”.

Com'e noto, il gioco consiste semplicemente nello scommettere su una delle due facce e nel lanciare in
aria la moneta. La faccia vincente ¢ quella mostrata dalla moneta dopo la caduta. Dunque, il gioco ¢ in
effetti un esperimento aleatorio. Se si indicano rispettivamente con w; € wo 1 risultati relativi al
verificarsi delle facce contrassegnate dalla testa e dalla croce, lo spazio fondamentale ¢ dato da



2 Eventi e classi di eventi

Q= {wy, w2} e quindi Q ¢ finito con card(€2) = 2. Si osservi che esiste una certa arbitrarieta nella
scelta della codifica dei risultati. Ad esempio, molti autori preferiscono indicare in modo piu esplicito
1 due risultati solamente con i simboli ¢ e c. In questo caso, lo spazio fondamentale viene scritto
semplicemente come €2 = {¢, c}. O

e Esempio 1.1.2. (Gioco dei dadi) I dadi sono stati adottati a scopo di gioco d'azzardo fino
dall'antichita. La loro origine sembra risalire a circa 5000 anni fa nella regione dell'attuale India.
Riferimenti al gioco dei dadi sono contenuti nella Bibbia, e il gioco d'azzardo con tre dadi era molto
popolare nell'antica Grecia e soprattutto nell'antica Roma. Nel Medioevo il gioco con i dadi era uno
dei passatempi preferiti dei cavalieri. Molti problemi classici di calcolo delle probabilita si sono
originati dal gioco dei dadi (si veda Gordon, 1997, Hald, 1990). Addirittura, in quello che puo essere
considerato il primo trattamento della Teoria della Probabilita, ovvero nel Liber de Ludo Aleae
dell'italiano Gerolamo Cardano (1501-1576), il gioco dei dadi ¢ centrale nell'esposizione. Cardano
ebbe una vita avventurosa e molto travagliata, e fu anche un giocatore d'azzardo oltre che matematico,
tanto che nel Liber de Ludo Aleae (scritto verso il 1560, ma pubblicato postumo solo nel 1663) esiste
addirittura una sezione dedicata ai metodi per barare efficacemente (per una biografia di Cardano si
veda Ore, 1953).

Figura 1.1.2. Gerolamo Cardano (1501-1576).

I dadi comunemente adottati nel gioco d'azzardo sono cubi con le facce marcate da £ punti, dove
k=1,...,6,¢le somme dei punti su due facce contrapposte sono pari a sette (si veda la Figura 1.1.3).
Dadi di questo tipo sono stati adoperati anche dagli antichi etruschi, non solo per gioco, ma si suppone
anche per divinazione.

Figura 1.1.3. Comuni dadi da gioco e “sviluppo” di un singolo dado.

Se si considera un singolo dado, il gioco consiste nel far rotolare il dado su una superficie piana e
convenzionalmente viene preso come esito del lancio il valore che si viene a trovare sulla faccia
rivolta verso l'alto quando il dado termina il proprio movimento. Anche in questo caso il gioco ¢
dunque un esperimento aleatorio. Se si indica con wy, il risultato relativo al verificarsi della faccia
contrassegnata da k punti, si ha Q = {w;, ws, w3, ws,ws,ws} € quindi €2 ¢ finito con card(£2) = 6.
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Tenendo presente la discussione nell'Esempio 1.1.1, la codifica dello spazio fondamentale puo essere
data da Q = {1,2,3,4,5,6}, interpretando tuttavia le cifre come simboli piuttosto che come numeri
naturali. In questo caso, l'evento che si verifichi un numero pari di punti ¢ dato da F = {2,4,6},
ovvero F ¢ la parte di () costituita da tutti i risultati relativi al verificarsi di una faccia contrassegnata
da un numero pari di punti. Inoltre, I'evento che si verifichi un numero di punti maggiore o uguale a 6
¢ dato da E' = {6}, che ¢ effettivamente un evento elementare ¢ che non deve essere ingenuamente
confuso con il risultato 6. Infine, 1'evento che si verifichi un numero di punti maggiore di 8 ¢ dato da
E = (), ovvero E ¢ un evento impossibile. O

e Esempio 1.1.3. Si consideri l'esperimento aleatorio che consiste nell'inserire in modo casuale m
palline in M celle. In questo caso, gli elementi di {2 sono in corrispondenza biunivoca con tutte le
possibili configurazioni di palline nelle celle. Se le palline sono distinguibili, allora 2 ¢ finito con
card(€2) = M™, mentre se le palline sono indistinguibili, allora card(€2) = (**"™'). Al fine di
rappresentare le varie configurazioni, almeno per valori modesti di m e M, si adottano di solito M
spazi fra (M + 1) barre per indicare le celle, mentre le palline vengono indicate come simboli
differenti all'interno delle barre se sono distinguibili e con un asterisco se sono indistinguibili. Ad
esempio, supponendo che M = 3 e m = 2, nel caso di palline distinguibili (che vengono indicate di
seguito con i simboli a € b), si ha card(2) = 32 = 9. Dunque, in modo leggermente informale anche
se efficace, i possibili risultati dell'esperimento aleatorio possono essere rappresentati come

we=[ab] | [, we=|T]ab] |, w3="1]]]abl,
wi=lalb] [, ws=lal|b],ws=1]]alb],
wr=[blal[,ws=b]|a|,wo=1]blal.

Nel caso di palline indistinguibili si ha card(Q2) = () = 6, e in questo caso si ottiene

wr= [ | [ we= | [wx] |, ws= || [%],
wy= x| [ ws=|*] [x],ws=]]*[x].

Si supponga che sia possibile inserire al piu una pallina per cella. Assumendo che m < M, se le

palline sono distinguibili si ha card({2) = (M]\ffln),, mentre se le palline sono indistinguibili allora
card(©2) = (). Se pone M = 3 e m = 2, nel caso di palline distinguibili risulta card(Q) = & = 6, ¢
1 possibili risultati dell'esperimento aleatorio possono essere rappresentati come

w=lalb] [,w=lal|b],ws=1]alb],

wi=|blal [, ws=|b][al,ws=1]]bla].

3

Al contrario, nel caso di palline indistinguibili si ha card(Q2) = (2

) = 3, e si ottiene
wi= x| x| [,we=|*] x|, ws=]|*]x*].

Per i dettagli relativi al calcolo combinatorio relativo alle configurazioni di palline nelle celle del
presente esempio e per le corrispondenti applicazioni alla meccanica quantistica, si veda Feller (1968,
p.9) e gli Esercizi 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3. e 1.1.4. O

e Esempio 1.1.4. Si consideri una moneta con le facce contrassegnate dai simboli “testa” e “croce” e
l'esperimento aleatorio che consiste nel lanciare ripetutamente la moneta fino a quando non si presenta
il simbolo “testa”. Se si indica con w,, il risultato relativo al verificarsi del primo simbolo “testa” all'n-
esimo lancio, lo spazio fondamentale ¢ dato da 2 = {w;,ws,...} e quindi 2 ¢ numerabile. Tenendo
presente la discussione fatta nell'Esempio 1.1.1, una codifica piu immediata dello spazio fondamentale
¢ data da 2 = {1,2,...}. Considerando una situazione specifica, I'evento E tale che si verifichi il
primo simbolo testa ad un numero pari di lanci ¢ dato da £ = {2,4, ... }. Dunque, anche I'evento F ¢
numerabile. O
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e Esempio 1.1.5. Si consideri il tempo di attesa per un evento sismico in una determinata regione.
Ogni risultato relativo a questo fenomeno aleatorio ¢ del tipo “il tempo di attesa ¢ pari a ¢ unita
temporali” con ¢ > 0. Dunque, una formalizzazione dello spazio fondamentale ¢ data da 2 = [0, o],
per cui {2 non ¢ numerabile. Considerando una situazione specifica, l'evento tale che il tempo di attesa
sia compreso tra 1 e 3 unita temporali ¢ £ = [1, 3] e quindi anche I'evento E non ¢ numerabile. O

1.2. Classi di eventi e operazioni sugli eventi

Un insieme £ costituito da eventi di €2 ¢ detto classe di eventi. La classe costituita da tutti gli eventi
di ©, e dagli eventi () e €, ¢ detto insieme delle parti di 2 ed ¢ indicato con la notazione P(f2). Una
classe di eventi verra talvolta indicata con (FEj)res, dove I ¢ un opportuno insieme di indici,
eventualmente non numerabile. Se [ = {1,...,n}, per indicare la classe si adotta la notazione
(Er)p_y- Se I ={1,2,...}, la classe ¢ detta successione di eventi e viene indicata con (E,),>1.
Infine, se I = {0, 1, ... }, per indicare la successione di eventi si adotta anche la notazione (E,,),>0.

Dal momento che in effetti gli eventi sono insiemi, le usuali operazioni insiemistiche possono
essere immediatamente considerate sugli eventi di 2. Tuttavia, ¢ opportuno dare a queste operazioni
una lettura nel presente ambito con adeguate terminologie e definizioni. Dati due eventi E; e E», si
dice che FE; implica F, ¢ si adotta la notazione E; C E5, quando il verificarsi di F; comporta
necessariamente il verificarsi di E5, ovvero se ¢ solo se un risultato che realizza F; ¢ anche un
risultato che realizza E5. Inoltre, due eventi F/y ¢ E5 sono detti uguali ¢ si adotta la notazione
E, = FE5, quando il verificarsi dell'uno implica il verificarsi dell'altro e viceversa, ovvero se si ha
contemporancamente 1 C FEy e Ey C Ej. Infine, I'evento opposto (o evento contrario) di £ ¢ dato da

E‘={weQ:w¢E},

ovvero l'evento E° si verifica quando non si verifica E. In particolare, si ha Q¢ = ().
Data una classe di eventi (E} )iy di €2, I'evento unione ¢ dato da

UEk:{MGQ:HkEI,wEEk},
kel

ovvero l'evento | J, ., E}. si verifica quando si verifica almeno uno degli eventi della classe. Nel caso in

cui la classe ¢ costituita da n eventi (Ej)}_; di €2, I'evento unione viene usualmente scritto come

UZ:lEk7 e se n = 2 l'evento unione viene indicato semplicemente con la notazione F; U FEs. Infine,

quando si considera una successione di eventi (E,,),>1, I'evento unione viene indicato con UZO:lEn.
Data una classe di eventi (E})ges di €2, 'evento intersezione ¢ dato da

ﬂEk:{uJGQ:VkEI,wEEk},
kel

ovvero l'evento (., si verifica quando si verificano tutti gli eventi della classe. In modo simile a
quanto fatto per l'evento unione, nel caso in cui la classe sia costituita da n eventi, l'evento
intersezione viene scritto come ﬂZZIEk, e se n = 2 si adotta la notazione £ N Es. Infine, nel caso di
una successione di eventi, I'evento intersezione viene indicato con ﬂf;lEn.

Esistono due utili relazioni, che prendono nome dal matematico inglese Augustus De Morgan
(1806-1871), autore fra l'altro del testo An Essay on Probabilities (1838), e che permettono di
esprimere un evento intersezione come un evento unione (e ViCeversa), ovvero

(09) v

kel kel
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(Um):ﬂ@.
kel kel

Dati due eventi F; e F», l'evento differenza (o evento complementare di F» rispetto ad F1) ¢ dato
da

El\EQZ{WGQZWEEl,w¢E2}=

ovvero l'evento E; \ F» si verifica quando si verifica F e non si verifica Fs. In particolare, si ha
E¢ = Q\ E, mentre risulta evidente la relazione

E\\ Ey=E NES.

Si noti che se 1 C E», allora si ha E; \ E2 = (), in quanto non ¢ possibile che si verifichi £} e non si
verifichi F» quando il verificarsi di F; implica il verificarsi di F». Inoltre, ¢ ovvio che '\ E = {), in
quanto ¢ impossibile 1'evento che si verifica quando contemporaneamente si verifica e non si verifica
E. Infine, se F» C Ejy, allora l'evento F; \ E, ¢ detto differenza propria.

e Esempio 1.2.1. Si consideri l'esperimento aleatorio che consiste nel lancio di un dado. Dati gli
eventi By = {1,2} e By = {1,2,3,4}, si ha E; C E,. Inoltre, risulta E = {3,4,5,6} e ES = {5,6},
mentre si ha £y U Ey = {1,2,3,4} e £y N Ey = {1,2}. Dato l'ulteriore evento E5 = {1, 5}, risulta
U2=1Ek ={1,2,3,4,5} e ﬂizlEk = {1}. Infine, si ha F; \ Ey = (), mentre E, \ £y = {3,4}. O

Gli eventi della classe (E})}_, sono detti incompatibili quando il verificarsi di uno di essi esclude
il verificarsi di tutti gli altri, ovvero quando Ej; N E; = () per ogni k # j = 1,...,n. Ovviamente, due
eventi F; e Fy sono incompatibili se £y N Es = (). In particolare, £/ ¢ E° sono eventi incompatibili,
cosi come ciascun evento elementare ¢ incompatibile con tutti gli altri eventi elementari di €2. Inoltre,
l'evento impossibile ¢ incompatibile con tutti gli altri eventi. Infine, se £; e Fy sono incompatibili,
allora £y \ By, = E.

Gli eventi della classe (Ej)}_, sono detti esaustivi quando uno di essi si deve necessariamente
verificare, ovvero quando | J;_, E), = €. Si dice che gli eventi della classe (E})}_, costituiscono una
partizione finita di 2 quando sono incompatibili e esaustivi. In modo analogo, gli eventi della
successione (F,,),>1, sono detti incompatibili quando F,, N E, = () per ognin # k = 1,2, ..., mentre
sono detti esaustivi quando | J°~E, = Q. Gli eventi della successione (E,),>1 costituiscono una

n=1

partizione numerabile di €2 quando sono incompatibili e esaustivi.

e Esempio 1.2.2. Si consideri il lancio di un dado. Gli eventi £y, = {1,3}, E» = {2,4,5} ¢ E5 = {6}
costituiscono una partizione finita di 2. Gli eventi Fy = {1,3,4}, Ey = {2,4,5} ¢ E3 = {4,6} sono
esaustivi, anche se non costituiscono una partizione finita di €. O

Data una successione (E,,),>1, si dice limite inferiore della successione 1'evento
[e.0] o0
liminf, E, = | J () Ex .
n=1k=n

ovvero l'evento liminf,, F,, appartiene a tutti gli eventi della successione stessa ad esclusione al piu di
un numero finito di questi. Inoltre, si dice limite superiore della successione I'evento

limsup, F,, = ﬁ G E;,

n=1k=n
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ovvero l'evento lim sup,, F,, appartiene ad una infinita numerabile di eventi della successione stessa. Se
i due eventi liminf, F,, e limsup, F,, coincidono, allora si dice limite della successione 1'evento

lim E,, = liminf, F,, = limsup, F,, .

Inoltre, se F, C E, 1 per ognin = 1,2,..., la successione ¢ detta crescente, mentre se £, C E,
per ogni n = 1,2, ..., la successione ¢ detta decrescente. Successioni crescenti o decrescenti sono
dette monotone. Dalle precedenti definizioni risulta facile verificare che una successione crescente
ammette sempre limite, dato da

li7anEn = G E,,

n=1

cosi come una successione decrescente ammette sempre limite, dato da

lién E, = ﬁ E, .

n=1

e Esempio 1.2.3. Si supponga di considerare un esperimento aleatorio che consiste nello scegliere
casualmente un punto su un segmento di lunghezza unitaria. In questo caso, lo spazio fondamentale
associato all'esperimento aleatorio ¢ dato da €2 = [0, 1]. Si consideri la successione (E),),>1 il cui
generico evento E, risulta £, = [0, 1(1 — ( — 1)")]. Dunque, si ha E, = [0, 1] se n ¢ dispari, mentre
E, = {0} se n ¢ pari, da cui

liminf, E, = O ﬁ Ej, = O{O} = {0}

n=1k=n

timsup, B, — () U B = (110,31 = 0. 1]

n=1k=n n=1

Non esiste dunque il limite della successione in quanto liminf, F,, e lim sup,, //,, non coincidono. Se si
considera invece la successione decrescente (E,,),>1 il cui generico evento risulta £, = [0,n7!], il
suo limite ¢ dato da

lim E,, = ﬁ E, = {0},

n=1
in quanto, verificandosi l'evento elementare {0}, si verifica ciascun evento F,, della successione. Se si
considera invece la successione crescente (E,),>1 il cui generico evento ¢ E, = [0, 3(1 —n 1)}, il
suo limite risulta

) 2 >

limE, = | ) E, =0, ]
" n=1

in quanto, se si verifica l'evento [0, 1], si verifica almeno un evento E,, della successione. O

Si noti che le operazioni definite per gli eventi possono essere estese in modo generale alle classi di
eventi, dal momento che in effetti classi di eventi costituiscono insiemi di insiemi. In particolare, date
due classi di eventi £ e &, si dice che &; € contenuta in &; e si adotta la notazione & C &, se e solo
se per ogni evento ' € & si ha ¥ € &. Due classi di eventi £; ¢ & sono dette uguali e si adotta la
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notazione &1 = &, quando si ha contemporaneamente £ C & e & C &1. Se (Ex)res rappresenta una
classe di classi di eventi, dove I ¢ un insieme eventualmente non numerabile, la rispettiva unione ¢
definita come

U ={EcP@):3kecl,Ecé},
kel

mentre la rispettiva intersezione ¢ definita come

(& ={E€P(Q):VkeI,Ecé&}.
kel

Se I ={1,2,...}, in modo simile a quanto fatto per le successioni di eventi, si adotta la notazione
(€,)n>1, mentre I'unione e l'intersezione vengono indicate rispettivamente con Uzozlé'n e ﬂff:lé'n.

1.3. o-algebre

Considerato un esperimento aleatorio, anche se ogni parte di {2 pud essere interpretata come un
evento, certe parti potrebbero non essere interessanti ai fini di un determinato problema, oppure
potrebbero essere troppo complicate per essere analizzate. In ogni caso specifico, ¢ conveniente
dunque scegliere una classe di eventi non vuota, in modo che possieda caratteristiche di stabilita
rispetto alle principali operazioni insiemistiche. Una importante classe di eventi che gode di questa
proprieta ¢ la cosiddetta o-algebra.

Definizione 1.3.1. Si dice o-algebra di eventi una classe F non vuota di eventi di € tale che:
i)se £ € F,allora E¢ € F,
i) se (E),),>1 ¢ una successione di eventi di F, allora | J,- , E,, € F. O

In pratica la o-algebra ¢ una classe di eventi “chiusa” rispetto alle operazioni di complementazione
¢ unione numerabile. Dunque, esempi immediati di o-algebre sono la classe P(€2), oppure la classe

{0,94}.

e Esempio 1.3.1. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = {wy,ws,ws3}. Le possibili o-algebre che si
possono costruire da {2 sono date da

fl - {(2)7 Q} 5 F? - {Q)a {wl}a {w27w3}7 Q} ) 73 - {@, {WQ}, {Wl,tdg}, Q} 5
f4 = {(2)7 {w?)}) {w17w2}7 Q} s Ff) = {Q)a {wl}a {(UQ}, {Lc)g}, {Wl,())g}, {wla w3}7 {WQ,UJ?,}, Q} .

Si noti che F; ¢ contenuta in tutte le altre o-algebre, mentre F5 = P(£2) contiene tutte le altre. O

Proposizione 1.3.2. Ogni o-algebra F contiene la o-algebra {0, Q2}.

Dimostrazione. Dal momento che ogni o-algebra ¢ non vuota, esiste almeno un evento E € F.
Allora, dalla Definizione 1.3.1, si haanche E° € F e EU E° = € F. Dunque, Q° = € F. O

Tenendo presente la precedente Proposizione, la o-algebra {(), 2} ¢ detta la piu piccola o-algebra
su Q. Al contrario, dal momento che per ogni o-algebra F su 2 si ha F C P(f), allora P(2) ¢ detta

la piu grande o-algebra su €.

Proposizione 1.3.3. Se (E,,),,>; & una successione di eventi di F, allora (" ~, E,, € F.



8 Eventi e classi di eventi

Dimostrazione. Dal momento che (E¢),>1 ¢ una successione di eventi di F,siha | E € Fe
di conseguenza (|J,_,ES)¢ € F. Dalla relazione di De Morgan si ha (,_, E, = (U, E%)°, da cui
segue la tesi.
O
Proposizione 1.3.4. Se F,, £y € F,allora B, \ E, € F.
Dimostrazione. Dal momento che Fy, F5 € F, anche 1 N K5 € F. La tesi segue dalla relazione

Ey\ By = By N ES. O

Attraverso le precedenti Proposizioni si deduce che la o-algebra ¢ una classe di eventi “chiusa”
rispetto alle principali operazioni insiemistiche considerate nella Sezione 1.2, ovvero rispetto alla
complementazione, all'unione e all'intersezione numerabile, e alla differenza. Inoltre, se (F,,),>1 ¢ una
successione di eventi di F anche gli eventi liminf, F,,, limsup, F,, e lim, F,, appartengono alla o-
algebra, in quanto sono definiti tramite unioni e intersezioni numerabili di eventi.

Proposizione 1.3.5. Se (F})rer € una classe di o-algebre, allora I'intersezione F = (., F € una
o-algebra.

Dimostrazione. L'intersezione ¢ non vuota, dal momento che contiene almeno la o-algebra {(), {2}.
Se £ € F, allora E € Fj, per ogni k € I. Dunque, E° € F, per ogni k € [ e quindi E° € F. In
modo simile, se (E,),>1 € F, allora E,, € F, per ogni n > 1 e k € I. Dunque, |J,—, E, € Fj, per
ogni k € I equindi|J,-,E, € F. O

Anche se la precedente Proposizione assicura che l'intersezione di o-algebre ¢ ancora una o-
algebra, si noti che I'unione | J,,.; Fi. non ¢ in generale una o-algebra.

Nella Teoria della Probabilita risulta fondamentale considerare inizialmente una classe di eventi
con una struttura semplice con proprieta minimali e successivamente considerare una o-algebra che la
contiene. Piu esattamente, data una classe di eventi £ su €2, si dice o-algebra generata da £, e si indica
con o (&), la piu piccola o-algebra che contiene £. Dunque, se (Fj)rcr € la classe di o-algebre tali che
& C Fi, allora

0(8) = ﬂfk

kel

Evidentemente o(€) contiene, oltre a tutti gli eventi di £, anche tutti gli eventi che si possono ottenere
al piu da un insieme numerabile di operazioni effettuate sugli eventi di £.

e Esempio 1.3.2. Si consideri di nuovo I'Esempio 1.3.1. Data la classe di eventi £ = {0, {ws,ws3}},
allora &€ C F, ¢ £ C F5. Quindi si ha

O(E): ﬂ fk:fg.
ke{2,5}

Si noti inoltre che

U Fr = {0)7 {wl}v {w2}7 {wlawfi}’ {w27w3}7 Q}

ke{2,3}

non ¢ una o-algebra. Ad esempio, la precedente classe non contiene l'evento

E = {wl,uJ3} N {wg,w;),} = {wg} . O
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1.4. Spazi probabilizzabili

Se F ¢ una o-algebra su €2, la coppia (€2,F) ¢ detta spazio probabilizzabile. Uno spazio
probabilizzabile puo essere costruito a partire da una classe iniziale £ di eventi di €2, in modo tale da
considerare la o-algebra F generata da &, ovvero F = o(£). Se la classe £ ¢ scelta in maniera
appropriata, o(&) soddisfa qualsiasi esigenza di carattere pratico, nel senso che contiene tutti gli
eventi sui quali normalmente si opera. In ogni caso, sussiste una certa arbitrarieta nella scelta della
classe iniziale, in quanto dipende dal criterio con il quale si considerano alcuni eventi interessanti e
altri eventi non interessanti.

Se Q@ ={wi,...,w,} ¢ finito, si puo scegliere la classe degli eventi elementari & = ({wy})}_;
come classe iniziale. In questo caso, F = o(&) = P(12). Risulta facile verificare che F contiene 2"
eventi, ovvero card(F) = 2". In modo analogo, se £ = (E})}_, ¢ una partizione finita di (2, allora
F = o(€) e si ha di nuovo card(F) = 2".

e Esempio 1.4.1. Se si considera il lancio di un dado, allora si puo scegliere £ = ({k})¢_,, in modo
tale che si ha F = P(2) con card(F) = 2° = 64. Tuttavia, se l'interesse dell'esperimento aleatorio &
focalizzato solamente sul verificarsi di una faccia pari o dispari, si potrebbero considerare solamente
gli eventi F; = {1,3,5} e Fy = {2,4,6}, in modo tale che £ = {Fy, F»} costituisce una partizione
finita di 2. In questo caso, si ha

F = O-(g) = {Q)aElaE?;Q} 5
con card(F) = 22 = 4. O

e Esempio 1.4.2. Un esperimento aleatorio consiste nello spezzare casualmente un segmento di
lunghezza unitaria in due parti. Anche se in questo caso lo spazio fondamentale €2 = [0, 1] contiene
una infinitd non numerabile di eventi elementari, si pud considerare gli eventi By = [0, 3[, E» = [}, 3]
e b3 = [%, 1], che rappresentano rispettivamente I'evento che il segmento sia stato spezzato nella parte
inferiore, centrale o superiore. Evidentemente, £ = { Ej, FE», E3} costituisce una partizione finita di €2,

per cui
f = 0'(8) = {(Z),El,Eg,Eg,El UE2,E1 U Eg,EQ UEg,Q} .

Tuttavia, la ricchezza di eventi contenuta in €2 non viene effettivamente considerata a causa della
estrema semplicita della classe iniziale. O

Se 2 ¢ numerabile, ovvero = {wy,ws, ...}, si puod scegliere di nuovo la classe degli eventi
elementari £ = ({w;, })n>1 come classe iniziale. Dunque, si ha ancora F = o (&) = P(Q2).

Se €2 ¢ non numerabile, allora non ¢ opportuno considerare l'insieme delle parti P(2), in quanto
questa classe risulta troppo ampia da probabilizzare (si veda il Capitolo 3). Quindi, ci si deve limitare
a scegliere una adeguata classe iniziale, in modo tale che o(&) contenga gli eventi di interesse per
l'analisi dell'esperimento aleatorio.

e Esempio 1.4.3. Si consideri lo spazio fondamentale {2 = R. In questo caso, la classe iniziale £ puo
essere scelta come la classe degli eventi del tipo |a, b]. Se si considera dunque la o-algebra F generata
da &, ovvero F = o(€), € opportuno analizzare alcune categorie di eventi che appartengono a F. La
successione di eventi (E,,),>1, dove E, = |a — n1, b] appartiene a F, ed essendo questa successione
decrescente, il suo limite € dato da

limE, = ()]a—n"",b] = [a,b].

n=1

Quindi, F contiene gli eventi del tipo [a, b]. Dal momento che
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oo

la—n"a] = {a}

n=1

la o-algebra F contiene anche tutti gli eventi elementari. Inoltre, la successione di eventi (E,,);>1,
dove E,, = ]a — n, b] appartiene a F, ed essendo questa successione crescente, il suo limite ¢ dato da

limE, = U]a—n,b] =]—o00,b].

n=1

Quindi, F contiene eventi del tipo | — 0o, b]. In generale, si puo verificare che la o-algebra F generata

da & contiene tutti gli eventi del tipo |a, b, ]a, b], [a, [ ¢ [a, b], gli eventi del tipo | — 0o, b], | — o0, b],
[a, 00[ e Ja, 00|, oltre a tutti gli eventi elementari. Inoltre, F contiene tutti gli eventi ottenibili da un
insieme numerabile di operazioni insiemistiche su questi eventi. O

Nel linguaggio della Teoria della Misura, la o-algebra discussa nell'Esempio 1.4.3 ¢ detta o-
algebra di Borel, che prende nome dal matematico francese Emile Borel (1871-1956), uno dei pionieri
della Teoria della Misura e delle sue applicazioni alla Teoria della Probabilita. Generalmente, la o-
algebra di Borel ¢ indicata con B(R) e i suoi elementi sono detti Boreliani. Inoltre, la coppia
(R, B(R)) ¢ uno spazio misurabile. Si pud dimostrare che la costruzione della o-algebra di Borel puod
anche essere fatta a partire dalla classe degli insiemi aperti di R, dal momento che ogni insieme aperto
di R puo essere espresso come unione numerabile di insiemi del tipo |a, b[ (si veda Dudley, 2004,
p.98). Questa costruzione ¢ equivalente a quelle fatte partendo da una qualsiasi classe di insiemi del
tipo |a, b[, |a, b}, [a, b] e [a, b], 0 da una qualsiasi classe di insiemi del tipo | — 00, b], | — 00, b], [a, 00|
e ]a,o0. Se T C R, si adotta anche la notazione B(T) per indicare la o-algebra i cui elementi sono del
tipo BN T con B € B(R). Si noti infine che la costruzione di insiemi che non sono Boreliani ¢ molto
laboriosa (si veda Dudley, 2004, p.496) e dunque B(R) soddisfa pienamente alle esigenze di carattere
pratico.

\

Figura 1.4.1. Emile Borel (1871-1956).

1.5. Prodotto cartesiano di spazi fondamentali

Si considerino n esperimenti aleatori, a ciascuno dei quali risulta associato lo spazio fondamentale
., dove k =1,...,n, e si combinino in modo da ottenere un unico esperimento aleatorio. In questo
caso, lo spazio fondamentale prodotto risulta essere il prodotto cartesiano

Q= x---xQ,,
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ovvero gli elementi di 2 sono tutte le possibili n-ple (wy,...,w,) tali che w; € Qy,...,w, € Q,. In
questo caso, se Fy; C Qy,...,E, C Q,, si dice evento rettangolare un evento F dello spazio
fondamentale prodotto €2 i cui elementi risultano essere tutte le possibili n-ple (wi,...,w,) con
wy € Bq,...,w, € E,, ovvero

EFE=F x---xFE,.

Inoltre, l'evento Ej C €2 ¢ detto evento proiezione dell'evento rettangolare F su 2. Infine, se J ¢
una scelta di indici di I = {1,...,n}, un evento £ C Q2 ¢ detto evento cilindrico se si verificano gli
eventi &, C Q, con k € J, ovvero

E=Fx---xF,,

dove F, = Eysek € J, mentre Fj, = Qpsek € I\ J.

Se (24, F1), ..., (2, F,) sono n spazi probabilizzabili corrispondenti agli n esperimenti aleatori,
la o-algebra prodotto F relativa allo spazio fondamentale prodotto €2 ¢ la o-algebra generata dalla
classe dagli eventi rettangolari di € e si scrive

F=Fx --F,.

La coppia (€2, F) ¢ detta spazio probabilizzabile prodotto. Inoltre, per quanto riguarda la costruzione
dello spazio probabilizzabile (€2, F), se 2 ¢ finito o numerabile, allora si puo scegliere 7 = P(€2). Se
invece almeno uno degli spazi fondamentali €2; ¢ non numerabile, allora anche €2 ¢ non numerabile. In
questo caso, F puo essere scelta come la o-algebra generata dagli eventi rettangolari di €.

Nella Teoria della Misura si considera usualmente lo spazio prodotto R" = R x --- x R. In questo
caso, la o-algebra di Borel su R" ¢ data da B(R") = B(R) ® --- ® B(R) e puo essere costruita a
partire dagli insiemi rettangolari di R™ del tipo |ai,b1] X -+ X |ay, b,] (0 in modo simile a quanto
visto nella Sezione 1.4, dal prodotto cartesiano di ogni tipo di intervallo o semiretta). Nel linguaggio
della Teoria della Misura, la coppia (R”, B(R")) € uno spazio misurabile prodotto. Infine, se T C R",
si adotta la notazione B(T) per indicare la o-algebra i cui elementi sono del tipo BNT con
B e B(R").

In generale, se si considera una classe di spazi fondamentali (£2;)ic;, dove I € un insieme
eventualmente non numerabile, allora lo spazio fondamentale prodotto ¢ dato da

Q:HQk,

ovvero in questo caso gli elementi di €2 risultano essere tutte le famiglie del tipo (wy)res tali che
wy € Qp per ogni k € I. Inoltre, si dice evento rettangolare un evento E dello spazio fondamentale
prodotto €2 i cui elementi risultano essere tutte le possibili famiglie (wy)xes tali che wy, € Ej, per ogni

k € I, ovvero
E=]]E:.
kel

Infine, se J ¢ una scelta di un numero finito di indici di I, un evento £ C € ¢ detto evento cilindrico
se si verificano gli eventi £, C €2 con k € J, ovvero

E=]]F.

dove Fy = Eyse k € J,mentre Fj, = Qpsek €1\ J.

Se ((Q, Fr))rer € la classe di spazi probabilizzabili corrispondente alla classe di esperimenti
aleatori, la o-algebra prodotto F sullo spazio fondamentale prodotto €2 ¢ la o-algebra generata dalla
classe degli eventi cilindrici di €2 e viene scritta come
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F=Q)F:.

kel

Anche in questo caso, la coppia (€2, F) ¢ detta spazio probabilizzabile prodotto.

e Esempio 1.5.1. Si considerino due lanci di una moneta. Dal momento che ogni lancio ¢ un
esperimento aleatorio che ha come spazio fondamentale €, = {¢,c}, con k = 1,2 (dove al solito t e ¢
rappresentano gli esiti relativi al verificarsi delle due facce della moneta), lo spazio fondamentale
prodotto relativo all'esperimento aleatorio combinato risulta

Q=0 x Q= {(t,1), (t,¢),(c,1),(c,c)} .

La o-algebra prodotto ¢ data da F = F; ® Fy = P(Q), dove Fi =P(Qy) e Fo =P(y), con
card(F) = 2* = 16. Dunque, risulta

F={0,{t: 0} {({t, )} (e, )} {(e, o) {5 0), (1, ) (1), (6, 0) 3, {(E, 1), (¢, €)
{(t,0), (e, )} {(L, ¢), (e, )}, {(e, 1), (¢, )}, {(E,1), (L, €), (¢, 1)}
{t 1), (&, 0), (e )} A1), (e,1), (e, )} {(E, €), (1), (¢, €)1, 2

L'evento F = {(t,t), (¢,t)} ¢ rettangolare, dal momento che puo essere espresso come F = Fy X Es,
dove Fy = {t,c} ¢ un evento di §2;, mentre Fy; = {t} ¢ un evento di 2. L'evento F ¢ anche
cilindrico, dal momento che E; = (21, ¢ pud essere rappresentato dunque come E = §2; x Es. Al
contrario, l'evento E = {(t,t),(t,c),(c,t)} non & rettangolare, in quanto non pud essere espresso
come prodotto cartesiano di eventi di €21 e 2s. O

e Esempio 1.5.2. (Schema di Bernoulli) Si analizza la generalizzazione dell'Esempio 1.5.1. Si
consideri un esperimento aleatorio con esito dicotomico, ovvero suscettibile di assumere due soli
risultati wy; e wo del tipo “successo” e “insuccesso”. Uno schema che sta alla base di molti modelli
probabilistici ¢ appunto la ripetizione di questo esperimento aleatorio per n volte. Lo spazio
fondamentale prodotto €2 = €2y x --- x €}, relativo alla combinazione degli n esperimenti aleatori
risulta allora composto da 2" elementi del tipo (wj,,...,w;j, ), dove j; = 1,2 e k =1,...,n. In effetti,
(Wj,s ..., wj,) € il risultato dell'esperimento combinato tale che “w; si ¢ verificato nel primo
esperimento, ... , wj, si € verificato nell'n-esimo esperimento”. In pratica {2 ¢ costituito da tutte le 2"
possibili n-ple composte dai risultati w; e wo. Quindi, la o-algebra prodotto ¢ data da
F=F® - ®F, =P(Q) ed & pertanto costituita da 2>" eventi. Lo schema appena considerato puo
essere ulteriormente generalizzato considerando un'infinitd numerabile di ripetizioni dell'esperimento
aleatorio. In questo caso, lo spazio fondamentale prodotto 2 =[], .2, relativo alla combinazione
degli esperimenti aleatori risulta allora composto dalle successioni del tipo (wj, )n>1, dove j, =1, 2.
Inoltre, la o-algebra prodotto F = ), ~,F, puo essere costruita a partire dalla classe degli eventi

cilindrici. Risulta interessante notare che se €2, = {0, 1}, allora ogni elemento di 2 ¢ in effetti una
successione di simboli 0 e 1. Tenendo presente la rappresentazione binaria dei numeri in [0, 1], ogni
evento elementare di 2 puo essere quindi messo in corrispondenza con un numero in [0, 1]. Lo schema
considerato ¢ quindi equivalente all'esperimento aleatorio che consiste nello scegliere in modo casuale
un punto su un segmento di lunghezza unitaria (per un approfondimento di questi argomenti si
consideri Billingsley, 1995, p.1). Si deve infine sottolineare che il cosiddetto “schema delle prove
ripetute” ora descritto ¢ anche detto schema di Bernoulli, dal momento che fu introdotto dal
matematico svizzero Jakob Bernoulli (1654-1705), un membro della famosa famiglia di matematici e
fisici che include fra l'altro il fratello Johann Bernoulli (1667-1748) e il nipote Daniel Bernoulli
(1700-1782). Jakob Bernoulli ¢ l'autore di Ars Conjectandi (pubblicato postumo nel 1713), l'opera che
ha posto le basi del calcolo combinatorio e introdotto alcuni risultati fondamentali della Teoria della
Probabilita. O
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Figura 1.5.1. Jakob Bernoulli (1654-1705) e
frontespizio di Ars Conjectandi (1713).

e Esempio 1.5.3. Si consideri il tempo di attesa per un evento sismico in due determinate regioni.
Ogni risultato di questo fenomeno aleatorio ¢ del tipo “i tempi di attesa sono rispettivamente pari a ¢;
e to unita temporali”, dove t1,%2 > 0. Quindi, dal momento che lo spazio fondamentale relativo a
ciascun fenomeno aleatorio ¢ del tipo € = [0,00[ con k = 1,2, lo spazio fondamentale prodotto
risulta

Q:Ql XQQZ [0,00[X [0,00[
L'evento
E = {(tl,tg) et € [1,3],t2 S [4,00[}

¢ rettangolare dal momento che E = E; x Es, dove Ey C 1 e Ey C 2y sono dati da Fy = [1,3] e
Ey = [4, 00]. Al contrario l'evento

E:{(tl,tg) €EQ:t1+ty € [0,3]},

ovvero “la somma dei tempi di attesa non supera le 3 unita temporali”, non ¢ dato dal prodotto
cartesiano di eventi di {21 e 2. Infine l'evento

E = {(tl,tg) et € [073]} >

ovvero “il tempo di attesa nella prima regione non supera le 3 unita temporali”, risulta esprimibile
come prodotto cartesiano F = E; X )y, dove E; C €2 & dato da Ey = [0, 3]. Quindi, F rappresenta
l'evento cilindrico che si verifichi £ nel primo esperimento aleatorio. Per quanto riguarda infine la o-
algebra prodotto, F ¢ in questo caso la o-algebra generata dagli eventi rettangolari del tipo £y X Ebo,
dove E) € Fi e Ey € F,, mentre F; e F» sono o-algebre di eventi rispettivamente costruite come
nella Sezione 1.4 nel caso di un solo esperimento aleatorio con spazio fondamentale di cardinalita non
numerabile. Se si considera infine il tempo di attesa per un evento sismico per regioni situate lungo un
intero meridiano, allora lo spazio fondamentale prodotto risulta € = [],.,€, dove I rappresenta
l'insieme di posizioni sul meridiano. In questo caso, I ¢ un insieme che contiene un'infinitd non
numerabile di indici e F puo essere scelta come la o-algebra generata dalla classe degli eventi
cilindrici di €. O

1.6. Riferimenti bibliografici

Per quanto riguarda la storia della Teoria della Probabilita, si suggerisce di consultare i testi di Hald
(1998, 2003). L'approccio alla probabilita basato sulla Teoria della Misura ¢ estesamente considerato
nei testi avanzati di Ash e Doléans-Dade (2000), Billingsley (1995), Borovkov (2013), Foata e Fuchs



14 Eventi e classi di eventi

(1998), Gut (2005), Klenke (2020), Le Gall (2022), Rao e Swift (2006), Resnick (2014), Roussas
(2014) e Walsh (2012) e nei testi introduttivi di Jacod e Protter (2004), Letta (1993), Rosenthal (2006)
e Venkatesh (2012). Basandosi sul medesimo approccio, 1 testi di Dudley (2004) e Kallenberg (2021)
forniscono risultati e dimostrazioni in modo dettagliato e sono opportuni per un lettore esigente. Per
un approccio classico alla probabilita, si dovrebbe consultare il fondamentale testo di Feller (1968).
Per quanto riguarda le tecniche di enumerazione e il calcolo combinatorio si veda Graham et al.

(1994).

1.7. Esercizi svolti

Sezione 1.1

e Esercizio 1.1.1. (Modello di Maxwell-Boltzmann) Si consideri I'esperimento aleatorio che consiste
nell'inserire in modo casuale m palline distinguibili in M celle. Si determini la cardinalita dello spazio
fondamentale €2 relativo all'esperimento.

Soluzione. Al fine di enumerare le configurazioni di palline nelle celle, si consideri il principio di
moltiplicazione. Questo principio afferma che in una sequenza di m scelte, per cui vi sono M;
alternative al primo livello, ..., M, alternative all'm-esimo livello, il numero di possibili modi in cui
possono essere fatte le scelte & dato da [];-; M. Nel caso specifico, si deve scegliere dove inserire la
prima pallina nelle M celle, ..., I'm-esima pallina nelle M celle. Dunque, card(2) = M™. Nel
modello di Maxwell-Boltzmann, inizialmente considerato nella fisica teorica, questa cardinalita ¢ in
effetti quella delle modalita in cui si possono disporre m particelle in M regioni spaziali. O

e Esercizio 1.1.2. Si consideri 'esperimento aleatorio che consiste nell'inserire in modo casuale m
palline distinguibili in M celle in modo tale da avere al massimo una pallina per cella, assumendo che
m < M. Si determini la cardinalita dello spazio fondamentale €2 relativo all'esperimento.

Soluzione. Per il principio di moltiplicazione considerato nell'Esercizio 1.1.1, si deve scegliere
dove inserire la prima pallina nelle M celle, la seconda pallina nelle rimanenti (M — 1) celle

disponibili, ..., I'm-esima pallina nelle ultime (M — m + 1) celle disponibili. Dunque, si ha
M!
Si osservi che se m = M, allora risulta card(2) = M. O

e Esercizio 1.1.3. (Modello di Bose-Einstein) Si consideri 1'esperimento aleatorio che consiste
nell'inserire in modo casuale m palline indistinguibili in M celle. Si determini la cardinalita dello
spazio fondamentale € relativo all'esperimento.

Soluzione. Per ogni configurazione di palline nelle celle si pud adottare una rappresentazione per
mezzo di due simboli, ovvero le barre e gli asterischi. Piu esattamente, si considerano M spazi fra
(M + 1) barre per indicare le celle, mentre le palline indistinguibili vengono indicate con m asterischi
disposti fra le barre. Si tenga presente che il simbolo iniziale e finale in ogni configurazione deve
essere necessariamente la barra. Al fine di ottenere una configurazione, si deve dunque scegliere dove
inserire la prima pallina fra le (M — 1) barre interne, ovvero si hanno M possibili scelte. Si ottiene in
questo modo una sequenza di M simboli, ovvero (M — 1) barre e un asterisco. La seconda pallina
viene inserita fra gli M simboli precedenti, ovvero si hanno (M + 1) possibili scelte. Si ottiene quindi
una sequenza di (M + 1) simboli, ovvero (M — 1) barre e due asterischi. Iterando il procedimento,
I'm-esima pallina viene inserita fra gli (M +m —2) simboli precedenti, ovvero si hanno
(M +m — 1) possibili scelte, ottenendo infine una sequenza di (M + m — 1) simboli, ovvero
(M — 1) barre e m asterischi. Le palline sono indistinguibili e quindi l'ordine in cui vengono inserite ¢
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ininfluente. Dunque, dal momento che esistono m! possibili ordini di inserimento e per il principio di
moltiplicazione, si ha

card(Q2) = =

m)!

MM+1)x - x (M+m-—1) (M—i—m—l).

Nel modello di Bose-Einstein considerato nella meccanica statistica, questa cardinalita ¢ in effetti
quella delle modalita in cui si possono disporre m particelle indistinguibili in M regioni spaziali. 1l
modello si applica ad esempio ai fotoni ed atomi che contengono un numero pari di particelle
elementari.
O

e Esercizio 1.1.4. (Modello di Fermi-Dirac) Si consideri l'esperimento aleatorio che consiste
nell'inserire in modo casuale m palline indistinguibili in M celle in modo da avere al massimo una
pallina per cella, assumendo che m < M. Si determini la cardinalita dello spazio fondamentale 2
relativo all'esperimento.

Soluzione. Sulla base dell'Esercizio 1.1.2, dal momento che esistono m! possibili ordini di
inserimento di palline indistinguibili, si ha

card(Q):M(M_l) X oo X (M—m+1) _ (M)

m) m

Nel modello di Fermi-Dirac, questa cardinalita ¢ in effetti quella delle modalita in cui si possono
disporre m particelle indistinguibili in M regioni spaziali, in modo che ogni regione contenga al
massimo una particella. Il modello si applica ad esempio ad elettroni, protoni e neutroni. O

Sezione 1.2

e Esercizio 1.2.1. Considerato lo spazio fondamentale €2 e la successione di eventi (E,),>1, si
verifichi che liminf, F,, C limsup,, F,, e che
limsup, F,, = (liminf, E; )¢ .

Soluzione. Si assuma che w € liminf, . Tenendo presente la definizione di limite inferiore di
una successione di eventi, per qualche n si ha w € (), E), ¢ quindi risulta w € Ej, per ogni k > n.
Dunque, si ha che we U;O:TLEk per ogni n, OVvero w € ﬂfLO:1U21”Ek = limsup,, E,,. Quindi,
liminf, £, C limsup, F,. Inoltre, tenendo presente la relazione di De Morgan, si ha

limsup, E,, = ﬁ (ﬁ E,S) I = (Loj ﬁ Eg) | = (liminf, E;) . O

n=1 \k=n n=1k=n

e Esercizio 1.2.2. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = [0, 2] e la successione di eventi (E),),>1
tale che £, = [0,1 + ( — 1)""'n~!]. Si determini liminf,, E,, € lim sup,, E,,.
Soluzione. Si ha

~ (0,1 —n™!] n pari

ﬂ Er = -1 et
—(n n

y 0,1 —(n+1)""] ndispari

e dunque risulta
liminf, E, = [ J[0,1— (n+1)""] = [0,1].
n=1

Analogamente, si ha
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[OJ B — 0,14+ (n+1)"'] n pari
P01 407 n dispari

e dunque risulta

Non esiste il limite della successione in quanto liminf,, £, e lim sup,, &/,, non coincidono. O

e Esercizio 1.2.3. Si consideri uno spazio fondamentale €2 e la successione di eventi (E,,),>1 tale che
FE,, = E sen ¢ pari, mentre F,, = F' se n ¢ dispari. Si determini liminf,, £, e limsup,, F,,.
Soluzione. Si ha

(E=()(ENEn)=()(ENF)=ENF
k=n k=n k=n
e dunque risulta

liminf, E, = | J(ENF)=ENF.

n=1

Analogamente, si ha

UE = EvEL) =] EUF)=EUF
k=n k=n k=n

e dunque risulta

limsup, E, = [ (EUF)=EUF .

n=1

Non esiste il limite della successione in quanto lim inf,, ,, € lim sup,, £, non coincidono. O

Sezione 1.3

e Esercizio 1.3.1. Si consideri lo spazio fondamentale relativo al lancio di un dado, ovvero
0 =1{1,2,3,4,5,6}, e laclasse di eventi £ = {E, E»}, dove E; = {1,2} e E, = {2}. Si descriva la
o-algebra o(€) generata da &.

Soluzione. La c-algebra F = o(€) deve contenere gli eventi £y N Ey = {2}, EyNES = {1} ¢
E¢NES ={3,4,5,6} che costituiscono una partizione di €2, oltre agli eventi () e €. Dunque, la o-
algebra richiesta ¢ data da

F=A{0,{1},{2},{1,2},{3,4,5,6},{1,3,4,5,6},{2,3,4,5,6},Q} . O

e Esercizio 1.3.2. Si consideri spazio fondamentale 2 e la classe di eventi £ = {E4, Ey}. Si descriva
la o-algebra o (&) generata da €.

Soluzione. La o-algebra F = (&) puo essere costruita dalla partizione di €2 data dai 4 eventi
EiNEy, E;NES, Ef N Ey e BN ES. La o-algebra F ¢ tale che card(F) = 2¢ e contiene tutti gli
eventi che si possono ottenere mediante le opportune unioni di eventi della partizione. In generale, se
si considera la classe di eventi £ = {Fj,..., F,}, la o-algebra F = o (&) pud essere costruita dalla
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partizione di 2 data dai 2" eventi del tipo (,_, F}, dove F, = Ey sek € Je F, = Eisek eI\ J,
mentre J ¢ una scelta di indici di I = {1,...,n}. In questo caso risulta card(F) = 27", O

Sezione 1.4

e Esercizio 1.4.1. Si consideri lo spazio fondamentale €2 = ]0, 1] e la classe di eventi F di €2 tale che
se I/ € F, allora E ¢ numerabile o £ ¢ numerabile. Si verifichi che F ¢ una o-algebra.

Soluzione. La classe F ¢ non vuota dal momento che E =]0,1] N Q € F ¢ numerabile. Dalla
definizione di F si verifica immediatamente che se £ € F allora E° € F. Inoltre, sia (F,),>1 una
successione di eventi di F. Tenendo presente che un'unione numerabile di eventi numerabili ¢ ancora
numerabile, se tutti gli eventi della successione sono numerabili si ha | J -, E, € F. Al contrario, si
supponga che almeno un evento £}, della successione sia tale che £} ¢ numerabile. Dunque, si ha
(UL B =N, ES C Ef € F e quindi anche in questo caso risulta | J~, E,, € F. Si deve quindi
concludere che F ¢ una o-algebra. O

Sezione 1.5

e Esercizio 1.5.1. Si consideri lo spazio probabilizzabile prodotto (2, F) con 2 =Q; x Qs ¢ la
classe di eventi F; tale che se £ € )y, allora E¥ x {2s € F. Si verifichi che F; ¢ una o-algebra sullo
spazio fondamentale €2;.

Soluzione. Si osservi che F; € una classe di eventi cilindrici. La classe € non vuota dal momento
che F ¢ una o-algebra. Inoltre, se I/ € F; si ha

E°XxQy=(Ex ) eF

e quindi £¢ € F;. Infine, se (E,,),>1 € una successione di eventi di F; si ha

G (En XQQ) = (

per cui |J>~ | E,, € Fi. Dunque, F; ¢ una o-algebra. O

E’IL) XQQEfa
1

n=
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Capitolo 2
Misure di probabilita

2.1. Definizione assiomatica di probabilita

Il trattamento rigoroso della Teoria della Probabilita ¢ stato introdotto intorno al 1930 dal
matematico russo Andrej Nikolaevic Kolmogorov (1903-1987). Kolmogorov sviluppo il concetto di
probabilita assumendo la Teoria della Misura come metalinguaggio per la Teoria della Probabilita, in
modo da superare il dibattito fra quanti consideravano la probabilita come limite di frequenze relative,
ovvero la cosiddetta impostazione frequentista, e quanti cercavano un fondamento logico della stessa
(per un'analisi approfondita dei vari concetti di probabilita, si veda von Plato, 1994). Al contrario,
l'approccio proposto da Kolmogorov semplicemente definisce la probabilitd in modo assiomatico,
postulando in effetti che la probabilita sia una misura normalizzata (Kolmogorov, 1933). Risulta
quindi opportuno definire inizialmente il concetto di misura prima di introdurre quello di probabilita.

Figura 2.1.1. Andrej Nikolaevic Kolmogorov (1903-1987).

Definizione 2.1.1. Una applicazione p : F — [0, co[ € una misura su F se per ogni successione di
eventi incompatibili (E,),>1 € F si ha

M(GEn> :f:ﬂ(En)' O

La precedente definizione stabilisce che una misura ¢ una funzione non negativa su JF con la
cosiddetta proprieta della o-additivita (o additivita numerabile). Una misura ¢ detta invece additiva se
dati n eventi incompatibili (Ej);_, € F, allora pu(U,_, Ex) = > p_11(Ex). Inoltre, se u(2) =1 la
misura ¢ detta normalizzata. Nel linguaggio della Teoria della Misura, la terna (€2, F, 1) € detta spazio
misurato.
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Data l'importanza del concetto di probabilita, in modo leggermente ridondante, viene data di
seguito anche la classica definizione assiomatica di probabilita attraverso tre assiomi (che
evidentemente definiscono di nuovo la probabilita come misura normalizzata).

Definizione 2.1.2. Una applicazione P : F — [0, co[ ¢ una misura di probabilita (o semplicemente
probabilita) se:
i) P(FE) > 0perogni E € F;
i) P(Q2) =1,
iii) per ogni successione di eventi incompatibili (E,),>1 € F siha

P( ) E) = iP(En) . O

n= n=1

In effetti, gli assiomi i) e iii) della Definizione 2.1.2 stabiliscono che la probabilita ¢ una misura o-
additiva, mentre 1'assioma ii) stabilisce che questa misura ¢ normalizzata a 1. La terna (2, F, P) ¢
detta spazio probabilizzato. Si noti che l'approccio assiomatico non fornisce il modo con cui
selezionare la misura di probabilita P. In pratica, l'individuo che analizza l'esperimento o il fenomeno
aleatorio esprime un “grado di fiducia” nei confronti degli eventi di F, che lo portano a definire una
data misura di probabilita. Ovviamente, un differente individuo potrebbe essere incline a specificare
un diverso “grado di fiducia” nei confronti degli stessi eventi di F, in modo tale da definire una
differente misura di probabilitd rispetto al primo individuo. Quindi, la scelta di P, ovvero la
costruzione di uno spazio probabilizzato, ha per sua natura un carattere arbitrario e sara discussa in
dettaglio nella Sezione 2.3.

2.2. Alcune proprieta della probabilita

Come conseguenza della definizione assiomatica di probabilita derivano numerose proprieta.
Alcune di queste proprieta sono enunciate di seguito.

Proposizione 2.2.1. Se (2, F, P) & uno spazio probabilizzato, si ha P((}) = 0.

Dimostrazione. Dal momento che 2 = Q2 U (), essendo € e () incompatibili, per l'assioma iii) della
Definizione 2.1.2 si ha P(§2) = P(2) + P(0) e quindi risulta P(()) = 0 tenendo presente 1'assioma ii)
della Definizione 2.1.2. O

Proposizione 2.2.2. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Se E € F, allora
P(E°)=1—-P(E).

Dimostrazione. Dal momento che 2 = E U E°, essendo F e E° incompatibili, per 1'assioma iii)
della Definizione 2.1.2 si ottiene P(2) = P(F)+ P(E°), da cui si ha la tesi tenendo presente
l'assioma ii) della Definizione 2.1.2. O

e Esempio 2.2.1. (Problema dei compleanni) In modo simile all'Esempio 1.1.3, si considerino m
palline distinguibili inserite in modo casuale in M celle. Si supponga che ogni configurazione di
palline nelle celle sia ugualmente probabile, ovvero che per ogni evento elementare di {2 si abbia
P({wr}) = M~™. Si vuole determinare la probabilita di avere una configurazione con almeno due
palline in una cella. In questo caso, se I rappresenta l'evento di ottenere una configurazione con al piu

una pallina per cella, dal momento che esistono (M]”f[;n), di tali configurazioni se m < M, si ha
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M! 1
(M —m)! M™°

P(E) =

mentre P(E) = 0 se m > M. Dunque, la probabilita richiesta ¢ data da

M! 1

PO =1 = 3 oyt 3

se m < M, mentre P(E°) =1 se m > M. Risulta inoltre facile verificare che P(E°) ¢ una funzione
crescente di m per un dato M. Questi risultati possono essere utilizzati nella soluzione del cosiddetto
problema dei compleanni. Supponendo che m persone siano riunite in una stanza, questo problema
consiste nell'ottenere la probabilita di avere almeno due persone con il compleanno nello stesso giorno
dell'anno. Se si assume che tutte le configurazioni di compleanni siano ugualmente probabili e di
avere un anno pari a M = 365 giorni, la probabilita richiesta si ottiene immediatamente dalla
precedente espressione. In modo piuttosto controintuitivo, ¢ sufficiente che m = 23 persone siano
presenti nella stanza per ottenere che questa probabilita sia maggiore di % In effetti in questo caso si
ha P(E°) ~ 0.507. Si noti che P(E°) cresce rapidamente al crescere di m. In effetti se m = 50
persone sono presenti nella stanza, si ha P(E°) ~ 0.970. Per curiosita relative al problema dei
compleanni si veda Olofsson (2015, p.61). O

Proposizione 2.2.3. Sia (€2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Se Ey, E; € F e E; C E», allora
P(Ey\ Ey) = P(E,) — P(E)) .

Inoltre, si ha P(E;) < P(Es).
Dimostrazione. Dal momento che £} C F,, Es pud essere scritto come

Ey=FE1 U (Ey\ E1),
dove F; e E5 \ Ej sono tra loro incompatibili. Dunque, per l'assioma iii) della Definizione 2.1.2 si ha
P(E;) = P(Ey) + P(Ey\ Ev),

da cui segue immediatamente la prima parte. Essendo P(E;\ E;) > 0 per l'assioma i) della
Definizione 2.1.2, si ha la seconda parte. O

Come conseguenza della Proposizione 2.2.3, dal momento che per ogni £ € F si ha E C (2, allora
P(E) < P(2) = 1. Tenendo presente 'assioma i) della Definizione 2.1.2, si pud quindi concludere
che 0 < P(E) < 1perogni E € F.

Proposizione 2.2.4. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Se F,, FE», € F, allora

P(E1UE,) = P(Ey)+ P(Ey) — P(E1NEy).

Dimostrazione. Tenendo presente le relazioni

E\UE, = FE U (Ey\ Ey)

Ey,=(E1NEy)U(Ey\ Ey),

dal momento che i secondi membri delle due uguaglianze sono dati dall'unione di eventi incompatibili,
per l'assioma iii) della Definizione 2.1.2 risulta

P(E\U Ey) = P(Er) + P(E» \ En)
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P(E») = P(E, N Ey) + P(By\ Ey) .

Sottraendo membro a membro queste relazioni si ottiene la tesi. O

e Esempio 2.2.2. (Gioco del bridge) Il gioco del bridge ¢ stato frequentemente analizzato in termini
teorici dai matematici. Emile Borel ¢ stato addirittura I'autore, insieme al giocatore di scacchi e di
bridge André Chéron (1895-1980), di un manuale specifico, ovvero Théorie Mathématique du Bridge
a la Portée de Tous (1940). Nel gioco del bridge viene assegnata ad ogni giocatore una mano
composta da 13 carte scelte casualmente da un mazzo di 52 carte. Quindi, se si considera la mano di
carte assegnata ad un singolo giocatore, i possibili risultati sono dati da tutte le scelte di 13 carte dal
mazzo, ovvero card({2) = (i’?,)) Se si assume che nessun baro sia presente al tavolo di gioco, si puo
supporre che ogni mano di carte sia ugualmente probabile, ovvero che per ogni evento elementare si

. -1 . L ey 1 .
abbia P({wy}) = (‘;’:2,)) . Si consideri dunque la probabilita di ottenere una mano che contiene 1'asso,

il re, la regina, il fante e il dieci di almeno un seme di cuori o di quadri. Se si indica con E; e F; gli
eventi tali che le cinque carte descritte siano presenti nella mano rispettivamente per il seme di cuori e

di quadri, allora si ha
47\ 52\ "
P(E)) = P(Ey) = .
ey =re) =y )(55)
a7

In effetti vi sono ( S ) mani equiprobabili che contengono le cinque carte d'interesse per il seme di
cuori e altrettante mani per il seme di quadri. Inoltre, si ha

- (3)(2)"

dal momento che vi sono (432) mani equiprobabili che contengono contemporaneamente le cinque
carte d'interesse del seme di cuori e del seme di quadri. Dunque la probabilita richiesta ¢ data da

P(E,UE,) = 2(487) (?2)_1 - (432) (‘ig)_l ~ 0.001 .

Questo esempio richiede la conoscenza elementare dei metodi di enumerazione (per una introduzione
all'argomento si veda Graham et al., 1994). Ulteriori problemi relativi al gioco del bridge sono
considerati da Ash (2008) e da Feller (1968). l

il BOREL e Andri CHERN

THE MATHEMATICAL THEORY OF BRIDGE.
: by

SIE Enie BOREL and André CHERON
BRIDGE Tt s vl by

Al Trah.

THEORIE MATHEMATIQUE

®
v &

T
IS A

Figura 2.2.1. Frontespizio dell'edizione originale e dell'edizione inglese di
Théorie Mathématique du Bridge a la Portée de Tous (1940).
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La Proposizione 2.2.4 pud essere utilizzato in maniera ricorsiva per la determinazione della
probabilita dell'unione di n eventi. Ad esempio, dati tre eventi F;, Fs e FEj3, tenendo presente le
proprieta associativa e distributiva dell'unione di eventi e applicando tre volte la Proposizione 2.2.4, si
ottiene

P(EyUEyUE3) = P(EyUEy) + P(E3) — P((E1 U Es) N E3)
= P(Ey)+ P(E2) — P(E1 N Ey) + P(E3) — P((Ey N E3) U (B2 N E3))
= P(E))+ P(Es;) + P(E3) — P(EyNEy) — P(EyNE;) — P(E;NEs)+ P(EyNEyN E;) .

In generale, si puo ottenere la probabilita dell'unione di n eventi mediante la Formula di Inclusione
ed Esclusione considerata nel seguente Teorema. La formula ¢ stata introdotta da Abraham de Moivre
(1667-1754), uno dei padri della Teoria della Probabilita, anche se ¢ comunemente legata al nome del
matematico francese Jules Henri Poincaré (1854-1912). Abraham de Moivre nacque in Francia anche
se passO la maggior parte della sua vita in esilio in Inghilterra, dove scrisse quello che puo essere
considerato il primo manuale di Teoria della Probabilita, ovvero The Doctrine of Chances pubblicato
nel 1718.

THE

DOCTRINE
CHANCES:

o R,
A b of Caboslaving the Pridabdl iy
uf Everes an Play,

R e S R SR R O e Vel B
Ity & v Mirwe. F.R.5
A PSS ST B N I S S S
Lo NDO K
Preind by B P, fog e Aafier. MDLCEVIIL

Figura 2.2.2. Abraham de Moivre (1667-1754) e
frontespizio di The Doctrine of Chances (1718).

Teorema 2.2.5. (Formula di Inclusione ed Esclusione) Sia (€2, 7, P) uno spazio probabilizzato.
Dati n eventi (Ej)}_, € F, siha

P(O Ek> = Z (=118,
k=1

k=1
dove

Sin= >, PE,N...NE;).

1<pi<...<jr<n

Dimostrazione. La relazione pud essere verificata in modo laborioso per induzione. Per una
semplice dimostrazione basata sul valore atteso, si veda I'Esercizio 4.2.5. O

e Esempio 2.2.3. (Problema delle concordanze) Si considerino n celle numerate in cui vengono
inserite in modo casuale n palline a loro volta numerate, in modo tale che una cella contenga una sola
pallina. T possibili risultati sono dati da tutte le configurazioni di palline nelle celle e quindi risulta
card(2) = n!, ovvero gli elementi di €2 sono in corrispondenza biunivoca con le possibili
permutazioni dei primi n interi. Supponendo che ogni configurazione sia ugualmente probabile,
ovvero che per ogni evento elementare wy, € €2 si abbia P({w;}) = (n!)~!, si vuole determinare la
probabilita che almeno una pallina sia in una cella con un numero identico. Se Ej; rappresenta l'evento
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per cui la configurazione ¢ tale che la pallina numerata con k ¢ nella cella con il medesimo numero,
allora la probabilita in questione risulta P(|J;_;Ex). Dal momento che esistono (n — 1)!
configurazioni per cui la pallina numerata con j ¢ nella cella numerata con j, allora si ha

p(gy) ="

Inoltre, esistono (n — 2)! configurazioni per cui la pallina numerata con j; ¢ nella cella numerata con
J1, mentre la pallina numerata con j5 € nella cella numerata con j». Dunque, si ha

(n—2)!
P(E; NE),) = o

In generale, per k = 1, ..., n risulta

(n—k)!
n!

PE;N...NE;) =

Dal momento che P(E; N... N E;,) ¢ costante per ogni k e che esistono (Z) possibili scelte di &
eventi fra n eventi, si ha infine

1
H .
In base alla Formula di Inclusione ed Esclusione, la probabilita richiesta ¢ quindi data da

n n_(_ 1)k
(0s) -

k=1

n

Sk = (k

) P(E; 0. By =

Per n abbastanza elevato la precedente probabilitd pud essere approssimata da 1 —e ' ~ 0.632 e
quindi, in modo piuttosto controintuitivo, la probabilita che almeno una pallina sia inserita in una cella
con lo stesso numero risulta maggiore di % Per ulteriori problemi relativi a giochi di rencontre si veda
Feller (1968). La prima analisi del presente problema ¢ dovuta al matematico francese Pierre
Raymond de Montmort (1678-1719), autore di Essay d'analyse sur les jeux de hazard (1708), una
delle prime trattazioni del gioco d'azzardo con metodi probabilistici. O

Figura 2.2.3. Frontespizio di
Essay d'analyse sur les jeux de hazard (1708).

Proposizione 2.2.6. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati n eventi (E},);_, € F, allora
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P (U Ek> > ml?X(P(Ek)) :

k=1

Dimostrazione. Dal momento che E;, C |J;_, E), per ogni k, allora P(Ey;) < P(U,_,Ex) per la
Proposizione 2.2.3. Se la disuguaglianza ¢ valida per ogni P(E}), allora risulta valida anche per il
corrispondente massimo. O

Proposizione 2.2.7. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati n eventi (E£});_, € F, allora

P (ﬂ Ek> < min(P(Ey))
k=1

Dimostrazione. Dal momento che (,_; Ex C Ej, per ogni k, allora P((,_;Ex) < P(E}) per la
Proposizione 2.2.3. Se la disuguaglianza ¢ valida per ogni P(E}), allora risulta valida anche per il
corrispondente minimo. O

Il prossimo Teorema fornisce due utili disuguaglianze sulla probabilita dell'unione di n eventi.
Queste disuguaglianze hanno importanti applicazioni nella statistica matematica e furono introdotte
dal matematico italiano Carlo Emilio Bonferroni (1892-1960).

Teorema 2.2.8. (Disuguaglianze di Bonferroni) Sia ({2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati n
eventi (Ey);_, € F, allora

i P(Ey)— Y P(E,NE)<P (0 Ek> < Z P(E}) .
k=1 1<k<j<n k=1 k=1

Dimostrazione. La maggiorazione ¢ ovviamente verificata per n = 1 ed ¢ valida per n = 2 per la
Proposizione 2.2.4. Inoltre, dalla medesima Proposizione si ha

k=1 k=2 k=2

Applicando di nuovo la Proposizione 2.2.4 risulta

P(OEk> SP(El)—I-P(EQUOEk) SP(El)—I—P(EQ)—l—P(OEk) .
k=1 k=3 k=3

Iterando il procedimento si ottiene la maggiorazione per induzione. La seconda disuguaglianza ¢
ovviamente verificata per n = 1 ed ¢ valida per n = 2 per la Proposizione 2.2.4. Di nuovo per la
medesima Proposizione e tenendo presente la precedente maggiorazione, si ha

n n—1 n—1
P(UEk> :P(ETL)JrP(U Ek> - (U (E, N Ek)
k=1 k=1 k=1
n—1 n—1
zP(En)+P<UEk> P(E,N Ey) .

k=1 k=1

Applicando ancora la Proposizione 2.2.4, si ha
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k=1

n n—2 n—1 n—2
P(U Ek> > P(E,)+P(E, 1)+ P (U Ek> ~) P(E,N E) =) _ P(E, 1N E}).
k=1 k=1 k=1

Dunque, iterando il procedimento, si ottiene la seconda disuguaglianza per induzione. O

Proposizione 2.2.9. Sia (2, 7, P) uno spazio probabilizzato. Dati »n eventi (E})}_, € F, si ha

k=1 k=1

Dimostrazione. Dalla relazione di De Morgan, si ha

p(mE) zl_p@Eg) |

Dalla precedente relazione e dal Teorema 2.2.8, si ottiene inoltre

P(ﬂ Ek> >1-) P(Ej)=1-) (1-P(Ey)) =) P(E)—(n—1)
k=1 k=1 k=1 k=1
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Nel caso che vengano considerate successioni di eventi, si possono ottenere un insieme di ulteriori
interessanti proprieta per la probabilita. I seguenti due Teoremi provano la “continuita” della misura di
probabilita.

Teorema 2.2.10. (Teorema della Convergenza Monotona) Se ({2,F,P) €& uno spazio
probabilizzato e se (F,),>1 € una successione crescente o decrescente di eventi di F, allora
limP(E,) = P(imE,) .
n n
Dimostrazione. Si consideri una successione crescente. Si ha FE, C F,;; e quindi

P(E,) < P(E,1), ovvero la successione numerica (P(FE,)),>1; ammette limite essendo crescente e
limitata superiormente da 1. Si esprima FE,, come unione di eventi incompatibili, ovvero

E,=E U(E,\E)U... U(E,\ E,1) = By U (Bx \ Exa)
k=2
da cui
limE, = | J E, = E U (Bx\ Bra),
" n=1 k=2
essendo lim,, F,, = U;;O:lEn dal momento che la successione € crescente. Inoltre, si ha
P(E,) = P(E1)+ Y P(E;\ Ex1),
k=2

e quindi, data la o-additivita di P, risulta



Capitolo 2 27

lim P(E,) = P(Ey) + iP(Ek \E;1) =P (E1 U O (B \ Ek_1)> = P(lim E,)
k=2 k=2

Si consideri una successione decrescente. Risulta dunque FE, 1 C E, e quindi P(E, ;) < P(E,),
ovvero la successione numerica (P(FE,)),>; ammette limite essendo decrescente e limitata
inferiormente da 0. Se (E,),>1 ¢ decrescente la successione (E¢),>; € crescente, per cui dalla prima
parte si ha

lim P(ES) = P(lim EX)

e quindi dalla relazione di De Morgan

lim P(E,) = lim (1 = P(E;)) = 1 = P(im E}) = 1 - (U ) (ﬁ ) P(imE,),

essendo lim,, F,, = ﬂf;o:lEn dal momento che la successione € decrescente. O
Teorema 2.2.11. (Lemma di Fatou) Se (2, 7, P) & uno spazio probabilizzato e se (E,),>1 € una
successione di eventi di F, allora
P(liminf, E,) < liminf, P(E,) < limsup, P(E,) < P(limsup, E,) .
Se la successione ammette limite, allora
lim P(E,) = P(limE,) .
Dimostrazione. Posto F,, = (),_,E; ¢ D, = U;—,Ek, (F,)n,>1 ¢ una successione crescente di

eventi e (D,),>1 € una successione decrescente di eventi. Inoltre, si ha F,, C E, C D,. Dunque,
risulta

limF, = U F, = liminf, E,,

n=1

limD,, = ﬂ D,, = limsup, F, ,

n=1
mentre dal Teorema 2.2.10 si ha

lim P(F,) = P(lim F,) = P(liminf, E,,)

lim P(D,) = P(lim D,,) = P(limsup, E,) .

Dal momento che P(F),) < P(E,) < P(D,,) per ogni n, allora si ha la prima parte del Teorema. La
seconda parte del Teorema segue immediatamente dalla prima, in quanto se la successione di eventi
ammette limite, allora

P(liminf, E,,) = P(limsup, E,) . O
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Proposizione 2.2.12. Se (2, F, P) é uno spazio probabilizzato e se (E,),>1 & una successione di
eventi di F tale che P(FE,) = 0 per ogni n, allora

P(E_len) =0,

Inoltre, se (E,),>1 & una successione di eventi di F tale che P(E,) = 1 per ogni n, allora

p<ﬁE) -1

Dimostrazione. Dalla prima disuguaglianza di Bonferroni (Teorema 2.2.8) per ogni n si ha

P(O Ek) <3 P(B) =0,
k=1 k=1

e quindi dal Teorema 2.2.10 e dall'assioma i) della Definizione 2.1.2 segue la prima parte della
Proposizione. Dal momento che se P(E,) =1 allora P(E¢) = 0, dalla relazione di De Morgan e
dalla prima parte della Proposizione si ha

P(ﬁEn>:1—P<QE;;>:1. O

2.3. Costruzione di spazi probabilizzati

Dato uno spazio probabilizzabile (2, F), al fine di ottenere il relativo spazio probabilizzato
(Q,F, P), occorre assegnare a ogni evento £ € F un numero reale P(E) mediante una applicazione
P in modo coerente con i tre assiomi della Definizione 2.1.2. A questo fine, ¢ conveniente operare in
modo che, assegnate le probabilita a certi particolari eventi di F, risultino conseguentemente
determinate le probabilita di tutti gli altri eventi di F.

Se card(2) = n, allora Q2 = {wy,...,w,} ed ¢ sufficiente assegnare le probabilita a ciascuno degli
eventi elementari, ovvero

P{wr}) =pe k=1,....n,

affinche risultino determinate le probabilita di tutti i 2" eventi di F. Ovviamente, le probabilita di ogni
evento elementare devono essere assegnate in modo da soddisfare i tre assiomi. In altri termini,
occorre che p, > 0 per ogni k =1,...,n e che >;_;p, = 1. In questo caso, infatti, poich¢ ogni
evento I/ € F ¢ costituito dall'unione di una scelta di eventi elementari ed essendo gli eventi
elementari tra loro incompatibili, si ottiene che

P(E) =3 1p(wr)pe
k=1

dove 1y rappresenta la funzione indicatrice dell'evento E, ovvero 1p(w) =1sew € E e 1p(w) =0
altrimenti.

Nel caso in cui gli eventi elementari siano considerati equiprobabili, ovvero se si assegna p, = p
per ogni k = 1, ..., n, allora occorre che risulti p = n~! affinché np = 1. Quindi, risulta evidente che
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P(E) = 23" 100 = 2UE)

=1 n

S

Questo tipo di assegnazione di probabilita ¢ detta di Laplace, in quanto fu teorizzata in particolar
modo dal matematico Pierre-Simon, marchese de Laplace (1749-1827), autore di alcune delle prime
opere sistematiche di Teoria della Probabilita, ovvero Théorie analytique des probabilités (1812) ¢
Essai philosophique sur les probabilités (1814).

THEORIE
ANALYTHUE
DES PROBABILITES;

Fa M. LE COMTE LAPLACE,

Tk " 1
betaire e oot e i i B sw Ronpcaben o s,
e By rayalin 85 Ladren o de Coblmper, e drmbliminn desk
[ A ST e ——.
Halin ais

PARIS,
= Eoean .

e

Figura 2.3.1. Pierre-Simon, marchese de Laplace (1749-1827) e
frontespizio di Théorie analytique des probabilités (1812).

e Esempio 2.3.1. Si consideri il lancio di un dado. Se il dado non ¢ truccato risulta naturale assegnare
a ciascuno dei sei eventi elementari (corrispondenti a ciascuna faccia del dado) la stessa probabilita
p = . In questo caso, l'evento £ = {1,3,5} ha probabilita P(E) = 3, essendo composto dall'unione
di 3 eventi elementari. Se invece il dado ¢ stato truccato e si assegnano le probabilita P({wy}) = pk

tali che p; = ps = 3 ¢ po = p3 = ps = ps = 75, si ottiene

3
P(E):p1+]?3+p5:1- O

In modo analogo si procede nel caso in cui €2 € numerabile, ovvero se 2 = {wy, ws, ... }. Di nuovo,
se si assegnano le probabilita a ciascuno degli eventi elementari, ovvero

P{w,}) =py,n=1,2,...,

rispettando i vincoli p, > 0 per ogni n =1,2,... e >.>° p, = 1, risultano probabilizzati tutti gli
eventi £/ € F, in quanto ciascuno di essi ¢ costituito dall'unione di una scelta di un numero finito o di
una infinita numerabile di eventi elementari. In altri termini, si ha

o0

P(E) = Z 1p(wn)pn -

n=1

Si noti che, in caso di spazi fondamentali che contengono un'infinita numerabile di risultati, non ¢
possibile assegnare a ciascun evento elementare la stessa probabilita p > 0. In questo modo, infatti,
non converge la serie Y ,p. Viceversa, assegnando p = 0 ad ogni evento elementare, la serie in
questione converge ma risulta P(€2) = 0. In effetti, in questo caso l'equiprobabilita degli eventi
elementari risulta possibile solo quando la misura di probabilita non ¢ o-additiva, ma semplicemente
additiva, come risulta dal seguente esempio.
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e Esempio 2.3.2. Si consideri uno spazio fondamentale che contiene una infinita numerabile di
risultati, ovvero Q = {wy,ws,...} e si supponga di considerare per ogni E € F, l'applicazione
p: F — [0, 00] tale che

.. card(E N F},)
p(B) = lim ——=—,
dove Fj = {wy,...,wy}. L'applicazione p rispetta l'assioma i) della Definizione 2.1.2 in quanto,

trattandosi del limite di un rapporto tra quantitd non negative, risulta u(E) > 0 per ogni E € F.
Inoltre, l'applicazione g rispetta anche I'assioma ii) della Definizione 2.1.2, in quanto
card(Q2 N Fy) = k e quindi
d(2N F
1(€) = lim card(2 N Fy) -1
k k

Tuttavia, l'applicazione p non rispetta 1'assioma iii) della Definizione 2.1.2. Infatti, per un evento
elementare {w,} si ha card{w,} NFy) =0 se n=k+1,k+2,..., e card{w,} N F}) =1 se
n=1,...,k, percui

(e )) = tim AT

ovvero p assegna la stessa probabilita p = 0 ad ogni evento elementare e dal momento che

oo

/’L{wn _O</’L(Q):1a
=1

n

l'applicazione p non ¢ o-additiva. L'applicazione y risulta invece finitamente additiva, ovvero dati n
eventi incompatibili (Ey)}_, € F,siha

" . card(Uj, (B N Fy)) card(E; N Fy,) n
M(U@)zh . e R
=1

dal momento che

card (O (E;N Fk)> = i card(E; N Fy) .

J=1 J=1

Si osservi che se E = {ws,ws,...} si ha p(E) =3, mentre se E = {w;,ws,...} allora risulta
WE) = 3. O

Infine, se 2 ¢ non numerabile, in genere si sceglie un'opportuna classe iniziale di eventi £ e si
assegna la probabilita P(F) a ciascun evento F € £ in modo da soddisfare i tre assiomi della
Definizione 2.1.2. In questo caso, se la classe iniziale ¢ scelta appropriatamente, si puo infatti
dimostrare che esiste una sola estensione di P da £ alla o-algebra o(£). In altri termini, esiste un solo
modo di assegnare le probabilita agli eventi di ¢(€) in modo da rispettare gli assiomi e senza
modificare le probabilita assegnate agli eventi di £. Questo implica in pratica che, una volta
probabilizzati gli eventi di &, risultano probabilizzati univocamente anche tutti gli eventi di F = o (&)
(si veda Dudley, 2004, p.91). Si osservi che esistono eventi in 2 a cui non ¢ possibile assegnare una

probabilita, anche se la dimostrazione dell'esistenza di tali eventi richiede addirittura I'Assioma della
Scelta (si veda Dudley, 2004, p.105).
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e Esempio 2.3.3. Si consideri lo spazio fondamentale {2 = ]0, 1]. In modo simile all'Esempio 1.4.3, la
o-algebra F puo essere costruita a partire dalla classe £ degli eventi del tipo |a,b], dove
0 < a < b < 1. In questo caso, si puo verificare che

P(Ja,b))=b—a

¢ una misura di probabilita su £ che ha un'unica estensione a F = (&) (si veda Dudley, 2004, p.94).
Dunque, tenendo presente 1'Esempio 1.4.3, in base al Teorema 2.2.10 si ha

P([a,b]) = P(lim]a — n1 b)) = lim P(Ja — n b)) = lim (b —a + n ) =b—a= P(a,b]).

In modo analogo, si ha
P(la,b]) = P([a,b]) = P(la,b]) = P(Ja,b]) .

Inoltre, si ha P({a}) = 0, ovvero tutti gli eventi elementari hanno probabilita nulla. Di conseguenza,
anche un'unione numerabile di eventi elementari ha probabilita nulla. In generale, mediante le
proprieta viste nella Sezione 2.2, si possono ottenere le probabilita di tutti gli eventi ottenibili da un
insieme numerabile di operazioni insiemistiche sugli eventi del tipo ]a, b[, |a, b], [a, b] e [a, b], ovvero
si possono ottenere le probabilita di tutti gli eventi di F. O

Nella Sezione 1.4 ¢ stato visto che la o-algebra di Borel su R puo essere costruita a partire dalle
classi di intervalli del tipo ]a, b]. Nella Teoria della Misura, la misura A che assegna la lunghezza ad
ogni intervallo |a, b] di R, ovvero A(]a,b]) = b — a, & detta misura di Lebesgue. Le basi della Teoria
della Misura, che hanno permesso l'approccio assiomatico alla Teoria della Probabilita da parte di
Kolmogorov, sono state appunto introdotte dal matematico francese Henri Léon Lebesgue (1875-
1941) nella sua tesi di laurea Intégrale, Longueur, Aire (1902) sviluppata sotto la supervisione di
Emile Borel.

Figura 2.3.2. Henri Léon Lebesgue (1875-1941).

Infine, una volta costruito lo spazio probabilizzato (2, F, P) si dice che un evento E si verifica
quasi certamente (g.c.) rispetto a P se P(F) = 1. Analogamente, nel linguaggio della Teoria della
Misura, si dice che una proprieta ¢ valida quasi ovunque (q.o.) rispetto alla misura di Lebesgue se la
proprieta ¢ verificata eccetto che su insieme di misura di Lebesgue nulla.

e Esempio 2.3.4. Dato lo spazio fondamentale {2 = ]0, 1] ¢ la misura di probabilita P dell'Esempio
2.3.3, si consideri l'evento ' = Q2 N Q, dove Q rappresenta l'insieme dei numeri razionali. Dunque, E
¢ l'insieme dei numeri razionali in |0, 1]. Dal momento che card(E) = card(Q), allora l'evento E ¢
una unione numerabile di eventi elementari. Di conseguenza, si ha P(E) = 0 anche se l'insieme E ¢
denso in ]0, 1. Quindi, I'evento E° si verifica q.c. O
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e Esempio 2.3.5. (Insieme di Cantor) Dato lo spazio fondamentale 2 =]0,1] e la misura di
probabilita P dell'Esempio 2.3.3, si consideri I'evento E di €2 costruito in modo iterativo come segue.
Si rimuove l'intervallo centrale ]%, %[ da €2, ottenendo l'evento
10 1172
El - ]07 3] U [37 1] )

per cui risulta P(E;) = %. Successivamente, si rimuove l'intervallo centrale da ]0,%] e [2,1],

37
ottenendo 1'evento
_1n 1 2 1 2 718
E, =10, 5] U [ga g] U [ga 5] U [ga 1],

per cui risulta P(E,) = %. Continuando il procedimento, alla n-esima iterazione l'evento FE,, ¢
composto dall'unione di 2" intervalli disgiunti, per cui si ha P(E,) = 2"3"". Si consideri dunque
l'evento E = ()~ E,, che nel linguaggio di Teoria della Misura ¢ detto insieme di Cantor. In effetti,
questo insieme ¢ stato introdotto dal matematico tedesco Georg Cantor (1845-1918), uno dei padri

fondatori della Teoria degli Insiemi. Si osservi che F,.; C E,, e quindi la successione di eventi ¢
decrescente, per cui, tenendo presente il Teorema 2.2.10, si ha

P(E) = P(ﬂ En> = lim P(E,) = lim 22 = 0.
n=1

n

Dal momento che si puo dimostrare che £ ¢ non numerabile (si veda Dudley, 2004, p.105), allora E ¢
un evento di probabilita nulla che contiene un'infinita non numerabile di risultati. In altre parole,
I'evento E° si verifica q.c. O

Figura 2.3.3. Georg Cantor (1845-1918) e
le prime cinque iterazioni per la costruzione dell'insieme di Cantor.

2.4. Probabilita condizionata

Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), supponiamo che si sia verificato l'evento Fy € F. Alla
luce di questa nuova conoscenza, ¢ ovvio che lo spazio fondamentale si riduce. I risultati possibili,
infatti, non sono piu tutte le eventualita che compongono €2, ma solo le eventualita che compongono
Ejy. Risultano dunque impossibili, e dovranno quindi avere probabilita nulla, tutti gli eventi di F che
sono incompatibili con Ej, mentre risulta certo, e dovra quindi avere probabilita unitaria, I'evento Ej.
In pratica, le probabilita dovranno essere riassegnate su F in modo da rispettare questi vincoli.

Definizione 2.4.1. Sia (2, F,P) uno spazio probabilizzato. Se E,E, € F ¢ P(Ey) >0, la
probabilita condizionata di F dato E ¢ data da
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P(E N Ey)

Si noti che se P(Ey) =0, la probabilita condizionata non ¢ definita. Al variare di £ in F, la
probabilita condizionata P(E | Ey) descrive una misura di probabilita P( - | Ej) che & coerente con i
tre assiomi della probabilita, come risulta dalla seguente Proposizione.

Proposizione 2.4.2. Sia ({2, F, P) uno spazio probabilizzato. Se Ey, € F e P(Ey) > 0, allora
P(- | Ey) € una misura di probabilita su F.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che P( - | Fy) soddisfa i tre assiomi della Definizione 2.1.2.
Perogni £ € F

P(ENE) _

P(E | Ey) = P(E) =

in quanto P(E N Ey) > 0, mentre P(Ey) > 0 per ipotesi. Inoltre,

PQNE,) P(E)

P(E)  P(E)

P(Q| Ey) =

Infine, data successione di eventi incompatibili (E,),>1 € F, si ha

. PURAB N E) _ PUR(B. N )
P<U £l EO) - P(Eo) T P&

in quanto (E,, N Ey),>1 € una successione di eventi incompatibili. O

Dalla definizione di probabilitda condizionata segue il cosiddetto Principio delle Probabilita
Composte, il quale permette di esprimere la probabilita dell'intersezione di due eventi £, Es € F nel
seguente modo

P(E, N E) = P(B, | Ey)P(E;)
0, alternativamente, come
P(E|NEy) = P(E, | E5)P(E,) .

Il Principio delle Probabilita Composte puod essere applicato in modo ricorsivo per determinare la
probabilita dell'intersezione di piu di due eventi. Per esempio, la probabilita dell'intersezione di tre
eventi £, Fsy, F3 € F risulta

P(EyNE;NE3)=P((E1NEy)NE;)=P(Es | EyNEy)P(E; N Ey)
= P(Es3 | E\NEy)P(Ey | E\)P(E)) .

In generale, dati n eventi (Ej)}_, € F, si verifica per induzione che la probabilita della loro
intersezione risulta

(ﬂ E) =P(E, | E\NExN...NE, ) x - x P(Ey | E\)P(Ey).
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Teorema 2.4.3. (Legge delle Probabilita Totali) Se (€2, 7, P) € uno spazio probabilizzato e se gli
eventi (E);_, € F costituiscono una partizione di 2 con P(E,) > 0 per ogni k =1,...,n, allora
per ogni E € F si ha

P(E) =" P(E | EP(E).
k=1

Dimostrazione. Dal momento che £ C (), si ha
E=EnQ=En|JE.=J(EnE).
k=1 k=1

Inoltre, gli eventi (Ej)}_, sono tra loro incompatibili e quindi anche le loro intersezioni con l'evento
F risultano incompatibili, per cui si ha
P(E) = P(U (EﬂEk)> =Y P(ENE;) =) P(E|E)P(E). O
k=1 = k=1

k=1

Dalla definizione di probabilita condizionata si pud esprimere la probabilita di un evento,
condizionata al verificarsi di un ulteriore evento, in termini della probabilita di quest'ultimo
condizionata al verificarsi del primo, ovvero se F, Es € F e P(E;), P(E,) > 0, allora

P(Ey | E3)P(Es)
P(Ey)

P(Ey | Er) =

Questa riscrittura della probabilita condizionata da luogo alla celebrata Formula di Bayes, che prende
nome dal reverendo Thomas Bayes (1702-1761), matematico inglese autore di un saggio (pubblicato
postumo nel 1763) che ha posto le basi di moderne correnti di pensiero nella Teoria della Probabilita e
nella Statistica, ovvero Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances (si veda von
Plato, 1994).

Figura 2.4.1. Probabile ritratto di Thomas Bayes (1702-1761) e frontespizio
di Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances (1763).

Teorema 2.4.4. (Formula di Bayes) Sia (2,7, P) uno spazio probabilizzato. Se gli eventi
(Ex)p_, € F costituiscono una partizione di €2 con P(Ej)) > 0 per ogni k=1, ...,n, allora dato
E € Fcon P(E) > 0siha

P(E| Ey)P(Ey)  P(E| Ey)P(E)

P(E, | E) = P(E) - YL P(E | Ep)P(Eg)
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Dimostrazione. Dalla definizione di probabilita condizionata, dal Principio delle Probabilita
Composte ¢ dalla Legge delle Probabilita Totali (Teorema 2.4.3) si ottiene immediatamente la tesi. [

Da un punto di vista formale, la Formula di Bayes sembra essere una mera riformulazione della
probabilita condizionata, ottenuta sulla base del Principio delle Probabilita Composte e della Legge
delle Probabilita Totali. Tuttavia, a causa di alcune sue interpretazioni logiche, come evidenziato in
precedenza, la formula di Bayes ha assunto una rilevante importanza applicativa, soprattutto
nell'ambito della statistica inferenziale (vedi von Plato, 1994). Per quanto riguarda la generalizzazione
della Legge delle Probabilita Totali e della Formula di Bayes, si rimanda al Capitolo 5.

e Esempio 2.4.1. Si considerino 1000 palline che sono inserite in 3 urne che contengono
rispettivamente 200, 700 e 100 palline. Se si suppone di considerare un'estrazione di una pallina da
un'urna scelta in modo casuale, allora lo spazio fondamentale risulta Q = {wy, ..., w1000}, dove wy
rappresenta il risultato relativo all'estrazione della pallina k-esima. Se si indicano con Ey, Fy e Fjs
rispettivamente l'evento che la pallina sia estratta dalla prima, seconda e terza urna, allora si ha
P(Ey) = i, P(E,) = {5 ¢ P(E3) = 15. Inoltre, si supponga che la prima urna contenga 20 palline
rosse, che la seconda urna contenga 35 palline rosse e che l'ultima urna non contenga nessuna pallina
rossa. Se si indica con E l'evento che una pallina rossa ¢ stata estratta, allora si ha P(E | Ey) = 110,

P(E | Ey) =5 e P(E | E3) =0. Dal momento che gli eventi Ey, E; e Ej costituiscono una
partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

3

11
=Y " P(E|E)P(E

£ | B) P(Ey) = 200

Applicando inoltre la Formula di Bayes, si ¢ in grado di ottenere la probabilita P(E}) | E), ovvero la
probabilita dell'evento che la pallina sia stata estratta dalla k-esima urna, condizionata all'evento che
sia stata estratta una pallina rossa. Si ottengono dunque le seguenti probabilita

PE|E)P(E) 4

P E) = ——pm) 1
e

P(E, | B) = D& LDE(ZZ)P(E” = 1—71
mentre

P(E3| E) = PE|B)P(Bs) _

P(E)

In pratica, se ¢ stata estratta una pallina rossa, allora la pallina ¢ stata estratta dalla seconda urna con la
maggiore probabilita e dalla terza urna con la minore probabilita. O

e Esempio 2.4.2. (Paradosso delle scatole di Bertrand) Si considerino tre scatole in modo tale che la
prima scatola contenga due monete d'oro, la seconda scatola contenga due monete d'argento e la terza
scatola una moneta d'oro e una d'argento. L'esperimento aleatorio consiste nel considerare 1'estrazione
di una moneta da una scatola scelta in modo equiprobabile. In questo caso, se la moneta estratta ¢
d'oro si vuole conoscere la probabilita che anche la restante moneta sia d'oro. Ingenuamente, il neofita
¢ portato a pensare che questa probabilita sia pari a 5, non tenendo presente il presente contesto di
probabilita condizionata. Formalmente, se si indicano con Ky, FEy e Ej rispettivamente gli eventi che
la moneta sia estratta dalla prima, seconda e terza scatola, allora si ha P(E;) = P(E;) = P(Es3) = =
Inoltre, se E rappresenta l'evento che la moneta estratta sia d'oro, allora P(E | E;) =1 e
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P(E | E,) =0, mentre P(E | E3) = 5. Dunque, applicando la Legge delle Probabilita Totali si
ottiene P(F) = %, da cui la probabilita richiesta risulta
P(E| EY)P(E) _ 2

P(E1|E): P(E) :ga

ovvero un risultato controintuitivo. Questo ¢ il motivo per cui il problema ¢ detto paradosso delle
scatole di Bertrand, dal momento che fu introdotto dal probabilista Joseph Bertrand (1822-1900) nel
suo testo Calcul des probabilités, pubblicato nel 1889. O

2.5. Indipendenza stocastica
Si considerino due eventi £ e Es tali che P(E;), P(E2) > 0. Dal momento che, sulla base della

definizione di probabilita condizionata, il verificarsi dell'evento FE; modifica generalmente la
valutazione probabilistica relativa all'evento Es, si puo allora concludere che

P(Ey;NEY)
P(Es | By) = ————— # P(E»).
(E> | Ev) P(Ey) # P(E)
Se questo non avviene, si deve verificare necessariamente che
P(Ey N Ey)
P(E; | E) = ————= = P(Ey).
(£ | Ey) P(E) (E2)

In base a queste considerazioni ¢ naturale introdurre la seguente definizione di indipendenza
stocastica.

Definizione 2.5.1. Sia (2, F, P) uno spazio probabilizzato. Se Ey, Fy € F, gli eventi E; e Ey
sono detti stocasticamente indipendenti (o semplicemente indipendenti) se

P(E, N Ey) = P(E)P(Ey) . O

Si noti che la definizione di indipendenza dipende dalla misura di probabilita che viene adottata. In
altri termini, due eventi che risultano indipendenti con una assegnazione di probabilita, potrebbero non
esserlo con una differente assegnazione di probabilita.

e Esempio 2.5.1. Si consideri il lancio di un dado e gli eventi £y = {1,2,3,4}, Ey = {3,4,5,6} ¢
B3 ={2,4,6}. Se gli eventi elementari sono equiprobabili, ovvero se P({k})= ¢ per ogni
k=1,...,6,allora P(Ey) = P(E>) = 2 ¢ P(F3) = 4. Gli eventi E; ¢ E; non sono indipendenti in
quanto, risultando £y N Ey = {3,4}, si ha

P(E, N EBy) = % £ P(E)P(By) = % |

Al contrario, gli eventi F; e E5 sono indipendenti in quanto, risultando Fy N E3 = {2,4}, si ha
1
P(EyNE3) = 3= P(Ey))P(E3) .

Se invece si considera una ulteriore assegnazione di probabilita P({k}) = p;, dove py =3 e
p2=... =ps = 15, allora si ha P(E;) =1 e P(F3;) = 3. In questo caso, al contrario di quanto
avviene con la precedente assegnazione di probabilita, gli eventi £y ¢ F3 non sono indipendenti in
quanto si ha
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P(ElﬁE:s):%?éP(El)P(Eﬁ:%- O

Proposizione 2.5.2. Sia (€2, F,P) uno spazio probabilizzato. Se FE;, E; € F sono eventi
indipendenti, allora anche le coppie di eventi EY e E,, E) e ES, EY e ES sono indipendenti.
Dimostrazione. Si considerino gli eventi £ e Ey. Dal momento che

Ey = (E1NEy) U (EfNEy),

dove (£ N Ey) e (Ef N E») sono eventi incompatibili, allora risulta

P(Ey;) = P(ExNEy) + P(Ey N Ey) = P(E)P(Ey) + P(EY N Esy),
da cui
P(E{ N By) = P(Ey) — P(E)P(Es) = P(By)(1 — P(Ey)) = P(Es)P(EY) ,

che prova l'indipendenza di £ e Es. In modo del tutto analogo, dal momento che
E, =(EiNEy)U(E,NES),

si dimostra l'indipendenza di £ e ES. Infine, dal momento che £ N ES = (E; U E»)¢, si ottiene

P(E{NES)=1—P(E1UEy) =1—(P(Ey) + P(Ey) — P(E1NEy))
=1— P(E1) — P(E2) + P(E1)P(E,)
= (1 - P(E1))(1 - P(E,)) = P(EY)P(Ej) ,

ovvero l'indipendenza di EY e E5. O
Proposizione 2.5.3. Se (2, F, P) & uno spazio probabilizzato, gli eventi () e 2 sono indipendenti

da ogni altro evento £ € F.
Dimostrazione. Si ha

P(EN®)=P0)=P(E)P),
mentre
P(ENQ)=P(E)=P(E)P(Q),
dal momento che P(()) = 0e P(2) = 1. O
Proposizione 2.5.4. Se ({2, F, P) & uno spazio probabilizzato, un evento £ € F ¢ indipendente da

se stesso se e solose P(FE) =00 P(F) = 1.
Dimostrazione. Se F' ¢ indipendente da se stesso si ha

P(E)=P(ENE)=P(E)?,

da cui segue che necessariamente che P(E) = 0 0 P(E) = 1. L'affermazione inversa ¢ immediata. [

Definizione 2.5.5. Sia (€2, F, P) uno spazio probabilizzato. Gli eventi (E})}_, € F sono detti
reciprocamente indipendenti se

P(E; N E;) = P(E},)P(E;)

per ogni k # j=1,...,n, mentre sono detti completamente indipendenti se per ogni possibile scelta
1<j<...<jp<ndikeventiconk =2,...,n,siha
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P (ﬁ Ej,> = ﬁP(Ej,) . O
=1 =1

Evidentemente l'indipendenza completa ¢ una condizione molto piu restrittiva dell'indipendenza
reciproca. In effetti, al fine di verificare che n eventi sono reciprocamente indipendenti devono essere
soddisfatte (g) condizioni, mentre se gli eventi sono completamente indipendenti devono sussistere
(2" — n — 1) condizioni.

e Esempio 2.5.2. Si consideri un'urna contenente 8 palline contrassegnate dai primi 8 numeri interi.
Lo spazio fondamentale relativo all'estrazione aleatoria di una pallina dall'urna ¢ dato da
Q={1,...,8}, dove ogni risultato rappresenta l'estrazione della pallina contraddistinta dal
corrispondente numero. Se ciascuna pallina ha la stessa probabilita di essere estratta, ovvero se
P({k}) = § perogni k = 1,...,8, glieventi B} = {1,2,3,4}, E, = {2,4,6,8} ¢ E3 = {3,6} hanno
probabilita P(E,) = P(E,) = 3 e P(FE3) = 1. Essendo Ey N Ey = {2,4}, si ha inoltre

P(E1 N EQ) = P(El)P(EQ) = >

mentre, essendo F; N E3 = {3}, allora

1
P(E\N By) = P(B)P(Es) = 5 .
Infine, essendo F> N E3 = {6}, si ha
1
P(E N By) = P(E)P(Es) = 5 .

Sulla base di questi risultati si pud concludere che i tre eventi sono reciprocamente indipendenti.
Tuttavia, gli stessi eventi non sono completamente indipendenti in quanto essendo £y N Es N E3 = ),
risulta

P(E\ N By N Ey) = 0 # P(E))P(Ey)P(E;) = % |

Con la medesima assegnazione di probabilita, si considerino inoltre gli eventi Fy = {1,2,3,4},
E, =1{1,5,6,7} e E5 ={1,5,6,8}, per cui risulta ovviamente P(E;) = P(E,) = P(Es3) = % In
questo caso si ha
1
P(EyNEyNE3)=P{1}) = 3= P(E))P(E,)P(Es) .

Tuttavia gli eventi non sono completamente indipendenti in quanto

P(E, N E,) = P({1}) = % £ P(B)P(B,) = i . O

2.6. Costruzione di spazi probabilizzati prodotto

Si considerino n esperimenti aleatori che danno luogo ad altrettanti spazi probabilizzati
(e, Fi, Py), dove k=1,...,n. Sia dunque = Qp x --- x €, il relativo spazio fondamentale
prodotto. Come evidenziato nella Sezione 1.5, se {2 ha cardinalita finita o numerabile, la o-algebra
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prodotto F puo essere scelta come l'insieme delle parti P(£2). In questo caso, per definire una misura
di probabilita P sugli eventi di F, ¢ allora sufficiente probabilizzare gli eventi elementari di 2. Se (2 ¢
non numerabile, allora il problema risulta notevolmente piu complesso. In effetti, se la o-algebra
prodotto F ¢ scelta come la o-algebra generata dalla classe £ degli eventi rettangolari, allora si pud
dimostrare che ¢ sufficiente probabilizzare gli eventi di £ per ottenere in modo univoco una misura di
probabilita P anche sugli eventi di F (si veda Dudley, 2004, p.255).

Una situazione di particolare interesse ¢ quella in cui ciascun esperimento aleatorio non ha
influenza sui rimanenti esperimenti aleatori, ovvero quando si richiede che

P(E, x ---x E,) = HPk(Ek) ,
k=1

per ogni £ € Fy,...,E, € F,. La misura P ¢ detta probabilita prodotto ed ¢ indicata con
P=P ®: - ® P,. Si puo dimostrare 1'esistenza e l'unicita della misura di probabilita prodotto (si
veda Dudley, 2004, p.255). La precedente relazione definisce in effetti il concetto di indipendenza per
la classe di o-algebre (Fj)}_;.

Nella Teoria della Misura, dato lo spazio misurabile prodotto (R”, B(R")), la misura di Lebesgue
A" in R™ assegna un “ipervolume” ad ogni insieme rettangolare |a1, b1] X --- X ]a,, b,] di R™, ovvero

X' (Jay, bi] X -+ X Jan, by]) = ﬁ)\(]ak,bk]) .
k=1

La terna (R", B(R™), \") ¢ uno spazio misurato prodotto.

Se in generale ((€2, Fi, Pi))rer, dove I € un insieme eventualmente non numerabile, ¢ una classe
di spazi probabilizzati, si pu0 dimostrare che sulla o-algebra prodotto F esiste un'unica misura di
probabilita P tale che

P (H Ek> =[P (&),

keJ keJ

dove (E)res € una qualsiasi classe di eventi cilindrici di 2 (si veda Dudley, 2004, p.255). In questo
caso, P ¢ detta probabilita prodotto e viene indicata con P = ), P Inoltre, la relazione definisce
il concetto di indipendenza per la classe di o-algebre (Fy)iecs. Sinoti infine che la terna (Q2, F, P) ¢
detta spazio probabilizzato prodotto.

e Esempio 2.6.1. Si lanci in modo indipendente un dado e una moneta e si consideri come unico
esperimento aleatorio la combinazione dei due esperimenti aleatori. Si supponga che il dado e la
moneta non siano truccati e quindi che le probabilita nei singoli spazi fondamentali £2; e 2y siano
assegnate ad ogni evento elementare come Pi({k}) = ¢, dove k =1,...,6, ¢ P,({j}) = 1, dove
j =t,c. Per ogni evento elementare {(k,j)} € 2 = Q; x Qo, la probabilita prodotto P = P; ® P,
risulta dunque

P({(k)}) = PN = 15
Una volta assegnate le probabilita agli eventi elementari, risultano determinate anche le probabilita dei
212 eventi che compongono la o-algebra F = P(() relativa all'esperimento aleatorio combinato. In
particolare, la probabilita dell'evento E = {(1,¢),(2,¢)} ¢ data da P(E)= ¢ e la probabilita
dell'evento E = {(3,1), (4,t),(3,¢)} ¢ data da P(E) = }. Si osservi come l'assegnazione sia coerente
con le probabilita relative ai singoli esperimenti aleatori. Per esempio, l'evento -cilindrico
E = {(2,1),(2,¢)} ha probabilita P(E) = ¢, che equivale appunto alla probabilita che nel lancio del

dado si sia verificata la faccia contrassegnata dal simbolo 2. O



40 Misure di probabilita

e Esempio 2.6.2. (Problema del Cavalier de Méré) Antoine Gombaud (1607-1684), detto Cavalier de
Méré, fu uno scrittore francese e accanito giocatore d'azzardo che pose uno dei primi problemi di
calcolo delle probabilita al matematico francese Blaise Pascal (1623-1662). Il Cavalier de Méré
ripeteva 4 volte il lancio di un dado scommettendo che la faccia contrassegnata con 6 si sarebbe
verificata almeno una volta. In questo caso, lo spazio fondamentale ¢ dato da =y x --- x €y,
dove €. rappresenta lo spazio fondamentale relativo al k-esimo lancio. Supponendo che i lanci siano
effettuati in modo indipendente, si consideri l'evento Ej; che non si sia verificata la faccia 6 al k-esimo
lancio. Quindi, se F ¢ l'evento che non si sia verificata la faccia 6 a nessun lancio, e considerando
un'assegnazione equiprobabile per ogni lancio, si ha

4 54
P(E)=P(E x---xX Ey) = P.(Ey)=1|=]| .
(8) = P =TT = (§)

Dunque, la probabilita che la faccia contrassegnata da 6 si sia verificata almeno in un lancio ¢ data da

5 4
P(ES)=1- (6) ~ 0.518..

Figura 2.6.2. Pierre de Fermat (1601 o 1607/8-1665).

Il gioco era quindi leggermente favorevole per il Cavalier de Mér¢, che aveva intuito questo risultato
semplicemente dalla sua esperienza di giocatore d'azzardo senza ovviamente conoscere l'esatta
probabilita. Ingenuamente, il Cavalier de Méré suppose che, dal momento che 1 possibili risultati nel
lancio di due dadi sono 36 (ovvero 6 volte i risultati nel lancio del singolo dado), allora ripetendo
4 x 6 = 24 volte il lancio di 2 dadi, sarebbe stato ugualmente favorevole scommettere che “il doppio
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6” si sarebbe presentato almeno una volta. Tuttavia, con grande sorpresa, il Cavalier de Méré si
accorse empiricamente che la giocata non era favorevole e fu spinto a porre il problema a Blaise
Pascal, che successivamente ebbe uno scambio epistolare con l'altro grande matematico francese
Pierre de Fermat (1601 o 1607/8-1665), in cui viene ottenuta la corretta soluzione. Formalmente, lo
spazio fondamentale ¢ dato da 2 = ; x --- x {29y, dove in questo caso 2 rappresenta lo spazio
fondamentale relativo al k-esimo lancio congiunto dei due dadi e che quindi puo essere considerato a
sua volta uno spazio prodotto di due spazi fondamentali. Se E rappresenta I'evento che non si sia
verificato “il doppio 6” su nessun lancio congiunto dei due dadi, considerando un'assegnazione
equiprobabile per ogni lancio, allora si ha

24 35 24
P(E)=P(E; XX Ey) = P.(Ey) = | == .
()= P(By - B = TT P = ()

Dunque, la probabilita che si sia verificato almeno in un lancio congiunto “il doppio 6 ¢ data da

35 24
P(E)=1—-(2) =~0491.
(E°) (36)

Come aveva intuito il Cavalier de Méré, il gioco era quindi leggermente sfavorevole. Resta comunque
sorprendente come il Cavalier de M¢éré fosse giunto a queste conclusioni solo sulla base
dell'esperienza fatta al tavolo di gioco. Il problema posto dal Cavalier de Méré viene considerato
comunemente come il vero inizio della Teoria della Probabilita. Fra 1'altro si deve notare che Pascal
incoraggio il matematico, astronomo e fisico Christiaan Huygens (1629-1695) a scrivere il trattato De
ratiociniis in ludo aleae (1657), largamente basato sullo studio probabilistico del gioco dei dadi. [
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Figura 2.6.3. Christiaan Huygens (1629-1695) e
frontespizio di De ratiociniis in ludo aleae (1657).

e Esempio 2.6.3. (Gioco della roulette) La roulette ¢ un gioco d'azzardo la cui introduzione ¢ stata
attribuita, almeno nella sua forma primitiva, a Blaise Pascal. Nella versione europea della roulette,
detta di tipo Monte Carlo, il gioco ¢ basato su un disco diviso in 37 settori di uguale ampiezza e che
sono numerati con i primi 36 interi e con lo zero. Alternativamente, nella versione americana della
roulette, detta di tipo Las Vegas, il disco ¢ diviso in 38 settori di uguale ampiezza e che sono numerati
con i primi 36 interi, con lo zero e con il cosiddetto doppio zero. I settori sono colorati
alternativamente in rosso e nero, mentre lo zero, cosi come il doppio zero quando ¢ presente, sono
normalmente colorati di verde. Il gioco consiste nel far ruotare il disco dal gestore del banco (il
cosiddetto croupier), che successivamente vi lancia una pallina. La pallina viene fatta ruotare in senso
opposto a quello della roulette e il numero vincente ¢ quello relativo al settore in cui cade la pallina.
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Le puntate vengono effettuate su un tavolo verde, su cui sono riportati i numeri della roulette, oltre a
varie possibilita di differenti scommesse.

= g
B g
= =

<

Figura 2.6.4. Disposizione dei numeri sulla roulette
e sul tavole verde per una roulette di tipo Monte Carlo.

Ad esempio, si puo scommettere su Pair ou Impair, ovvero che il numero uscito sia pari o dispari, su
Manque ou Passe, ovvero che sia uscito un numero da 1 a 18 o un numero da 19 a 36, o su Rouge ou
Noir, ovvero sul colore del numero uscito. Esistono ulteriori possibilitd di scommessa, che sono
usualmente definite con termini specifici nel linguaggio caratteristico del giocatore d'azzardo.
Ovviamente, la procedura viene ripetuta numerose volte durante una serata di gioco. Anche se
apparentemente ¢ possibile considerare alla roulette una pluralita di differenti scommesse, in generale
il gioco puo essere riportato allo schema delle prove ripetute introdotto nell'Esempio 1.5.2. Ad
esempio, se si decide di puntare sul rosso durante la serata di gioco, allora si ha in effetti uno schema
di Bernoulli basato su n ripetizioni di un esperimento aleatorio con esito dicotomico (si veda
'Esempio 1.5.2), ognuna delle quali con spazio fondamentale €, = {w;,ws}, dove wy ¢ il risultato
che rappresenta l'uscita di un numero colorato in rosso, mentre ws € il risultato che rappresenta l'uscita
di un numero colorato in nero o dello zero. Supponendo che il croupier sia onesto e la roulette sia
bilanciata, si puo considerare l'assegnazione di probabilita P({wi}) = £ ¢ Py({w.}) = 32 sullo
spazio fondamentale €2;. Dal momento che lo spazio fondamentale prodotto €2 ha cardinalita finita, la
misura di probabilita prodotto P si ottiene probabilizzando i 2" eventi elementari {(wj,,...,w;,)} di
), ovvero

=

P({(wj, - wi) ) = || Pe({wi}) »

k=1

dove jr. = 1,2 ¢ kK =1,...,n. Per un approfondimento delle strategie di gioco ottimali alla roulette
(nel senso di strategie che permettono di limitare le perdite) si consideri la trattazione di Billingsley
(1995, p.92). Si noti che nelle case da gioco europee la precedente assegnazione di probabilita puo
risultare modificata dalla possibilita di recuperare almeno in parte la giocata quando si presenta lo zero
(mediante le regole basate su la partage o en prison) e che nel presente esempio non ¢ stata adottata
per semplicita di esposizione. O

2.7. Lemma di Borel-Cantelli e Legge zero-uno di Kolmogorov

In questa Sezione vengono considerati due risultati molto celebrati che riguardano successioni di
eventi. Il seguente Lemma, che ¢ fondamentale per ottenere risultati teorici di convergenza, ¢ dovuto
al probabilista italiano Francesco Paolo Cantelli (1875-1966) ¢ a Emile Borel.
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Teorema 2.7.1. (Lemma di Borel-Cantelli) Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), se (E,,)n>1 &
una successione di eventi di F tale che >~ 7, P(E,) < oo, allora

P(limsup,FE,) =0.
Inoltre, se (E,,),>1 € una successione di eventi indipendenti di F tale che > | P(E,) = oo, allora
P(limsup,E,) =1.

Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 2.2.7 e il Teorema 2.2.8, dalla definizione di
limsup, F,, si ha

P(limsup, E,) < P (U Ek> > P(
k=n k=n
per ogni n. Dal momento che Y~ | P(E,) < oo per ipotesi, allora deve risultare
lim) " P(E,) =0,
" k=n
da cui segue la prima parte del Teorema. Inoltre, tenendo presente la relazione di De Morgan, si ha
limsup, E, = ﬂ (ﬂ ) (U m Ek> (liminf, £} )¢,

n=1 \k=n n=1k=n
da cui

P(limsup, E,) =1 — P(liminf, E) .
Si noti che liminf, ES = |J,2, F,, dove F,, =, Ef, mentre (F,),>1 ¢ una successione crescente

di eventi. Dunque, dal Teorema 2.2.10 e dall'indipendenza degli eventi della successione risulta

P(limsup,E,) =1— P(limF,) =1— hmP( =1- hmHP E)=1- hmH (1-—

Tenendo presente la disuguaglianza 1 — x < e™*, per ogni n si ha

[T - PE)) < JJe "™ = e 2Pt
k=n k=n

Quindi dal momento che y -, P(E,) = oo e che P(E,) < 1 per ogni n, allora deve risultare

lign i P(Ey) =
k=n
e dunque
liyrlnﬁ (1-P(Ey)) =0,
k=n
da cui segue la seconda parte del Teorema. O

e Esempio 2.7.1. Si consideri lo schema di Bernoulli relativo ad un'infinita numerabile di ripetizioni
del lancio di una moneta bilanciata e il relativo spazio probabilizzato prodotto (€2, F, P). Se E,
rappresenta 'evento di ottenere una sequenza di almeno n volte il simbolo “testa”, si ha
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P(E,)=1-) 27F=2",
k=1

Se si considera la successione di eventi (E),),>1, allora risulta y° P(E,) =1 e quindi la prima
parte del Lemma di Borel-Cantelli implica che P(limsup, E,) = 0. In altre parole, una sequenza di
simboli “testa” di lunghezza arbitraria si presenta infinitamente spesso con probabilita nulla. Se inoltre
E, ¢ l'evento di ottenere il simbolo “testa” al (2n — 1)-esimo e al (2n)-esimo lancio, si ha
P(E,) = %. Gli eventi della successione (E,),>; sono indipendenti e risulta Y P(E,) = oc.
Quindi, dalla seconda parte del Lemma di Borel-Cantelli si ha P(limsup, E,,) = 1. In altre parole, una
sequenza di due simboli “testa” si presenta infinitamente Spesso con probabilita unitaria.
Analogamente, si puo verificare che una qualsiasi prefissata sequenza di lunghezza finita di simboli
“testa” e “croce” si verifica infinitamente spesso. Se 1 simboli “testa” e “croce” vengono messi in
corrispondenza biunivoca con i simboli “punto” e “linea” di un alfabeto Morse, allora il risultato
appena ottenuto ¢ stato interpretato in maniera pittoresca. Infatti, qualsiasi opera letteraria puo essere
rappresentata come una sequenza di simboli nell'alfabeto Morse. Quindi, adottando uno schema di
Bernoulli di lanci ripetuti della moneta, questa opera “verra scritta” dal lancio della moneta con

probabilita unitaria, purché il lanciatore sia abbastanza paziente. O
Teorema 2.7.2. (Legge zero-uno di Kolmogorov) Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), se
(E,)n>1 € una successione di eventi indipendenti di F, si consideri la successione di o-algebre
(Fu)n>1, dove F, =o(&,) € & ={Ey, Eny1,...}. Se E €, Fn, allora si ha P(E)=0 o
P(E)=1.
Dimostrazione. Si veda Gut (2005, p.20). O

e Esempio 2.7.2. Si consideri una successione di eventi indipendenti (F,,),>1 e sia dato l'ulteriore
evento

k=1

1 n
E, = Q:lim— 1 < ,
{we 17rlnnz B (W) < III}

dove x € R. In pratica, I'evento E, si verifica se il limite della frequenza relativa degli eventi della
successione che si verificano € minore o uguale a x. Si noti che dalla definizione di limite si ha

EI:TQ“Q {weﬂ:ﬁglbﬂk(w)gx—%%}

Inoltre, tenendo presente la notazione del Teorema 2.7.2, si ha

1< 1
{weﬁzﬁglm(w)gx-l-%}efn.

g

n=

Dal momento che E, pud essere espresso come unione e intersezione numerabile di questi eventi,
allora dal Teorema 2.7.2 siha P(E,) = 00 P(E,) = 1 per ogni x. O

2.8. Riferimenti bibliografici

L'approccio assiomatico ¢ quello seguito nella maggioranza dei testi di Teoria della Probabilita,
come ad esempio quelli segnalati nella Sezione 1.6. Si deve comunque evidenziare che l'approccio
soggettivo alla probabilita, per quanto minoritario nei testi, ha notevole importanza in ambito
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statistico. Per una trattazione di questo approccio si dovrebbero consultare i classici testi di de Finetti
(1970, volume I e II) e Dubins e Savage (1965). Per una revisione degli approcci moderni alla
probabilita si veda il testo di von Plato (1994). I problemi tecnici connessi alla costruzione della
misura di probabilita sono estesamente considerati in Dudley (2004). Per quanto riguarda
l'esemplificazione del calcolo delle probabilita con spazi finiti o0 numerabili si dovrebbero consultare i
testi di Blom (1994), Gorroochurn (2012), Isaac (1995), Mosteller (1987) e Petkovic (2009), che
contengono numerosi problemi classici. Erickson (2010), Graham et al. (1994) e Lovasz (2003) sono
testi introduttivi al calcolo combinatorio con parti dedicate al calcolo delle probabilita con spazi finiti.
Infine, per una trattazione di paradossi e controesempi in probabilita, si veda i testi di Székely (1986),
Romano e Siegel (1986) e Wise e Hall (1993).

2.9. Esercizi svolti

Sezione 2.1

e Esercizio 2.1.1. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = {w;,ws, ... } e la g-algebra F = P(Q).
Inoltre, si assuma che

P(E) = i 15 (wk )Pk »
k=1

dove E € F, mentre p;, > 0 per ogni k = 1,2,... con Y ;- p; = 1. Si verifichi che (Q2, F, P) ¢ uno
spazio probabilizzato.

Soluzione. Si deve dimostrare che P ¢ in effetti una misura di probabilita. Il primo assioma ¢
verificato, in quanto P ¢ una applicazione a valori non negativi. Per quanto riguarda il secondo
assioma, si ha

Infine, per quanto riguarda il terzo assioma, se (E,),>1 € F ¢ una successione di eventi incompatibili
si ha

P (U En> = 1y g wipe =) ) 1 (w)pr =Y > g (wipe = Y P(E,),
n=1 k=1 k=1n=1 n=1k=1 n=1

dove la permutazione delle sommatorie ¢ possibile in base al Teorema di Fubini. Dunque, (2, F, P) ¢
uno spazio probabilizzato. O

Sezione 2.2

e Esercizio 2.2.1. (Problema della segretaria distratta) In una segreteria vi sono n lettere e n buste
preparate con l'indirizzo del relativo destinatario. Una segretaria distratta pone le lettere in modo
casuale nelle buste. Si determini la probabilita che esattamente m lettere raggiungano correttamente il
destinatario. Al fine della soluzione dell'esercizio, si tenga presente la formula di Waring ovvero, se si
considera n eventi (Ej)}_,, la probabilita dell'evento F;, che si verifica quando esattamente m di
questi eventi si verificano ¢ data da

Pr) =3 (1) (=1,

k=m
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dove m € {0,1,...,n} e Si, ¢ definito nella Formula di Inclusione ed Esclusione con l'assunzione
che Sy, = 1. La formula prende il nome dal matematico inglese Edward Waring (1736-1798).

Soluzione. In questo caso, lo spazio fondamentale ) ¢ equivalente a quello relativo a tutte le
possibili configurazioni di n palline distinguibili in n celle in modo tale che vi sia al massimo una
pallina per cella. Dunque, risulta che card(€2) = n!, ovvero gli eventi elementari di {2 sono in
corrispondenza biunivoca con le possibili permutazioni dei primi n interi. Inoltre, si puo scegliere
F =P(Q2). Dalle assunzioni fatte le n! configurazioni sono ugualmente probabili, ovvero ad ogni
evento elementare wy, € ) si assegna la probabilita P({w;}) = (n!)~. Si denoti con E} l'evento che
la k-esima lettera sia correttamente posta nella rispettiva busta. Dunque, per ogni scelta di indici
1< <...<jr<nsiha

(n—k)!

P(E;N... NE;) ="

1 ..

e quindi, dal momento che vi sono (Z) possibili scelte di questi indici, risulta
ny (n—k)! 1
G = (1) (R L
T \k) Tl k!
La probabilita richiesta ¢ dunque data da
n k ( . l)kfm
P(F,) = —_
=3 (1) i

Ovviamente, dal momento che la classe di eventi (F,,)" _, costituisce una partizione di €2, risulta

S _oP(F,) = 1. Inoltre, si osservi che la probabilita che nessuna lettera raggiunga correttamente il
destinatario ¢ data da

P =Y =

k=0

e quindi la probabilita che almeno una lettera raggiunga il destinatario ¢ data da

n n (_1)k+1
P(UEk> :1_P(FO):ZT’
k=1 )

k=1

ovvero si ¢ ottenuto in modo alternativo il risultato fornito dalla Formula di Inclusione ed Esclusione.
Sulla base della serie esponenziale, per n abbastanza elevato, la probabilita che nessuna lettera
raggiunga correttamente il destinatario puo essere approssimata da e ! ~ 0.368. Quindi, la probabilita
che almeno una lettera raggiunga correttamente il destinatario pud essere approssimata da
1 — e ! ~ 0.632. Per una semplice dimostrazione della formula di Waring si veda I'Esercizio 7.4.3. O

e Esercizio 2.2.2. (Problema della segretaria distratta, seconda parte) Con le medesime assunzioni
dell'Esercizio 2.2.1, si determini la probabilita che almeno m lettere raggiungano correttamente il
destinatario. Al fine di ottenere la soluzione dell'esercizio, si dimostri il seguente risultato. Considerati
n eventi (Ey)}_,, la probabilita dell'evento A,, che si verifica quando almeno m di questi eventi si
verificano ¢ data da

" k-1
P(A,,) = ( )( S,
];n m—1

dovem € {1,...,n} e Sk, ¢ definito nella Formula di Inclusione ed Esclusione.
Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 2.2.1, risulta P(A,,) = ,_ P(F}). L'espressione
richiesta si ottiene dunque verificando la relazione
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P(Am—i-l) - P(Am) - P<Fm) .

perm = 0,1,...n — 1. In effetti, per le proprieta dei coefficienti binomiali, si ha

P(Ay) — P(E) =Y (Z:i) (— 1S~ 3 (Z) (— 1)F"S,

k=m

(AT - ()]s
-3 (k . 1) (= 1) " Sk = P(Apa)

k=m+1 m

Inoltre, tenendo presente 1'Esercizio 2.2.1 si ha Sk, = (k!)~! e quindi la probabilita che almeno m
lettere raggiungano correttamente il destinatario ¢ data da

% (A7) S u

k=m

e Esercizio 2.2.3. Dato lo spazio probabilizzato ({2, F, P) e considerati due eventi F1, Ey € F, si
determini la probabilita che si verifichino esattamente m dei due eventi con m = 0, 1,2 e almeno m
dei due eventi conm = 1, 2.

Soluzione. Assumendo le notazioni degli Esercizi 2.2.1 e 2.2.2, si ottiene Sy =1 ¢
Si12 = P(E)) + P(E;), mentre Sy = P(E; N Ey). Dunque, sulla base dell'Esercizio 2.2.1, la
probabilita degli eventi F{), F} e F5 ¢ data da

P(Fy) =1—=512+ 89 =1—P(E| UE)y)

P(Fy)) = S12—2549=P(E,UE,;) — P(E;NE,y),
mentre
P(Fy) = Sy9 = P(E1 N Ey).
Inoltre, sulla base dell'Esercizio 2.2.2, la probabilita degli eventi A; e A, ¢ data da

P(Al) = SLQ — 5272 = P(E1 U EQ)

P(AQ) = 5272 = P(E1 N EQ) . O

e Esercizio 2.2.4. Un dado bilanciato viene lanciato n volte. Si determini la probabilita che almeno
una delle facce non si verifichi.

Soluzione. Lo spazio fondamentale () ¢ equivalente a quello dato da tutte le possibili
configurazioni di n palline distinguibili in 6 celle. Dunque, si ha card({2) = 6" e si puo scegliere
F =P(Q2). Dalle assunzioni fatte le 6" configurazioni sono ugualmente probabili, ovvero ad ogni
evento elementare wy, € €2 si assegna la probabilita P({wy}) = 67". Si denoti con Ej, I'evento che la
k-esima faccia non si verifichi negli n lanci, dove kK = 1,...,6. Se si considerano indici distinti,
risulta P(E;) = 5"6™", P(E; N E;) =4"67", ..., P(Ni_,E;) = 6" ¢ P(N._,Ex) = 0. In base
alla Formula di Inclusione ed Esclusione, la probabilita richiesta ¢ quindi data da
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)G -G)6)

B () ()

k=1

~
bl
1=
S
N————
Il

+()6)

dal momento che vi sono (2) possibili scelte di k facce fra 6 facce. O

Sezione 2.3

e Esercizio 2.3.1. (Dimostrazione probabilistica a la Paul Erdds) Una circonferenza ¢ suddivisa in due
insiemi che vengono rispettivamente colorati di bianco e di nero. La proporzione di bianco ¢ un quinto
della circonferenza. Senza avere informazione sulla struttura dei due insiemi, determinare se €
possibile inscrivere nella circonferenza un quadrato in modo tale che tutti i suoi vertici appartengano
all'insieme colorato di nero.

Soluzione. Una dimostrazione probabilistica ¢ un metodo di dimostrazione non costruttiva
dell'esistenza certa di un oggetto matematico mediante considerazioni probabilistiche. La tecnica ¢
stata introdotta dal matematico Paul Erdds (1913-1996) e viene spesso impiegata nella Teoria dei
Grafi. Per quanto riguarda il presente esercizio, senza perdita di generalita si consideri lo spazio
fondamentale €2 = [0,27[, in modo tale che ogni elemento di 2 rappresenta un punto sulla
circonferenza, e la relativa o-algebra F = B([0,2x[). Si consideri inoltre la misura di probabilita
uniforme su €2, ovvero si assegni la probabilita P in modo tale che

_AB) _ A(B)
( )—m— o

per ogni B € F, e si assuma che i due insiemi considerati siano probabilizzabili rispetto a questa
misura. In questo caso, si selezioni in modo uniforme un evento elementare di €2 in modo tale che il
punto ottenuto rappresenta la posizione sulla circonferenza del vertice di riferimento del quadrato.
Inoltre, si indichi con E, 1'evento che il vertice k-esimo del quadrato appartenga all'insieme colorato
di bianco, per cui si ha P(E)) = % per le assunzioni fatte. Dunque, 1'evento che tutti i vertici del

quadrato appartengano all'insieme colorato di bianco ¢ dato da F/ = ﬂizlEk. Dal momento che risulta
EC UizlEk e tenendo presente la disuguaglianza di Bonferroni, si ha

P(E) < P(U Ek> <> P(E) = % :
k=1 k=1

Dunque, la probabilita di selezionare un quadrato con tutti 1 vertici che appartengono all'insieme
colorato di nero ¢ almeno pari ad é Si deve concludere che ¢ possibile inscrivere nella circonferenza

un quadrato del tipo richiesto anche se non se ne puo determinare la posizione. O

Sezione 2.4

e Esercizio 2.4.1. (Un problema di Lewis Carroll) Un'urna contiene una pallina di cui ¢ noto che puo
essere bianca o nera. Un'ulteriore pallina bianca viene inserita nell'urna e successivamente una delle
due palline viene estratta. Se la pallina estratta ¢ bianca, si determini la probabilita che anche la pallina
rimasta nell'urna sia bianca.

Soluzione. Si indichi con E; l'evento relativo alla presenza di una pallina bianca nell'urna prima
dell'inserimento dell'ulteriore pallina bianca e si assuma che P(E;) = p dove p € [0, 1]. Ovviamente,
la probabilita che la pallina nell'urna sia nera ¢ data da P(E]) =1 — p. Inoltre, sia E, l'evento
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relativo all'estrazione di una pallina bianca dall'urna. Dunque, risulta P(FE,; | Ej) =1 e
P(E, | E{) = 1. Dal momento che gli eventi E; e E{ costituiscono una partizione dello spazio
fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

P(Es) = P(B, | E)P(E) + P(B, | BY)P(}) = "0

Considerando la Formula di Bayes si ha la probabilita richiesta, ovvero

PlEy| By) = P(E,) T p+1°

Dunque, in modo controintuitivo per un neofita risulta P(E) | Es) = % nel caso in cui p = % Infine,
si osservi che in questo esercizio ¢ stato considerato in effetti uno spazio fondamentale 2 costituito da
quattro eventi di una opportuna partizione in modo simile all'Esercizio 1.3.2, ovvero

Q={FEiNEyEsNE;,E{NEy, E{NE5},

con F = P(f2), mentre l'assegnazione di probabilita ¢ data da P(E; N Ey) = p, P(E; N ES) =0,
P(EfN E,) = 1%[’ e P(ESNES) = %. Si noti che la sola conoscenza di P(E;), P(Es | Ey) e
P(E, | EY) permette di effettuare in modo coerente l'assegnazione di probabilita. Lewis Carroll,
pseudonimo di Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), oltre ad essere un famoso scrittore, autore fra
l'altro del celeberrimo Alice's Adventures in Wonderland, ¢ stato anche un matematico con molti

interessi nella Teoria della Probabilita. O

e Esercizio 2.4.2. (Un test clinico) Un test ematico rivela la presenza di una patologia con probabilita
pari a p;, mentre produce falsi positivi con probabilita pari a p,. Se in una popolazione la probabilita
di avere la patologia € pari a p, si determini la probabilita di avere la patologia dato che il test ematico
¢ risultato positivo.

Soluzione. Si indichi con E) I'evento relativo alla presenza della patologia, mentre sia E l'evento
relativo alla positivita al test. Si ha P(E;) = p e quindi P(Ef) =1 — p. Inoltre, P(Ey | Ey) =p; ¢
P(E, | Ef) = po. Dal momento che gli eventi E; e E{ costituiscono una partizione dello spazio
fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

P(EQ) = P(EQ | El)P(El) + P(EQ | Ei)P(E{) = p1p+p2(1 — p) .
Considerando la Formula di Bayes, la probabilita richiesta ¢ data da

p1p _ 1
pp+ p2(l —p) 1+( 1)@

P(Ey | Ep) =

1 _
p p1

Si osservi che la probabilita P(E) | E>) decresce al diminuire di p e all'aumentare del rapporto £2. Dal
momento che si ha P(E{|E;)=1— P(E;| E2), per questa ultima probabilita valgono
considerazioni inverse. Come esempio Iﬁatico, si assuma che p; = % e P = 1(1)—0, mentre p = ﬁ.

Dal momento che si ha P(E; | Ey) = 755 ~ 0.09, il test ematico ¢ fortemente inefficiente in questo

caso. Dunque, quando si considera una patologia abbastanza rara, si deve avere valori di p; molto
elevati e valori di p, molto bassi. In particolare, se si richiede che P(E; | Ey) > «a per a € ]0, 1], deve

risultare

@Sl—a P '
D1 a 1-p

. _ 9 1 .
Dunque, se si pone a = 15 € p = 1555, i deve avere
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Do 1
— < —— ~0.0001 . O
p — 8991

e Esercizio 2.4.3. (Paradosso di Simpson) Due trattamenti vengono assegnati in modo aleatorio ad un
gruppo di pazienti che comprendono sia donne che uomini. Se FE; rappresenta l'evento che il
trattamento sia efficace, F, rappresenta l'evento che sia stato assegnato il primo trattamento (quindi,
E5 ¢ T'evento che sia stato assegnato il secondo trattamento) e FEs rappresenta l'evento che sia stata
selezionata una donna (quindi, £ ¢ l'evento che sia stato selezionato un uomo), si verifichi che si puo
avere

P(E1|E2ﬂE3)>P(E1‘E§ﬂE3)

P(E, | E;NES) > P(E, | ESNES),
anche se
P(E, | E?) < P(Ey | E3) .

In altre parole, il primo trattamento puo essere piu efficace del secondo nei singoli gruppi di donne e
uomini, anche se ¢ vera l'affermazione opposta per l'intero gruppo di pazienti.

Soluzione. Si noti che sulla base dell'Esercizio 1.3.2 si pud considerare lo spazio fondamentale {2
costituito dagli otto eventi di una opportuna partizione, ovvero

Q={Ei1NE;NEs;,E{NEyNE3, E; N ESN E3, E{ N ESN E;,
ExNE,NES,E{NE;NES, EyNESNES, EfNESNES}
con F = P(£2). Si assuma l'assegnazione di probabilita

P(ElﬂEgﬂEg):pl,P(EfﬂEgﬂEg):pQ,P(ElﬂEgﬂEg):pg,P<EfﬁE§ﬂE3):p4,
P(ElﬂEngg):p5,P(EfﬂE2ﬁE§):pg,P(ElmEngg):p7,P(EfﬁE§ﬂE§):p8,

dovepr, > 0Oconk =1,...,8¢ 22:1 pr = 1. Dalla precedente assegnazione risulta in particolare

P(EsNE3)=pi+p, P(ESNE3) =ps+ps, P(EsNES) =ps +ps, P(ESNES) =pr + ps s
P(E\NEy)=pi+ps, P(E{NEy) =po+ps, P(E1NE5) =p3+pr, P(E{NES) = ps+ ps,

da cui si ha anche
PEy)=pi+p2+ps+ps, P(E5) =ps+ps+pr+ps -

Quindi, le prime due disuguaglianze considerate nell'esercizio sono equivalenti alle ulteriori
disuguaglianze
4! > D3
PLtp2 Pzt s

b5 > b7
ps+ps pr+ops

mentre la terza disuguaglianza ¢ equivalente a

p1L+ D5 < ps+ pr
pL+pPe+p5+DpPs  P3+Ppst+Pr+Dps
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Queste tre disuguaglianze possono essere contemporaneamente soddisfatte. In effetti, non si puo in
generale sommare ordinatamente i numeratori e i denominatori di due disuguaglianze fra rapporti al
fine di ottenere una nuova valida disuguaglianza. Ad esempio, 1'assegnazione di probabilita p; = %,
Py = 31—0, p3 = 38_0° Py = 33—0, P5 = 33—0, Pe = %, pr = 3—10, Py = % verifica contemporanecamente le tre
disuguaglianze descritte. Il paradosso ¢ stato considerato in dettaglio dallo statistico Edward Hugh
Simpson (1922-2019), anche se era gia noto al famoso statistico George Udny Yule (1871-1951). [

e Esercizio 2.4.4. (Paradosso di Berkson) In una popolazione vengono scelti soggetti in modo
aleatorio al fine analizzare la presenza di due patologie. Sia E; l'evento che il soggetto selezionato
presenti la prima patologia e E» l'evento che presenti la seconda patologia. Dunque, (F; U Es)
rappresenta l'evento che il soggetto sia nel gruppo dei malati con almeno una patologia. Assumendo
che gli eventi F; ed F5 siano indipendenti e che risulti P(FE}), P(E>) € ]0, 1], si verifichi che

P<E1|E2)<P(E1|E1UE2).

In altre parole, la probabilita che un soggetto nel gruppo dei malati manifesti la prima patologia ¢
maggiore della probabilita questo soggetto manifesti la prima patologia data la presenza della seconda
patologia. Dunque, apparentemente la disuguaglianza sembra suggerire una dipendenza fra le
patologie, anche se queste sono eventi indipendenti.

Soluzione. Dal momento che gli eventi F; e Es sono indipendenti si ha P(E; | E2) = P(FE).
Inoltre, dal momento che

P(Ey U Ey) > max(P(Ey), P(Ey)) >0,
risulta

P(E)

B YV

>P(E1),

essendo P(F; U E,) € ]0,1[. L'apparente paradosso deriva dal fatto che le probabilita vengono
calcolate rispetto al gruppo dei malati, escludendo in effetti il gruppo dei soggetti sani, ovvero eventi
indipendenti possono non essere tali quando si considera eventi condizionati. Il paradosso prende il
nome dallo statistico Joseph Berkson (1899-1982), che ne aveva osservato gli effetti in alcuni studi
clinici. O

Sezione 2.5

e Esercizio 2.5.1. Si consideri lo spazio fondamentale 2 = {1,...,n}, dove n ¢ un numero primo, e
sia F = P(2). Si assuma inoltre I'assegnazione di probabilita
d(E
P(E) = card(E)
n

per ogni £ € F. Si verifichi che, se F; e 5> sono eventi indipendenti, almeno uno di questi eventi ¢
l'evento impossibile o 1'evento certo.

Soluzione. Sia card(E;) =a e card(F2) = b, mentre card(F; N Ey) = c. Dal momento che
P(EyNEy) = P(Ey)P(E,), si ha ¢cn=ab. Se ab =0, allora almeno un evento tra E; e Ey ¢
lI'evento impossibile. Al contrario, se ab # 0, allora n deve essere un divisore di ab essendo ¢ un
numero intero. Tuttavia, n ¢ un numero primo e quindi n ¢ un divisore di a o di b. Dal momento che
a,b < n, deve sussistere almeno una delle relazioni a = n ¢ b = n, ovvero almeno un evento tra F; ¢
FE, ¢ I'evento certo. Se F; ¢ E5 non sono l'evento impossibile o 'evento certo, risulta controintuitivo il
fatto che per un numero primo quale n = 23! — 1 non esistono eventi indipendenti, mentre per
n = 23! esistono numerosi eventi indipendenti. Incidentalmente, si osservi che 23! — 1 & un numero
primo di Mersenne (che prende il nome dal matematico francese Marin Mersenne, 1588-1648). O



52 Misure di probabilita

e Esercizio 2.5.2. Sia dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), dove Q =[0,1] ¢ F = B([0,1]),
mentre P =\ ¢ la misura di Lebesgue su [0,1]. Si consideri inoltre la successione di eventi
(En)n>0 € F con

277,
E,=JI@k-12"" k2.
k=1

Si verifichi che gli eventi della successione sono completamente indipendenti.
Soluzione. L'evento F,, ¢ un'unione di 2" eventi incompatibili di misura di Lebesgue pari a 271,
ovvero per ogni n si ha
2’![ 1
P(E,) =Y A[k—1)2" k2 ")=2"x2"" = .
k=1 2
Se n; < ng, l'evento £, N £, ¢ 'unione di 2™ X 2mz—m—1 — 9m=1 eventi incompatibili di misura di
Lebesgue pari a 27!, e quindi risulta
_ o 1
P(Ey, NE,,) =271 x 271 = 2 = P(E,)P(Ey,)
Iterando il procedimento, se n; < ny < ms, si osservi che l'evento E, N E,, N E,, ¢ l'unione di
2n2=b 5 gna=ma—l — 9m3=2 eventi incompatibili di misura di Lebesgue paria 277!, da cui
_ o 1
P(Em N ETLz N ETL:;) = 2" ? x 27 = § - P(Enl)P(E"M)P(ETLs) .
In generale, se n; < ... < ni dove k > 1, I'evento ﬂleEn, ¢ I'unione di 2™ *+1 eventi incompatibili
di misura di Lebesgue pari a 27!, da cui

k k
P(ﬂ Em) =k ol = o7 h < TT P(E,,) -
=1 =1
Quindi, gli eventi della successione sono completamente indipendenti. O

e Esercizio 2.5.3. (Paradosso dei tre prigionieri) In uno stato dove esiste ancora la pena capitale, tre
prigionieri rinchiusi in un carcere sono condannati a morte. Uno dei tre prigionieri viene graziato
mediante una scelta casuale. Il direttore del carcere conosce l'identita del prigioniero graziato, anche
se non la pud rendere nota. Il primo prigioniero prega il direttore di rivelargli l'identita di uno degli
altri due prigionieri che verra giustiziato, affermando che in questo modo non avra informazioni sul
proprio destino. Inoltre, nel caso che sia lui stesso il prigioniero che riceve la grazia, chiede al
direttore di lanciare una moneta bilanciata per scegliere l'identitd del condannato fra gli altri due
prigionieri. Ingenuamente, quando il primo prigioniero ha conosciuto questa identita, suppone che la
propria probabilita di sopravvivenza sia aumentata da % a %, in quanto vi sono solo due condannati
rimanenti che possono essere graziati. Si verifichi che la risposta fornita dal direttore non cambia la
probabilita di sopravvivenza.

Soluzione. Se si indicano con F, F, e Fj3 rispettivamente gli eventi che il primo, il secondo e il
terzo prigioniero siano graziati, si ha P(E;) = P(E,) = P(Es) = 3. Inoltre, se E rappresenta
I'evento che il direttore riveli I'identita del secondo prigioniero, si ha P(E | Ey) = 3, P(E | E,) =0

e P(E | E3) = 1. Dunque, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ha

3

P(B)=Y"P(E| E)P(E) = .
k=1
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La probabilita di sopravvivenza del primo condannato, data la risposta del direttore, risulta

Py | p) = D)

Dunque, gli eventi F; e E sono indipendenti essendo P(E; | F) = P(E;). Quindi, la risposta del
direttore non aumenta le informazioni del primo prigioniero. O

Sezione 2.6

e Esercizio 2.6.1. Si consideri un'urna che contiene N palline numerate da 1 a N. Dall'urna vengono
estratte con reimmissione n palline. Si determini la probabilita che il massimo numero estratto nelle n
estrazioni sia pari a j,dove j =1,..., N.

Soluzione. L'esperimento aleatorio analizzato ¢ relativo ad uno spazio fondamentale prodotto dato
da Q= x---xQ,, dove Q ={1,..., N} rappresenta lo spazio fondamentale relativo alla k-
esima estrazione per k = 1,...,n. Dal momento €2 ha cardinalita finita, la o-algebra prodotto F puo
essere scelta come P(€2). Inoltre, dal momento che le estrazioni sono indipendenti, si puo considerare
la probabilita prodotto P = P, ® ---® P, con un'assegnazione equiprobabile su ogni spazio
fondamentale, ovvero P;({j}) = N"! per k=1,...,n. Se Ej, rappresenta l'evento che venga
estratto un numero minore o uguale a j nella k-esima estrazione, ovvero Ej; = {1,...,j}, si ha
Py(Ey,;) = % Dunque, se £; = Ly j X --- X E, ;, ovvero E; rappresenta l'evento che venga estratto
un numero minore o uguale a j nelle n estrazioni, si ha

P(Ej) = ]ﬁlpk(Ek.,j) = <%)n .

Infine, se E rappresenta I'evento che il massimo numero estratto nelle n estrazioni sia pari a j, dal
momento che £ = E; \ Ej_; con E;_; C Ej, la probabilita richiesta ¢ data da

mmzpwpfm@g:(%yl<%$)5 O

e Esercizio 2.6.2. (Test simultanei) In un procedimento giudiziario, un campione di DNA viene
confrontato con quelli presenti in un archivio relativo a n soggetti. Supponendo che la probabilita di
avere una corrispondenza del campione di DNA con quello di un soggetto dell'archivio per effetto
della casualita sia pari a p, si determini la probabilita di avere almeno una corrispondenza.

Soluzione. L'esperimento aleatorio analizzato ¢ relativo allo spazio fondamentale prodotto dato da
Q=0 x - xQ,, dve O, ={0,1} ¢ lo spazio fondamentale relativo al k-esimo confronto fra
campioni di DNA, supponendo che gli eventi elementari {0} ¢ {1} rappresentino rispettivamente la
mancanza e la presenza della corrispondenza. La o-algebra prodotto F puo essere scelta come P(€2).
Inoltre, dal momento che si pud assumere che i campioni presenti nell'archivio diano luogo ad eventi
indipendenti, si considera la probabilita prodotto P = P, ® --- ® P, con l'assegnazione P;({1}) = p
e P.({0}) =1—pper k=1,...,n. Dunque, la probabilita di non avere nessuna corrispondenza ¢
data da P({(0,...,0)}) = (1 — p)" e dunque la probabilita richiesta risulta

1-P{(0,...,00) =1— (1—p)".

Anche nel caso in cui p ¢ un valore apparentemente trascurabile, si noti che per n elevato la
precedente probabilita potrebbe essere prossima all'unita. Ad esempio, per p = 107° e n = 10%, questa
probabilita ¢ circa pari a 1. Dunque, basandosi solamente sulla corrispondenza fra campioni di DNA,
per effetto della casualita una persona innocente potrebbe essere sottoposta a giudizio se i risultati
probabilistici non vengono correttamente interpretati nel procedimento giudiziario. O
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e Esercizio 2.6.3. (Gioco del Craps) Il gioco del Craps ¢ basato sul lancio di due dadi bilanciati. Il
giocatore vince se la somma dei punti ottenuti nel lancio € pari a 7 o 11, mentre perde se la somma ¢
pari a 2, 3 0 12. Nel caso in cui la somma sia pari a qualsiasi altro valore j (dove j = 4,5,6,8,9, 10),
si continua a lanciare i dadi fino a quando la somma dei punti ¢ pari a 5 o 7. Il giocatore vince se la
somma dei punti ¢ pari a 7, mentre il giocatore perde se la somma dei punti € pari a 7. Si determini la
probabilita di vincere al gioco del Craps.

Soluzione. L'esperimento aleatorio analizzato ¢ relativo allo spazio fondamentale prodotto dato da
Q=0 xQ, dove Qp ={1,2,3,4,5,6} ¢ lo spazio fondamentale relativo al lancio del k-esimo
dado per k = 1,2, supponendo che gli eventi elementari rappresentino il numero dei punti. La o-
algebra prodotto F puo essere scelta come P(€2). Inoltre, dal momento che i dadi sono bilanciati e i
lanci indipendenti, si considera la probabilita prodotto P = P; ® P» con l'assegnazione Py ({j}) = &
per k=1,2. Dunque, si ha P({(j,1)}) = 5;. Quindi, essendo gli eventi elementari nello spazio
fondamentale prodotto equiprobabili, sulla base di una opportuna enumerazione, la probabilita che la
somma dei punti ottenuti nel lancio sia pari a j ¢ data da

min(j — 1,13 — j)
P = 36

per j = 2,3,...,12. Si indichi con E; l'evento che il giocatore vinca il gioco se la somma dei punti al
primo 1anc1o ¢ pari a j. EV1dentemente si ha

P(E;) = P(E3) = P(Ew) =0,

mentre
1
P(E7) =pr = 6
€
P(Ey) !
1) = P11 = 18

Nel caso in cui j = 4, per vincere con n lanci si deve ottenere una somma dei punti pari a 4 all'n-
esimo lancio, in modo tale che nei precedenti (n — 2) lanci la somma dei punti non sia stata pari a 4 o
7. Dal momento che i lanci dei dadi sono indipendenti, la probabilita di vittoria con esattamente n
lanci ¢ data da p?(1 — py — p7)" 2. Quindi, tenendo presente le proprieta della serie geometrica, la
probabilita che il giocatore vinca il gioco avendo ottenuto una somma dei punti pari a 4 nel primo
lancio ¢ data da

P(Ey) =) pi(1—pi—pr)" " =p; L—py—pr)' = ==,
2 nzo pa+pr 36
dal momento che gli eventi di ottenere la vittoria in n = 2,3, ... lanci sono incompatibili. In modo
analogo, si ha
2
D5 2
P — S
(£5) ps+pr 45
e
2
P, 25
P(Eg) = —— =
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Inoltre, dal momento che ps = pg, pg = P5 € pro = P4, allora si ha P(Eg) = P(Eg), P(Ey) = P(Es)
e P(Fy) = P(E,). Dunque, essendo gli eventi Fs, Ej,..., F1o incompatibili, la probabilita di
vittoria al gioco del Craps ¢ data da

244

11 gioco del Craps € molto popolare nelle sale da gioco degli Stati Uniti. O

Sezione 2.7

e Esercizio 2.7.1. Dato lo spazio probabilizzato (€2, F, P), si consideri una successione di eventi
(E,)n>1 tale che P(E,) = n~2 e si determini P(limsup, E,, ).
Soluzione. Si ha

o0 1 [o.¢] o0
ZP :nz_:ln2<1+zn(n—1 Z;(n—l_ﬁ>:2<oo’

n=2

dal momento che la serie considerata nell'ultimo passaggio ¢ telescopica. Quindi, dalla prima parte del
Lemma di Borel-Cantelli si ha P(limsup, E,) = 0. O

e Esercizio 2.7.2. Si consideri lo schema di Bernoulli relativo ad una infinita numerabile di ripetizioni
di un gioco per cu1 alla n-esima ripetizione si vince 1 unita con probabilita Qn +1 e si perde 2" unita

con probabilita Evidentemente, il gioco ¢ equo dal momento che la perdita attesa ¢ pari alla

2n+1
vincita attesa. Si commenti riguardo alla convenienza del gioco.
Soluzione. Se F, rappresenta l'evento di perdere alla n-esima ripetizione del gioco, tenendo

presente le proprieta della serie geometrica si ha

;P(ETL):ZQn+1<ZQn_1<OO

n=1

Dalla prima parte del Lemma di Borel-Cantelli risulta P(limsup, £,,) = 0, ovvero il giocatore perdera
infinitamente spesso con probabilita nulla. Inoltre, dall'Esercizio 1.2.1 si ha

P(liminf, E;) = 1 — P(limsup, E,) = 1

e liminf, £ C limsup, ES, per cui P(limsup,ES) = 1, ovvero il giocatore vincera infinitamente
spesso con probabilita unitaria. Quindi, anche se il gioco ¢ equo la quantita di denaro vinta dal
giocatore tende a diventare infinitamente elevata. Tuttavia, si noti che il giocatore deve avere una
grande disponibilita per sostenere l'eventuale ingente perdita alla n-esima ripetizione del gioco. O

e Esercizio 2.7.3. (Valori record) Si consideri i record personali di un atleta che possiede prestazioni
costanti nel tempo e in modo tale che 1 risultati in una gara sono indipendenti dalle restanti gare. Si
commenti riguardo alla probabilita che 1'atleta migliori il record personale nel tempo.

Soluzione. Si consideri la successione di eventi (F,),>1 dove E, rappresenta l'evento che l'atleta
ottenga il record personale nella n-esima gara. Evidentemente, alla prima gara si ha P(FE;) = 1. Se si
considera le prime due gare, dal momento che le prestazioni dell'atleta sono costanti e i due risultati
sono indipendenti, il record pud essere ottenuto nella prima o nella seconda gara con la medesima
probabilita, ovvero P(FEs) = % Sulla base di questo ragionamento, in generale si ha dunque che
P(E,) = n~!. Quindi, tenendo presente che la serie armonica diverge, si ha
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S PE)=Y L —x
n=1 n=1 n

e dalla seconda parte del Lemma di Borel-Cantelli risulta P(limsup,, F,,) = 1, ovvero l'atleta migliora
il record personale infinitamente spesso se riesce a mantenere le proprie prestazioni costanti nel
tempo. Si consideri l'ulteriore successione (£, ),>2, dove E,, rappresenta I'evento che l'atleta ottenga il
doppio record, ovvero due record personali in due gare successive. Con considerazioni simili a quelle
fatte in precedenza, si ha

per cui

iP(E,,L):iﬁ:i(nil—%):1<oo.

Quindi, dalla prima parte del Lemma di Borel-Cantelli si ha P(limsup,FE,) = 0, ovvero il doppio
record si presenta infinitamente spesso con probabilita nulla, in modo controintuitivo rispetto alla
prima parte dell'esercizio. Si noti che in questo caso gli eventi della successione non sono
indipendenti, ma questa assunzione non ¢ necessaria nella prima parte del Lemma di Borel-Cantelli. [1
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Variabili e vettori aleatori

3.1. Variabili aleatorie

Quando si analizzano esperimenti o fenomeni aleatori, le quantita di interesse sono comunemente
applicazioni dallo spazio fondamentale all'insieme dei numeri reali, che nella Teoria della Probabilita
sono dette variabili aleatorie. Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 3.1.1. Se (2, F, P) ¢ uno spazio probabilizzato, un'applicazione X : 2 — R ¢ detta
variabile aleatoria (v.a.) se lI'evento

X YB)={weQ: X(w) € B}
¢ tale che X !(B) € F per ogni B € B(R). O

Quindi, un'applicazione da 2 a R ¢ una v.a. se l'immagine inversa di ogni B € B(R) appartiene
alla o-algebra F. Nel linguaggio della Teoria della Misura una v.a. ¢ detta funzione misurabile.
Inoltre, si osservi che la definizione di v.a. non coinvolge la scelta della misura di probabilita
effettuata su F. In altre parole, una v.a. continua a rimanere tale anche se viene considerata una
differente scelta della misura di probabilita su F.

Se si considera lo spazio probabilizzato (2, F, P), la misura di probabilita indotta dalla v.a. X ¢
data da

Px(B) = P(X"'(B)).

La misura di probabilita Py ¢ detta legge (o distribuzione) della v.a. X.

Per quanto riguarda la notazione, si noti che le v.a. sono generalmente indicate con lettere
maiuscole (ad esempio X, Y e Z) e le rispettive leggi sono indicizzate di conseguenza. Inoltre, per
semplicita di notazione, I'evento X 1 (B) viene semplicemente indicato con {X € B} e la probabilita
P({X € B}) ¢ comunemente indicata con P(X € B). Questi leggeri abusi in notazione sono
universalmente adottati nei testi di Teoria della Probabilita. Inoltre, € usuale affermare che una v.a. si
“distribuisce” con una particolare legge, adottando una denominazione e una simbologia specifica per
la legge.

Proposizione 3.1.2. (R, B(R), Px) € uno spazio probabilizzato.
Dimostrazione. Occorre dimostrare che Py soddisfa i tre assiomi della Definizione 2.1.2. Per ogni
B € B(R) si ha ovviamente

Px(B)=P(Xe€eB)>0.
Inoltre, risulta
Px(R)=P(XeR)=1.

Infine, data una successione di insiemi disgiunti (B,,),>1 € B(R), dal momento che ({X € B,,}),>1 ¢
una successione di eventi incompatibili, si ha
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n= n=1

PX< ) Bn> = P(X € G Bn> = P(G (X e Bn}> = iP(X €B,) = iPX(Bn) :

da cui segue la tesi. O

Se l'interesse ¢ dunque focalizzato sulla v.a. X, lo spazio probabilizzato (R, B(R), Px) diventa
centrale e, da un punto di vista pratico, lo spazio probabilizzato (€2, F, P) puo essere tralasciato.
Tuttavia, si dovrebbe notare che, mentre una v.a. determina univocamente la rispettiva legge,
'affermazione contraria ¢ falsa. In altre parole, v.a. differenti potrebbero avere la medesima legge,
perfino se sono definite su spazi probabilizzati differenti. In particolare, se X e Y sono v.a. con leggi
date da Px e Py e se Px(B) = Py(B) per ogni B € B(R), allora si dice che le due v.a. sono uguali
in legge e si scrive

Xty

Si osservi inoltre che, se si ha un'applicazione X : 2 — S, dove S C R ¢ un insieme numerabile,
affinché X sia una v.a. ¢ sufficiente che I'evento

{X=z2}={weQ: X(w) =2z}

appartenga a F per ogni € S. In questo caso, la v.a. ¢ detta discreta. Per definire la legge di una v.a.
discreta ¢ sufficiente dunque considerare le probabilita P(X = x) per x € S, che definiscono la
cosiddetta legge essenziale della v.a. X. Inoltre, se card(S) = 1, la v.a. discreta ¢ detta degenere. Una
precisa classificazione delle v.a. sara considerata nella Sezione 3.2, cosi come le v.a. discrete saranno
considerate in dettaglio nella Sezione 3.3. Si noti inoltre che nel linguaggio della Teoria della Misura
una v.a. discreta che assume un numero finito di valori, ovvero quando si ha card(S) = n, ¢ detta
funzione misurabile semplice.

e Esempio 3.1.1. Si consideri lo spazio probabilizzato (2, F, P), dove 2 = {w;,ws} con F = P(Q)
e P({wi}) = % per k = 1, 2. Si consideri inoltre la v.a. discreta X definita su € e tale che X (w;) =0
e X(ws) = 1. Essendo S = {0,1}, la legge essenziale di X risulta P(X = z) = § per z =0, 1. Sia

data l'ulteriore v.a. discreta Y definita su 2 e tale che Y(w1) =1 ¢ Y (w2) = 0. Dunque, anche la

legge essenziale di Y ¢ datada P(Y = y) = % per y = 0, 1. Risulta evidente che le leggi essenziali di

X e Y sono identiche e quindi X £ Y, perfino se le v.a. X e Y differiscono per ogni evento
elementare di 2. Dato l'ulteriore spazio probabilizzato (€21, 1, P;), dove Q1 = {wq,ws, w3, ws} con
Fi=P() e P({wp}) =1 per k=1,2,3,4, se Z ¢ la v.a. discreta definita su €2; tale che
Z(w1) = Z(wg) =0 e Z(wsg) = Z(wg) = 1, la legge essenziale della v.a. Z ¢ identica a quella della

v.a. X. Quindi X £ Z, anche se la v.a. Z ¢ definita su un differente spazio fondamentale. La
precedente legge ¢ una delle piu semplici che si possono considerare e si ottiene per una specifica
parametrizzazione della legge di Bernoulli, che ¢ stata introdotta da Jakob Bernoulli. La legge di
Bernoulli ¢ un caso particolare della legge Binomiale analizzata nella Sezione 6.1. O

Dal momento che la costruzione della o-algebra di Borel B(R) puo essere fatta a partire dalla
classe di insiemi del tipo | — 0o, x], allora X ¢ una v.a. se l'evento {X <z} ={X €| — o0, x|}
appartiene ad F per ogni € R. In questo caso, a Py ¢ associata in modo unico la cosiddetta funzione
di ripartizione (fr.), che viene indicata con F'y ed ¢ data da

Fx(z) = Px(] — 00,2]) = P(X < x).

Dunque, l'uguaglianza in legge equivale all'uguaglianza delle f.r., ovvero se X e Y sono v.a. con fir.

date rispettivamente da F'y e Fy, allora X £YVse Fx(x) = Fy(x) per ogni z € R.
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e Esempio 3.1.2. Si consideri di nuovo la v.a. discreta X introdotta nell'Esempio 3.1.1. La fir. di X ¢
data da

0 z <0
Fx(z)=<3 0<z<1
1 rz>1

o, in forma piu concisa, da

Il grafico di F'x ¢ riportato nella Figura 3.1.1. O

1.0}

0.6 |

0.4 |
0.2 |

0.0 |

0.0 0.5 1.0

Figura 3.1.1. Funzione di ripartizione relativa alla legge di Bernoulli.

3.2. Proprieta della funzione di ripartizione

Per quanto detto nella Sezione 3.1, risulta evidente che la descrizione probabilistica della v.a. X ¢
incentrata sulle caratteristiche della corrispondente f.r. Sulla base della definizione, ¢ quindi
conveniente ricavare alcune proprieta relative alla fir.

Proposizione 3.2.1. Se F'x e la fr. relativa alla v.a. X definita sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P),siha0 < Fx(x) < 1perogniz € R.

Dimostrazione. Per definizione sussiste la relazione Fx(z) = P(X <z) con {X <z} e F e
quindi risulta 0 < P(X < z) < 1 per le proprieta della probabilita. O

Proposizione 3.2.2. Se F'x e la fr. relativa alla v.a. X definita sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), Fx & non decrescente.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che se = < y, allora Fiy(x) < Fx(y). Per definizione si hanno
le relazioni Fy(xz) = P(X < x) e Fx(y) = P(X < y). Inoltre, se w € {X < x} deve risultare anche
w € {X <y}. Dunque, siha {X <z} C {X <y}, e dalla Proposizione 2.2.3 si ottiene infine

Fy(r) = P(X <) < P(X < y) = Fx(y). O

Proposizione 3.2.3. Se F'x e la f.r. relativa alla v.a. X definita sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P),alloralim,_, Fx(x) =0elim, . Fx(z) = 1.
Dimostrazione. Si ha
lim Fy(z) = lim P(X <z)=1lmP(E,),

T——00 I——00
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dove (FE,),>1 ¢ una successione decrescente di eventi il cui generico elemento ¢ dato da
E, ={X < —n}. Dunque, tenendo presente il Teorema 2.2.10 e la definizione di limite di
successione decrescente di eventi, risulta

lim P(E,) = P(lim E,) = P (ﬁ En) = P(§)=0.

In modo analogo, si ha

lim Fy(z) = lim P(X < 2) = lim P(E,),

r—00 Tr—00

dove (E,),>1 ¢ una successione crescente di eventi il cui generico elemento ¢ F, = {X < n}.
Dunque, risulta

lim Fy(x (U E) = =1. O

Proposizione 3.2.4. Se Fx e la f.r. di una v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (X2, F, P),
allora F'y é continua a destra.
Dimostrazione. Per ogni x € R, si deve dimostrare che per € > 0 si ha

lirg Fx(x+¢)= Fx(x),
e—0*

ovvero che

lim P(X <x+4¢)=P(X <x).

e—0t
Per un dato « € R, si consideri che

lim P(X <xz+4e¢)= hmP(E )

e—0t

dove (E,),>1 ¢ una successione decrescente di eventi il cui generico elemento ¢ dato da
E, ={X < x+n"'}. Tenendo presente il Teorema 2.2.10 ¢ la definizione di limite di successione
decrescente di eventi, si ha

lim P(E,) = P (ﬁ E) =P(X<ua). 0

Proposizione 3.2.5. Sia Fy la f.r. di una v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e
per e > 0 sia

AFx(x) = hrgl Fx(x+¢)— lim Fx(x —¢) = Fx(x) — lim Fx(x —¢),

e—0+ e—0+
owvero A Fx(z) rappresenta I'ampiezza del salto di F'x(x) nel punto x. Si ha
AFx(z) =P(X =x).
Dimostrazione. Risulta

lim Fx(z —¢) = lim P(X <z —¢)=1limP(E,),

e—0t e—0t
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dove (FE,),>1 € una successione crescente di eventi il cui generico elemento ¢ dato da
E,={X <z —n"'}. Inoltre, dal Teorema 2.2.10 e dalla definizione di limite di successione
crescente di eventi, risulta

n=1

lim P(E (UE) P(X < z),

da cui

AFx(z)=P(X<z)—-P(X<z)=PX=1). O

Proposizione 3.2.6. Sia Fy la f.r. di una v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P).
L'insieme di punti di discontinuita di Fx e al piu numerabile.
Dimostrazione. Per ogni punto di salto x si consideri l'intervallo aperto

I, =] lirélFX(x—s),FX(:L’)[,

dove € > 0. Se y ¢ un ulteriore punto di salto tale che = < y, allora dalla Proposizione 3.2.2 si ha

Fx(l') S 111’(1)1 Fx(y—€) ,
e—0*

per cui gli intervalli I, e I, sono disgiunti. Quindi, l'insieme dei punti di salto puo essere messo in
corrispondenza biunivoca con un insieme di intervalli disgiunti, che per la Proposizione 3.2.1 sono
sottoinsiemi dell'intervallo [0, 1]. Quest'insieme ¢ necessariamente numerabile, dal momento che ogni
intervallo dell'insieme contiene almeno un numero razionale e i numeri razionali sono densi in ogni
intervallo di R. Dunque, 1'insieme dei punti di salto ¢ in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme
dei numeri razionali e quindi ¢ finito o numerabile. O

Si pud quindi concludere che la fir. Fly di una v.a. X non ¢ in generale continua a sinistra e che
risulta continua in z se e solo se P(X = x) = 0, mentre l'insieme dei punti di discontinuita, ovvero
l'insieme dei punti di probabilita non nulla, deve essere finito o al pit numerabile.

Ogni fr. Fx pud essere espressa in modo unico come la combinazione convessa di tre tipi
fondamentali di f.r., ovvero

FX:adFd+aacFac+ast=

dove ayg, e, a5 > 0 € ag + e + a5 = 1 (si veda Chung, 2001, p.1). In questo caso, Fy ¢ una fr.
costante a tratti con un insieme numerabile di punti di salto ed ¢ detta f.r. discreta. Formalmente, Fj; ¢
una fir. discreta se esiste un insieme numerabile S, tale che P(X = x) > 0 solo se = € .S, per cui si
ha

=Y 1w (W)P(X =u).

u€esS

Inoltre, F;. ¢ una f.r. assolutamente continua, ovvero esiste una classe di funzioni non negative, il cui
generico elemento ¢ indicato con fx, che coincidono g.o. rispetto alla misura di Lebesgue, integrabili
su R rispetto alla misura di Lebesgue, e per cui si ha

x) = /_; fx(u)du

Infine, F ¢ una f.r. singolare, se non ¢ identicamente nulla e se la derivata di F esiste ed ¢ nulla q.o.
Una fr. singolare ¢ continua, ma non ¢ assolutamente continua e non ammette la precedente
rappresentazione integrale.
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Risulta immediato verificare che una v.a. discreta, come definita nella Sezione 3.1, possiede una
f.r. del primo tipo. Inoltre, una v.a. ¢ detta assolutamente continua se possiede una f.r. del secondo
tipo. Infine, una v.a. ¢ detta singolare se possiede una fir. del terzo tipo. Una v.a. ¢ detta mista se
possiede una fir. che ¢ data da una combinazione convessa di almeno due tipi di fir. Proprieta ed
esempi specifici di v.a. discrete e assolutamente continue saranno discusse a lungo nel presente
capitolo e nei prossimi capitoli. Al contrario, v.a. singolari sono poco impiegate nella pratica e non
saranno ulteriormente considerate. Tuttavia, si noti che questo tipo di v.a. riveste un'importanza
notevole nelle strategie di gioco ottimali in giochi d'azzardo quale la roulette. Questi argomenti sono
considerati in grande dettaglio da Billingsley (1995, p.101).

e Esempio 3.2.1. Si consideri la v.a. X con fr. data da

0 x <0
Fx(z)=q 2 0<z<1
1 r>1

o, in forma piu concisa, da
Fx(z) = 21 (x) + Lo () .

Dal momento che

x
FX(III) = / 1]071[('&) du ,
—0o0
allora X ¢ una v.a. assolutamente continua. Evidentemente, in questo caso si ¢ scelto
fx(x) = 1),1(x), anche se sarebbe stata ugualmente corretta una scelta del tipo fx(x) = 1j01p ().
In effetti, le due scelte coincidono g.o., dal momento che l'insieme dei numeri razionali in |0, 1] ¢
numerabile e la sua misura di Lebesgue risulta nulla. La legge associata a questa v.a. si ottiene per una
particolare parametrizzazione della cosiddetta legge Uniforme, che a sua volta ¢ un caso particolare
della legge Beta, che sara considerata in dettaglio nella Sezione 6.9. Il grafico della f.r. considerata ¢
riportato nella Figura 3.2.1. O

0.8 | 1
0.6 | |
0.4Ff ]

0.2 L ]

0.0 | ]

0.0 0.5 1.0

Figura 3.2.1. Funzione di ripartizione relativa alla legge Uniforme.

e Esempio 3.2.2. Si consideri la v.a. X con fir. data da

0 x <0
Fx(z)=4q 2 0<z<1
1 z>1

o, in forma piu concisa, da
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2¢ +1
Fx(2) = = — Ljp((#) + Lpcf()
Si osservi che
1 1
Fx(z) = 5 Fa(z) + 5 Fae(z) ,

dove F}; ¢ la fir. discreta considerata nell'Esempio 3.1.2, mentre Fj,. ¢ la fr. assolutamente continua
considerata nell'Esempio 3.2.1. Dunque, X ¢ una v.a. mista. Il grafico della f.r. considerata ¢ riportato
nella Figura 3.2.2. O

1.0}
0.8
0.6
0.4

0.0 |

0.0 0.5 1.0

Figura 3.2.2. Funzione di ripartizione relativa alla legge mista.

e Esempio 3.2.3. Si consideri l'espansione ternaria di « € ]0, 1], ovvero

n=1

o
3

n 2

S

w

dove ¢, = 0, 1, 2. Se x appartiene all'insieme di Cantor analizzato nell'Esempio 2.3.5 risulta ¢,, = 0, 2,
ovvero x ha un'espansione ternaria che non contiene la cifra 1. Sia inoltre N = min{n € N: ¢, = 1},
mentre sia N = oo se non esiste tale n, e si ponga

. 3 n<N
" 11 n=N"

Si consideri la f.r. data da

o bn
Fx(z) = Z; o 1l (7)
dove 1 valori dei ¢, (e quindi dei b,,) sono quelli relativi all'espansione ternaria di x. Questa f.r. ¢ in
effetti la funzione di Cantor, che in modo piuttosto pittoresco viene detta anche “scala del diavolo”. Si
puo dimostrare che la derivata di F'x ¢ nulla eccetto che nei punti che appartengono all'insieme di
Cantor. Dal momento che l'insieme di Cantor ha misura di Lebesgue nulla (vedi Esempio 2.3.5), la
derivata di F'x ¢ nulla q.0. e quindi F'x ¢ singolare (si veda Chung, 2001, p.13). Il grafico (ovviamente

approssimato) della f.r. ¢ riportato nella Figura 3.2.3. O



64 Variabili e vettori aleatori

1.0}

0.8 |

0.4 |

0.2 |

0.0 |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2.3. Funzione di ripartizione di Cantor.

3.3. Variabili aleatorie discrete

Come evidenziato nella Sezione 3.1, la v.a. X ¢ detta discreta se € a valori su insieme numerabile
S. Se si definisce la funzione di probabilita (f.p.) della v.a. X come

px(z) = P(X =1),
in base a quanto visto nella Sezione 3.2, la f.r. di X puo essere scritta come

FX(IE) - Z 1}—00,93] (u)px(u) .

ueS

La f.p. px ¢ non nulla solo se = € S. L'insieme delle probabilita (px(z)),es costituisce la legge
essenziale di X definita nella Sezione 3.1. Inoltre, la f.r. F'x ¢ costante a tratti, con punti di salto sugli
elementi z € S per cui si ha px(x) = AFx(z). Per ovvie ragioni di semplicita ¢ in pratica
conveniente lavorare con la f.p. piuttosto che con la f.r., dal momento che la f.p. definisce comunque
la legge essenziale della v.a. X.

Si noti che la legge della v.a. X puo essere anche scritta sotto forma di integrale, ovvero per ogni
B € B(R) si ha

P)((B) :/deV,
B

dove v(B) = card(BN S), ovvero v ¢ la misura che enumera gli elementi di un sottoinsieme di S.
Equivalentemente, risulta dunque

P(X € B) =) 1p(x)px(z).

z€eS

Dal momento che Q = | J,.¢{X = «}, ¢ immediato verificare che

pr(w) =1.

TES

e Esempio 3.3.1. Si consideri la v.a. X con f.p. data da
px(z) =27t 1y(z) .

In questo caso si ha S =N, mentre la legge essenziale ¢ data dall'insieme delle probabilita
(27"71) 0. Inoltre, considerando la serie geometrica, per a € ]0, 1[ & noto che
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e quindi, adoperando la precedente relazione con a = % si ha
o 1 o0
— - __
St =g 3o
x=0 =0
Tenendo presente che per a € ]0, 1] si ha inoltre
n . 1— n+1
Sttt
— 1—-a

e, adoperando questa relazione con a = %, la fr. di X risulta

|z
=3 Y@ 2 =1 (@)Y 2 = (1 -2 ) 1 (),

ueS u=0

dove |z] denota il pit grande numero intero minore o uguale a x. Infine, la probabilita che la v.a. X
assuma un valore intero dispari ¢ data da

- c —2x—2 IS —x
;px(m“):;z :Z;4 ==

La legge associata a questa v.a. si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge
Geometrica, che a sua volta ¢ un caso particolare della legge Binomiale Negativa considerata nella
Sezione 6.3. O

e Esempio 3.3.2. Sia S = (z,,),,>1 una enumerazione dei numeri razionali e si consideri la v.a. X con
legge essenziale data dall'insieme delle probabilita (27"),,>1, mentre la relativa f.r. risulta

il :xe] xn 2 "
n=1

Si noti che le probabilita relative alla legge essenziale sono in effetti identiche a quelle dell'Esempio
3.3.1, anche se definite su un differente insieme S. Tuttavia, la v.a. X del presente esempio ¢ in
qualche modo patologica, in quanto prende valori su una enumerazione dei numeri razionali che non ¢
unica e neppure “cronologica”. Inoltre, S ¢ un insieme denso su R. O

3.4. Variabili aleatorie assolutamente continue

Come detto nella Sezione 3.2., una v.a. X ¢ assolutamente continua se possiede una fur.
assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue. In questo caso, la f.r. della v.a. X puo essere

espressa come
= / fx(u)du

dove la funzione misurabile non negativa fy : R — [0, 00] ¢ detta densitd di probabilitd (d.p.) o
semplicemente densita. Come evidenziato nella Sezione 3.2, la d.p. non ¢ unica e quindi si dovrebbe
parlare piu propriamente di una versione della densita. Tenendo presente la mancanza di univocita, per
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l'utilizzo pratico ¢ comunque conveniente considerare la d.p. in quanto mostra generalmente
un'espressione molto piu semplice della relativa f.r. Per comodita si sceglie di solito la versione
continua di fx o, in alternativa, quella con il minor numero di punti di discontinuita. In questo caso, si
dice che X ammette una d.p. fx. Inoltre, dal momento che una f.r. ¢ differenziabile g.o. su R (si veda
Chung, 2001, p.11), allora risulta

Tenendo presente il Teorema di Radon-Nikodym (Teorema A.9), la legge della v.a. X puo essere
scritta sotto forma di integrale, ovvero per ogni B € B(R) si ha

Px(B)=P(X € B) = /BfX(x) dz .
In particolare, se B = |a, b] allora risulta
b
P(X €]a,b]) = Fx(b) — Fx(a) = / fx(z)dx .

Dal momento che P(X = z) = 0 per ogni « € R, essendo la v.a. X assolutamente continua, allora si
ha anche

b
P(X € [a,b]) = P(X €]a,b]) = P(X € [a,b]) = / (@) dz .
Risulta infine

P(XGR):/OCfX(a:)d.rzl.

e Esempio 3.4.1. Si consideri la v.a. X con fir. data da
Fx(z) =2’ Liop(x) + Ly oo(z) -

La v.a. X ¢ assolutamente continua € si ha
T
Fx(z) = / 3u” 1y 1(u) du .
—00

Inoltre, F'x ¢ derivabile q.o., dal momento che non ¢ derivabile solo se x =1, per cui si ha
P(X = 1) = 0. Dunque, una versione della d.p. ¢ data da

d
fx(z) = T Fx(z) = 322 1}071[(56) )
Inoltre, si ha
P(X €10.D = P(X € 0.2 = Fx(5) - Fx(0) = 5.

mentre
P(X€e]-1,2)=Fy(2)— Fx(—1)=1.

La legge associata alla v.a. considerata si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge
Beta (si veda la Sezione 6.9). O
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3.5. Vettori aleatori

Quando si considera un'applicazione dallo spazio fondamentale a R", il concetto di v.a. puo essere
esteso immediatamente a quello di vettore aleatorio. Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 3.5.1. Se (2, F, P) ¢ uno spazio probabilizzato, un'applicazione X : {2 — R" ¢ detta
vettore di variabili aleatorie (v.v.a.) (o semplicemente vettore aleatorio) se 1'evento
X'B)={we: X(w) € B}
¢ tale che X !(B) € F per ogni B € B(R"). O
Un v.v.a. ¢ quindi dato da un vettore del tipo X = (X7, ... ,Xn)T, dove X4,..., X, sono v.a. La

v.a. Xj ¢ detta componente marginale del v.v.a. X, mentre la misura di probabilita Px indotta dal
v.v.a. ¢ detta legge congiunta. Se B = B; X --- x B,, con By, € B(R), si definisca inoltre I'evento

n

{XeBy={X1€B,....X, € By} = [ |{Xs € B} .
k=1

In particolare, si definisce

{(X<a}={Xi<m,..., X, <z} = (| { Xk <2},

k=1
dove x = (x1,...,2,)". Tenendo presente che la o-algebra di Borel su R™ puo essere costruita a
partire dagli insiemi rettangolari del tipo | — 0o, z1] X -+ X | — 00, x,], alla legge congiunta Px ¢

associata in modo unico la cosiddetta funzione di ripartizione congiunta (f.r.c.), data da
Fx(z) = Fx(z1,...,2,) = P(X <2)=P(X; <x1,..., X;, < x,) .

Inoltre, la funzione di ripartizione marginale (f.r.m.) della k-esima componente marginale X, ¢ data
da

FXk(ack) :P(Xk S:I?k):P(Xl eR,.... X, <uzp,..., X, GR),

perk=1,...,n.
Si puo verificare facilmente che la f.r.c. di un v.v.a. ha proprieta analoghe a quelle della f.r. di una
v.a. In effetti, si ha 0 < Fy(z) < 1 per ogni z € R", mentre Fy(z) < Fx(y) se x = (z1,...,2,)" €

vy = (y1,...,yn)" sono tali che z, < 3 per ogni k = 1,...,n. Inoltre, risulta
lim Fy(zy,...,z,) =0
p—r—00
perogni k = 1,...,n, mentre
lim Fx(zy,...,2,) = 1.

T1—00,. . .,Tp—00
Infine, per € > 0 si ha

gli%lFX(xl’ e Tkt ey x,) = Fx(2),
da cui si puo dimostrare che F'y ¢ continua nel punto x se e solo se P(X = z) = 0.

In modo simile a quanto fatto per le v.a., si puo ottenere una classificazione dei v.v.a. a secondo
delle varie tipologie delle f.r.c. Tuttavia, per brevita saranno considerate nel seguito solo le due piu
importanti classi di v.v.a. Per quanto riguarda la prima classe, un v.v.a. ¢ detto discreto se ¢ a valori su
insieme S € R" finito o numerabile. La funzione di probabilita congiunta (f.p.c.) del v.v.a. X ¢
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definita come
px(x) = px(x1,...,2,) = P(X =2)=P(Xy =21,..., X, = 2y) .

La f.p.c. px(x) ¢ non nulla solo se x € S e l'insieme delle probabilita (px(x)).cs costituisce la legge
essenziale di X. Per semplicita di notazione e di calcolo, risulta generalmente conveniente lavorare
con la legge essenziale di un v.v.a. discreto piuttosto che con la relativa fir.c. In ogni caso, in modo
simile a quanto visto nella Sezione 3.3, si puod ottenere la legge del v.v.a. X, ovvero per ogni

B € B(R") si ha

P(XEB):/deV: Z 1p(z1, ..., z0)px (21, ... x0) ,
B

(15 ) ES

dove v(B) = card(B N ) e quindi l'espressione della f.r.c. ¢ data da

Fx(.CB) = Z 1]foo7x1]><---><]foo,xn}(ulv-",un)pX(ul,--wun) .

(U1, yup)ES

Se il v.v.a. ¢ discreto, tale ¢ anche ogni componente marginale Xj. In questo caso, la funzione di
probabilita marginale (f.p.m.) della k-esima componente marginale X, ¢ data da

n

pXk(SCk) :P(Xl G]R,...,Xk :.:ck,...,Xn GR) = Z Z pX(.’El,...,SIZn) R
j;ﬁkaL']ESj

dove S) rappresenta la proiezione di S sul k-esimo asse cartesiano. L'insieme delle probabilita
(px,.(z1))z.es, costituisce la legge essenziale della v.a. Xj,.

Un v.v.a. X ¢ assolutamente continuo se possiede una f.r.c. assolutamente continua rispetto alla
misura di Lebesgue in R". In questo caso, per il Teorema di Radon-Nikodym (Teorema A.9), la legge
della v.a. X puo essere scritta sotto forma di integrale, ovvero per ogni B € B(R") si ha

Px(B) = / fx(z1,...,z) dzy...dx,
B
e quindi la f.r.c. del v.v.a. X puo essere espressa come

FX(QS):/ / ’fX(ul,...,un)dul...dun,

dove la funzione misurabile non negativa fx : R" — [0, 00| & detta densita di probabilita congiunta
(d.p.c.) o semplicemente densita congiunta del v.v.a. X. In modo simile a quanto visto nella Sezione
3.3., la d.p.c. non ¢ unica e quindi si dovrebbe parlare piu propriamente di una versione della densita
congiunta. Inoltre, dal momento che la f.r.c. & differenziabile g.o. su R", allora risulta

an

Ix(@) = fx(z1,...,2,) = oz,...0z,

Fx(itl,... ,.fEn) .

Di nuovo, si deve notare che ¢ conveniente lavorare con la d.p.c. di un v.v.a. assolutamente continuo
piuttosto che con la relativa fir.c. Se il v.v.a. ¢ assolutamente continuo, tale ¢ anche ogni componente
marginale Xj. In questo caso, la k-esima componente marginale X; ammette densita di probabilita
marginale (d.p.m.) data da

Ix () = ] fx(z1,...,2n) day. .. dep_1dTpyq. .. do,
Ro-

e Esempio 3.5.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X1, X5)T con fip.c.
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1 I 1 T 1 1*.”13]*1‘2
px (21, 22) = (Z) (§> (Z) 10,1y (21) 10,1y (22) 101y (21 + 22)

Evidentemente, risulta S = {(0,0),(1,0),(0,1)}, mentre S; =S, = {0,1}. Dunque, la fp.m.
relativa alla prima componente marginale X ¢ data da

1 T 3 1*1?1
px, (1) = Z px(x1,®2) = <1) <1) 1{0,1}(331) )
T2ESs

mentre la f.p.m. relativa alla seconda componente marginale X5 risulta

1
px,(z2) = Z px (1, 22) = 3 10,1y (22) .

I]GS]

La legge associata al v.v.a. X ¢ un caso particolare della legge Multinomiale, mentre le leggi associate

alle v.a. X; e Xy si hanno per particolari parametrizzazioni della legge Binomiale (si veda la Sezione
6.5). O

e Esempio 3.5.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T che ammette la
seguente d.p.c.

f)((.ilil,.'EQ) = 24.’131(1 — T — SUQ) 1]071[(331)1]071[(332)1]071[(331 + 562) .

Le d.p.m. della prima e della seconda componente marginale sono rispettivamente date da

1—331
le (.Cl?l) = / 24331(1 — T — .CCQ) 1]071[(1'1) dﬁL‘Q = 12{131(1 — .’131)2 1]071[(1'1)
0

171‘2
fX2 (33'2) = / 24:61(1 — T — .’L'g) 1]071[(1‘2) d:l?l = 4(1 — 232)3 1}0,1[(562) .
0

La legge associata al v.v.a. X ¢ legata alla legge di Dirichlet, mentre le leggi associate alle v.a. X; e
X5 si hanno per particolari parametrizzazioni della legge Beta (si veda la Sezione 6.12). O

e Esempio 3.5.3. Si consideri il v.v.a. X = (X7, X»)T che possiede fir.c.
FX(ZL‘l, 932) = I’l’lil’l(l‘l, IQ) 1[0’1} (min(xl, wg)) + 1]1,00[(min(m1, (EQ)) .

Il v.v.a. X non ¢ ovviamente discreto € non ¢ neppure assolutamente continuo in quanto la f.r.c. non ¢

assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue in R?. In effetti, si ha che g}g’; ; ¢ nulla q.o.

Inoltre, si ha

Fx,(z1) = P(X1 <21, X2 € R) = 21 19 1)(z1) + L1 oo(21) »

da cui
fx,(z1) = L y(21)

ovvero la prima componente marginale ¢ una v.a. assolutamente continua. In modo simile si verifica

. . . c )
che anche la seconda componente marginale ¢ assolutamente continua e che X; = X5. Dunque, il
fatto che le componenti marginali siano assolutamente continue non implica che il v.v.a. sia
assolutamente continuo. O
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3.6. Indipendenza di variabili aleatorie
Risulta molto importante estendere il concetto di indipendenza che ¢ stato introdotto per un insieme
di eventi ad un insieme di v.a. definite sullo stesso spazio fondamentale. Si ha la seguente definizione

formale che in effetti ¢ una conseguenza della Definizione 2.5.5.

Definizione 3.6.1. Le v.a. Xi,..., X,, definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P) sono dette
stocasticamente indipendenti (o semplicemente indipendenti) se si ha

P(ﬁ {X; € Bk}) = ﬁP(Xk € By),
k=1

k=1
perogni B € B(R)conk =1,...,n. O

Si noti che la precedente Definizione implica che ogni possibile scelta di k v.a. X ,..., X, con
k = 2,...,n risulta indipendente. Inoltre, posto X = (X1,..., X,,)T, dal momento che la costruzione

della o-algebra di Borel B(R) puo essere fatta a partire dalla classe di insiemi del tipo | — oo, z],
allora la condizione data nella Definizione 3.6.1 ¢ equivalente alla condizione

FX(xl,... ,xn) = P(ﬁ {Xk < :Ek}> = ﬁP(Xk < :Ek) = ﬂFXk(xk) .
k=1 k=1

k=1

Proposizione 3.6.2. Le v.a. discrete X7, ..., X, definite sullo spazio probabilizzato (€2, 7, P) sono
indipendenti se e solo se laf.p.c. px delv.vaa. X = (X1,..., X,,)T é data da

pX(iUl, 75571) - HpXk(l'k) )

dove py, € laf.p.m. della k-esima componente.
Dimostrazione. Se Xi,..., X, sono indipendenti, dalla Definizione 3.6.1 si ha come caso
particolare

px(T1,...,x,) = P(ﬁ {X = xk}> = ﬁP(Xk =uxp) = ﬁpxk(mk) :
k=1 k=1 k=1

Inversamente, se ¢ vera la fattorizzazione, se il v.v.a. X prende valori su S € R" e S} rappresenta la
proiezione di S sul k-esimo asse cartesiano, sommando opportunamente si ha

P(ﬁ{Xk S Bk}> = > .. > A (@)... 1p, (@)px (@1, ..., T0)
k=1

1€51 T,€S,

Z Z HlBk (zr) HPXA (k)

T1€S5, T, €S, k=1

_HZ]'BA (EkpX]\ :L‘k HPXkEBk

=1 xSk k=1

La precedente relazione ¢ equivalente alla condizione della Definizione 3.6.1 e implica la tesi. O

Proposizione 3.6.3. Le v.a. assolutamente continue X1, ..., X,, definite sullo spazio probabilizzato
(92, F, P) sono indipendenti se e solo se lad.p.c. fy delvva. X = (X3,...,X,,)T é datada
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fX Tlyeeey X HfXA (Ek

dove fx, élad.p.m. della k-esima componente.
Dimostrazione. Dal momento che la Definizione 3.6.1 ¢ equivalente alla relazione

Fx(z1,...,2,) = [[_1 Fx,(x), allora ¢ sufficiente verificare che
fx(z x)—LF(aE x)— HF x
X\Llyeeeydn _3x8xn X\Lly-eeyn) — 8$n Xy k
—Hd—FXk ) Hka )
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

e Esempio 3.6.1. Si consideri il v.v.a. X = (X1, X3)! che ammette f.p.c.

1 /1\™2/3\'"™
pX(SUl,SCz):§(Z) (Z) 10,1y (21) 10,1y (22) -

Evidentemente, risulta S = {(0,0), (1,0),(0,1),(1,1)} e S; =S5, ={0,1}. La v.a. X; ammette
f.p.m. data da

1
px (1) = Y px(x1, 1) = =5 Lo (@2),

332652
mentre la v.a. Xy ammette f.p.m. data da
1 T 3 1—.’1}2
px,(m2) = Y px(x1,22) (Z) <1) Lo, (w2) -
T1€S5,

Incidentalmente, si noti che il v.v.a. X possiede componenti marginali che hanno le stesse f.p.m. del
v.v.a. dell'Esempio 3.5.1, anche se la f.p.c. risulta differente. Essendo

pX(«Tla«TQ) = PXx, (xl)ng(x2) s

le v.a. X; e Xy sono indipendenti. Al contrario, ¢ immediato verificare che le v.a. X; e Xs
dell'Esempio 3.5.1 non sono indipendenti. O

e Esempio 3.6.2. Si consideri il v.v.a. X = (X1, X3)T che ammette d.p.c.
fx (1, 22) = 42129 1) 1 (1) L)0,1((2)

La v.a. X; ammette d.p.m. data da

1
le (CCl) = / 4$13§'2 1]071[(131) diL‘g = 2l‘1 1]071[(IE1)
0
e quindi per simmetria la v.a. X5 ammette d.p.m.
Ix,(w2) = 22 L) 1((22) -

Essendo

Ix(w1,m2) = fx, (1) fx,(22) ,
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le v.a. X; e Xy sono indipendenti. Le leggi associate alle v.a. X; e Xy si hanno per particolari
parametrizzazioni della legge Beta (si veda Sezione 6.9). O

e Esempio 3.6.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X)' che ammette d.p.c.
1
f)((.illl,.'le) = ; 1[071[(33% + .CC%) .

La legge associata al v.v.a. ¢ detta Uniforme sul cerchio unitario. La v.a. X; ammette d.p.m. data da

Visat 2
fx, (1) = /_ - Loaa(e)de = — /1= a1 ()

e quindi per simmetria la v.a. X, ammette d.p.m.

2
fx,(w2) = = \/ 1 — 3 1]—1,1[(332) .

Le v.a. X; e X5 non sono indipendenti in quanto

fx(z1,22) # fx (1) fx, (x2) . [

3.7. Trasformate di variabili aleatorie

In molti casi ¢ necessario considerare una funzione di una certa v.a. (o di un certo v.v.a.), piuttosto
che la v.a. (o il v.v.a.) originale. Formalmente, dato lo spazio probabilizzato (2, F, P) e la v.a.
X :Q —R,se g: R — R ¢ una funzione misurabile, allora Y = g(X) ¢ detta trasformata della v.a.
X. Dal momento che g ¢ una funzione misurabile e che per ogni B € B(R) si ha

Y=(B)=X"(¢g7(B)),

allora segue immediatamente che Y ¢ una v.a. in base alla Definizione 3.1.1. Inoltre, la legge indotta
dalla v.a. Y ¢ data da

Py(B) = Px(g~'(B)) = P(9(X) € B) = P(X € g'(B)).

Dalla precedente relazione si puo ottenere la f.r. della v.a. Y qualora si ponga B =] — o0, y]. Inoltre,
identici risultati possono adeguati a trasformate di v.v.a., assumendo in questo caso che g : R — R™
sia una funzione misurabile. Anche se il problema di determinare la legge e la f.r. di una trasformata ¢
concettualmente semplice, la gestione di ogni caso specifico puo richiedere tuttavia una certa abilita di
calcolo.

e Esempio 3.7.1. Data la v.a. X, si consideri la trasformata Y = | X|. In questo caso, per ogni y > 0
si ha

PY <y)=PX e[-yyl)
e dunque
Fy(y)=P(Y <y) = (Fx(y) — Fx(—y) + P(X = =) Ljo((¥)-
Quando la v.a. X ¢ assolutamente continua, allora risulta

Fy(y) = (Fx(y) — Fx(—¥)) 1jo.00[(%)

e quindi anche la v.a. Y ¢ assolutamente continua e ammette d.p. data da
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d
fry) = &y Fy(y) = (fx(y) + fx(= ) Lo (1) -
Infine, se la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine, ovvero X £ _Xx , allora
fr(y) = 2fx(y) Lo (y) -
Nel caso particolare in cui
1
fx(z) = 2 1) qq(z),
si ha dunque
fY(y) = 1]0,1[(9) . [

e Esempio 3.7.2. Dato il v.v.a. X = (X1, X5)", si consideri la trasformata Y = X; + X». Si ha
Fr(y)=PY <y =PX1+ X2 <vy).

Quando il v.v.a. X ¢ assolutamente continuo, dalla precedente espressione risulta
00 00 oo Y=
Fy(y) = / / Ix(@1,m2) 1 y(z1 + 22) do1ds = / / [x (21, 22) dzyday

e quindi anche la v.a. Y ¢ assolutamente continua con d.p. data da

d

fy(y)zd—yFy(y)z/_ Frleny — o) de .

Nel caso particolare in cui
fx(z1,22) = Lyo1((71) L) 11(w2)

si ha

1
fy(y) = /0 Lyp1(y — x1) dzy = min(y, 2 — y) Lgo(y) = (1 — |y — 1]) Lo 2/(y) -

In questo caso, la legge associata alla v.a. Y si ottiene per una particolare parametrizzazione della
cosiddetta legge Triangolare. Si noti inoltre che un metodo piu elegante per ottenere la legge di una

somma di v.a. sara considerato nel Capitolo 7.

O

Di seguito vengono considerati alcuni risultati utili per determinare la fr. e la d.p. di una
trasformata di una v.a. assolutamente continua. Successivamente, vengono analizzate estensioni di

questi metodi a trasformate di v.v.a. assolutamente continui.

Proposizione 3.7.1. Sia data la trasformata Y = ¢g(X) della v.a. X assolutamente continua

definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), con g funzione misurabile biunivoca. Se g € una

funzione crescente, allora si ha

Fy(y) = Fx(g7'(v)) ,

mentre se g € una funzione decrescente, allora si ha

Fy(y) =1-Fx(g'(v)) .
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Inoltre, la d.p. dellav.a. Y é data da
d

—gl(y)‘ :

@) = fx(g ' (v)) i

Dimostrazione. Se g ¢ crescente si ha

Fy(y) =P(g(X)<y)=P(X <g'(y) = Fx(g'(v)),

mentre se g ¢ decrescente si ha

Fy(y) =P(g(X) <y) =P(X 2 g '(y) =1-Fx(g' (1),
in quanto l'immagine inversa dell'insieme | — 0o, a] risulta [a, co[. La seconda parte della Proposizione

si ottiene immediatamente derivando le precedenti espressioni della f.r. Fy. O

La precedente Proposizione pud essere estesa al caso in cui g non sia una funzione biunivoca, ma
risulti biunivoca su ogni elemento di una partizione finita By,..., B, di R, ovvero UZ:1Bk =R.
Sotto questa ipotesi si ha

= gi(x)
k=1

dove gi(z) = g(x)1p,(z) e dunque, applicando opportunamente la Proposizione 3.7.1, si verifica che
lad.p.di Y ¢ data da

n . i .
)= 3 1l ) | )]

e Esempio 3.7.3. Data la v.a. X assolutamente continua, si consideri la trasformata ¥ = X?. Dal
momento che la funzione y : x — z? & decrescente in By =] — 00,0] € crescente in By = |0, o0,
allora

fr () = (fx(/y) + fx(—=/y) 2\/ Lj0,00[(¥

Nel caso particolare in cui

1

fx(z) = 2 1]—1,1[(33) )

tenendo presente che la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine, si ha

fr(y) = % 1)0,1((y)

Proposizione 3.7.2. Sia dato il v.v.a. X assolutamente continuo definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F, P)esiag:R" — R" un difftomorfismo. La d.p.c. della trasformata data dal v.v.a. Y = g(X)
risulta

fr) = fx(g W) I (g W),

dove J (g *(y)) & lo Jacobiano relativo alla funzione g~! nel punto .
Dimostrazione. Per ogni B € B(R") si ha
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Py(B) :Px(gil(B)) :/ fx(:El,,.fEn) d$1d£l§'n
97 '(B)
Tenendo presente il commento successivo al Teorema A.8, allora risulta

Py(B)Z/fo(g1(y1,---,yn))|J(gl(yl,---,yn))\dyl---dyn,

da cui segue la tesi. O

In modo simile a quanto visto per una singola v.a., la Proposizione 3.7.2 puo essere estesa al caso
in cui g sia un diffeomorfismo su ogni elemento di una partizione By, ..., B, di R", ovvero in questo
caso lad.p.c. del v.v.a. Y ¢ data da

Ao =" Frlor @) 17 (a5 W)
k=1

dove gi(z) = g(z)1p,(x).

e Esempio 3.7.4. Dato il v.v.a. X = (X1, X»)" assolutamente continuo, si vuole determinare la d.p.
della v.a. somma (X;+ X3). A questo fine ¢ conveniente considerare la trasformata
Y = (Y1,Y9)T = g(X), dove g(x)= (x1,71 + x9)". Dal momento che ¢ '(y) = (y1,%2 —v1)",
allora |.J (g1 (y))| = 1, e quindi

Fr@) = fyr(yi,92) = fx(yi, 2 —y1) -
La d.p.m. della componente Y5 = X; 4+ X, ¢ dunque data da

T (12) = /_ Ix (1, y2 — 1) dyr

Ovviamente questo risultato coincide con quello ottenuto nell'Esempio 3.7.2. Si noti che, nel caso in
cui le v.a. X e X5 siano indipendenti, si ha

fva(y2) = /OO Ixi (W) fx(y2 — v1) dyr

Se si vuole determinare la d.p. della v.a. differenza (X; — X3), in modo simile si considera la
trasformata Y = (Y1,Ys)T = g(X), dove g(x) = (w1,21 — 22)T. In questo caso, la d.p.m. della
componente Yo = X; — X, ¢ datada

o
fra(y2) = / fx(yi, 91+ y2) dyr
—00
mentre se le v.a. X; e X5 sono indipendenti risulta

fv(y2) = /OO Ixi (W) fx (g1 + y2) dyr O

e Esempio 3.7.5. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X»)T, si vuole determinare la d.p.
della v.a. prodotto X;X5. A questo fine ¢ conveniente considerare la trasformata
Y = (Y1, Ys)" = g(X), dove g(x) = (w1, z122)". Dal momento che si ha g~ (y) = (y1, %)T, allora

1T (g7 ()] = |y1|™", e quindi
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frv) = fx (yl, %) L

1) |l

La d.p.m. della componente Y, = X; X ¢ dunque data da

fvo(y2) = /OO fx <y1, %> Ldyl ,

00 1 |y1|

che nel caso in cui le v.a. X e X5 siano indipendenti, si riduce a

fra(ye) = /OO fx,(y1) fx, (&) L dy: .

Y1 |y1|

In modo simile, la d.p. della v.a. rapporto Y, = % ¢ data da

fra(y2) :/ fx(y1, yaye) |yl dyr
mentre se le v.a. X; e X5 sono indipendenti risulta
Frtoe) = [ f o) Pl don

Nel caso particolare in cui si considera la d.p.c. dell'Esempio 3.7.2, allora la d.p.m. della trasformata
Y; = X X, risulta

1
Y 1
Ty (y2) = /0 1]0,1[(—2) —dy; = —log(y2) 1jo,11(v2) »

Y/ n
mentre la d.p.m. della trasformata Y5 = % risulta
! 1 1
fr(y2) = | Lon(ny)yrdy = 5 Lo (y2) + 37 L1001 (42) - o
0 2

e Esempio 3.7.6. (Paradosso delle corde di Bertrand) Sia data la legge Uniforme sul cerchio unitario
introdotta nell'Esempio 3.6.3, ¢ si consideri la trasformata in coordinate polari Y = (Y1, Y2)T = g(X),

dove g7 (y) = (y1cos(ya), y1sin(y))T. Poiche [J (g~ (y))| = 1, si ha

1
fr(y) = —n 1j0,11(y1) Ljo,20(42) -

Dunque, ¢ immediato verificare che le v.a. Y7 e Y5 sono indipendenti e che la d.p.m. di Y; ¢ data da
fvi(y1) = 2y1 Lo 11(y1)

mentre la d.p.m. di Y5 ¢ data da

1
Jv(y2) = o 1)0,2+((2) -
La legge associata alla v.a. Y] si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge Beta (si
veda Sezione 6.9), mentre la legge associata alla v.a. Y5 si ottiene per una particolare
parametrizzazione della legge Uniforme. Questi risultati possono essere applicati per illustrare il
cosiddetto paradosso delle corde considerato da Joseph Bertrand nel suo testo Calcul des probabilités.
Il problema consiste nello scegliere “casualmente” una corda nel cerchio unitario e nel determinare la
probabilita che la corda sia piu lunga del lato del triangolo equilatero inscritto nel cerchio (ovvero di
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\/g). Il paradosso deriva dal fatto che nella formulazione del problema non ¢ ben definita la v.a.
d'interesse, ovvero si hanno differenti risultati a secondo del modo in cui viene selezionata la corda.
Ad esempio, se la corda viene scelta generando uniformemente un punto nel cerchio e in modo tale
che il punto corrisponda al punto medio della corda, allora la probabilita richiesta ¢ data da

1 2 1
0

4

Se invece si genera un punto casuale sul diametro perpendicolare al lato del triangolo equilatero e si
sceglie la corda perpendicolare a questo punto, allora se la legge della v.a. Z ¢ Uniforme su [ — 1, 1],
ovvero ammette densita data da f(z) = 31—y 1)(2), la probabilita richiesta ¢ data da

1
Y mm— 3 1 1 [2 1
1
-3
Se infine la corda viene scelta in modo che uno dei suoi estremi coincida con un estremo del lato del
triangolo e l'altro estremo abbia una distribuzione uniforme sulla circonferenza unitaria, allora la

probabilita richiesta ¢ data da

1 w 5 1 [F 1
_ > — <Z)l=Pli<y, <) = _— ==,
P(y/2 = 2cos(Y2) > v/3) P(cos(Yz) < 2) P(6 <Y, < 6) %/% dy; = 5. O

Proposizione 3.7.3. Sia dato il vv.a. X = (Xi,...,X,)T con componenti indipendenti definito
sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Se Y = (Y1,...,Y,)T = g(X) & una trasformata misurabile
tale che Y, = gi(X}), le componenti del v.v.a. Y sono indipendenti.

Dimeostrazione. Dal momento che risulta

P(ﬁ {9(X)) € Bk}> _ P(ﬁ (X, € g#(Bk)}) ~TT1P0x € i (B)
k=1 k=1 k=1

= - P(gx(X%) € By)
k=1

per ogni By, € B(R) con k =1, ..., n, la tesi segue immediatamente dalla Definizione 3.6.1. O

3.8. Riferimenti bibliografici

Una trattazione esauriente ed elegante delle proprieta della funzione di ripartizione ¢ contenuta nel
classico testo di Chung (2001). Numerosi esempi di equivalenze in legge e su trasformate di variabili
aleatorie (o vettori aleatori) sono contenuti nei testi con esercizi svolti di Chaumont e Yor (2012),
Dorogovtsev et al. (1997), Grimmett e Stirzaker (2001) e Hamming (1991). Infine, Devroye (1986) ¢
un testo dedicato alla generazione di variabili pseudo-aleatorie con molteplici esempi di equivalenze
in legge e proprieta delle trasformate.

3.9. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume 1'esistenza
di uno spazio probabilizzato (€2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.
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Sezione 3.1

e Esercizio 3.1.1. Si consideri la funzione indicatrice 1z dell'evento E € F, ovvero 1p(w) =1 se
w € E e 1p(w) = 0 altrimenti. Si verifichi che X = 1z ¢ in effetti una v.a.

Soluzione. Dal momento che la o-algebra di Borel pud essere costruita a partire dalla classe con
elementi del tipo | — oo, z| ¢ sufficiente verificare la definizione di v.a. per questo tipo di insiemi. Si
osservi che risulta

0 ze€]—00,0]
X Y] —o0,2]) =¢ E¢ x€]0,1]
Q x|l oo,

ovvero X (] — oo,x]) € F per ogni x € R. Dunque, X ¢ una v.a. Inoltre, risulta immediato
verificare che 1p ¢ una v.a. discreta con legge essenziale data da (P(E°), P(E)) con S = {0,1}.
Quindi, la v.a. X si distribuisce con legge di Bernoulli di parametro pari a P(E). O

e Esercizio 3.1.2. Si ottengano le espressioni delle funzioni indicatrici 1gc, 1png, € 1gug, con
E E\,E e F.

Soluzione. Evidentemente, risulta 1o = 1 per ogni w € {2, mentre 1p,up, = 1g, + 15, se E; e Ey
sono incompatibili. Dunque, siha 1o = 15 + 1gc, da cui 1z = 1 — 1. Dalla precedente espressione
st ottiene anche 1) = 0 per ogni w € (2. Inoltre, ¢ immediato verificare che 15, np, = 1, 1g,. Infine,
esprimendo E; U E» come unione di eventi incompatibili, si ha

lpup, =1p)\g + 1e\E + 1B0E
da cui, aggiungendo e sottraendo 15, si ha infine

lpue, = Aep\g — lenE) + Ae\e +1E0E) — 1E0E = 15 + 15, — 151, . O

e Esercizio 3.1.3. Se (E};)}_, ¢ una classe di eventi di F, si verifichi che

n
1y s =[5
k=1

n
1y p=1-]]0-1g).
k=1
Soluzione. La prima relazione ¢ valida per n = 2 sulla base dell'Esercizio 3.1.2. Inoltre, si ha
Inm = Yypopone, = e e,
ovvero si ottiene la prima relazione per induzione. Sulla base dell'Esercizio 3.1.2, si ha
lgup, =1p +1p, -1l =1—-(1—-15)(1 - 15,)
e quindi la seconda relazione ¢ valida per n = 2. Inoltre, risulta
ups = ymtmgos, =ty 16~ Ty le = 1= (1= 1y )0 - 15)

da cui si ottiene anche la seconda relazione per induzione. O
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Sezione 3.2

e Esercizio 3.2.1. (Variabili aleatorie simmetriche) Si consideri una v.a. X con fir. Fy e tale che
X £ — X. Si verifichi che si ha

Fx(l')zl—Fx(—LL')+P(X:.CE)

In questo caso, la v.a. X ¢ detta simmetrica rispetto all'origine.
Soluzione. Dalla definizione di fir. e sulla base delle assunzioni fatte si ha

Fx(z)=P(X<z)=P(-X> —z)=P(X> —2x)

=1-PX< —2)=1-PX< —z)+ P(X= —x)

=1-PX< —2)+P(—-X=z2)=1-Fx(—z)+P(X =x).
Evidentemente, se X ¢ una v.a. discreta con f.p. data da px, si ha

px(z)=P(X=2)=P(—-X=2)=PX=—z)=px(—2x).
Inoltre, se X ¢ una v.a. assolutamente continua che ammette d.p. fx, la relazione considerata si riduce
aFx(z)=1-— Fx(— ) erisulta
d

Fi(w) = - Fy(w) = - (1= Fy( = 2)) = fx(~ ). 0

e Esercizio 3.2.2. (Mistura di leggi) Si assuma che wy, € [0,1] per k =1,...,ne > ,_jw; = 1. Se
Fx,,...,Fx, sono fr. si verifichi che

) =) wilx,(v)
k=1

¢ a sua volta una fir.
Soluzione. Dal momento che 0 < Fy,(z) < 1perogniz € Re k=1,...,n,si ha Fx(z)>0e¢
Fx(x) <Y p_jw; = 1. Inoltre, si osservi che risulta

lim Fy(x Zwk lim Fx, (z) =0

Tr——00 T——0Q

k=

e
llmFX Zwk lll’nFX}\( ) Zwk:1,
v k=1 k=1
essendo lim, o Fx, (x) =0 e lim,_,Fx, (z) =1 per ogni k=1,...,n. Inoltre, se x < y si ha

Fx () < Fx,(y) e dunque
ZkaXk < ZkaXk (y) .

Quindi, Fx(x) ¢ effettivamente una fir. La legge considerata ¢ in effetti una combinazione lineare
convessa di leggi che viene usualmente denominata “mistura” di leggi. O

Sezione 3.3

e Esercizio 3.3.1. (Legge Logaritmica) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
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1 p*
= - ——1
pX(SC) log(l — p) " {1,2,..}($) >
dove p € ]0, 1]. Si verifichi che px ¢ in effetti una f.p.
Soluzione. Considerando la serie logaritmica, per a € |0, 1] si verifica che

Z%: log(l —a).

n=1

~—

>0perx €{1,2,... }e

_ P
px(@) = = log (1-p Z;_

x

Dunque, dal momento che px (z

‘M

=
I
—_

px ¢ una f.p. La legge associata alla v.a. X ¢ detta Logaritmica. O

e Esercizio 3.3.2. (Valori record, seconda parte) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

1

px(x) = m 1. 4 (2).

Si verifichi che py ¢ effettivamente una f.p. e si determini un'espressione per la f.r. Fx.
Soluzione. Tenendo presente le proprieta delle serie telescopiche, si ha

L 1 L 1 1 1
S - 1 —
S -2 ()

k=1

e quindi

i;—lim 1— ! =1
k(k+1) n n+1)

k=1

Dunque, dal momento che px(z) > Operxz € {1,2,...} ¢

- — 1
;px(as) = ; 2@+ 1) =1,
px ¢ effettivamente una f.p. Inoltre, risulta
o0 Ed
=31 %1) )Y m _ (1 . L:vJ1+ 1) 1 ().
Si osservi che un'assegnazione di probabilita di questo tipo ¢ stata in effetti considerata nell'Esempio
2.7.3 relativo ai valori record. l

e Esercizio 3.3.3. (Legge di Benford) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
r+1
px(x) = loglo( . ) 1, 95() .

Si verifichi che py ¢ effettivamente una f.p. e si determini un'espressione per la f.r. Fx.
Soluzione. Tenendo presente le proprieta delle serie telescopiche, si ha
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> tosn () = - Gogualk + 1)~ toguo(4)) = logia(n-+ 1)
k=1 k=1

Dunque, dal momento che px(z) > Operxz € {1,...,9} ¢

=]

pX(l‘) = 10g10(10) =1 ,

N

I
—_

px ¢ effettivamente una f.p. Inoltre, risulta

9 w41 Lz} w1
Fx(z) =) 1) o(u) logyg = Lgi(z) Y _ logig — | T Loi(@)
u=1 u=1

u
= logio(|z] + 1) 1 g(x) + Ljgoof() -

La legge prende il nome dall'ingegnere statunitense Frank Albert Benford (1883-1948), anche se
introdotta originariamente dall'astronomo e matematico canadese Simon Newcomb (1835-1909). La
legge ¢ fondamentale nello studio della distribuzione della prima cifra significativa di un numero
aleatorio. O

e Esercizio 3.3.4. Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

prte) = (

n+x
n

) 27" 100,y (),

dove n € Z*, e si verifichi che px ¢ effettivamente una f.p.

Soluzione. Posto
" In+k
C, = 27k
()

si deve verificare 'identita C';, = 2". Per le proprieta dei coefficienti binomiali si ha

B ~n+k—1Y\__, N n+k—1\__,
C, = ( )2 +Z( o )2

k=0 " k=0
183 k — k—1 2n — 1
_ 2 (”+ )2"“+Z(n+ )2—’“+(n >2—”
2 &~ n —~ n—1 n—1
1 1/2n 2n —1 1
= 5 Gn -3 27" Cn— 27" =~ Cn Cn— 5
2 2(n> * 1+(n—1> g Cn
da cui si ha I'equazione ricorrente C,, = 2C),_;. L'equazione ¢ evidentemente soddisfatta per C,, = 2"
e quindi l'identita richiesta ¢ verificata. Dunque, dal momento che px(z) > Operx € {0,1,...,n}e
n n n + T -
EEED MG ERSESE
=0 =0 n
px ¢ effettivamente una f.p. O

Sezione 3.4

e Esercizio 3.4.1. (Legge di Wigner) Si consideri la v.a. X che ammette d.p. data da
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2

fx(z) = 2 r?— 21, (),

dove r € |0, oo e se ne determini la fir.
Soluzione. Tenendo presente che

1 2
/\/r2—x2da::—x r2—aj2+r—arcsm(£),
2 2 r

si ha

x 2 x
FX(x) = / fX(U) du = W 1[7“,7"[(37)/ ‘ % r2 —u?du + 1[r,oo[(x)

1 1

1 . (T
= (5 + 37 r2 — 2 + - arcsm(;)) Ly p(m) + 1 of(2) -

La legge prende il nome dal fisico ungherese Eugene Wigner (1902-1995) e ha un ruolo fondamentale
nella teoria delle matrici simmetriche a coefficienti aleatori. O

e Esercizio 3.4.2. (Legge di Cauchy circolare) Si consideri la v.a. X con fir. data da

1 1 1+
Fx(z) = 3 + = arctan(1 — Z tan(g)) L rn((®) + Lig oo (2)

dove p € ]0, 1]. Si verifichi che Fx ¢ effettivamente una f.r.
Soluzione. Evidentemente, si ha lim, ., Fy(z) = 0 e lim, ., Fx(x) = 1. Inoltre, F'y ¢ continua

e risulta
d 1 1—p?

fx(a) = 7 Fx(@)

= — 1_ .
21 14 p2 — 2pcos(z) ()

Dal momento che per le assunzioni fatte su psihal — p> > 0e
1+ p> —2pcos(z) >1+p>—2p=(1-p)*>0

per x € | — m,m[, fx ¢ una funzione a valori non negativi ¢ dunque Fx ¢ una fr. Questa legge ha
importanti applicazioni nell'ambito della statistica direzionale e ha questa denominazione a causa del
suo legame con la legge di Cauchy considerata nell'Esempio 4.1.4. O

Sezione 3.5
e Esercizio 3.5.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X1, X»)T con fp.c.

4
2 r1wo 1y oy (20) 1, ey (22)

pX(ﬂUla 332) = m

dove n € Z". Si determini le f.p.m. delle componenti marginali X e X».
Soluzione. Tenendo presente che

ik: n(n+1) ’
k=1 2

la f.p.m. di X; ¢ datada
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4 2
px, (21) ZPX (z1,22) ( 1) 111,y (1) 2552 ml’l 1o oy (z1) -
To= 1

Inoltre, dal momento che px (z9, 1) = px(z1, x2) per simmetria, la f.p.m. di X, risulta

2

—x21 . O

Px, (x2) -

o Esercizio 3.5.2. (Legge di Farlie-Gumbel-Morgenstern) Si consideri il v.v.a. discreto
X = (X1, X3)T che ammette d.p.c.

fx(z1,m2) = fx,(21) fx,(22) (1 + @(2Fy, (z1) — 1)(2Fx, (72) — 1)) ,

dove a € [ — 1,1], mentre Fy,, Fx, ¢ fx,, fx,sono rispettivamente le fr. e le d.p. delle v.a. X; e Xo.
Si verifichi che fx € una d.p.c.
Soluzione. Tenendo presente che

/ " fa(en) (2P (@2) — 1) day = 0,

si ha
o
/ fx(21,29) dwy = fx, (1) ,
—00
OVVero
o0 o 0
/ / [x(z1,22) derdxy = / fx,(x1)dzy =1
—00J —0O0 —00
Dal momento che fx ¢ anche una funzione non negativa, allora ¢ effettivamente una d.p.c. O

e Esercizio 3.5.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T che ammette d.p.c.
fx(l'l, :L'Q) = (:Cl + o + 11311'2) e M1 1[0700[(1'1)1[0700[(562) .

Si determini la fir.c. del v.v.a. X e le d.p.m. delle componenti X; e Xs.
Soluzione. La fr.c. ¢ data da

Fx(z) = /_1/_1: fx(up, ug) durdug = (1 —e ™ —e ™ 4 e 72772 1 (1) Lo oo (22) -
La d.p.m. della prima componente marginale ¢ data da
fx,(z1) = /OOO fx(z1,22) dzy = €™ 1) oo (1)
e quindi per simmetria risulta

fx,(z2) = €7 Ljg oof(22) - O

Sezione 3.6

e Esercizio 3.6.1. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X»)' che ammette d.p.c.
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2
f)((l'l, iL'Q) = ; (1 — 1‘% — .fl?%) 1[071[(1'% + $%) .

Si verifichi che le v.a. X; e X5 non sono indipendenti. Si consideri inoltre la trasformata in coordinate
polari Y = (Y1, Ys)" = g(X), ovvero g (y) = (yicos(y2), y1sin(y2))T, € si verifichi che le v.a. Y] e
Y, sono indipendenti.

Soluzione. La v.a. X; ammette d.p.m. data da

1_33% 2 2 2 8 2
Ix (z1) = / - (1—2] —x3)dry = 3V (1 —27)* L1 4(z1)
iR

e quindi per simmetria la v.a. X, ammette d.p.m.

Frole) = oo /A=) 1y ().

Le v.a. X; e X5 non sono indipendenti in quanto
fx(zr,29) # fx, (1) fx,(22) -

Per quanto riguarda il v.v.a. Y, dal momento che |J (¢~ (y))| = v1, la d.p.c. & data da

2
Sy (1, y2) = - y1(1 = 1) Lo (y1) Lo 2x((92) -

Dunque, la d.p.m. di Y; ¢ data da

2m 2
fri(yr) = /0 - y1(1 = y7) Lo (1) dya = 4y1 (1 — 7)) L1y (w1)

mentre la d.p.m. di Y5 ¢ data da

1

1
2
fra(y2) = /U —n(l- Y1) Loan(y2) dyr = 2 Lioan((42)

Quindi, le v.a. Y; e Y5 sono indipendenti in quanto

Sy (W, 92) = fri(y1) fra(92) -

Si deve concludere che trasformate di v.a. non indipendenti possono essere indipendenti. O

e Esercizio 3.6.2. Se X = (X1, X», X3)T ¢ un v.v.a. assolutamente continuo che ammette d.p.c.
1 . : .
fx(z1, 22, 73) = 33 (1 — sin(xzy)sin(z2)sin(z3)) 10,27 (1) Ljo.20((¥2) L0,27( (23) »

si verifichi che le v.a. X;, X5 e X3 non sono indipendenti, anche se risultano reciprocamente
indipendenti.
Soluzione. La d.p.c. del v.v.a. (X1, X5)" ¢ data da

s 1 ) ) '
foxix) (1, 22) = / 33 (1 — sin(ay)sin(xz)sin(x3)) Lo 2x((71) Ljo 2r((T2) dz3
0
1
=12 Ljo,2x((21) 10,27 (72) .

Per simmetria le d.p.c. f(x, x,), f(x,,x5) € f(x,,x,) hanno la medesima struttura. Inoltre, si ha
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1 1

2
fx,(x1) = /0 = Ljo27((71) dzo = oy Ljo2q((21) -

Di nuovo, per simmetria le d.p. fx,, fx, € fx, possiedono la medesima struttura. Dunque, il v.v.a.
(X1, X2)T ha componenti indipendenti in quanto

foaxo) (@1, 02) = fx, (21) fx, (22) -

Data la simmetria, una simile considerazione vale anche per il v.v.a. (X1, X3)T e il v.v.a. (Xo, X3)T.
Tuttavia, il v.v.a. X non ha componenti indipendenti in quanto

fx(z1,m2,m3) # fx,(21) fx, (22) fx, (23)

ovvero le componenti di X sono reciprocamente indipendenti, ma non indipendenti. O

Sezione 3.7

e Esercizio 3.7.1. (Legge Triangolare) Si consideri il v.v.a. X = (X1, X»)T che ammette d.p.c. data
da

fx(x1,29) = Lyg11(21) Lo 11(22)

e si determini la d.p. dellav.a. Y = X; — Xo.

Soluzione. Risulta immediato verificare che le v.a. X; e Xy sono indipendenti e ugualmente
distribuite con legge Uniforme su |0, 1[. Dunque, sulla base dell'espressione della d.p. per la v.a.
differenza di v.a. assolutamente continue, si ottiene

fro) = [ @+ v)de= [ Loy Lose+9) 1) de
ovvero, dal momento che risulta 1) (z)1j0,1((2 +y) = Lj—y1(z) se y €] —1,0[, mentre si ha

1}071[(56)1]071[(]7 + y) = 1]071711[(.77) SCy € ]O, 1[, allora

1 1—y
frly) = / 1 10(y) do + /O 10.1((y) da

=1 +y) L 10 + 1 —y) Loyly) = (1= |y)) 1-11(y) -

Evidentemente, la legge della v.a. Y ¢ detta Triangolare a causa della morfologia della d.p. Tenendo
presente I'Esempio 3.7.2, si ha quindi X; — X £ Xq+ Xy — 1. O

e Esercizio 3.7.2. (Legge Triangolare, seconda parte) Si consideri il v.v.a. X = (X1, Xy)T che
ammette d.p.c. data da

1
I[x(z1,22) = 1 (@) (22) ,

e si determini lad.p. dellav.a. Y =

Soluzione. Le v.a. X; e X5 sono indipendenti e ugualmente distribuite con legge Uniforme su
| —1,1[. Selav.a. Z ¢ tale che Z = X; + X5, si ottiene

X1+ X5
- -

120 = [ @ fnG-nde= 1 [ 4@y - 01 ) de,

ovvero, dal momento che risulta 1)y ;{(2)1)_y 1j(z — =) = 1j_114.((z) se z € | —2,0[, mentre si ha
1 a(2)1)_14((2z — 2) = 1. 4((z) se z € ]0, 2], allora
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1 [+ 1 [
fz(2) = 7§ /_1 Lp/(2) dz + 7 /1_Z Ljo2((2) dz
2 I S 1y (2) + & ; SO & _4|Z| 1 9(2) -
Inoltre, essendo Y = %, si ottiene
fr(y) =2f22y) = (1 = ly)) 11,y (y) ,
ovvero, tenendo presente I'Esercizio 7.3.1, la legge della v.a. Y ¢ Triangolare. O

e Esercizio 3.7.3. Si consideri la v.a. X che ammette d.p. data da fx(x) = 1j9;((x) e si determini la

d.p. dellav.a. Y = cos(27X).
Soluzione. La trasformata g(z) = cos(27z) non € biunivoca per x € ]0, 1], ma puo essere espressa
come somma di funzioni biunivoche su una partizione, ovvero

9(x) = g1(z) + ga() ,

dove g;(z) = cos(27r:c)1}07%[(x) e g2(x) = cos(2m(1 — a:))l]%al[(:c). Dunque, si ha

b

() = fx(gr'(y)) ‘d% 911<y)‘ + fx (92 (v)) ‘d% )

arccos(y)

ovvero, essendo g; '(y) = =L e gy M (y) =1 — arcc;f(y)

, S1 ottiene

1

fr(y) = W\/ﬁ 1_1(y) .

e Esercizio 3.7.4. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X2, X3)T che ammette d.p.c. data
da

fx (@1, 2, 23) = h(a} + 25 + a3)

per una funzione opportuna h, si determini la d.p.c. della trasformata in coordinate sferiche, ovvero
Y = (Y1,Y2,Y3)" = g(X), con

9 ' (y) = (y1 sin(ya)cos(ys), y1 sin(ys)sin(ys), yi cos(ys))"

e dove y; € 10,00, y2 € [0, 7] e y3 € [0, 27].
Soluzione. Dal momento che |.J (g7 (y))| = y?sin(y2), la d.p.c. ¢ data da

Sy (W) = yih(y7) sin(ya) 1o oo (1) Lo, (Y2) Lo 2x( (U3) -

Inoltre, si puo verificare che le v.a. Y7, Y5 e Y5 sono indipendenti. In effetti, la d.p.m. di Y; ¢ data da

T 27
P (1) = yih(yi) o oof (1) /0 /0 sin(y2) dyadys = 4myth(y7) Lo 00 (y1)

e, dovendo risultare dalla precedente espressione 47 [~ y1h(y})dy; = 1, la d.p.m. di Y, ¢ data da

o0 2w
) 1 .
frvo(y2) = sin(y2) 1[077[(3/2)/0 /0 yih(yi) dyrdys = 3 sin(y2) 1jox((v2) -

Infine, si ha
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o0 ™ . 1
() = o) [ [ oiCsinon) dindy = 5= Tpa(n)

per cui la d.p.c. puo essere fattorizzata come

Iy (@) = fvi(y) fro(v2) frs (43) 5

ovvero le componenti marginale del v.v.a. Y sono indipendenti. O

e Esercizio 3.7.5. (Convoluzione di v.a. a valori interi) Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)T con fp.c.
px € legge essenziale definita su N x N. Si determini la f.p. dellav.a. Y = X + Xo.

Soluzione. La legge essenziale di Y ¢ evidentemente definita su S = N. La f.p. della v.a. Y ¢ data
da

py(y) = P(X1i+Xo =y) = P(Xo =y — X1)

P{Xi=ztn{Xo=y—2}) = pr(:v,y—x)-

I
M=

S
Il
=}

Inoltre, nel caso in cui le v.a. X; e X siano indipendenti, risulta

Z px, (z)px, (y — ) -

La precedente espressione ¢ anche detta formula di convoluzione per v.a. a valori interi. O

e Esercizio 3.7.6. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X1, X»)T con fp.c.

px(w1,29) =27 15 3 (21) 110,y (22)

Si determini la f.p. dellav.a. Y = X + %

Soluzione. La v.a. Y ¢ discreta e pud assumere solamente valori frazionari. Dunque, la legge
essenziale ¢ definita su S = Q N ]0, 1], ovvero S ¢ un insieme denso su |0, 1[. Si assuma che y € S sia
una frazione irriducibile, ovvero che risulti y = 2, dove m,n € Z*, con m < m, sono coprimi.

Assumendo che k € Z*, si ha
XK _omy X km
X1+X2_n a X1—|—X2_k:n

P({Xl = k:m} N {X1 + X2 = kn})

3
l~<
I

s
!
&

M 1M

PH{Xi=km}n{Xo=k(n—m)}).

B
Il

1

Dunque, se n = 2,3,... e m ¢ coprimo con n, la f.p. della v.a. Y ¢ data da

pY(n) prkmkn— 22 k"—2n_ ,

In modo notevole, la precedente probabilita non dipende da m, ovvero per tutte le frazioni

"LL con lo

stesso denominatore si ottiene la medesima probabilita. Inoltre, si osservi che nella Teoria dei Numeri
la cardinalita dei numeri coprimi con n ¢ data dalla funzione toziente di Eulero ¢(n). Quindi, dal
momento che py € una f.p. deve risultare
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che in effetti costituisce un caso particolare di una nota identita relativa alla serie di Lambert per la
funzione toziente. l
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Valori attesi

4.1. Valore atteso di una variabile aleatoria

Il concetto di valore atteso ¢ fondamentale nella Teoria della Probabilita. Formalmente, si ha la
seguente definizione.

Definizione 4.1.1. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), si dice valore
atteso l'integrale

E[X] = / XdP
se esiste finito. O

La simbologia adottata nella precedente definizione ¢ basata sul termine inglese expectation o sul
termine francese espérance. Il valore atteso ¢ anche detto valor medio o speranza matematica. Inoltre,
il valore atteso della v.a. X ¢ spesso indicato con il simbolo 1y, o semplicemente con p quando il
contesto non si presta a fraintendimenti.

Si osservi che se X = 1g dove £ € F, allora risulta

b1l = [ ap=P(5).

ovvero la probabilita di un evento puo essere interpretata come un valore atteso. Tenendo presente il
Teorema A.8, il valore atteso pud anche essere espresso come

E[X] = /RdeX(x).

Dalla precedente espressione e dal Teorema A.10, se la v.a. X ¢ discreta a valori su insieme
numerabile S con f.p. px, il valore atteso si riduce a

E[X] = /Rxpx(x) dv(z) = Z:cpx(qr) ,
zeS

dove v ¢ la misura definita nella Sezione 3.3. Analogamente, se la v.a. X ¢ assolutamente continua e
ammette d.p. fx, il valore atteso si riduce a

E[X] = /_w o fx (@) da.

o0

Infine, se X e Y sono v.a. tali che X £V, allora si ottiene immediatamente che E[X] = E[Y].

e Esempio 4.1.1. Si consideri la v.a. discreta X analizzata nell'Esempio 3.3.1. In questo caso, il
valore atteso della v.a. X ¢ dato da
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X] = prx(w) = Z:L’Qfxfl .
=0 =0

Tenendo presente che derivando ambo 1 membri della serie geometrica (si veda I'Esempio 3.3.1)
rispetto ad a si ottiene

f: f:
na
(1—a)2"’
n=1 n=0 1 G)

allora, ponendo a = % nella precedente relazione, il valore atteso risulta

L1y 0

=0

l\DIr—l

e Esempio 4.1.2. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 3.4.1. In
questo caso il valore atteso della v.a. X ¢ dato da

1 1
3
E[X]:/xfx(:c)dm:?)/ dr == . O
0 0 4
Denotando con X = max(X,0) e X~ = — min(X, 0), il valore atteso puo essere scritto come

Dunque, il valore atteso esiste finito se si ha E[X ] < co e E[X ] < oo. Nel caso in cui uno dei valori
attesi E[X"] o E[X "] non sia finito, allora il valore atteso E[X] non ¢ finito. Infine, se entrambi i
valori attesi E[X | ¢ E[X | non sono finiti, allora il valore atteso E[X] non ¢ definito, in quanto si ha
la forma del tipo + oo — o0.

e Esempio 4.1.3. (Legge di Lévy) Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p.
data da

0.5F

0.4 Ff

0.2 Ff

0.0 f

0 1 2 3 4
Figura 4.1.1. Densita di probabilita relativa alla legge ridotta di Lévy.

La legge associata a questa v.a. prende nome dal probabilista Paul Pierre Lévy (1886-1971) e in
questo caso ¢ considerata nella versione ridotta (si veda la Sezione 6.6). La legge ha interessanti
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applicazioni nell'ambito finanziario e in fisica (per la genesi della legge, si veda la Sezione 9.4).

Risulta immediato verificare che E[X ] = 0, mentre
] © 1 4 er [*1
E[XT] = e % dy > —— e = dr >
| \/ o VT \/ o o V2 \/_
e quindi E[X] non ¢ finito. O

Figura 4.1.2. Paul Pierre Lévy (1886-1971).

e Esempio 4.1.4. (Legge di Cauchy) Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p.
data da

fx(x)zm-
0.3}
0.2
0.1}
0.0t
a2 o 2 a

Figura 4.1.3. Densita di probabilita relativa alla legge ridotta di Cauchy.

La legge associata a questa v.a. ¢ legata al nome del matematico Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).
Anche in questo caso la legge ¢ considerata nella versione ridotta (si veda la Sezione 6.6). La legge ha
importanti applicazioni in fisica e si ottiene per una particolare parametrizzazione della legge ¢ di
Student (si veda la Sezione 6.10). Data la simmetria di fx risulta
> x
E X+ — E Xﬁ — —_— d =
X =B )= [ e

e quindi E[X] non ¢ definito. O
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Figura 4.1.4. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

4.2. Proprieta del valore atteso

Le seguenti Proposizioni ¢ Teoremi forniscono un insieme di proprieta, che riguardano alcune
disuguaglianze e le condizioni di esistenza sul valore atteso.

Proposizione 4.2.1. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P). Si ha
[E[X]| < E[|X]]

e quindi se E[| X|] esiste finito, allora anche E[X] esiste finito.
Dimostrazione. Dal momento che { X < |X]|} g.c., allora dal Teorema A.6 si ha

EX] < [E[X]| = \ / Xdp\ < [ 1x1ap = E[x]),

da cui segue immediatamente anche la seconda parte. O

Proposizione 4.2.2. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Se
P(X € [a,b]) =1 dove a e b sono costanti, allora si ha a < E[X] < b. Quindi, se a,b < oo, allora
E[X] esiste finito.

Dimostrazione. Dal momento che {X > a} q.c., dal Teorema A.6 si ha

E[X]:/XdPZa/dP:a,
mentre, dal momento che {X < b} q.c., allora
E[X]:/Xdpgb/dp:b,
da cui segue anche la seconda parte. O

Se g: R" — R ¢ una funzione misurabile, risulta semplice generalizzare le Proposizioni 4.2.1 ¢
4.2.2 alla trasformata Y = g(X) del v.v.aa. X = (X1,..., X,,)". Piu esattamente, si ha che

[E[g(X)]| < E[lg(X)[]

e quindi se E[|g(X)]|] esiste finito, allora anche E[g(X)] esiste finito. Inoltre, se P(g(X) € [a,b]) =1,
siha a < E[g(X)] < b. Infine, la seguente Proposizione ¢ fondamentale in quanto permette di ottenere
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il valore atteso della trasformata Y = g(X) senza dover prima determinare la legge della v.a.
trasformata, come in effetti sembrerebbe necessario dalla definizione.

Proposizione 4.2.3. Data la funzione misurabile ¢g:R"™ — R, si consideri la trasformata
Y =g(X)delvva X = (Xi,..., X,)" definito sullo spazio probabilizzato (€2, F, P). Si ha

E[Y] = E[g(X)] :/ g(x1,...,x,) dPx(x1,...,2)

n

se l'integrale esiste finito.
Dimostrazione. Dal Teorema A.8 si ha

E[Y]:/g(X)dP:/ng(:vl,...,mn)dPX(xl,...,:I:n)

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

In particolare, se X ¢ un v.v.a. discreto a valori su un insieme S e con f.p.c. px, dalla Proposizione
4.2.3 e dal Teorema A.10 si ottiene che

E[Y] = E[g(X)] = Z g(xl, ,l‘n)pX(fL‘l, 7mn) 5

(xlz- ..,:pn)ES

mentre se X ¢ un v.v.a. assolutamente continuo che ammette d.p.c. fx allora si ha

E[Y] = E[g(X)] :/ g(x1, ...,z fx(x1, ... xy) dxy. . doy, .

n

e Esempio 4.2.1. Si consideri la v.a. assolutamente continua X con legge Uniforme che ammette d.p.
fx(@) = Lya(2)

e si consideri la trasformata Y = X*?. Dal momento che la funzione y = % & crescente in |0, 1], allora
dalla Proposizione 3.7.1 risulta

fr(y) = % 1]0.,1[(1/)

e quindi

E[Y]:/O yfy(y)dy:%/() \/ﬂdy:%.

Il medesimo risultato puo essere ottenuto in modo immediato applicando direttamente la Proposizione
4.2.3, in quanto si ha

E[Y]:E[XQ]:/01x2fx(x)dx:/olx2dx:%. O

e Esempio 4.2.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T che ammette la d.p.c.

introdotta nell'Esempio 3.7.5. Nel medesimo Esempio ¢ stato verificato che la d.p. della trasformata
Y = X1X2 risulta

fr(y) = —log(y) 1)0,1(y)
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e quindi

1
1
E[Y]= - / ylog(y)dy = 7 .
0
Tuttavia, applicando la Proposizione 4.2.3, si ha immediatamente

1 rl
1
E[Y] = E[XlXQ] :/ / 12 diL‘ld(EQ = Z . O
0 J0

La seguente Proposizione fornisce un importante risultato sul valore atteso di una combinazione
lineare di v.a., nel senso che il valore atteso di una combinazione lineare di v.a. ¢ dato dalla
combinazione lineare dei valori attesi.

Proposizione 4.2.4. Se X = (Xy,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato

(2, F, P), si consideri la trasformata Y =a+ >.;_ b, X}, dove a € R e (by,...,b,)" € R" sono
costanti. Se E[X}] esiste finito per ogni £ = 1,...,n, si ha

k=1

Dimostrazione. Tenendo presente il Teorema A.6 si ha

E[Y]:/<a+Zkak> dP:a/dPerkZ/Xde:aJerkE[Xk]’
k=1 k=1 k=1

da cui segue la tesi. O

In particolare, quando si considera la trasformata Y = a + b.X, dove a,b € R, dalla Proposizione
4.2.4 risulta

E[Y] =a+bE[X].
Inoltre, se si ha la trasformata Y = X — p, con pn = E[X], allora segue che
EY]=E[X]—pu=0.

Infine, se si considera la trasformata Y = 3, _, X}, nelle ipotesi della Proposizione 4.2.4 risulta

E[Y] = Zn:E[Xk] .

e Esempio 4.2.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)" introdotto
nell'Esempio 3.5.2. Si ha

1 1*161 2
E[Xi]| = 24/0 /o (1 — 21 — x9) dryday = s

1 pl—x
! 1
E[XQ] = 24/ / Zlflmg(l — 1 — ZL‘Q) dlL‘ldIEQ = g .
0 J0

Dunque, la media dellav.a. Y = X; + X, ¢ datada
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3
E[Y] = E[X; + Xo] = E[Xj| + E[X;] = 5 O
La seguente Proposizione permette di ottenere il valore atteso di un prodotto di v.a. indipendenti,
nel senso che il valore atteso del prodotto di v.a. indipendenti ¢ dato dal prodotto dei valori attesi.
Proposizione 4.2.5. Se X = (Xi,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato

(2, F, P) a componenti indipendenti, si consideri la trasformata Y = [];;_; X}. Se E[X}] esiste finito
perognik =1,...,n,siha

- H E[X)] .
k=1

Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.3 e il Teorema di Fubini (Teorema A.11) si

ha
= /HXde = / Hl‘kd(le & .- ®PX“) = H/ ZEdeXk = HE[Xk‘] R
k=1 R™ k=1 k=1/R k=1
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Si osservi che non vale ovviamente l'inverso della Proposizione 4.2.5, ovvero, se si verifica che il
valore atteso di un prodotto di v.a. equivale al prodotto dei singoli valori attesi, questo non ci permette
di concludere che le v.a. sono indipendenti.

e Esempio 4.2.4. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X3)T dell'Esempio 3.7.2.
Inoltre, nell'Esempio 4.2.2 ¢ stato ottenuto il valore atteso della trasformata Y = X; X. Il calcolo di
questa quantita puo essere ulteriormente semplificato. In effetti, dal momento che

Ix(w1,m2) = fx, (1) fx,(2) ,

dove fx,(z1) = 1j1((71) € fx,(w2) = 1jp,1((x2), allora le componenti marginali del v.v.a. sono
indipendenti. Inoltre, si ha E[X;] = E[X,] = J e quindi la media della v.a. Y = X; X, ¢ data da

E[Y] = E[X; X] = E[X1]E[X,] = i . O

e Esempio 4.2.5. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T dell'Esempio 3.6.3.

Risulta
1- I]
X1X2 / / 12 dl‘ldwg =0 5
—/1— 931

mentre, data la simmetria rispetto all'origine della d.p. fx, (x1), si ha

2 1
_—/ r1\/1—a?dx; =0.
m™J

Inoltre, dal momento che X; e X, posseggono la medesima legge, allora si ha anche E[X5] =0
Risulta quindi E[ X X] = E[X}]E[X5] anche se le v.a. X; e X, non sono indipendenti. O
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Il seguente Teorema introduce una importante disuguaglianza per il valore atteso di una trasformata
Y = ¢g(X) di un v.v.a. X quando la funzione ¢ risulta convessa, ovvero se g ¢ definita su un insieme
aperto C' e

glou+ (1 - a)o) <ag(u) + (1 - a)g(v)

per ogni u,v € C' e dove « € [0, 1]. La disuguaglianza prende nome dal matematico danese Johan
Jensen (1859-1925).

Teorema 4.2.6. (Disuguaglianza di Jensen) Data la funzione convessa g : R” — R, si consideri
la trasformata Y = g(X) del vwva. X = (Xi,...,X,)T definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P).Siha

9(E[X]) < E[g(X)].
Dimostrazione. Se g ¢ una funzione convessa, per ogni v esiste un ¢ = ¢(v) tale che
9(u) = g(v) + c(u —v)

(si veda Billingsley, 1995, p.545). Tenendo presente questa disuguaglianza con v = E[X] e le
proprieta del valore atteso, si ha

Elg(X)] = Blg(E[X]) + (X — E[X])] = g(E[X]) + ¢ E[X — E[X]] = g(E[X]),
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O
e Esempio 4.2.6. Si consideri la v.a. X e la trasformata g(X) = | X|. Dal momento che g ¢ una

funzione convessa, allora risulta |E[X]| < E[|X]|], ovvero si ha una ulteriore dimostrazione della
Proposizione 4.2.1, in questo caso basata sulla Disuguaglianza di Jensen. O

4.3. Momenti di variabili aleatorie
I momenti sono medie di particolari trasformate della v.a. in oggetto di studio, ovvero medie di
potenze, e che servono a caratterizzare la distribuzione della v.a. Piu esattamente si ha la seguente

definizione.

Definizione 4.3.1. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P), si dice momento di
ordine r, dove r = 0, 1, ..., l'integrale

E[X"] = / X"dP
se esiste finito. Si dice inoltre momento assoluto di ordine r l'integrale
BX[) = [ 1x]ap
se esiste finito. Infine, si dicono rispettivamente momento centrale di ordine r l'integrale
B[~ )] = [ (X ap

e momento centrale assoluto di ordine r l'integrale
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EX ) = [ 1X — ul" ap
se esistono finiti. O

I momento di ordine r della v.a. X ¢ spesso indicato con il simbolo jx ,, 0 semplicemente con i,
quando il contesto ¢ chiaro. Dalla Definizione 4.3.1 risulta evidente che py = 1, mentre si ha
w1 = p = E[X]. Ovviamente, i momenti e i momenti assoluti (cosi come i momenti centrali e i
momenti centrali assoluti) coincidono quando r ¢ pari. Risulta inoltre immediato verificare che il
primo momento centrale ¢ nullo (vedi Sezione 4.2). Il secondo momento centrale ¢ detto varianza e
viene indicato con la notazione

Var[X] = E[(X - 1)?].

o anche con la notazione %, che al solito viene ulteriormente semplificata con o quando non vi &
possibilita di fraintendimento. Infine, la radice quadrata della varianza o ¢ detta scarto quadratico
medio.

Tenendo presente la Proposizione 4.2.4, ¢ immediato verificare che fra i momenti centrali e i
momenti esiste la seguente relazione

r

s r rT— r— - r rT— r—
BIX =] = B[y () (— 0 XM = () (=0 e
k=0 k=0
In particolare, si ha
Var[X] = E[X?] — E[X]* = o — pi* .
Nel linguaggio della Teoria della Misura, i momenti sono evidentemente funzioni di norme, ovvero
E[[X]] = [ X7 e E[[X — p|"] = [[X — ull}-
e Esempio 4.3.1. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 4.2.1. In

questo caso il momento di ordine r della v.a. X ¢ dato da

1

1
E[X"] :/ ' dxr =
0

Si ha dunque p = %, mentre il momento di ordine r coincide con il momento assoluto di ordine r
essendo {X > 0} g.c. Per quanto riguarda il momento centrale di ordine r della v.a., risulta

B = [ (o-3) dr=2p e (-1

e quindi E[(X — p)"] = 0 se r ¢ dispari, mentre
277’
r+1

Bl(X —p)] =

se r & pari. Dunque, si ha Var[X] = . Infine, risulta
1 s % 1 r 1 1 T 2—7‘
E[| X — pu]"] = dr = - — d — =) dz = . O
I 1] /0 T /0 (2 :1:) x+l (l‘ 2) T=

2
e Esempio 4.3.2. Si noti che v.a. con leggi differenti possono avere tutti i momenti coincidenti. Come
caso specifico si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette densita

1
x__
2
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1 1/3

Ix(z) = 6 e Lpsof(z)

e la v.a. assolutamente continua Y che ammette densita

1

fr(w) = g e (L sin(V351)) 1o (v)

Incidentalmente, si osservi che la legge associata alla v.a. Z = X'/3 si ottiene per una particolare
parametrizzazione della legge Gamma (si veda la Sezione 6.8). Dal momento che risulta

[e¢]
/ yre*yl/3 sin(\/§y1/3) dy=20,
0
allora segue immediatamente che E[X"] = E[Y"] per ognir = 0,1, .... O
Il seguente Teorema fornisce una importante disuguaglianza, che nella successiva Proposizione

permette di ottenere le condizioni di esistenza per i momenti. La disuguaglianza ¢ comunemente
attribuita al matematico e probabilista russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).

Figura 4.3.1. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).

Teorema 4.3.2. (Disuguaglianza di Lyapunov) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, 7, P). Se 0 < s < r, allora si ha

E[|X|"]Y* < E[IX]""".

Dimostrazione. Se {Y > 0} g.c., dalla disuguaglianza di Jensen (Teorema 4.2.6) con g(y) = y* e
a > 1, si ha E[Y]* < E[Y]. Dal momento che . > 1, ponendo a =~ e Y = |X|* nella precedente
disuguaglianza, si ottiene

E[|X|"]"* < E[IX]],

da cui si ha immediatamente la tesi. O

Nel linguaggio della Teoria della Misura, la disuguaglianza di Lyapunov stabilisce in effetti che
1 X][s < [[X]lrse 0 <s <.

Proposizione 4.3.3. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (X2, 7, P). Se si ha
E[|X|"] < oo, allora E[X*] esiste finito per ogni k& = 1,..., 7.
Dimostrazione. Dal momento che £ < r, dalla disuguaglianza di Lyapunov (Teorema 4.3.2) si ha
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E[|X|"]'/" < E[IX|']"
Dunque, se E[|X|"] < oo, allora si ha E[|X|*] < co. Tuttavia, dalla Proposizione 4.2.1 risulta che se

E[|X|¥] < oo, allora si ha anche E[X*] < 0. O

Tenendo presente la dimostrazione della precedente Proposizione, ¢ inoltre facile verificare che se
il momento di ordine r non esiste finito, allora non esistono finiti neppure i momenti di ordine
superiore. Inoltre, dal momento che Var[X] < E[X?], la varianza esiste finita se esiste finito il
secondo momento. In generale, ¢ immediato verificare che il momento centrale di ordine r esiste finito
se esiste finito il momento di ordine 7.

Si considerano di seguito alcune Proposizioni sulle proprieta della varianza.

Proposizione 4.3.4. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Se E[X?]
esiste finito, si ha

Var[X] < minE[(X — a)?].

a€R
Dimostrazione. Tenendo presente le proprieta del valore atteso, si ha

E[(X — a)’] = E[(X — p+ p— a)’] = B[(X = p)* + 2(X — ) (1 — @) + (1 — a)’]
= Var[X] + (1 — a)?

e, dal momento che Var[X] > 0 non dipende da a, il minimo della precedente quantita si ottiene per
a = . O

Proposizione 4.3.5. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Se E[X?]
esiste finito, la varianza della trasformata Y = a + b X, dove a,b € R, é data da

Var[Y] = Var[a + bX] = b* Var[X] .
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.4 si ha E[Y] = a + by, e quindi
Var[Y] = E[(a + bX — a — bp)*] = B*E[(X — p)?] = b* Var[X],
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O
In particolare, se Y = a + X, dalla Proposizione 4.3.5 si ha
Var[Y] = Var[a + X| = Var[X] .

Inoltre, se si considera la trasformazione

allora risulta

mentre

1 1
Var[Z] = gVar[X —pl = ;Var[X] =1.

Per questi motivi, la precedente ¢ detta trasformazione di standardizzazione.
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Il seguente Teorema fornisce una importante e utile disuguaglianza, che prende nome dal
matematico e probabilista russo Andrey Andreyevich Markov (1856-1922).

Teorema 4.3.6. (Disuguaglianza di Markov) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P). Se ¢ > 0, allora si ha

1
P(|X] 2 c) < ZE[IX]].
Dimostrazione. Si ha
E[|X]] = / | X|dP > /Cl{X|2c} dP = cP(|X| > ¢),

da cui segue immediatamente la tesi. l

Figura 4.3.2. Andrey Andreyevich Markov (1856-1922).

Il seguente Teorema fornisce una famosa e celebrata disuguaglianza introdotta dal matematico
russo Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), padre fondatore della scuola matematica russa e in
particolare mentore di Lyapunov e Markov.

Teorema 4.3.7. (Disuguaglianza di Chebyshev) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P). Se ¢ > 0, allora si ha

0.2

PX —p[>c) < = .

c2

— 1
(CTRE
o c
Dimostrazione. Applicando opportunamente la disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6) alla v.a.
trasformata (X — p)?, si ha

Equivalentemente, se o2 < oo si ha

PX —ul > ¢) = P(X — ) > &) < S E[(X — ).

da cui segue la prima parte del Teorema. La seconda parte si ottiene in modo simile considerando la
N2
v.a. trasformata % |
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Figura 4.3.3. Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894).

La precedente disuguaglianza ¢ anche detta di Bienaymé-Chebyshev dal momento che in effetti fu
congiuntamente formulata da Chebyshev insieme allo statistico francese Irénée-Jules Bienaymé
(1796-1878). Si noti inoltre che la disuguaglianza puo essere facilmente generalizzata con i momenti
centrali assoluti, ovvero risulta

1 T
P(IX =l =) < ZE[X —pl].

Proposizione 4.3.8. Se X & una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) e se E[X?]
esiste finito, si ha Var[X] = 0 se e solo se X é degenere.

Dimostrazione. Se X ¢ degenere, allora risulta {X = a} g.c. per una data costante a € R. In
questo caso, si ha

mentre
Var[X] = (a — E[X])?P(X =a) =0.
Inversamente, se Var[X] = 0, applicando la disuguaglianza di Chebyshev, per ogni ¢ > 0 si ha
P(|X — al 20)§Z—22:0,
ovvero {X = a} q.c. O

4.4. Covarianza e matrice di varianza-covarianza

Il concetto di momento puo essere esteso in modo generale a un v.v.a. In effetti, si ha la seguente
definizione formale.

Definizione 4.4.1. Dato il v.va. X = (Xy,...,X,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), si dice momento misto di ordine (ry,...,7,), dovery =0,1,... ek =1,...,n, l'integrale

E[X/'... X" = /X;'l...X;;n dP

se esiste finito. Inoltre, si dice momento centrale misto di ordine (rq,...,r,) l'integrale
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E[(X1 — px,)" o (X — pix,)™] = /(X1 —px,)" e (X — px,)" dP

se esiste finito. O

Si osservi che, scegliendo opportunamente gli indici (1, ...,7,), si possono ottenere i momenti di
qualsiasi ordine di tutte le possibili scelte delle componenti marginali. Ad esempio, ponendo 7, = 1 e
rp=0 perogni l #k =1,...,n, si ottiene E[X}]. In particolare, risulta fondamentale considerare i
momenti per vettori bivariati di v.a. Piu esattamente, dato il v.v.a. X = (X, XQ)T, il momento misto &
dato dall'integrale

E[X, X, = / X1 X,dP

se esiste finito. Analogamente, il momento misto centrale, detto usualmente covarianza, ¢ dato
dall'integrale

Cov[X1, Xo] = B[(X1 — px,) (X2 — pix,)] = / (X1 — px, ) (X2 — px,) dP

se esiste finito. La covarianza viene anche usualmente denotata con il simbolo oy, x,. Tenendo
presente il Teorema A.6, risulta immediato verificare che

Cov[Xy, Xo] = E[X; Xo] — B[X1]E[X>],

mentre ovviamente Cov[ X7, X7] = Var[X;]. In Teoria della Misura, il momento misto e la covarianza
sono prodotti interni, ovvero E[ X X5] = (X3, X3) e Cov[X; Xo] = (X7 — pux,, Xo — px,)-

Il seguente Teorema introduce una famosa disuguaglianza che permette fra l'altro di ottenere le
condizioni di esistenza della covarianza e che prende nome dal matematico tedesco Otto Ludwig
Holder (1859-1937). Tuttavia, la disuguaglianza dovrebbe piu correttamente essere denominata di
Rogers-Holder, dal momento che ¢ stata introdotta indipendentemente e contemporaneamente anche
dal matematico inglese Leonard James Rogers (1862-1933).

Teorema 4.4.2. (Disuguaglianza di Holder) Sia dato un v.v.a. X = (X1, X5)? definito sullo
spazio probabilizzato (2, 7, P). Se r, s € ]1, 00[ sono costanti tali che 1 + 1 =1 e se E[|X;|"] < oo
e E[| X12|*] < oo, allora

IE[X1X5]| < E[| X1 Xo|] < E[| X1V E[| Xo|]* .

Inoltre, I'uguaglianza si ottiene se e solo se {b; X1 = b2 X5} g.c.

Dimostrazione. La prima disuguaglianza segue dalla Proposizione 4.2.1. Al fine di dimostrare la
seconda disuguaglianza, si noti che la funzione © — — log(x) ¢ convessa. Dunque, se « € [0, 1], dalla
definizione di funzione convessa si ha

—loglau + (1 —a)v) < — alog(u) — (1 — a)log(v) = — log(u®v'™®)
per ogni u, v € |0, oo[. Quindi, dalla precedente disuguaglianza si ottiene
u v < au+ (1 —a)v.

Infine, dal momento che la funzione = — — log(z) ¢ strettamente convessa, l'uguaglianza si ha se e
solo se u = v. Adoperando dunque la precedente disuguaglianza con o« = % el—a= %, posto

| Xy
Y, =
E[| X1|"]
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| Xo|®
Y, = ,
E[| Xy|*]

tenendo presente che E[Y]] = E[Y32] = 1, allora si ha

v 1/s 1 1 1 1
EV,Y, ") < “EMi]+ ZE[Ya = -+ = =1.
T S T S

Infine, sostituendo opportunamente, dalle proprieta del valore atteso si ottiene immediatamente la
prima parte del Teorema. Inoltre, 'uguaglianza si ottiene se e solo se {Y; = Y2} q.c., ovvero, tenendo
presente che

[ Xul” X
E[[X1]"]  E[|b1X4]"]
e
[ Xol* 5o Xof®
E[|Xof]  E[[baXo[*]
quando si ha {b1 X7 = by X5} q.c. O

Nel caso particolare in cui r = s = 2, la disuguaglianza si riduce a
E[X1.X:]* < E[XT]E[X3],

e viene detta disuguaglianza di Schwarz in onore del matematico tedesco Karl Hermann Amandus
Schwarz (1843-1921). Anche in questo caso si dovrebbe parlare di disuguaglianza di Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz, in quanto la versione elementare della disuguaglianza ¢ stata introdotta da
Cauchy e successivamente estesa dal matematico russo Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-
1889). La disuguaglianza di Schwarz implica inoltre che Cov[X7, X5] esiste finita se esistono finiti i
momenti E[X?] e E[X3]. Infine, si noti che in Teoria della Misura la disuguaglianza di Holder
stabilisce che [(X1, Xo)| < || X1 ||| Xollrse 2 + 1 =1.

Il seguente Teorema introduce un'altra celebrata disuguaglianza che discende dalla disuguaglianza
di Holder e che prende nome dal matematico tedesco Hermann Minkowski (1864-1909).

Teorema 4.4.3. (Disuguaglianza di Minkowski) Sia dato un v.v.a. X = (X1, X5)T definito sullo
spazio probabilizzato (2, F, P). Se r > 1 e se E[| X1]"] < oo e E[| X5|"] < o0, allora
E[| X0 + X' TV < E[IX0 ']V + B[ Xo|']/" .

Dimostrazione. Se E[| X; + X»|"] = 0 la disuguaglianza ¢ immediatamente verificata. Si consideri
quindi il caso in cui E[|X; + X5|"] > 0. Tenendo presente che per ogni w,v € R vale la
disuguaglianza |u + v| < |u| + |v|, si ha

E[| X1 + Xa|"] = E[| X1 + Xa| - | X1 + Xo| '] S E[(IX1] + [ Xa]) - [ X1 + Xo| 7]
= E[|X1] - [X1 + X7+ E[1X] - [ X1 + X
Inoltre, dalla disuguaglianza di Holder applicata alle v.a. | X1| e | X1 + X»|" ! risulta
E[[Xa] - X1+ Xo '] S E[IX0'TVE[ X0 + XYY = E[1XGTE[ X0 + XY,

dal momento che, essendo % + % = 1,sihaanche (r—1)s=re % =1- 71 In modo simile risulta
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E[|Xa] 1 X0 + X ™) < B[ X1/ E[|X) + Xof [
Dunque, si ha
E[IX, + Xel'] < (B[X0 [T + B[ Xl /B[ X + Xl

da cui discende immediatamente la tesi. O

Nella Teoria della Misura, la disuguaglianza di Minkowski stabilisce in effetti la cosiddetta
disuguaglianza triangolare, ovvero || X1 + Xo|, < || X1, + [| X2||;-
Si considerano di seguito alcune Proposizioni sulle proprieta della covarianza.

Proposizione 4.4.4. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)" definito sullo spazio probabilizzato (Q2, F, P),
se X; e X, sono indipendenti e se E[X] e E[X] esistono finiti, allora si ha Cov[X;, X5] = 0.
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.5 si ha

E[X1X,] = E[X4]E[X3],

da cui segue immediatamente la tesi. O

Si deve notare che non ¢ in generale valido l'inverso della Proposizione 4.4.4, ovvero se si verifica
Cov[X1, X5] = 0 non si puo concludere che le due componenti del v.v.a. X = (X7, X5)T sono
indipendenti. In effetti, come sara visto in seguito, la covarianza dipende dal'intensita del legame
lineare tra le due componenti del v.v.a. X. Se tali componenti sono indipendenti, non esistendo tra
loro nessun tipo di legame, non esiste nemmeno un legame di tipo lineare e quindi la covarianza
risulta nulla. Al contrario, se le due componenti hanno covarianza nulla, si pu¢ solamente affermare
che non esiste tra loro nessun legame di tipo lineare, ma questo non esclude che esista un legame di
tipo differente.

e Esempio 4.4.1. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T. Si supponga che la
componente marginale X; ammetta d.p. data da

fx,(z1) = %1]1.,1[(5151)

e che X, = X?. Dal momento che
B = 5 [ wrae= e )
=— [ 2'dz=—— —
SN 2(r+1)
e quindi E[X]] = 0 se r ¢ dispari, mentre

1
r+1

E[Xi] =
se r ¢ pari. Dunque, si ha
Cov[X1, Xo] = E[X7] — E[X,]E[X}] = 0
anche se X ¢ una trasformata di X; e dunque X; e X5 non risultano ovviamente indipendenti. O
Proposizione 4.4.5. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P),

se Yy =a; + b X1 e Yy =ayg+ by Xy, dove ay,as, by, by € R sono costanti, e se Cov|[ Xy, X,] esiste
finita, allora
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COVD/l, }/2] = COV[CLl + lel, as + bQXQ] = blbg COV[Xl, XQ] .
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.2.4 si ha

COV[Yi, 1/2] = E[(a1 + b1X1 — E[a1 + lel])(CLQ + bQXQ — E[CLQ + bQXQ])]
= blbg E[(Xl — E[Xl])(XQ — E[XQ])] = blbg COV[Xl, XQ] ,

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

In particolare, per Y7 = a1 + X; e Yo = as + X5, dalla Proposizione 4.4.5 si ha
COV[Y&, }/2] = COV[CLl + Xl, as + XQ] = COV[Xl,XQ] .

Viene introdotto di seguito un importante indice che risulta fondamentale nel valutare il grado di
dipendenza lineare tra due v.a. Piu esattamente, dato il v.v.a. X = (X, X5)! definito sullo spazio
probabilizzato (2, F, P), se X; € X» sono v.a. non degeneri tali che E[X?] e E[X?3] esistono finiti, si
dice coefficiente di correlazione tra X; e X la quantita

_0X1,X
PX1, X, = .
0X10X2

Tenendo presente la Proposizione 4.4.5 e la Proposizione 4.3.5, se si considera le v.a. standardizzate

Xi1—p Xo—lix, « - . .
7, =22 e 7, = 229 s immediato verificare che
ox, 0X, 2

E[21Z2] = 02,2, = PZ,Z5 = PX1,Xs »

ovvero il coefficiente di correlazione rappresenta in pratica la covarianza tra le v.a. standardizzate.
Inoltre, quando px, x, = 0 le v.a. sono dette non correlate. Ovviamente, questo si verifica se e solo se
ox,x, = 0. Dalle seguenti Proposizioni risultano le principali proprieta del coefficiente di
correlazione.

Proposizione 4.4.6. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)" definito sullo spazio probabilizzato (Q2, F, P),
seY), =a;+ b X1 eYy =as+ byXs, dove ay,as, by, by € R, e se X; € X5 s0n0 v.a. non degeneri tali
che E[X?] e E[X2] esistono finiti, allora

pyiy, = sgn(bibz)px,,x, -
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 4.4.5 e la Proposizione 4.3.5 si ha

bibaox, x,

0K o (b)) pys x, - O
|b1|O'X]|b2|O'X] g ( 1 2)pX , X

PYLY, =

Proposizione 4.4.7. Dato un v.v.a. X = (X1, X»)" definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P),
se X; e X, sono v.a. non degeneri tali che E[X?] e E[X3] esistono finiti, si ha |px, x,| < 1. Inoltre,
lpx, x,| =1seesolose {Xy =a+bX,}qg.c.0{Xo= —a—0bX;,}q.c.dove

X

0xX

a=px, — tx
1

_ 09Xy

O'X1
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i . . . X - Xo—pix.
Dimostrazione. Se si considera le v.a. Z; = ;T”Xl e Zy=-"'n

1 2
E[Z}] = 0y, = 1 ¢ E[Z3] = 0y, = 1, dalla disuguaglianza di Schwarz si ha E[Z) Z,]* < 1. La prima
parte della Proposizione ¢ verificata dal momento che E[Z;Z;] = px, x,. Tenendo presente la

dimostrazione del Teorema 4.4.2, 'uguaglianza si ha se e solo se {Z; = Z>} q.c. 0 {Z1 = — Z5} q.c,
da cui segue la seconda parte della Proposizione. O

, dal momento che

e Esempio 4.4.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)" dell'Esempio 3.5.2. Si
ha

1 11—z 1
E[XlXQ] = 24/ / .’E%xg(l — I — 332) d$1d1132 = — .
0o Jo 15

Inoltre, ¢ stato visto nell'Esempio 4.2.3 che E[X;] = 2 ¢ E[X,] = 1, mentre risulta

1 1—$1 1
E[X%] = 24/0 /0 :E:f(l — 1z — x9)dxrdry = 5

e
1 pl—ax 1
E[X3] = 24/ / 123 (1 — z1 — 29) dopday = —
Dunque, si ottiene ox, v, = — =, 0%, = 5 © 0%, = 2., per cui risulta px, x, = @. O
In generale, considerato il v.v.a. X = (Xy,...,X,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P), se E[X}] esiste finito per ogni k=1,...,n, il vettore delle medie ¢ definito come
px = (px,, .-, pox,)", mentre se Cov|[X}, X;| esiste finito per ogni k = j = 1,...,n,la matrice di

varianza-covarianza ¢ definita come

2

O-Xl O-leXZ e O-leXn
2
JX, X OYy. e 0X,.X,
Xx = > X N
O-X‘!HXI O-X'uaXZ tee O-Xn

Il determinante det(Xy) ¢ detto varianza generalizzata del v.v.a. X. Al solito, queste notazioni
vengono ulteriormente semplificate con ;. e X' quando non vi € possibilita di fraintendimento.

e Esempio 4.4.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (Xi, X5, X3)T che ammette la
seguente d.p.c.

Ix(z1, 22, 23) = (14 (1 = 221) (1 — 222)) Lo a((21) Lo 1((22) Lyo,1((23) -

Siha

1 prl pl
E[XlXQ] = / / / 3315132(1 + (1 — 2.’131)(1 — 2562)) d.CCldﬁUdeg = % ,
0 J0 J0O

mentre

E[Xl]:/o/o/o :L'1(1+(1—2x1)(1—2x2))dx1d3:2d:v3:%
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E[Xl] = /0 /0 /0 l'l(l + (1 — 2%1)(1 — 2x2))dx1dx2dx3 =

Inoltre, per simmetria si ha E[X5] = E[X] e E[X3] = E[X7}]. Si noti che

[x(z1, 22, 23) = fx, x, (21, 22) fx, (23) ,

dove
fxx, (@1, 22) = (1 + (1 = 221)(1 — 229)) Lj01(21) Lj0,1((72)
e
Jx,(23) = L9 11(x3) -
Quindi, il v.v.a. (X7, X5)T e la v.a. X3 sono indipendenti. Inoltre, si ha E[X3] = 5 e E[X3] =
Dunque, si ha infine che p = (1, 1, 3)7, mentre
0%(1 0X1,X, O0X1,X3 1_12 % 0
Y= 0X,,X, 0%(2 0X,,X; = % % 0 O
0X3,X1 0X3.X, 0%(3 0 0 %

La seguente Proposizione fornisce un importante risultato sulla varianza di una combinazione
lineare di v.a.

Proposizione 4.48. Se X = (Xi,...,X,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P) con matrice di varianza-covarianza data da X, si consideri la trasformata
Y=a+>_ bpX;dovea€ceReb=(b,...,b,)" €R"sono costanti. Se Cov|X}, X;] esiste finita
perognik =1,...,n,siha

Var[Y] =b"Xb.

Dimostrazione. Tenendo presente il Teorema A.6 e la Proposizione 4.2.4, risulta
Var[ E[ a+Zkak—a—Zbk Xk ] = Zbk Xk—E[Xk])) ]

Zbk (Xi — E[X,]) +ZZ bibj (X1, — E[Xi]) (X — E[X}])]
k=1 j#k=1

=) b Var[X;] + Z > bpb; Cov[ Xy, X;] = b" b,
k=1 k=1j#k=1

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O
Dalla Proposizione 4.4.8 si deduce che la matrice di varianza-covarianza ¢ semidefinita positiva. In
effetti, dal momento che bT X'b & una varianza di una v.a., per ogni b diverso dal vettore a componenti

nulle si ha bTXb > 0, ovvero la condizione che definisce una matrice semidefinita positiva. Inoltre,
dalla Proposizione 4.4.8 si ha che la varianza di una somma di v.a., ovvero Y = 3 ,_, X}, risulta

VarlY ZUXk + Z Z OX, X

k=1j#k=1

e quindi, se le v.a. sono non correlate, si ha
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In particolare, per n = 2 si ottiene
Var[X; + X5] = Var[X,] + Var[X;] + 2 Cov[ X, X5],
mentre

Var[ X, — X3] = Var[X;] + Var[X;3] — 2Cov[ X7, Xo] .

e Esempio 4.4.4. Si consideri di nuovo il v.v.a. analizzato nell'Esempio 4.2.3 e nell'Esempio 4.4.2. 1
precedenti risultati consento di determinare la varianza della v.a. trasformata Y = X; 4+ X, senza
doverne determinare la relativa distribuzione. In effetti, tenendo presente i risultati dell'Esempio 4.4.2,
si ottiene Var[X; + Xs] = % Inoltre, risulta anche Var[X; — X,| = 7—75 O

Un v.va. X = (Xi,...,X,)" definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P), ¢ detto linearmente
degenere se la trasformata Y = a + Y ,_,b; X}, ¢ degenere. In pratica, se un v.v.a. ¢ linearmente
degenere, esiste una componente del v.v.a. che ¢ una combinazione lineare delle rimanenti (n — 1)
componenti. Da un punto di vista geometrico questo implica che la distribuzione di probabilita sia
concentrata su un iperpiano a (n — 1) dimensioni. Se X ¢ un v.v.a. linearmente degenere, allora dalla
Proposizione 4.3.8 si ha

Var[Y]=0"Xb =0,

ovvero X non ¢ definita positiva. Di conseguenza, si ha che il rango di X' ¢ inferiore a n e quindi
det(X) = 0. Quanto detto appare evidente nel caso di due variabili. In effetti, quando n = 2, si ha

det(X) = 0%,0%, — 0%, x, = 0%, 0%,(1 = P, x,) -

Dunque, se X ¢ un v.v.a. linearmente degenere, dalla Proposizione 4.4.6 si ha |py, x,| = 1 e quindi
det(X') = 0. Al contrario, se X non ¢ un v.v.a. linearmente degenere, dalla Proposizione 4.4.7 si ha
|px, x,| < 1equindidet(X) > 0, ovvero X' risulta definita positiva.

4.5. Riferimenti bibliografici

Un approccio non usuale alla Teoria della Probabilita basato su una assiomatizzazione del valore
atteso ¢ contenuto in Whittle (2000). I testi avanzati, quali Ash e Doléans-Dade (2000), Athreya e
Lahiri (2006), Brémaud (2020), Gut (2005), Khoshnevisan (2007), Resnick (2014) e Shiryaev (2016)
considerano estesamente il concetto di valore atteso. Per quanto riguarda una trattazione approfondita
delle disuguaglianze nella Teoria della Probabilita, si dovrebbero consultare i testi di Boucheron et al.
(2013) e Lin e Bai (2010).

4.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (€2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.
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Sezione 4.1
e Esercizio 4.1.1. Si consideri la v.a. X tale che P(X > 0) = 1. Si verifichi che
E[X] :/ P(X > z)dx
0

Si dimostri inoltre che, nel caso di una v.a. discreta X con legge essenziale definita su N, la
precedente espressione puo essere riformulata come

:iP(XZx).

Soluzione. Dalla definizione di valore atteso si ha

:/XdP:// l]OO7X](£C)d£CdP:// 1[1,00[(X)dxdp-
0 0

Sulla base del Teorema di Fubini l'ordine di integrazione puo essere invertito e quindi

//1[1,00 dex—/ P(X > 2)da

Si osservi che, essendo E[X] = E[X ] — E[X | e applicando il precedente risultato rispettivamente a
E[X "] e E[X ], per una v.a. X si ha in generale

00 0
E[X] :/ P(Xz:u)dx—/ P(X <z)dz
0 —00
Se si considera una v.a. discreta X con legge essenziale definita su N, ¢ semplice verificare che la
funzione P(X > x) ¢ costante a tratti. In particolare, questa funzione assume valore P(X > k + 1) in
ogni intervallo |k, k& + 1], dove k € N. Dunque, dalla espressione ottenuta per E[X] si ha

E[X]:kZO/k P(XZx)dm:kZOP(XZkJrl):;P(XZQS). 0

e Esercizio 4.1.2. (Legge Zeta) Si consideri la v.a. discreta X con legge Zeta (detta anche legge di
Zipf, si veda I'Esempio 7.2.7), ovvero la f.p. di X ¢ data da

dove s € |1, ool. Si ricorda che

—

n=

dove R(s) € |1, oo, rappresenta la funzione Zeta di Riemann. Si determini il valore atteso E[X].
Soluzione. Si ha

STTLENSUNE I SCR)
;xc ~ (s ;x (s)

e dunque E[X] esiste finito solo se s € |2, oo[, mentre risulta E[X] = co se s € |1, 2]. O
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e Esercizio 4.1.3. Se ¢ S = (x,,),,>1 una enumerazione dei numeri razionali, si consideri la v.a. X con
legge essenziale data dall'insieme delle probabilita (27"),,>1 e con fr.

il o] (TR)27"

n=1

Si determini il valore atteso E[X].
Soluzione. Dal momento che I'enumerazione dei numeri razionali non ¢ unica, il valore atteso
dipende da questa enumerazione e quindi non ¢ definito in modo univoco. O

e Esercizio 4.1.4. (Analisi del sangue raggruppate) Un numero elevato di soggetti deve effettuare
analisi del sangue per verificare la presenza di una patologia che si presenta su ogni individuo con una
probabilita pari a p. Al fine di ridurre il costo delle analisi, 1 soggetti vengono suddivisi in gruppi di r
individui. Successivamente, 1 campioni di sangue vengono raggruppati e analizzati con un unico test.
Se l'analisi fornisce un risultato negativo per il gruppo, tutti i singoli campioni che lo compongono
sono ovviamente negativi. In caso contrario, tutti i campioni del gruppo vengono di nuovo analizzati
singolarmente. Si determini il valore atteso del numero analisi che si devono effettuare su ogni gruppo
di r soggetti.

Soluzione. Sia X la v.a. discreta che descrive il numero di analisi che devono essere effettuate su
ogni gruppo. La v.a. X ¢ a valori sull'insieme S = {1,r + 1} e, assumendo che i campioni di sangue
siano ottenuti in modo indipendente, la corrispondente f.p. ¢ data da

px(z) = (1 =p) Ly + (1= (1= p)) gy -
Dunque, il valore atteso ¢ dato da
EX]=r+1—-r(1-p)".

Quindi, la strategia risulta efficiente, nel senso che E[X] < r + 1. La procedura ¢ stata adottata per
determinare una patologia nei soldati statunitensi durante la Seconda Guerra Mondiale. O

Sezione 4.2

e Esercizio 4.2.1. Si consideri una v.a. X simmetrica rispetto all'origine e la funzione misurabile
g : R — R. Si assuma inoltre che g( — z) = — g(x) per ogni = € R, ovvero che la funzione g sia
dispari. Si verifichi che risulta E[g(X)] = 0.

Soluzione. Tenendo presente che X £ _x , siha
Elg(X)] = E[g( = X)] = E[ - g(X)] = —E[g(X)],

da cui si ottiene immediatamente la relazione E[g(X)] = 0. O

e Esercizio 4.2.2. (Relazione fra media geometrica e media aritmetica) Date le successioni (x,,),>1 €
(Pn)n>1,dove z, > 0ep, > 0pern=1,2,..., mentre Y, p, = 1, si verifichi che

o0 o
[Tz <> apn
n=1 n=1

con metodi probabilistici.
Soluzione. Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

Z pn]-{;p,, Z pn]-{log (zn) ) .
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Evidentemente, si ha

E[X] = io: log(xn)pn

[e.9]
X
Ele*] = Z TnDn -
n=1
Dal momento che la funzione esponenziale ¢ convessa, dalla disuguaglianza di Jensen si ottiene
o0 o
E[X n X1
et }:Hmﬁ < Ele ]—Zmnpn,
n=1 n=1
ovvero si ha la nota disuguaglianza fra la media geometrica e la media aritmetica. O

e Esercizio 4.2.3. Si consideri il v.v.aa. X = (X, X2)T tale che le v.a. X; e X, sono indipendenti e
con la medesima legge. Inoltre, si assuma che {X; > 0} ¢g.c. ¢ {X3 > 0} ¢.c., mentre E[Xi]] < 00. Si
. . X X.
verifichi che E[{!] > 1 e E[$}] > 1.
Soluzione. Dal momento che la funzione g(z) =z~
Jensen si ottiene

1 ¢ convessa su R*, dalla disuguaglianza di

: = [ 1 }
E[X5] Xo |-
Dunque, dall'assunzione di indipendenza si ha

E[%} _ E[XI]E[XLJ > E[X)] ﬁ _1.

Inoltre, dal momento che X; £ Xy, per simmetria si ha anche E[%] > 1. 1l risultato ¢ solo

apparentemente paradossale, in quanto si deve tenere presente che le relazioni ottenute sono riferite a
valori attesi di rapporti di v.a. e non a rapporti numerici. O

e Esercizio 4.2.4. Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da
fx(x) = e 1 f(x) € si determini il valore atteso E[| X ||, dove |x] denota il pit grande numero
intero minore o uguale a z € R.

Soluzione. Tenendo presente le proprieta della serie geometrica, si ha

E[|X]] = /Ox 2] e dz = f:/nnﬂneﬂf do = (1—e¢Y) ine”

n=0
e ! 1
—(1—¢! = _
(1-e )(1—6—1)2 e—1

Si osservi che |z] < x per x € R e per le proprieta del valore atteso deve risultare E[| X |] < E[X]. In
effetti, essendo E[X] = 1siha -L- < 1. O

e Esercizio 4.2.5. (Formula di Inclusione ed Esclusione) Si verifichi la Formula di Inclusione ed
Esclusione (Teorema 2.2.5) mediante le proprieta del valore atteso.

Soluzione. Sviluppando il prodotto considerato nella relazione per funzioni indicatrici ottenuta
nell'Esercizio 3.1.3 per l'unione di eventi, si ha
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n

n
k+1
Ly e =1- H (1-1p) = (=™ Z 1, - 1g,
k=1 k=1 1<in<...<gr<n
n

=) (-1 Z 1g,n.nE,

k=1 1<i<...<jr<n

dove si ¢ tenuto presente anche l'espressione per l'intersezione di eventi ottenuta nel medesimo
esercizio. Dunque, per le proprieta del valore atteso si ha

n

Elly pl=) (=D > Ellgn.ng,]-

k=1 1<gi1<...<jr<n

Dal momento che E[1g| = P(FE), la Formula di Inclusione ed Esclusione risulta immediatamente
dalla precedente relazione. O

e Esercizio 4.2.6. Se X ¢ v.a. discreta con fip. data da px(z) =2""1y15 (z), si consideri la
trasformata

Y =g(x) = (~ 1) 2

Si verifichi che E[Y] non ¢ definito anche se

i 9(@)px( i

r=1 =1

=log(2) < oo

Soluzione. Si tenga presente che la v.a. Y ¢ discreta e assume valori positivi se X assume valori
interi dispari e viceversa. Dunque, per z = 2k — 1 si ha

0 92k—1 0 11
Y+:,; 2k—1pX2k_1:k: 5,;%:00’
mentre per x = 2k si ha
N 2k:+1 2% 11
kz:; pX(Qk):§kz:;E:OO,
ovvero E[Y] non ¢ definito. O

Sezione 4.3

e Esercizio 4.3.1. (Disuguaglianza di Cantelli) Si consideri la v.a. X tale che E[X]|=pu ¢
Var[X] = 0? < 00. Se ¢ > 0, si verifichi che

20

PlIX —pul>c) < — .
(X —plze) < -7
Soluzione. Si ponga Y = X — i, per cui E[Y]=0 e Var[Y] =02

disuguaglianza di Markov, per a > 0 si ha

Tenendo presente la

o? + a?
(c+a)?

P(Y > ¢)= P(Y +a>c+a) < P((Y +a)’ > (c +a)’) < E[(Y +0)’) =

(c+a)?
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Il secondo membro della disuguaglianza viene minimizzato per a = Z- e, sostituendo questo valore

nella precedente espressione, si ha

o
PY >
V=<
In modo analogo, si ottiene che
2
o
P(-Y >
(-Y20< 50—

e, combinando le due disuguaglianze, si ha

202

PY 2o+ P(=Y ze)=P(Y|ze)< .

Infine, si noti che la disuguaglianza di Cantelli ¢ preferibile a quella di Chebyshev quando
o
o2 +c2 — 2’
ovvero quando ¢ < o. O
e Esercizio 4.3.2. (Disuguaglianza di Chernoff) Considerata la v.a. X, se ¢ > 0 si verifichi che
P(X >¢) < e ¥x(e)
dove

¥x(e) = sup (et - log(E[e"™]) .

Soluzione. Tenendo presente la disuguaglianza di Markov, per ¢ > 0 si ha

oy ~ Ele™]
P(X > c)=P(e" > ") < =
Dalla precedente espressione risulta dunque
[e™]
P(X >¢) < inf—— = ¢ ()
tZO etC

Si noti che la disuguaglianza di Chernoff puo fornire un estremo superiore di ordine esponenziale.
Considerando un caso specifico, si assuma che la v.a. assolutamente continua X ammetta d.p. data da
fx(x) = e "1 oo(). In questo caso, se t € [0, 1] si ha

x o
Ele'] :/ e dr = ——,
. 1—t

per cui ¢x(c) = ¢ — 1 —log(c) se ¢ > 1, ovvero la disuguaglianza di Chernoff ¢ data da
P(X>c¢) < ce L,

Si noti che il valore esatto ¢ dato da P(X > ¢) = e “. La disuguaglianza prende il nome dallo
statistico e fisico Herman Chernoff (1923-). l
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Sezione 4.4

e Esercizio 4.4.1. Si consideri una v.a. discreta X tale che {X > 0} g.c. e E[X?] < oco. Si verifichi
che

™

(X
E[X?]

P(X >0) >

Soluzione. Considerando la v.a. Y = 1)y .((X), si ha

E[Y?] = E[1)9,0[(X)*] = E[1}g,c((X)] = P(X > 0)

E[XY] = E[X 1) o[(X)] = E[X 1) o[(X)] = E[X] .
Dunque, dalla disuguaglianza di Schwarz si ottiene
E[X?E[Y?] = E[X*]P(X > 0) > E[XY]* = E[X]?,
da cui segue la disuguaglianza richiesta. O

e Esercizio 4.4.2. (Disuguaglianza di Chebyshev bivariata) Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)T.
Assumendo che 0%, 0%, < 00, si verifichi che per ¢ > 0 risulta

1
P({IX1 = px,| = cox, F ULIXs — x| > cox}) < 5 (14 /1= 0%, x,) -

X1—px, Xo—px,
Tox e Z

Soluzione. Posto Z; = 2= g essendo pz 7, = px,.x,, la disuguaglianza da
2

PUIZI >} UL1Z 2 e}) < 5 (14T -0,

Tenendo presente la disuguaglianza di Markov, si ha
P({|Z1] > c} U{|Z2| > c}) = P({Z} > ¢} U{Z} > *})
1
= P(max(Z},23) > ¢*) < — Elmax(2}, Z3)] .
c

dimostrare si riduce a

Inoltre, dal momento che per z,y € R si ha

1 1
max(z?,y?) = 3 (2* 4+ y* + [2° —y?|) = 3 @+ v+ |z 4yl |z —y)

ed essendo E[Z?] = E[Z3] = 1 € E[Z1 23] = pz,.2,, dalla disuguaglianza di Schwarz si ottiene

Elmax(7}, Z)] = 1 + 5 E| 20 + 26| -2~ %)) < 1 + 5 VE[(Zi + ZPE(Z — Zo)1

:1+~/1_p221722’

da cui segue immediatamente la disuguaglianza richiesta. O
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e Esercizio 4.4.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)" che ammette d.p.c.
data da

fx(ml, $2) = ((1 + Cl‘l)(l -+ CZL‘Q) — C) e 1T 1[0700[($1)1[0,OO[(:E2) .

dove ¢ € [0, 1]. Si determini il coefficiente di correlazione px, x,.
Soluzione. Si ha

o.¢] o o
E[X;] = / / (L +cx)(1 4 czg) — ¢) e 27N dyyday = / rie “dr; =1
o Jo 0
e dunque per simmetria risulta anche E[ X5] = 1. Inoltre, risulta
o0 e¢] e¢]
E[X%] - / / ,I%((l + C,Il)(l + C,IQ) — C) e TR e dry = / ;[;% e dxy =2
o Jo 0

e quindi E[X3] = 1. Dalle precedenti espressioni si ha Var[X;] = Var[X;] = 1. Inoltre, se ¢ # 0
risulta

E[X1 X, = / / 122((1+ cxq)(1 4 cxg) — ¢) e 272 dyy day
o Jo

00 1 1/c 1
:/ x1( +ca:1+c)e,xld$1:_e gl - 1),
0 (1+ cxq)? c c

dove

Bi(z) = / < du

o U

rappresenta la funzione integrale esponenziale. In questo caso, si ha

el/c ‘ 1
PX, Xy = — - El(—z)—l.

Se ¢ = 0 risulta immediato verificare che le v.a. X; e X, sono indipendenti e quindi px, x, = 0.
Inoltre, si puod verificare che px, x, ¢ una funzione decrescente di ¢ e quindi si ha
PX,X, € [_ GEI( - 1) - 170]' O

e Esercizio 4.4.4. (Identita di Hoeffding) Dato il v.v.a. X = (X1, X5)T, si verifichi che
COV[X] = / / (FX(ZL'l,$2) — FXl(.’L‘l)FXQ(Q?z)) d:l?ldxg ,

assumendo che E[X]| < oo e E[X5] < oc.
Soluzione. Si consideri l'ulteriore v.v.a. Y = (Y7, Y5)T tale che X ¢ indipendente da Y e X Ly.
Risulta immediato verificare che
E[(X1 — Y1)(X2 — Y2)] = 2Cov[X].

Inoltre, si ha

o0

X, -V = / (Lyioeg(@1) — Loy oeg(a1) day = / (1 (V1) = 1y (X1)) dty

0.¢] —00

e, in modo simile,
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Xy =Yy = / (L)oo, (Y2) = 1) o0y (X2)) d .

o0

Infine, si noti che

E[(l]—oom](yl) - 1]—00,1:1](X1))(1}—00,x2}(Y2> - 1]—00,902}()(2))] =
= 2E[(l]foO-,x]](Xl)l]foo,xz](X2) - 1]7007I1](X1)1}700,x2] (X2))]
= 2(Fx(@1,m2) — Fx,(21)Fx,(22)) -

Tenendo presente tutte le precedenti relazioni, sulla base del Teorema di Fubini si ottiene 1'identita
richiesta. La relazione prende il nome dallo statistico probabilista finlandese Wassily Hoeffding
(1914-1991). O

e Esercizio 4.4.5. (Coefficienti di asimmetria e curtosi) Si osservi che il coefficiente di asimmetria di
una v.a. X tale che E[X?] < oo ¢ definito come

_ 3
By = E[(X 3MX) ] ’
Ox

mentre se E[X*] < oo il coefficiente di curtosi ¢ definito come

_ E[(X — px)Y]
Pox=—"3,—""".
Ox
Si consideri il v.v.a. (Xi,...,X,,)T a componenti indipendenti con la medesima legge della v.a. X.

Data la trasformata Y = ZZ:1ka si determini 31y € By
Soluzione. Risulta immediato verificare che puy = nuyx e 0% = no%. Per quanto riguarda il
coefficiente di asimmetria, dall'assunzione di indipendenza e dal Teorema Multinomiale si ha

n

EIY — i) = B X — > puxl)] = EIOY (35— ax))]
k=1 k=1

k=1

= ) ( ’ )ﬂE[(Xk—MX)jk]~

it tge=3 N1 In

Tenendo presente che gli addendi nella sommatoria che contengono i fattori E[X} — pux] =0 si
annullano, mentre E[( X} — ux)?] = E[(X — ux)?3] per k = 1,...,n dal momento che le componenti
del v.v.a. X sono equivalenti in legge alla v.a. X, risulta

n

E[(Y — uy)’] = > Bl(Xi — px)*] = nE[(X — px)7]
k=1

da cui

E[(Y — py)’] _ nE[(X — px)’] _ Prx

Bry = 0% = \/gaj} \/ﬁ )

Per quanto riguarda il coefficiente di curtosi, si ha
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EIY — i) = IS X — > ) = EIO (35— )]

k=1 k=1

Dal momento che
E[(X), — px)*(X; — px)’] = E[(Xi — pux)*JE[(X; — px)?] = o

ed esistono (5)(%) =3n(n—1) addendi di questo tipo nella sommatoria, tenendo presente le

osservazioni fatte per il coefficiente di asimmetria si ha
E[(Y — jiv)"] = nE[(X — px)*] + 3n(n — 1)ok .
Si deve dunque concludere che

_E[(Y — )] nE[(X — px) ] +3n(n—1)ox _,  Pox—3
/BQ,Y - 4 - 9 4 — 3 + .
Oy n-oy n

Risulta interessante osservare che lim,0;y =0 e lim,53,y = 3. In effetti, questi valori del

coefficiente di asimmetria e curtosi corrispondono a quelli di una v.a. con legge Normale ridotta (si
veda 1'Esempio 7.1.8). O
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Capitolo 5

Valori attesi condizionati

5.1. Valore atteso condizionato

Prima di introdurre formalmente in modo generale il concetto di valore atteso condizionato ¢
opportuno definire il valore atteso condizionato di una v.a. rispetto ad un evento. Tenendo presente la
Proposizione 2.4.2, si ha dunque la seguente definizione.

Definizione 5.1.1. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) e l'evento E; € F
tale che P(Ey) > 0, si dice valore atteso condizionato all'evento Ej l'integrale

1

E[X | Ey] :/XdP(- | Ey) = PlE) /s XdP
0
se esiste finito. O
Si osservi che dalla Definizione 5.1.1 si ha in effetti
E[X 1]
E[X | By = ——%
[ ’ 0] P(E())
Se X = 1; dove E € F, allora risulta
E[1z1 E[1 P(ENE
E[].E | EO] _ [ E EU] _ [ EﬁEo] o ( 0) _ P(E | EO) ’

P(Ey) — P(E)  P(Ey)

ovvero la probabilita condizionata di £ dato FEj pud essere interpretata come un valore atteso
condizionato. Inoltre, ¢ immediato verificare che il valore atteso condizionato all'evento E esiste
finito se il valore atteso E[X] esiste finito dal momento che E[X 15| < E[X].

e Esempio 5.1.1. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 3.2.1 e si
consideri l'evento £y = X '(]0, 3[). Dal momento che

1

3 1
0

3 1
E[XIE]:/md:L‘:—,
o= 18

si ha

1
E[X | Eol = . O
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La successiva definizione introduce la definizione di valore atteso condizionato ad una o-algebra,
nel caso in cui la o-algebra sia generata da una classe di eventi che costituiscono una partizione di §2.

Definizione 5.1.2. Sia data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P). Sia inoltre
(E))n>1 una partizione di €2 tale che P(E,) > 0 per ogni n = 1,2, ... e sia F\ la o-algebra generata
dalla partizione. Se E[X] esiste finito, si dice valore atteso condizionato alla o-algebra Fj la v.a.

E[X | Fo) = ) E[X | E,]1g,. O
n=1

Dalla precedente definizione, ¢ immediato verificare che E[X | Fj] € una v.a. che assume valore
E[X | E,] per ogni w € E,,, dove n =1,2,.... Dunque, E[X | F;] ¢ una v.a. discreta che assume
valori su S = (E[X | E,]),>1 con legge essenziale data dall'insieme delle probabilita (P(E},)),>1.

e Esempio 5.1.2. Si consideri la v.a. assolutamente continua X analizzata nell'Esempio 5.1.1 e si
consideri la partizione di 2 data da {E;, F»}, dove B, = X*I(] —00,3[) ¢ By = X Y([3,00[). Siha
Fo = {0, Ey, E», Q}. Inoltre, si ha P(Ey) = £ e P(E») = 2, mentre E[X | By] = § ¢ E[X | Ey] = 2
In questo caso, il valore atteso condizionato E[X | Fo] e una v.a. discreta che assume valori su

= {1, 2} con legge essenziale data dall'insieme delle probabilita {, 2}. O

Dalle Definizioni 5.1.1 e 5.1.2, tenendo presente che per un insieme opportuno di indici / C N
ogni Ey € F\ puo essere rappresentato come

EOZUEna

nel

si ha

/E[X|f0]dP:iE[X|En]/ 15 dP—iEX|E] P(E, N Ey)

Ey n=1 Ey
=Y E[X|E,P(E,) =) E[X1p]= / XdP = XdP,
nel nel nel

OVVero
E[E[X | Fo]1g]) =E[X 1g] .

Si osservi che nel caso in cui Ey = €2, la precedente relazione stabilisce che il valore atteso della v.a.
E[X | Fo] ¢ pari al valore atteso della v.a. X, ovvero E[E[X | F;]] = E[X]. Inoltre, se si ha anche
X = 1p e tenendo presente che

E[1s] = / 1,dP = P(E),
)
si ottiene la generalizzazione della Legge delle Probabilita Totali (Teorema 2.4.3), ovvero

P(E):/QlEdP ZE[1E|E ZPE|E E,) .

Inoltre, 1a medesima relazione permette di introdurre la seguente definizione generale di valore atteso
condizionato.
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Definizione 5.1.3. Sia data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e sia Fy C F
una o-algebra. Se E[X] esiste finito, si dice valore atteso condizionato alla o-algebra F;, un membro
della classe di v.a. che coincidono q.c. rispetto a P e tali che per ogni E € F\ soddisfano la relazione

/ E[X | F]dP= | XdP. O
E() EU

L'esistenza del valore atteso condizionato alla o-algebra F; ¢ assicurata dal Teorema di Radon-
Nikodym (Teorema A.9). Inoltre, se si ha la trasformata Y = g(X) del v.vaa. X = (Xq,..., X,)T
definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P), il valore atteso condizionato alla o-algebra F{ viene
ovviamente definito mediante la relazione

/ Elg(X) | Fo] dP = / g(X)dP
Ey

Ey

per ogni Fy € Fy. Infine, nel caso in cui Fy = 2 e X = 1 si ottiene una ulteriore generalizzazione
della Legge delle Probabilita Totali (Teorema 2.4.3), ovvero

P(E) = [ BlLe | FiJdP = EE[Le | 7).

5.2. Proprieta del valore atteso condizionato

Le seguenti Proposizioni ¢ Teoremi forniscono un insieme di proprieta che riguardano il valore
atteso condizionato alla o-algebra.

Proposizione 5.2.1. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) e sia
Fo C F una c-algebra. Se la vaa. X ¢ tale che X 1(B) € F, per ogni B € B(R), allora si ha
{E[X | 7] = X} q.c.

Dimostrazione. Risulta immediata dalla relazione della Definizione 5.1.3. O

Proposizione 5.2.2. Se X = (Xi,...,X,,)T & un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(2, F, P), si consideri la trasformata Y =a + >_;_,by X dove a € R e (by,...,b,)" € R" sono
costanti. Se F, C F & una o-algebra e se E[Y] < oo, si ha {E[Y | Fo] = a+ > ,_bkE[X} | Fo]}

q.c.
Dimostrazione. Tenendo presente la Definizione 5.1.3, per ogni Ey € Fj si ha

/E[Y‘fo]dP:/ a + kak dP:a/ dP-l—ka Xde
Ey Ey k=1 Ey k=1 Y Eo
:a/ dP+ka/ E[X. | Fo]dP
Ly k=1 Y Eo

:/ (a+ S bBLX, | Fo))dP,
Eqy k=1

da cui segue la tesi. O

Il seguente Teorema fornisce le versioni condizionate delle principali disuguaglianze ottenute in
precedenza per il valore atteso.
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Teorema 5.2.3. Si ha:
i) (Disuguaglianza di Jensen condizionata) Data la funzione convessa ¢ : R" — R, si consideri la
trasformata Y = g(X) del v.v.a. X = (X3, ..., X,,)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e
sia Fy C F una o-algebra. Risulta {g(E[X | Fo]) < E[g(X) | Fol} q.c.
i) (Disuguaglianza di Lyapunov condizionata) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P) e sia Fy C F una oc-algebra. Assumendo che 0 < s < r, allora risulta
(EIIX]* | R]Y* < E[X] | R} g.c.
iii) (Disuguaglianza di Holder condizionata) Si consideri il v.v.a. X = (X1, X»)T definito sullo
spazio probabilizzato (2, F, P) e sia Fy C F una o-algebra. Se r, s € |1, oo[ sono costanti tali che
141 =1, allorarisulta {|E[X1X> | Fo]| < E[|Xa|" | Fo]V"E[| Xa|* | Fo]'/*} q.c.

Dimostrazione. Le dimostrazioni sono analoghe a quelle dei Teoremi 4.2.6, 4.3.2 e 4.4.2, dal
momento che le dimostrazioni sono basate su disuguaglianze fra numeri reali. O

Nel caso in cui si consideri la v.a. X e la trasformata g(X) = | X|, dal momento che g ¢ una
funzione convessa, allora dalla parte i) del Teorema 5.2.3 risulta {|E[X | F]| < E[|X| | Fo]} q.c.,
ovvero si ottiene la disuguaglianza condizionata corrispondente a quella della Proposizione 4.2.1. 1l
seguente Teorema fornisce una classica scomposizione della varianza di una v.a.

Teorema 5.2.4. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, 7, P) e sia Fy C F
una o-algebra. Se E[ X] esiste finito, si ha

E[X] = E[E[X | Fo]] ,
mentre se E[X?] esiste finito, si ha
Var[X] = E[Var[X | Fy]| + Var[E[X | Fy]],

dove Var[X | Fy] = E[X? | Fy] — E[X | Fo)%

Dimostrazione. La prima parte risulta immediata ponendo Ej = () nella relazione data nella
Definizione 5.1.3. Per quanto riguarda la seconda parte, posto Y =X —E[X |F] e
Z = E[X | Fo] — E[X], si osservi che

Var[X] = E[(Y + Z)?] = E[Y?] + E[Z?] + 2E[Y Z] .

Si puo verificare che {E[Y Z | Fy| = ZE[Y | Fo]} q.c. se Z ¢ una v.a. tale che Z~!(B) € F; per ogni
B € B(R). Tenendo presente le Proposizioni 5.2.1 e 5.2.2 risulta inoltre {E[Y | Fy] = 0} g.c. e di
conseguenza si ha {E[Y Z | Fy] = 0} q.c., ovvero dalla prima parte del Teorema si ottiene

E[YZ] =E[E[YZ | F)]=0.
Essendo {E[Y" | ] = 0} q.c., risulta
E[Y?] = E[E[Y? | )] = E[Var[Y | Fo]] = E[Var[X | Fo]],
dal momento che
Var[X | Fy] = E[X? | Fo] — E[X | Fo]? = E[(X — E[X | Fo])? | Fo] -
Infine, dalla prima parte del Teorema si ha
E[Z?%] = E[(E[X | Fo] — E[X])*] = E[(E[X | Fo] - E[X])? | Fo] = Var[E[X | Fo]] ,

da cui segue la tesi. O

Si osservi che dal Teorema 5.2.4 si ha
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X =Y +E[X | ),

con Y = X — E[X | Fy] e dove E[YE[X | 7]] = 0. In altri termini, la v.a. E[X | Fy] puo essere
considerata come la “proiezione” della v.a. X su JF con il relativo “complemento ortogonale” dato
dallav.a. Y.

Teorema 5.2.5. Sia dato un v.v.a. X = (X, X»)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e
sia Fy C F una o-algebra. Se E[X?] e E[X?] esistono finiti, e se la v.a. X; & tale che X;1(B) € F
per ogni B € B(R), si ha

E[(X; — X1)?] = E[Var[X, | Fo]] + E[(E[X; | Fo] — X1)7] .
Inoltre, si ha
E[(X, — X1)%] > E[Var[X, | Fo],

dove l'uguaglianza si ottiene se { X; = E[ X5 | Fy]} q.c.

Dimostrazione. Posto Y = Xy —E[Xy | F)] e Z =E[Xy|Fy] — X1, dal momento che
X71(B) € Fy per ogni B € B(R), la prima parte si dimostra in modo simile al Teorema 5.2.4. La
seconda parte ¢ immediata, dal momento che E[(E[X5 | Fy] — X1)?] > 0 e l'uguaglianza ¢ ottenuta
quando {E[X2 ’ fo] — Xl = 0} q.c. O

Si osservi che il Teorema 5.2.5 fornisce in effetti una versione generale del Teorema di Rao-
Blackwell comunemente adottato nell'inferenza statistica. Il Teorema prende il nome da due famosi
statistici, ovvero David Harold Blackwell (1919-2010) e Calyampudi Radhakrishna Rao (1920-). Per
maggiori informazioni sul Teorema di Rao-Blackwell, si veda Lehmann e Casella (1998).

Teorema 5.2.6. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) e si consideri
le o-algebre F, e F; tali che FyCF CF. Se E[X]| esiste finito, allora si ha
{E[E[X | ;]| Fo] = E[X | Fol} g.c.

Dimostrazione. Posto Y = E[X | ], tenendo presente la disuguaglianza di Jensen condizionata
(Teorema 5.2.3, i), si ha

E[Y] < E[|Y]] = E[[ELX | A1][] < E[E[X] | )] = E[[X]] < oo

Dunque, per ogni Ey € F dalla Definizione 5.1.3 si ha

/E[nyo]dpz/ YdP.
EO EU

Inoltre, di nuovo dalla Definizione 5.1.3 e tenendo presente che Ey € Fy C Fi, si ha

/ E[X | F]dP= | XdP.
E() EU

Dalle precedenti espressioni si ha

/ E[Y | FldP = | XdP,
E() EU

da cui segue la tesi. O

Il precedente Teorema ¢ anche detto della “Proprieta della Torre” e generalizza in effetti la prima
parte del Teorema 5.2.4.
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5.3. Valore atteso condizionato ad una variabile aleatoria

Si osservi che la v.a. X; definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) induce in effetti una o-
algebra Fx, C F datada

Fx,={Ec€F:E=X;'(B),BeBR)}.

Di conseguenza, considerato il v.v.a. X = (X1, X5)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P), si
puo introdurre il valore atteso condizionato della v.a. X (alla v.a. X;) come

E[Xs | Xi] = E[Xs | Fx,] -

Dunque, tenendo presente la Definizione 5.1.3, se E[X>] esiste finito, E[X> | X;] ¢ un membro
della classe di v.a. che coincidono g.c. rispetto a P e tali che per ogni B € B(R) soddisfano la
relazione

/ E[X, | Xi]dP :/ X,dP.
X'(B) X;(B)

1

Inoltre, dalla precedente relazione, si puo verificare che esiste una funzione h(z;) = E[X, | X1 = 4],
detta valore atteso condizionato della v.a. X all'evento {X; = x1}, tale che se P(X;!(B)) >0
risulta

/ ngP:/ E[Xg|X1:x1]dP:/h(xl)dPX](ml).
X-(B) X-1(B) B

1 1

Si assuma ora che il v.v.a. X sia discreto a valori su insieme numerabile S € R2, con f.p.c. data da
px(z1,x2) e f.p.m. date da px,(x1) e px,(x2). Siano inoltre S; e Sy le proiezioni di S sugli assi
cartesiani. Per B = {x}, dove ovviamente x; € Sy, si ha

XodP = Topx (1, 22) ,
/Xll(B) x;Q

mentre
/ h(%l)dPXl(iL’l) = E[XQ | X1 = £E1]pxl<1'1) .
B

Dunque, sulla base delle precedenti relazioni il valore atteso condizionato della v.a. X5 all'evento
{X1 =21} con z; € Sy, ¢ in questo caso dato da

E[X2|X1 :l'l] = Z;[;QM
7265, px, (71)

e Esempio 5.3.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X7, X3)T dell'Esempio 3.5.1. Si noti che
S ={(0,0),(1,0),(0,1)}, mentre S; = S5 = {0, 1}. Dunque, dal momento che E[X,] = { < oo, si
ha
0 2
E[X2|X1:0]: ZZCQL_

T9E€5,

) .’132) _
bx, (0) 3
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E[X,| Xi=1]= Z@M

=0. O
T9ESH pX] (1)

Si assuma invece che il v.v.a. X sia assolutamente continuo con d.p.c. data da fx(x,z9) e d.p.m.
date da fx, (z1) e fx,(x2). Inoltre, si consideri l'insieme

D = {(x1,29) € R*: fy, (z1) =0} .

Risulta P(X € D) = 0 e quindi per ogni B € B(R), grazie al Teorema di Fubini (Teorema A.11), si
ha

/ XodP :/ zafx(x1, x2) dr1dxs :/ ( T2 Sl x2) d$2> fx,(x1) dzy
X71(B) Rx B po\Jr = fx(z1)

-/ ( £ % dmz) fu(ar)dor = [ han) Py (o)

e dunque

EXy | X1 =21 = [ a9 @y, 2)

T

e Esempio 5.3.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T dell'Esempio 3.5.2.
Dall'Esempio 4.2.3 risulta E[X] = § < oo ¢ dunque, se z; € 0, 1], si ha

11—z
2 1-—
E[XQ | X = {El] = / 2 1-— 2 de = =t 5
0 1-— I 1-— T 3

ovvero in questo caso il valore atteso condizionato della v.a. X, all'evento {X; = 21} ¢ una funzione
lineare di x;. In modo simile, dal momento che dall'Esempio 4.2.3 risulta E[X;] = % < 00, Se
x9 €10, 1], si ottiene

1—xs 2

2 6x 1 1— 2
EIX; | Xo = = 1 (1= dri =
[1| 2 932] /0 (1—:1:2)2( 1_1:2) I 5 s

ovvero il valore atteso condizionato della v.a. X all'evento { Xy = x5} ¢ a sua volta una funzione
lineare di . O

Nel caso in cui B = R, dal Teorema 5.2.4 si ottiene
E[X5] = E[E[X> | Xi]]

se E[X>] esiste finito. Inoltre, posto Var[Xs | X;] = E[X3 | X;] — E[X | X1]?, di nuovo dal Teorema
524siha

Var[X,] = E[Var[ X, | Xi]] + Var[E[X, | Xi]],
se E[X?] esiste finito. Infine, dal Teorema 5.2.5 si ha

E[(X; — X1)’] = E[Var[X, | Xi]] + E[(E[X; | X1] — X1)?]

E[(X; — X1)’] > E[Var[X, | Xi]],
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dove l'uguaglianza si ottiene se { X; = E[X, | X;]} ¢.c.

e Esempio 5.3.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T dell'Esempio 3.5.2.
Tenendo presente I'Esempio 5.3.2. e 'Esempio 4.2.3, si ha
1

BLXa) = BIEX: | X)) = 5 (1 - EIX1]) = |

coerentemente con quanto visto nell'Esempio 4.2.3. In modo simile, si ottiene
2

E[X,] = E[E[X, | Xo]] = 5 (1 E[X]) =

in accordo con quanto visto nell'Esempio 4.2.3. Inoltre, si ha

1-z 2 2
ro2 1-—

E[X§|X1=931]:/ - (1— = )dm:ﬂ,
0 1—51)'1 1—ZL‘1 6

da cui

Var[Xg | Xl] — (1 _6X1) . (1 —9X1) _ (1 —1;(1) _

Inoltre, tenendo presente I'Esempio 4.4.2, si ha

EVar(X, | X = - BI(L - Xa’] = o= (1 - 2B[X] + E[X)) = .

1 1 1
Var[E[XQ | Xl]] = § Var[l — Xl] = § Var[Xl] — ﬂ ,

da cui risulta

Var[Xa] = E[Var[Xs | X,]] + Var[E[X, | X1]] = % ,

in accordo con i risultati ottenuti nell'Esempio 4.4.2. O

e Esempio 5.3.4. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T che ammette la
seguente d.p.c.

1 — o (w—21)? =5 (21-1)?
= — 1

27| | ¢

[x(z1,22) 1g\ oy (1) -

Sulla base dei risultati ottenuti, si puo ottenere il valore atteso E[X5] senza calcolare esplicitamente la
d.p.m. della v.a. X5 (che in questo caso ¢ un'operazione abbastanza complessa). Tenendo presente le
proprieta della legge Normale descritte nella Sezione 6.7, la d.p.m. della v.a. X; risulta

@) / " fx(@n, @) day = —— e B 1P /°° L
X1 1) — X 1,42 9 = -
e \% 2m —o0 \/ 27T|$1|

e

d.CBQ

S

ovvero la v.a. X7 si distribuisce con legge Normale di parametri 4 =1 e 0 = 1 (si veda la Sezione
6.7). Si ha
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o0

E[X, | X, = 1] :/

[x(z1,22) R .
—o00 \/ 27T|I‘1|

. —ﬁ(ﬂb—xl)?
2
00 fX] (‘Tl)

d.]?g = dafg =,

OVVvero

E[X,] = E[E[X, | X1]] = E[X zy e W gy =1,

1] \/%/

e dunque il valore atteso della v.a. X5 ¢ stato ottenuto senza conoscere la legge corrispondente.
Evidentemente, si puo calcolare anche la varianza della v.a. X5 senza determinarne la legge. O

5.4. Leggi condizionate

Si consideri il v.v.a. X = (Xi, Xo)T definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P). Si supponga
inizialmente che il v.v.a. X sia discreto a valori su insieme numerabile S € R?, con fp.c. data da
px(z1,x2) e f.p.m. date da px, (x1) e px,(z2). Siano inoltre S; e Sy le proiezioni di S sugli assi
cartesiani. Dato l'evento {X; =z} con z1 € 1, P(- | Xy =z1) ¢ in effetti una misura di
probabilita (vedi Sezione 2.4) eper B € B(R)

PX;H(B)N{X) =x1})

PX2|X1=~"E1(B) = P(X;l(B) | X1 =a1) = P(X) =)

¢ detta legge condizionata della v.a. X, all'evento {X; = z;}. Dunque, si puo definire la f.p.

condizionata della v.a. X5 all'evento { X; = x1}, con z; € S;, come
PX($1, 562)
Py Xy=n, (T2) = P(Xo =22 [ Xy = 21) = m

Risulta facile verificare che px,|x,—,, (22) ¢ in effetti una f.p. e che la sua definizione ¢ coerente con
quella di valore atteso condizionato della v.a. X all'evento {X; = z;}, dal momento che, per quanto
visto nella Sezione 5.4, risulta

E[X, | X1 = 1] = ) @opx, x,mr (02) -

T9ESy

e Esempio 5.4.1. Si consideri il v.v.a. discreto X = (X, X5)' dellEsempio 3.5.1. La fp.
condizionata della v.a. X, all'evento {X; = 0} ¢ data dunque da

px(0,12) 2\ " 1\ "
Px,|x,=0(T2) = o (0) = (g 3 Li1y(22) s

mentre la f.p. condizionata della v.a. X5 all'evento { X; = 1} risulta

pX(17 332)
_ =—7=1
ng\Xl_l(xl) o (1) {0}(»’[72) )
ovvero le leggi associate alle v.a. condizionate si ottengono per particolari parametrizzazioni della
legge Binomiale (si veda Sezione 6.5). O

Il modo con cui ¢ stata costruita la legge condizionata nel caso di un v.v.a. X discreto perde di
senso quando l'evento {X; = z1} ¢ di probabilita nulla. In generale, non sempre esiste una legge
condizionata della v.a. X5 all'evento {X; = z;}, anche se gli esempi di non esistenza sono artificiosi
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e non fondamentali nell'uso della teoria (per maggiori dettagli, si veda Wise e Hall, 1993, p.159). Nel
caso in cui il v.v.a. X sia assolutamente continuo con d.p.c. data da fx(z1,z2) e d.p.m. date da
fx,(x1) e fx,(xz2), si puo definire la d.p. condizionata della v.a. X5 all'evento { X; = z1} come
fx(z1,m2)
X0 X122, (T2) = == 1\ p(71, 72) ,
| fX1 (xl) )

(si veda la Sezione 5.3 per la definizione dell'insieme D). Il Teorema di Radon-Nikodym (Teorema
A.9) assicura in questo caso l'esistenza della legge condizionata della v.a. X5 all'evento {X; = z1},
ovvero per ogni B € B(R) si ha

PX2|X1:I1(B) = /E;fXﬂXl—xl(:—E?) dxs .

Si dovrebbe evidenziare che la d.p. condizionata non ¢ unica e quindi, al solito, si dovrebbe parlare di
una versione della densita. Inoltre, la sua definizione ¢ coerente con quella di valore atteso
condizionato della v.a. X5 all'evento { X; = x1}, dal momento che per quanto visto nella Sezione 5.4
risulta

E[Xp | X1 =x] = /$2fxz|xlz1($2)d$2 -
R

e Esempio 5.4.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)T dell'Esempio 3.5.2. La
d.p. condizionata della v.a. X, all'evento { X; = z;} ¢ data dunque da

- fx(@,m) 2 (1_ T2

sz\X1:-1’1 (.’1)'2) - fX1 (-771) o 1— T 1-— 1

mentre la d.p. condizionata della v.a. X all'evento { Xo = x5} risulta

) Ljo1((21)Lj0,1—a,((22) 5

fX1|X2=a:2(~’U1) = f)})((ﬁﬁ(l:;j;) - (1 Ex;2)2 (1 1 ?m) 1]071[(”"2)1]071%2[(551) ’

ovvero le leggi associate alle v.a. condizionate si ottengono per particolari parametrizzazioni della
legge Beta (si veda la Sezione 6.12). O

e Esempio 5.4.3. Sia data la legge Uniforme sul cerchio unitario introdotta nell'Esempio 3.6.3. La d.p.
condizionata della v.a. X; all'evento { Xy = x5} ¢ data dunque da

f (.CCQ) _ fX('CCh:L?) — 1 1 . . (ﬁUQ)
Xo| X 1= le (5E1) 2\/1—7$% J—v/1=a3,\/1=a][ >

mentre per simmetria la d.p. condizionata della v.a. X; all'evento { Xy = x5} risulta

1
Fxix0=n (11) = N L iy,

ovvero le leggi associate alle v.a. condizionate sono Uniformi (si veda la Sezione 6.12). O

5.5. Riferimenti bibliografici

Una trattazione approfondita del concetto di valore atteso condizionato ¢ contenuto in Williams
(1992), Rao (2005) e Steyer e Nagel (2017). Altri testi dove ¢ possibile trovare un'esauriente analisi
dei problemi tecnici legati al valore atteso condizionato sono Cohen e Elliott (2015), Dudley (2004),
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Kallenberg (2021) e Stroock (2013). Per controesempi nell'ambito del valore atteso condizionato si
veda Wise e Hall (1993).

5.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume 1'esistenza
di uno spazio probabilizzato (€2, F, P) e di una o-algebra Fy C F, a meno che non venga specificato
diversamente.

Sezione 5.1

e Esercizio 5.1.1. Sia dato lo spazio probabilizzato (€2, F, P), dove Q =]0,1] ¢ F = B(]0,1]),
mentre P = A ¢ la misura di Lebesgue su |0, 1]. Si consideri inoltre la partizione £ di (2 tale che
E={By,...,B,}, dove By = |ay_1,ar]eap=0<a; < ... <a,=1,esiaFy=PE) C Flao-
algebra generata da £. Se E € F, si determini la probabilita condizionata P(E | By) = E[1g | By],
dovek=1,...,n,e P(E | Fy) = E[1g | Fo)-

Soluzione. Si noti che risulta

P(Bk) = )\(]ak,l,ak]) =ar — Q-1 -

Dunque, dalla definizione di valore atteso condizionato ad un evento si ha

P(E|Bk):;/ak 1p(x) dz = 2EOBr)

Qg — k-1 Jap_, Qg — Qk—1

Inoltre, tenendo presente la definizione di valore atteso condizionato alla o-algebra Fy, P(E | Fy) ¢
data da

Zn: )\(E N Bk)

PEF) =2 PEIBILs =) =0

k=1 k=1

1z, .

Quindi, P(E | ) ¢ una v.a. discreta che assume valori su S = (P(E | By))}_; con legge essenziale
data dall'insieme delle probabilita (P(B},))}_,. Inoltre, essendo E[15] = P(Bj,) si ha

E[P(E | Fo)| = i % E[lp] = i AE N By)
k=1 -1 k=1

:/\<Em Bk> —MENQ) =AE) =PE),
k=1

dal momento che gli eventi di £ sono incompatibili. O

e Esercizio 5.1.2. Si assuma che la v.a. X e la g-algebra F| siano indipendenti, ovvero che
P{X <z}NEy) =P(X <z)P(E))

perogni xz € Re Ey € Fy. Si verifichi che risulta {E[X | Fy] = E[X]} q.c.
Soluzione. Dalla definizione di valore atteso condizionato, per ogni Fy € F si ha

/E[nyo]dpz XdP:/XlEOdP:E[XlEO].
Ey Q

Ey
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Dalle assunzioni fatte la v.a. X e la v.a. 1p, sono indipendenti e quindi per le proprieta del valore
atteso si ha

E[X1p] = E[X|E[1p],
da cui
L/EML%MP:HM/H%dP:/EMH%M%i/EWMP.
E, Q Q Ey

Dunque, dalla precedente relazione segue l'identita richiesta. O

Sezione 5.2

e Esercizio 5.2.1. Sia dato lo spazio probabilizzato (2, F,P), dove Q =]0,1] ¢ F = 5(]0,1]),
mentre P = X ¢ la misura di Lebesgue su |0, 1] e si consideri inoltre la o-algebra Fy = {0}, E, E°,Q}
dove £ =10,3]. Se X = (X1, X,)" ¢ un v.vaa. tale che X;(w) = 1p(w) e Xy(w) = w per w € §, si
determini il valore atteso E[(Xy — X7)?] e i valori attesi E[Var[Xs | Fy]] e E[(E[X> | Fo] — X1)?]. Si
verifichi inoltre I'identita fra il primo valore atteso e la somma dei rimanenti valori attesi.

Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 3.1.1, si osservi innanzitutto che X;'(B) € F, per ogni
B e B(R).Siha

1 1 1 1
E[(XQ_X1)2]:/ (w—lE(w))de:/ w2dw—2/3wdw+/gdw:g.
0 0 0 0

Inoltre, essendo P(E) = £ ¢ P(E®) = 2, segue

wl—

E[X,1 | 1
E[XﬂE]zM:S/ wdw =
0

P(E)
(§
Bx, | g = Helel 3, 2
DN A
mentre
E[X2 1] 3 1
€

E[X31g] 3 [! 13
E[X: | E)= =22 =" | Pdw=— .
(X5 | E] P(E) 2[ w” dw o

Dal momento che F ¢ una o-algebra generata da una partizione, allora risulta

1 2
E[Xy | Fo] = E[Xo | B]1p + E[Xp | EX|1p = o 1p + 5 1p
€
2 2 2| e 1 13

da cui, tenendo presente che 11 = 0 per ogni w € (),
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Var[X2 | fo] = E[X% | fo] — E[XQ | fo]Q
= (El[X§ | E] - E[Xz | E") 1p + (E[X3 | E°] - E[X; | E°F) 15
1

- 14 —1p.
108 ETortE

Quindi, si ha
B[Var[Xs | A]] = ELL 15+ L 15 = —— P(E) + - P(E°) = -
21208 s TP TP T 08 27 T 36
Inoltre, risulta
E[(E[X2 | Fo] = X1)°] = E[(3 1 + 215 — 1p)*] = E[3 1p + 5 15
25 4 19
= — P(FE — P(E°) = —
36 (E)+ 9 (E°) 36

e quindi 1'identita richiesta ¢ verificata. O

Sezione 5.3

e Esercizio 5.3.1. (Paradosso di Borel) Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, X5)!
che ammette d.p.c. data da

fx(x1,22) = Ly (21 + 22) L) 17 (72)
e si verifichi che risulta E[X, | X; = 0] = 3. Si consideri inoltre il v.v.a. Y = (Y7,Y3)T dove
Y = 2R e Y, = X, esi verifichi che siha E[Y; | V1 = 1] = 3.
Soluzione. La d.p. marginale della v.a. X risulta

fx,(21) = / L1 (21 + 22) L1y (22) dao

o0

1 1-xy
= / 1 10(21) das +/ 1) (z1) dwg = (1 — [21]) L=y gy (21)
- 0

x1
da cui

o0 1 (1 + 562)1[0.1] (z2)
EXs | X1 =] = / T2 — ’
(X2 [ X4 1] (=) 1)

1y g(z1) [* 1 (2) [0 1—x
= 7 7 [ — 1 _ .
1+ 2 /I1 Tz dez + /O T2 4 -1 (71)

Quindi, siha E[X, | X; = 0] = % Per quanto riguarda la trasformata Y = g(X), si ha

g W) = (eln —1),p)",
dove y; € [1,00[ e 92 € [0, 1]. Dal momento che |J (g7 (y))| = y2, la d.p.c. del v.v.a. Y ¢ data da
Sy (W1, v2) = y2 Lo.11(y192) 110,11 (2)

da cui

1

o u 1
frvi(y) = / Y2 10,11 (y1y2) 110,11 (y2) dy = /0 Yo L1 oo (y1) dy2 = %7 11 00((y1) -
- 1

o0
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Dunque, risulta

EY: | Y1 =y = / Yo Y2 1o, i](ylyQ) [0,1] (y2) iy,
- 2 1y, [(yl)

21/

1
2
= 2y} 1[1,0@[(y1)/0 Y3 dzy = 3 Yt Lo (1) -

Dalla definizione di Yj, si osservi che in effetti l'evento {X; =0} ¢ “equivalente” all'evento
{Y1 = 1}. In modo controintuitivo si ha quindi che

2 1

BV [ Vi=1]= 2 #B[X; | Xy =0] = .

anche se Xy = Y;. L'apparente paradosso deriva dal fatto che i valori attesi condizionati sono stati
ottenuti rispetto a eventi di probabilita nulla. O

e Esercizio 5.3.2. Si consideri il v.v.a. X = (X1, ..., X,,)T le cui componenti sono indipendenti e con
la medesima legge. Si assuma inoltre che Y = Y7, Xj. Si verifichi che {E[X} | Y] =n"'Y} q.c.
perognik =1,...,n

Soluzione. Dalla definizione di valore atteso condizionato, perogni B € Rek =1,...,nsiha

—1 B

Dunque, dal momento che X; e X}, sono equivalenti in legge, risulta E[X} 1y 1] = E[X11y1(p)],
ovvero tenendo presente la precedente relazione si ottiene

P(E[Xy | Y] = E[Xy1 | Y]) =1

per ogni k = 2,...,n. Dunque, si ha q.c.

E[X, | Y] = ZE[X|Y ZX|Y E[Y |Y] = iy.

Questo risultato puo essere esemplificato mediante la seguente applicazione statistica. Se la v.a. X, si
distribuisce con legge di Bernoulli di parametro pari a p, allora E[X}] = p e Var[X}]| = pq. Inoltre, &
immediato verificare che la v.a. Y si distribuisce con legge Binomiale con parametri n e p (si veda la
Sezione 6.1) e quindi E[Y] = np e Var[Y] = npq. Dunque, dalla precedente relazione si ha

EIELX | Y]] = EV] =p

Var[E[X; | Y]] = % Varfy] = 2.

Quindi, nella terminologia della statistica inferenziale, sia la v.a. X che la v.a. E[X} | Y] sono

stimatori corretti del parametro p. Inoltre, posto x = (x1,...,2,)", pery = 0,1,...,n risulta
X=z}n{YV =y b P (1 — p)lmo n\
Pyl = P A Mg BEZ0) 2 ) () ).
=¥ (y)py(l—p)”‘y Y
dove S, = {(z1,...,@n) 2, = 0,1,k =1,...,n,> ,_,zr =y}, ovvero la v.a. Y ¢ uno stimatore

sufficiente del parametro p, dal momento che legge condizionata del v.v.a. X all'evento {Y = y} non
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dipende da p. Tuttavia, Var[X}] > Var[E[X}, | Y]] e quindi lo stimatore E[X}, | Y] ¢ piu efficiente
dello stimatore Xj. Questo risultato segue dal fatto che lo stimatore E[X}, | Y| viene ottenuto dal
condizionamento di uno stimatore corretto ad uno stimatore sufficiente. In effetti, in questo esempio ¢
stata considerata un'applicazione del Teorema di Rao-Blackwell. O

e Esercizio 5.3.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)' che ammette d.p.c.
data da

1
(1 + 22 4 x3)?

Ix(z1,20) =

e si determini E[ X | X7 = x1] e Var[ Xy | X7 = x4].

Soluzione. Si ha
& 1 1
fro(@r) = / ey =

oo M(1 2] +23)? 2/(1+a7)?”

da cui
o 21/ (1 + 22)3
E[Xy | X| =21 = LV dzy, =0,
dal momento che la funzione integranda ¢ dispari. Quindi, si ottiene
> 2¢/(1+ x3)3
Var[Xo | Xi = 21] = : Lo doy =1+ a7 .
Xz [ Xi =] /_OO 27r(1+3:%+:v%)2 2 Tt
Si osservi che
E[X5] /OC ! d
= rTo —F—— To =
2 . 25 1t a2 2
e in effetti risulta E[E[ X5 | X;]] = 0. Tuttavia, si ha
o 1
E[X :/ T3 ———— dxy = 00
[X5] B P sy L

e quindi Var[X] non ¢ finita. In effetti, essendo X £ Xy per simmetria, si ha
E[Var[X, | Xi]] = E[1 + X7] = 1 + E[X}] = 00.

Dunque, puo essere Var[Xs | X; = x1] < oo per ogni x1, anche se E[Var[ X | X;]] = . O

Sezione 5.4

e Esercizio 5.4.1. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette d.p.c.
fx(@1,22) = 1(2 — 1) € Ljg oo (T1) L gy 00 (T2) -

Si determini la legge condizionata della v.a. X all'evento { X; = x;} e i valori attesi E[ X5 | X7 = ]
e Var[ Xy | X; = z4].
Soluzione. Si ha

fX] (ZL‘l) = / T (9’32 — ,_'L‘l) €_$2 1[0700[(1‘1) d:L‘Q = e_”"l 1[0,00[(1‘1) 5

T
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da cui risulta

L1, X —(ro—2x
P () = ZELT) ey ().

le(xl)

Inoltre, si ha

E[Xy | X1 =24 = / xo(T9 — 271) e~ @) gy = 21 + 2,

T

ovvero il valore atteso condizionato ¢ una funzione lineare. Infine, si osservi che risulta
o0
2 2 —(wy— 2
EX5| X1 =2 = / 23(zy — 1) e @ day = 22 4 da 46,
T

da cui Var[ Xy | X1 =x1] = 2. O
e Esercizio 5.4.2. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X»)' che ammette d.p.c.

1
fx(z1,22) = 3 11 4 (2] + 23)

e si determini la legge condizionata della v.a. X, all'evento { X7 = x1}.
Soluzione. Si ha

1 \/4—1‘% 1 \/1—.7:%
fx (1) = g/ 4%%1[—2,2](%)6@2 - %/ - 1 11((z1) oo

2 2
= 3_7T 4 — .CU% 1[,2,2] (.fUl) — 3_7'(' 1-— 1’% 1],171[(1'1) ,

da cui risulta

fx Xi= ($2) _ 1[174] (.CI?% + l‘%)
A 2¢/4— 22 1 gy (21) — 2¢/1— 221y 5 (21)

dove x; € [ —2,2]. Si noti che la legge condizionata ¢ Uniforme se |z1| € [1,2], mentre ¢ data dalla
mistura di due leggi Uniformi se z; € [ — 1, 1]. O

e Esercizio 5.4.3. (Leggi coniugate) Per quanto riguarda le notazioni adottate in questo esercizio, si
veda la descrizione della legge Binomiale nella Sezione 6.1 e della legge Beta nella Sezione 6.9. Si
consideri il v.v.a. X = (X, X5)T tale che la v.a. marginale X si distribuisce con legge Beta ridotta
con parametri pari a o, 3 € ]0, oo[, ovvero X; ammette d.p. data

o
B(a, §)

mentre la legge condizionata della v.a. X all'evento {X; = z;} ¢ Binomiale con parametri pari a n e
x1, ovvero la f.p. condizionata ¢ data da

Ix,(z1) = 2t 1 = a1)7 Ly ()

n
X2

pXQ‘Xlle(xQ) = < ) SU:{Z(l — .1:1)"_“ 1{0717.”771}(.'132) .

Si determini la legge condizionata della v.a. X; all'evento { Xy = z5}.
Soluzione. Si assuma che B; e Bs siano due eventi tali che By, Bo € B(R). Si osservi che
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1
P(Xi € By) = 1= 3)day
(X1 € By) B(a, B) A),l[ﬂBl (o) o

Inoltre, risulta

P(Xy € By, X5 € By) = E[15,(X1)15,(X2)] = E[E[1p,(X1)15,(X2) [ Xi]]
= E[15,(X1) E[15,(X2) | Xi]].

Dunque, posto Sy = {0, 1,...,n}, per il Teorema di Fubini si ottiene
P(X1 € B, Xy € By) = / ( Z pX2|X1—1‘1($2)> fx,(z1) dx
B, ToE€S5N By

- Z /BPXQXI—xL(CUQ)fXI(xl)dm,

29€55N By

n 1 / rota—1 —zo+[—1
= T 1—2)" P day
Z (932) B(a, ) 10,1[NB; ! ( )

T2ES5N By

da cui

P(X;€B))=P(X1 ER, X, €By) = Y

T9€55N By

( n ) B(x, +§(,;z, ;)@ +8)

T2

Dunque, si ha

n 1
P X B X — = Tota—1 1_ n—ro+6—1 d 1
( 1€ D1, Az IQ) (@) B(a,ﬁ) /}(Ll[ﬂBl Ty ( 96'1) T Sz(xQ),

mentre la f.p. della v.a. X ¢ data da

px,(22) = (

n) B(zo+ a,n — x4+ () 1, (1) .

) B(av ﬁ)
Infine, per x5 € S, risulta

1
B(Jig-i-Oz,TL—iEz-Fﬁ)

P(X1 € B | Xy = :EQ) = / :L‘fﬁail(l — I‘l)n_m-i_ﬁ_l dx, ,
10,1[NB;

ovvero la legge condizionata della v.a. X; all'evento { Xy = x2} ¢ la legge Beta ridotta con parametri
paria (x2 + a) e (n — 29 + 3 — 1) e quindi si ottiene la seguente d.p. condizionata

1
T2 + o, — 22+ f3)

fX1|X2:I2(x1) = ‘rglgﬁ_a_l(l - xl)n_xﬁ_ﬂ_l 1}071[(371) .
B(

Questo ¢ un esempio tipico nella Statistica Bayesiana. La legge relativa ad X ¢ detta a priori, mentre
la legge condizionata di X; all'evento {X, = x5} ¢ detta a posteriori. Si osservi che in questo
esempio la legge a priori e quella a posteriori appartengono della stessa famiglia. In questo caso, si
dice che la legge di X; e la legge condizionata di X5 all'evento { X; = x1} sono coniugate. O
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Capitolo 6
Principali leggi

6.1. Legge Binomiale

Si consideri un esperimento aleatorio con esito dicotomico, ovvero, utilizzando la terminologia dei
giochi d'azzardo, suscettibile di assumere due soli risultati w; e w9 del tipo “successo” e “insuccesso”
di un ipotetico giocatore. Se si ripete n volte l'esperimento aleatorio, il corrispondente spazio
fondamentale prodotto ¢ dato da 2 = 2y x --- x ,,, dove Qi = {w;,ws}. Quindi, 2 ¢ costituito da
2" eventi elementari che coincidono con tutte le possibili sequenze di lunghezza n (distinte anche per
'ordine) di wy € wo.

Si supponga inoltre che gli esperimenti aleatori siano condotti in modo indipendente e che
l'assegnazione di probabilita su €2 sia data da P.({wi}) =p ¢ P.({ws}) =1—p=gq, dove
p €]0,1]. In altre parole, I'assegnazione di probabilita ¢ la stessa per ogni esperimento aleatorio.
Dunque, la misura di probabilitd prodotto P si ottiene probabilizzando 1 2" eventi elementari
{(wjy, ... wj,)} di Q come

P({(wrw)}) = [[ Bilion))
k=1

dove jr =1,2¢ek=1,...,n.

Si consideri la v.a. X : 2 — S, che ad ogni realizzazione dell'esperimento combinato associa il
corrispondente numero di “successi”’, ovvero il numero di risultati del tipo w; contenuti in ogni
(W) ..., wj,) € . Lav.a. X ¢evidentemente di tipo discreto e si ha S = {0, 1,...,n}. Sinoti inoltre
che la probabilita di ciascun evento elementare di 2 in cui compaiono x “successi” e (n — x)
“insuccessi” € pari a p“q" ", dove z = 0,1, ..., n. Inoltre, vi sono (;L) eventi elementari di questo
tipo, che sono distinti solo per l'ordine in cui 1 “successi” e gli “insuccessi” si alternano. Dunque, la
f.p. dellav.a. X ¢ datada

px () = (Z) p°q" " Lo, ().

La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge Binomiale di parametri n e p e si denota usualmente con
B(n, p). Inoltre, nel caso particolare in cui n = 1, la legge viene detta legge di Bernoulli di parametro
p, anche se entrambe le leggi sono state introdotte da Jakob Bernoulli.

Si osservi che py ¢ in effetti una f.p., in quanto dall'espressione del binomio di Newton si verifica
immediatamente che

n

i:px(x) => (Z) P =(p+q)" =1.

=0

La v.a. X pud essere interpretata anche come una somma di n v.a. indipendenti X}, ognuna con
legge di Bernoulli di parametro p, ovvero si ha X = Y, _; Xj.. Questa affermazione sara dimostrata
con un metodo semplice ed elegante nell'Esempio 7.4.3. Dunque, dal momento che ¢ immediato
verificare che E[X;] = p e Var[X}] = pg e, tenendo presente le proprietd relative alla media e
varianza di somme di v.a. indipendenti, si ottiene



138 Principali leggi

EIX] = S E[X) = np

Var[X] = ZVar[Xk] =npq .
k=1

Questi risultati saranno anche verificati con un differente metodo nell'Esempio 7.2.4.

0.15 -
0.10 +
0.05 -

0.00 |-eeesecccccscscsie ::n-.-.-....---::.-v

Figura 6.1.1. Funzione di probabilita per la legge Binomiale e
(n,p) = (50, %), (50, %), (50, %) (rispettivamente in rosso, verde ¢ blu).

6.2. Legge di Poisson

Si consideri una successione (p,,),>1 di elementi di |0, 1], in modo tale che la successione (np,)n>1
converga ad una costante A € |0, co[ e si ponga inoltre g, = 1 — p,,. Dunque, la successione (p;,),>1
deve necessariamente convergere a 0. Per ogni n si consideri inoltre la successione (g,,(x)).>0, dove

_ [ (pa v e{01,..,n}
gn(x)—{o x € N\{0,1,...,n}

In altre parole, (g,(x))s>0 € il prolungamento su N della legge Binomiale B(n,p,). Se
x€{0,1,...,n}siha

z—1

gn(z) = (Z) Doty = % (np)* (1= pa)" " ] ] (1 - %) :

k=0

Tenendo presente che se (a,,),>1 ¢ una successione di numeri reali tale che lim,,a,, = a si ha

1im(1+@) s
n

n

allora risulta

Inoltre, si ha
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1‘*1 k
limI | (1——) =1
n n
k=0
da cui si ottiene infine

A

lirrlngn( x)=e i

Dunque, si puo considerare la v.a. X con f.p. limite data da

px(z) = —AﬁlN( ).

La v.a. X ¢ discreta e prende valori su .S = N. La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge di Poisson di
parametro A e si denota usualmente con P()). La legge prende nome dal matematico francese Siméon
Denis Poisson (1781-1840), che ne ha considerato le prime applicazioni, anche se la legge era gia nota
a Abraham de Moivre. La legge di Poisson sara ottenuta in modo piu elegante nell'Esempio 8.1.7.

Si noti che px ¢ in effetti una f.p., in quanto dall'espressione della serie esponenziale si ha

Z pX _)\ Z =1.
La media della v.a. X ¢ data da
:e_’\ix—x:e_’\i A :/\e_’\i&:)\
o (x —1)! x! '
Inoltre, tenendo presente che E[X (X — 1)] = E[X?] — E[X] ed essendo

E[X (X ’\ixx—l ‘ e_’\i(wig)!:)?e_)‘ig:)\?,

=0 =2

si ha E[X?] = A% + \. Dunque, risulta Var[X] = \. Questi risultati saranno anche verificati con un
differente metodo nell'Esempio 7.2.5.

0.30
0.25 F
0.20 f
0.15 |
0.10 F .

0.05 | * T .

0.00 [8 ¢ o ° “eeeeclos .’.-oooooooott—

0 5 10 15 20 25 30

Figura 6.2.1. Funzione di probabilita per la legge di Poisson e
A = 2,5,10 (rispettivamente in rosso, verde e blu).
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6.3. Legge Binomiale Negativa

Si consideri di nuovo un esperimento aleatorio con esito dicotomico, suscettibile di assumere due
soli risultati w; e wsy, che al solito rappresentano “successo” e “insuccesso” di un ipotetico giocatore, €
si ripeta l'esperimento aleatorio in modo indipendente sino a quando non si siano verificati k
“successi”. Anche se I'esperimento aleatorio combinato ha termine in pratica dopo che si sono ottenuti
k “successi”, da un punto di vista formale ¢ conveniente considerare una infinitd numerabile di
esperimenti aleatori. In altre parole, si assume lo spazio prodotto Q = [[ 2, dove ogni singolo
spazio fondamentale ¢ dato da €, = {w1,w>}. Dunque, gli elementi dello spazio fondamentale
prodotto 2 sono tutte le successioni del tipo (wj, ),>1, dove j, = 1, 2. Tenendo presente la discussione
effettuata nella Sezione 2.6, se si effettua 1'assegnazione di probabilita su €2, in modo tale che
P,({wi}) =pe P,({ws}) =1 — p=gq, dove p € |0, 1], la probabilita prodotto P = @), , P, esiste
ed ¢ unica.

Si consideri la v.a. X : 2 — S, che ad ogni elemento di €2 associa il numero di esperimenti aleatori
che si devono effettuare oltre il k-esimo esperimento per ottenere k “successi” (in effetti, affinche si
verifichino k£ “successi”, si devono effettuare almeno k esperimenti). Si assuma inoltre che
k=1,2,.... La v.a. X ¢ evidentemente di tipo discreto e risulta S = N. La probabilita di ciascun
evento elementare di €2 a cui corrispondono (k — 1) “successi” nei primi (k+x — 1) esperimenti
aleatori e per cui si ha di nuovo “successo” al (k + z)-esimo esperimento aleatorio risulta pari a p*q®.
Inoltre, vi sono (k?;fll) eventi elementari di questo tipo e che sono distinti solo per l'ordine in cui i
“successi” e gli “insuccessi” si succedono. Dunque, la f.p. della v.a. X ¢ data da

prte) = (T e it

La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge Binomiale Negativa di parametri £ ¢ p e si denota
usualmente con BN (k, p). Inoltre, nel caso particolare in cui & = 1, la legge viene comunemente
detta legge Geometrica di parametro p, anche se qualche autore definisce come legge Geometrica
quella relativa alla v.a. (X + 1).

Si osservi che px ¢ effettivamente una f.p. Infatti, considerando la serie binomiale negativa, per
a €]0,1[eb € R* ¢ noto che

e quindi si ha

- [(k+x—-1\ , ~[(k+x—-1\ , B
St =ry (LI )=t (T e =ra-a =1
=0 =0 N =0 v

La v.a. X puo essere interpretata come una somma di k£ v.a. indipendenti X;, ognuna con legge
Geometrica di parametro p, ovvero risulta X = Z?f’:lX ;. Questa affermazione sara dimostrata molto
semplicemente nell'Esempio 7.4.4. Dunque, risulta (si tenga presente I'Esempio 4.1.1)

Inoltre, per a € ]0, 1] si ha

> 2a2

n(n—1)a —
— (1—a)3
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da cui
B — D) = p> (e — 1) = 2L =20
j j —_ = p r\axr — q = = —_—
=0 (1 - q)3 p2
e quindi
q
Var| X;:| = = .
X)) =4

Dunque, per le proprieta relative alla media e varianza di somme di v.a. indipendenti si ha

k kq
EX] = ) ELX)] =
=1

J

k
k
Var[X] = ZVar[Xj] = p—g :
=1

Questi risultati saranno anche verificati con un differente metodo nell'Esempio 7.2.6.

0.30 [
0.25 [ e
0.20 |
0.15 | *
0.10 |
006 et EITe.,

0.00*’. ® ®© 0o 00 06 8 5 06 06 00 00 0 0 0 o

Figura 6.3.1. Funzione di probabilita per la legge Binomiale Negativa e

(k,p) = (5, ), (5, %), (5, 15) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

Risulta inoltre interessante ottenere la f.p. limite per k& — oo, qualora (p;)r>1 sia una successione
di elementi di ]0, 1], tale che l'ulteriore successione (kp; 'q)r>1 converga ad una costante A € ]0, 00|
e dove g, = 1 — py. Sinoti che (py)r>1 deve necessariamente convergere a 1. Per x € N si ponga

k+.§C—1 k 1 ka v qr —okal j
)= (M) b= () () (e
J:

e per ogni k si consideri la successione (g ()).>0. Dal momento che

a\ " kpitar\ "
lim (1 T —’“) — lim (1 + ki’“) — e,

mentre risulta



142 Principali leggi

si ha

A A

limg,(x) =€ " —,

k 9x(x) x!
ovvero la f.p. limite & quella di una v.a. con legge di Poisson P(\). Questo risultato sara ottenuto in
modo piu elegante nell'Esempio 8.1.8.

Si osservi infine che il parametro &£ puo in generale assumere un qualsiasi valore positivo non
necessariamente intero, anche se in questo caso la genesi della v.a. non si ottiene dallo schema degli
esperimenti ripetuti. In effetti, la serie binomiale negativa puo essere definita per ogni £k positivo e le
proprieta ottenute in precedenza possono essere estese anche a questo caso.

6.4. Legge Ipergeometrica

Si consideri un'urna composta da N palline di cui D sono rosse e (N — D) sono nere. Si suppone
ovviamente che D sia un intero positivo tale che D < N. Si consideri inoltre I'esperimento aleatorio
che consiste nell'estrarre in blocco n palline, dove n ¢ un intero positivo tale che n < N. Lo spazio
fondamentale €2 relativo all'esperimento risulta costituito da (]X ) risultati che corrispondono a tutte le
possibili scelte di NV palline a gruppi di n. Se si suppone che l'estrazione sia regolare, allora si pud
considerare un'assegnazione equiprobabile, ovvero la probabilita di ciascun evento elementare di 2
risulta pari a (]X) -

Si consideri la v.a. X : 2 — S, che ad ogni risultato associa il numero di numero di palline rosse
estratte. La v.a. X ¢ di tipo discreto e si ha inoltre S = {max(0,n — N + D), ..., min(n, D)}. Gli
estremi dell'insieme S derivano dal fatto che, se n > N — D almeno (n — N + D) palline estratte
devono essere rosse, mentre se n > D si possono estrarre al piu D palline rosse. Inoltre il numero di
eventi elementari per cui si hanno z palline rosse estratte risulta (”)("~"), che corrisponde al
numero di scelte di D palline rosse a gruppi di = combinate con le scelte di (N — D) palline nere a
gruppi di (n — x). Dunque, la f.p. della v.a. X ¢ data da

D (N—D)
La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge Ipergeometrica di parametri n, D ¢ N, ¢ si denota
usualmente con Z(n, D, N).

px(x) =

0.20 -

0.15

0.10 -

0.05

0.00 7-ool:...oooo-o.o:lo.oool: -----

Figura 6.4.1. Funzione di probabilita per la legge Ipergeometrica e
(n, D, N) = (40, 50, 200), (40, 100, 200), (40, 150, 200)
(rispettivamente in rosso, verde e blu).
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Si osservi che py ¢ effettivamente una f.p. Infatti, se a, b, c € N allora 1'identita di Vandermonde

afferma che
(=2 M)

k=0

= () B(D)(0 ) -0) ()=

L'identita di Vandermonde si ottiene per un caso particolare della funzione ipergeometrica, che
conferisce dunque il nome alla legge.

Sulla base dell'espressione della f.p. relativa alla legge Ipergeometrica Z(n — 1, D — 1, N — 1), la
media della v.a. X ¢ data da

min(n,D) (D) (N—D) nD min(n—1,D—1) (D—l) ( N-D ) nD

da cui, si ha

E[X] = pztin-x/ _ 7 x _nflf:v _ny
r=max(0,n—N+D) (]X) N wmax(O;N-i-D—l) (]7;]711) N

e, tenendo presente l'espressione della f.p. relativa alla legge Ipergeometrica Z(n — 2, D — 2, N — 2),
si ha inoltre

min(n,D) D\ (N-D
E[X(X — 1)] = oz —1) )((N")I )
z=max(0,n—N+D) | n
_aDm-1D-1) "UET (PP (NE) _ abn-1)(D-1)
N(N - 1) x=max(0,n—N+D—-2) (JT\L]:22) N(N - 1)

da cui

nD N—D N —n

ValXl =~ ~v-1-

La legge Ipergeometrica puo essere ottenuta anche come legge condizionata. Piu esattamente, date
N v.a. indipendenti X}, ognuna con legge di Bernoulli di parametro p, si consideri le v.a.
X=Y7 ,XyeY =5, X Lafp. condizionata della v.a. X all'evento {Y = n} ¢ data da (si
veda 1'Esercizio 6.4.1)

QWP ()5
pX|Y:n( )_ (]T\Z)p”qN*” 15( ) (]7\1]) 15( )

Risulta interessante ottenere la f.p. limite per N — oo, qualora (Dy)y>1 sia una successione con
Dy < N per ogni N e tale che la successione (N 1Dy )y>1 converga ad una costante p € |0, 1[. Per
ogni N, si consideri l'insieme (gn(x))?_,, dove gn(x) ¢ il prolungamento su {0, 1,...,n} della legge
Ipergeometrica Z(n, Dy, N). Se x € S, si ottiene

() () [T;o(Dy — B)IT\=y (N — Dy — k)
o) = =g = () 7 zsw—m
o té(%——') nel1- Qe by
- () D= %)

Dal momento che si ha
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dove ¢ = 1 — p, mentre

si ottiene

ovvero la f.p. limite ¢ quella di una v.a. con legge Binomiale B(n, p).

Si osservi infine che se le palline sono estratte dall'urna reimmettendo dopo ogni singola estrazione
la pallina nell'urna, ovvero in caso di estrazioni indipendenti, allora la legge della v.a. X che
rappresenta il numero di palline rosse estratte ¢ Binomiale B(n, %)

6.5. Legge Multinomiale

Nella presente Sezione viene introdotta la generalizzazione dell'esperimento aleatorio analizzato
per la legge Binomiale. Piu esattamente, si considera un esperimento aleatorio suscettibile di &
possibili risultati e si ripete n volte 1'esperimento aleatorio, in modo tale che lo spazio fondamentale
prodotto associato ¢ dato da 2 = 2y x -+ x ,, con ; = {wy,...,w}. Quindi, 2 & costituito da k"
eventi elementari che coincidono con tutte le possibili sequenze di lunghezza n (distinte anche per
I'ordine) di wy, ..., wy.

Si supponga che gli esperimenti aleatori siano condotti indipendentemente e che l'assegnazione di
probabilita su (2; sia la stessa per ogni esperimento aleatorio, ovvero che risulti P,({w;}) = p; € |0,1]
per ogni [ =1,...,n con j=1,..., k. Ovviamente, si deve avere Z,I;:lpj = 1. In modo simile a
quanto visto nella Sezione 6.1, la misura di probabilita prodotto P si ottiene probabilizzando i1 k"
eventi elementari {(wj,, ..., w;, )} di 2 come

n

P({(wj,--»wi)D) = [[P{wi}) »

1=1
dove jy=1,...,kel=1,...,n.
Si consideri il v.v.a. X : © — S, che ad ogni risultato associa il vettore z = (z1, ... ,mk)T, dove z;

rappresenta il numero di elementi del tipo w; in ogni (wj,,...,w;,) € Q. Nv.va X = (Xi,..., X;)" ¢
evidentemente di tipo discreto e S C R¥ ¢ tale che

k

S={(z1,...,21) 1z € {O,l,...,n},ij:n}.

J=1

Inoltre, la probabilita di ciascun evento elementare di €2 in cui si compare x; volte il risultato wy, ...,
xy, volte il risultato wy, (dove Elexj = n), risulta pari a H;?:l pfj. Dal momento che vi sono
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( n ) n!
XT1... Tk H?:lxj!

di tali eventi elementari e che sono distinti per l'ordine in cui gli eventi wy, ..., wy si succedono, la
f.p.c. del v.v.a. X ¢ datada

k
n .
px(7) = px(21,...,7%) = ( ) p; Ls(x1, ..., 2) -
r1... T =1

Si noti che I'insieme S & contenuto su un iperpiano di R* e che in effetti risulta {Z§=1X ;=mn}q.c.,

ovvero il v.v.a. X ¢ linearmente degenere. La legge relativa al v.v.a. X ¢ detta legge Multinomiale di
parametri n e p = (p1,...,pr)", e si denota usualmente con M n, p). Si osservi che py ¢ in effetti
una f.p.c., in quanto per il teorema multinomiale si ha

k ! n
> o= ¥ (" )0 (n) -1
)es 1... Tk =1 =1

(z1,...,xk)ES (@1,

Si puo dimostrare facilmente che la legge della componente marginale X; ¢ Binomiale B(n, p;) (si
veda 1'Esempio 7.4.1). Inoltre, in modo analogo alla legge Binomiale, il v.v.a. X puo essere espresso
come somma di n v.v.a. indipendenti, ognuno dei quali con legge Multinomiale M(1, p) (si veda
I'Esempio 7.4.5). Sulla base di questa osservazione, in modo simile a quanto fatto per la legge
Binomiale, si puo provare che il vettore delle medie del v.v.a. X ¢ dato da ;© = np, mentre la matrice
di varianza-covarianza ¢ data da

X = n(diag(p) — pp'),

con varianza generalizzata che deve necessariamente risultare det(X') = 0. In modo alternativo, questi
risultati possono essere ottenuti tenendo presente I'Esempio 7.4.2.
Si osservi infine che per k =2 e p= (p1, )" la legge M(n,p) ¢ in effetti “equivalente” alla

legge B(n,p;), dal momento che si ha {X; =n— X;} g.c., mentre risulta (IL”IZ) = (;}1) e
p2 = 1 — p;. Piu esattamente, si dovrebbe affermare che, se la v.a. Y ¢ distribuita con legge Binomiale
B(n, p1), allora risulta (X1, X5) £ (YV,n — Y).

6.6. Leggi con parametri di posizione e di scala

Si osservi innanzitutto che due v.a. X e Z, con rispettive f.r. F'x e Fz, sono dette dello stesso tipo
se esistono due costanti a, b € R per cui

X£a+b2,

ovvero quando Fz(x) = Fx(a + bx) per ogni x € R. Si consideri dunque una v.a. X con fr. data da

i =0(25%).

dove GG ¢ una fir., mentre a € R e b € ]0, oo[. In pratica, per una data f.r. G, la precedente relazione
descrive una famiglia di leggi al variare di a e b. Inoltre, a ¢ detto parametro di posizione e b ¢ detto

parametro di scala. Se si consideri la trasformazione Z = Xb_“, risulta

Fz(2) =P(Z <z)=P(X<a+bz)=Fx(a+bz) =G(2)
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per ogni z € R. In altre parole, le due v.a. X e Z sono dello stesso tipo. Inoltre, ¢ evidente che la
precedente trasformazione consente di ottenere la v.a. Z con f.r. che non dipende dai parametri a e b.
Per questo motivo si dice che la v.a. Z possiede la legge ridotta (o legge standardizzata) all'interno
della famiglia di leggi. Analogamente, la v.a. Z viene comunemente detta standardizzata, anche se in
modo leggermente improprio. In effetti, questa definizione dovrebbe essere solamente adottata per la
trasformazione di standardizzazione, ovvero quando si ha a = puy e b = ox. In pratica, risulta quindi
conveniente lavorare con la legge ridotta e successivamente considerare la famiglia di leggi che si
ottiene al variare dei parametri di posizione e di scala (questo ¢ il motivo per cui negli Esempi 4.1.3 e
4.1.4 sono state considerate le leggi ridotte). Infine, se la legge ¢ caratterizzata da altri parametri oltre
a quello di posizione e di scala, questi vengono detti parametri di forma.

Se X ¢ una v.a. assolutamente continua, allora la d.p. di X ¢ esprimibile attraverso la d.p. della v.a.
standardizzata, ovvero

fx(z) = %fz(x;a> :

mentre per quanto riguarda la fir. risulta ovviamente

Fy(z) = FZ(m -~ “) .

Si noti infine che il momento di ordine r della v.a. X ¢ esprimibile attraverso i momenti della v.a.
standardizzata Z, ovvero

s = ELX] = El(a+ b2y = EY" (1) @02 = 3 (7 ) a0z,

k=1 k=1
da cui px = a + buy. Analogamente, il momento centrale di ordine r della v.a. X risulta
E[(X — jix)] = El(a +bZ — a — byuz)'] = VE[(Z — uz)'].
da cui oi = bQO'%. In particolare, se a = uxy eb = oy, allorapuy =0e oy = 1.

e Esempio 6.6.1. (Legge di Gumbel) La legge introdotta dal matematico tedesco Emil Julius Gumbel
(1891-1966) ¢ associata alla f.r.

r—a

Fx(x)=¢€"¢ o

dove a € R e b € |0, 0o[. Evidentemente, una v.a. X che possiede la precedente f.r. ¢ assolutamente
continua e ammette d.p. data da

fx(@)=—e 77"
Se si considera la trasformazione Z = %, si ha
=z
Fy(z)=¢e°

ovvero la fir. della v.a. standardizzata Z non dipende dai parametri a e b. Inoltre, la v.a. Z ammette
d.p. data da

f2(2) = e

Si pud verificare infine che y17 = v e 0% = =, dovey = — [;*log(z)e "dz ~ 0.577 rappresenta la

costante di Eulero-Mascheroni. Si ha dunque px = a + b7y, mentre 0% = % O
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0.4f
0.3
0.2
0.1f

0.0 |

-4 -2 0 2 4 6

Figura 6.6.1. Densita di probabilita per la legge di Gumbel e
(a,b) =(0,1),(2,1),(0,2) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

e Esempio 6.6.2. (Legge di Weibull) L'ingegnere e statistico svedese Ernst Hjalmar Waloddi Weibull
(1887-1979) ha introdotto la legge a cui ¢ associata la fr.

Fy(z) = (1 _ 6*(’3”)k) 1o.00((2)

dove a € R, b €]0,00[ e k € ]0,00|[. Evidentemente, una v.a. X che possiede la precedente fir. &
assolutamente continua e ammette d.p. data da

k _ k—1 seark
fX(x) = g (x b a) €_<T) 1]a,oo[(m) .

X—a
b

Se si considera la trasformazione Z =

, sl ha

k

Fz(2) = (1—¢e7") Ljpn(2)

ovvero la fir. della v.a. Z non dipende dai parametri a e b. Tuttavia, la f.r. continua a dipendere dal
parametro k, che quindi risulta essere un parametro di forma. Inoltre, la v.a. Z ammette d.p. data da

fz(2) = okl 1]0700[(2) )

Si puo verificare che py =T(1+ k') e 02 =T(1+2k71) —T'(1+ k12, dove I rappresenta la
funzione gamma di Eulero (si veda la Sezione 6.8 per una precisa definizione di questa funzione). Si

ha iy = a + bI'(1 + k1), mentre 03 = b*(T'(1 + 2k~ 1) = T(1 + k1)?). O
2.0 |
1.5
0.0 N——————
0.0 o5 1o 15 20

Figura 6.6.2. Densita di probabilita per la legge di Weibull e

(a,b,k) = (0,1, %), (0,1,2),(0,1,5) (rispettivamente in rosso, verde e blu).
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6.7. Legge Normale

Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da

Fx(z) = 1 o2 @=p)? ’

V210

dove 4 € R e 0 € ]0,00[. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Normale di parametri i e o, e
viene indicata comunemente con A (p, 02). La legge & anche detta Gaussiana in onore del matematico
tedesco Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) che ne studio le applicazioni, anche se in effetti la
legge fu introdotta da Abraham de Moivre.

Figura 6.7.1. Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

X—u
o

Se si considera la trasformazione di standardizzazione Z = ,s1ha

QS(Z) = fZ(Z) = \/%

ovvero la d.p. della v.a. Z non dipende dai parametri i € o, che in effetti sono rispettivamente 1
parametri di posizione e di scala. Si noti che ¢ (e di conseguenza fx) ¢ in effetti una d.p. essendo

00 2 00 OO oo 21
(/ o317 dz> — / / e 1Y) dzdy = / / re 2 drdf = 2r ,
e oo -0 o Jo

sulla base della trasformazione in coordinate polari. La legge associata alla v.a. Z ¢ detta legge
Normale ridotta. Si noti che la notazione ¢ per la d.p. fz ¢ universalmente adottata, cosi come la
notazione

per la f.r. Fz. Di conseguenza, la f.r. di X ¢ data da

Fy(z) = @(x;”) .

Dal momento che la v.a. Z ¢ simmetrica rispetto all'origine si ha E[Z] = 0, mentre
Var[Z] = E[Z%] = / e dy =

Si ha dunque E[X] = p e Var[X] = 02, che rende piu chiaro il motivo per cui si adotta la notazione
N (1, 0?) per indicare la legge Normale.
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0.8 |
0.6 |
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0.0 I —
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Figura 6.7.2. Densita di probabilita per la legge Normale e
(1,0) = (—1,3),(0,1), (1,2) (rispettivamente in rosso, verde e blu).
6.8. Legge Gamma

Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da

— k— z—a
£5@) = 57 (50 ¢ Bu@)

dove a € R e b € |0, 00[, mentre k € |0, 00[. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Gamma di
parametri a, b e k, e viene indicata comunemente con G(a, b, k). Se si considera la trasformazione di

standardizzazione Z = be 4 siha

1

ZFle? 1y9,50((2) »

ovvero la d.p. della v.a. Z non dipende dai parametri a e b, che rappresentano rispettivamente i
parametri di posizione e di scala, mentre k ¢ dunque un parametro di forma. La legge associata alla
v.a. Z ¢ detta legge Gamma ridotta. Si osservi che f (e di conseguenza fy) ¢ in effetti una d.p.,
essendo

(k) = / uF e du
0

la nota funzione Gamma di Eulero (da cui ovviamente prende il nome anche la legge). La funzione
Gamma ¢ stata introdotta dal grande matematico svizzero Leonhard Euler (1707-1783), che viene
comunemente italianizzato in Eulero. La fr. relativa alla v.a. Z ¢ data da

Fy(z) = %k) (ks 2) Lp(2)

dove
z
v(k,z) = / ub e " du
0
rappresenta la cosiddetta funzione Gamma incompleta. Di conseguenza, la f.r. di X ¢ data da

Fx(z) = ! V(k?a & ; a) L0 () -
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Dal momento che risulta I'(k 4+ 1) = kI'(k), si ha

1 o ., Tkk+1)

E[Z?] = ﬁ/omzl”le_zdz: % —k(k+1),

da cui si ha anche Var[X] = k. Di conseguenza, si ha anche E[X] = a + bk e Var[X] = b%k.

Si noti che la legge Gamma contiene numerosi casi particolari di rilevante importanza sia pratica
che teorica. Ad esempio, per k£ = 1 si ottiene la cosiddetta legge Esponenziale, e in questo caso la v.a.
X ammette d.p. data da

1 s
fX(:E) - g e’ 1](1,00[('1') >

con relativa f.r. data da
FX('T) = (1 - 6_%) l]a,oo[(x) :

Inoltre, pera =0eb=2ese k= 5 doven = 1,2,..., si ottiene la legge Chi-quadrato con n gradi
di liberta, che viene indicata di solito con x?2. In questo caso la v.a. X ammette d.p. data da

1 x %”’1 1
=—|= Ea | :
Si ha inoltre E[X] =n e Var[X] = 2n. Tenendo presente I'Esempio 3.7.3 e dal momento che
F(%) = ﬁ, ¢ immediato dimostrare che la legge del quadrato di una v.a. X con legge Normale
ridotta AV(0, 1) ¢ Chi-quadrato x?. Inoltre, la v.a. X con legge X2 si pud esprimere come una somma
dei quadrati di n v.a. indipendenti con legge Normale ridotta A/(0, 1) (si veda 'Esempio 7.3.4).

1.0}

0.6
0.4
0.0

0 1 2 3 4

Figura 6.8.1. Densita di probabilita per la legge Gamma e
(a,b,k) =(0,1,1),(0,1,2), (0, 1, 3) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

6.9. Legge Beta

Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da

o) = R (552 (-5
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dove a € R e b € |0, 00[, mentre o, B € ]0, 00[. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Beta di
parametri a, b, « e 3, e viene indicata con BE(a,b,,3). Se si considera la trasformazione di
standardizzazione Z = %, si ha

fz(2) = Ha+p)

INCOINCE)

ovvero la d.p. della v.a. Z non dipende dai parametri a e b, che rappresentano rispettivamente i
parametri di posizione e di scala, mentre o e 3 sono dunque parametri di forma. La legge associata
alla v.a. Z ¢ detta legge Beta ridotta. Si osservi che f (e di conseguenza fy) ¢ in effetti una d.p.,
essendo

z‘)‘fl(l — z)ﬁfl 1y0,1(2)

B(a, 8) = 7£((Z)£(§)) = /0 w1 —w)? L du

la funzione Beta di Eulero (da cui ovviamente prende il nome anche la legge).

La d.p. fz (e di conseguenza la d.p. fx) puo assumere svariate morfologie al variare di « e 3. In
particolare, per a = 3, f7 & simmetrica, per o, 8 € |1, 00|, fz € campanulare, per o, 5 € |0, 1[, fz ¢ a
forma di U, mentre f € crescente o decrescente se o € |0, 1[0 5 € |0, 1].

La fir. relativa alla v.a. Z ¢ data da

FZ(Z) = Iz(avﬂ) 1]0,1[(Z) + 1[1,00[(2) >

dove

I(a, ) = % /OZ w1 —w) " du

rappresenta la cosiddetta funzione Beta incompleta regolarizzata. Dunque, la f.r. di X ¢ data da
FX(x) = I% (Oé, 6) l}a,a—&—b[(m) + 1[a+b,oo[(x) :

Si noti che nel caso particolare in cui « = 3 =1, la legge associata alla v.a. X ¢ detta legge
Uniforme su Ja, a + b[, e quindi la v.a. X ammette d.p. data da
1
fX(:E) = g 1]a,a+b[(aj) 5

con corrispondente f.r. data da

z
b
Dal momento che I'(k + 1) = kI'(k), si ha

E[z) = L@t ) /0 B P

FX(I) = l}a,a-&-b[(m) + 1[a+b,oo[(x) .

()T () A
a1 L(a+ ) ! a+1 1 ala+1)
B2 = Rt 70 T = e e D

da cui si ha anche

af

V= G APt 51 D)
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La media e la varianza della v.a. X sono quindi date da

a
E[X]:a+ba+ﬁ

mentre

2.5

2.0 r

1.5¢

1.0 v

0.5

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 6.9.1. Densita di probabilita per la legge Beta e
(a,b,a,0) = (0,1,4,2),(0,1,2,2),(0,1,2,4)
(rispettivamente in rosso, verde e blu).

3.0
25f
2.0f
1.5
1.0 |

0.5

0.0}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.9.2. Densita di probabilita per la legge Beta e
(aaba a:/g) = ( 717 %,2) (07 17 éa %) (05 1727 2)
(rispettivamente in rosso, verde e blu).

La legge Beta nella forma ridotta pud essere ottenuta considerando la v.a. data dal rapporto - ilz ,

dove Z; e Z5 sono due v.a. indipendenti con legge Gamma ridotta, rlspettlvamente di parametrl aef.
Si consideri dunque la trasformata (Y1, Y2)! = g(Z1, Z2), dove g(z1, 20) = (=2, 22)T. Dal momento

che risulta g~ (y1,10) = (1””22 ,y2) T, allora [J (g7 (y1, 12))| = 1|yf/ 5, € quindi

Y1Yy2 2]
f(YhYz)(y) = f(Zl’ZZ) (1 — 9 y2) (1 _ y1)2

Z1 +Zz

Z1
+

La d.p.m. della componente Y; = ¢ dunque data da
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Y1Y2 |Z/2| 1y |y2|
= —2  __dy, = K ——d
fri(y1) / f(ZhZQ)(1 yl,yz) 1— )2 Yo / fz <1 y1>fzz(y2) 1—y)? Y2,

ovvero, sostituendo opportunamente, si ha

1 - —a— * at+p-1 -2
(y) = W?ff M1 - ) 11]0,1[(?/1)/0 Yot e dy
_ F(Oé—Fﬁ) a—1

= S Y )" Loa(w)

che risulta essere appunto la d.p. di una v.a. distribuita con legge Beta ridotta di parametri o e 3.

6.10. Legge t di Student e £’ di Snedecor

Le cosiddette leggi ¢ di Student e F' di Snedecor sono frequentemente utilizzate nell'ambito della
Statistica inferenziale classica. Si consideri le v.a. indipendenti X; e X, distribuite rispettivamente
con leggi x3 e x2, elav.a.

TLl_le ny X1

X = = —= .
n;ng ny Xo

Risulta evidente che la v.a. X ¢ assolutamente continua. Al fine di ottenere la legge della v.a. X, si
consideri innanzitutto la v.a. Y = % Tenendo presente I'Esempio 3.7.5, la v.a. Y ammette d.p. data

da

fr(y) = / " (@) f ()] da

= L 3=l T M-l ,—1(14y)e

—2%(”1+"2)F(%)F(%) y21 1]0,00[(3/)/0 2\ e 2UtVT g4
F ni+no

= % y%mfl (1 + y)f%(mﬁLng) 1}0’00[(y) .

Dunque, lav.a. X = Z—fY ammette d.p. data da

NI

F n1+ne %TLl . n — (7L1+TLQ)
) = s () et (1 ) T .

n2

()T

Figura 6.9.1. Ronald Aylmer Fisher (1890-1962).
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La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge F' di Snedecor con n; e no gradi di liberta, e viene indicata
comunemente con F;, ,,. La legge dovrebbe essere piu correttamente denominata di Fisher-Snedecor,
dal momento che fu inizialmente introdotta dallo statistico e genetista inglese Ronald Aylmer Fisher
(1890-1962) e poi applicata dal matematico statunitense George Waddel Snedecor (1881-1974).

Si tenga presente che, se ny = 3,4, ...,si ha

0 = gy | (3) et = g -
4T(%) Jo N2

mentre, se no = 4,5, ..., risulta

_9 1 © sxN\ie-3 I(% -
S 8F(”72)/o (5) = Afr("—z)) N (n2—2)1(n2—4)'

Dunque, sulla base della definizione della v.a. X e dal momento che X; e X, sono indipendenti, si
ottiene

na

ELX) = 2 EXEXG ) = 2

seno =3,4,...,¢

Qn%(m + ng — 2)
sl (?12 — 2)2(712 — 4) ’

2
ny
2
1

VarlX] = = E[XT]E[X, ] - E[X]* =

se ny = 4,5,.... Dunque, se ny = 1,2 la media non ¢ finita, mentre se no, = 1,2, 3,4 la varianza non
¢ finita.

0.8

0.6

0.2 [

0.0}
L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 6.10.1. Densita di probabilita per la legge F' di Snedecor ¢
(n1,n9) = (5,5),(7,10), (15, 10) (rispettivamente in rosso, verde e blu).

In secondo luogo, si consideri le v.a. indipendenti X; e X5 rispettivamente con legge N'(0,1) e
legge x> elav.a.

_ X
vV ?’L_lXQ .

E evidente che la v.a. X ¢ assolutamente continua. Al fine di ottenere la legge della v.a. X, si osservi
2
che la va. Y = "TX; si distribuisce con legge di Snedecor F7,, dal momento che la v.a. X7 si

distribuisce con legge Chi-quadrato x?. Dunque, si ha

X =
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fr(y) =

(el —1(n+1)
) y) T 1Y),

_—\2) -3 g
\/mrlj(%) 4 (1 + n

poiché F(%) = ﬁ Inoltre, tenendo presente che X £ _ X; eche X = sgn(Xl)\/? , sulla base
della discussione successiva alla Proposizione 3.7.1 si ha

e ()

La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge ¢ di Student con n gradi di liberta, e viene indicata
comunemente con t,,. La distribuzione venne introdotta dallo statistico inglese William Sealy Gosset
(1876-1937), che pubblico il risultato sotto lo pseudonimo di “Student” dal momento che la birreria
presso la quale era impiegato vietava ai propri dipendenti di pubblicare articoli, affinché questi non
divulgassero segreti di produzione. Si noti inoltre che per n = 1 si ottiene la legge di Cauchy (si veda
Esempio 4.1.4).

0.4 ““““““““““““““““
0.3
0.2
i/ \
0.0 | ]
s 2 1 o 1 2 3

Figura 6.10.2. Densita di probabilita per la legge ¢ di Student e
n = 2,5, 20 (rispettivamente in rosso, verde e blu).

Tenendo presente la definizione della v.a. X, dal momento che X; e X5 sono indipendenti e che
E[X;] = 0e E[X, ?] & finito se n = 2,3, ..., la media della v.a. X ¢ data da

E[X] = /nE[X/JE[X, *] = 0,

se n = 2,3,.... Inoltre, dal momento che si ha E[X?] = 1 e per quanto visto in precedenza in questa
Sezione si ha E[X;'] = 15 sen = 3,4,..., allora
VarX] = E[X?] = nE[X}E[X;"] = ——,
n p—
se n=3,4,.... Dunque, se n =1 la media non ¢ definita, mentre se n = 1,2 la varianza non ¢
definita.
6.11. Legge Normale Multivariata
Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, ..., X,,)T che ammette d.p.c. data da

fX(:U) - det(Zﬂ'E)_% 6_%(33—“)1'271(‘%_“) ’
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dove x = (x1,...,7,)T, mentre yu € R" rappresenta il vettore delle medie € X ¢ la matrice di
varianza-covarianza, che si assume definita positiva. La legge associata al v.v.a. X ¢ detta legge
Normale Multivariata di parametri ;2 ¢ X, e viene indicata comunemente con A, (1, X).

Si osservi che fx ¢ in effetti una d.p.c. Infatti, considerando il cambio di variabile y = boR (r —p)
dove y = (y1,...,yn)T e con Jacobiano dato da det(X)2, si ha

/ e 2@ X gy — det( X)) / e Y dy = det(X)? / / (H e—%yf) dy,...dy,
n n R R k:l

—det(0) ] / 4 dy, = (27) det(5)? = det(275)} |
k=17R

Inoltre, la d.p.c. risulta costante per tutti i vettori x che appartengono al luogo geometrico
(x —pu)"X 1 (x — ) = ¢, con ¢ €]0,00[, ovvero & costante su un iper-ellissoide. Questo iper-
ellissoide ¢ centrato in p, con assi le cui direzioni sono determinate dalle direzioni degli autovettori di
2} e le cui lunghezze sono pari a 2+/cAi, dove \; rappresenta il k-esimo autovalore di Y, con
k=1,...,n.

Se X ¢ un v.v.a. con legge Normale Multivariata, la legge di ogni scelta (ji,...,7x) di k v.a.
(X5 .- ,Xjk)T con k=1,...,n—1, ¢ ancora Normale Multivariata con vettore delle medie ¢
matrice di varianza-covarianza costituiti rispettivamente dalle medie e dalle varianze e covarianze
delle v.a. marginali che lo compongono (si veda 'Esempio 7.3.1). Da questo segue ovviamente che
ogni componente marginale X, ¢ distribuito con legge Normale NV (ux,, chk). Risulta inoltre valido

per una legge Normale Multivariata la seguente Proposizione.

Proposizione 6.11.1. 1l vva. X = (Xy,...,X,)T con legge N, (u,X) possiede componenti
reciprocamente indipendenti se e solo se X' € una matrice diagonale.
Dimostrazione. Se X possiede componenti marginali indipendenti la dimostrazione ¢ immediata in

quanto l'indipendenza implica assenza di correlazione e quindi oy, x, = 0 perogni k # j=1,...,n.
Inversamente, se ox,x, =0 per ogni k # j=1,...,n, allora risulta det(27Y) = 22127ra§(k e
Y1 =diag(oy?,...,0%°), dacui
n 2
_ (zr — px,)
(=)' T N o—p) =) -
g
k=1 Xy

Sostituendo queste espressioni nella d.p.c. del v.v.a. X si ottiene infine

_ 1 - (xk - ,uXk)2
fx(z) = m exp( - Z T)

k=1 Xk

Tt ol 5 T

=1V 2mox,

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

In pratica la Proposizione 6.11.1 afferma che nel caso di v.v.a. con legge Normale Multivariata,
l'assenza di correlazione fra le v.a. marginali ¢ condizione sufficiente e necessaria per l'indipendenza
delle stesse.
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6.12. Legge di Dirichlet

In questa Sezione viene introdotta la generalizzazione multivariata della legge Beta ridotta. Si
consideri il v.v.a. assolutamente continuo Z = (7, ..., Z,)" che ammette d.p.c. data da

= fz(z , 2 F( 0) 2% 1142 z
f2(2) = fz(z1,... 20) = T Do) | H r sz, 20)

dove z = (z1,...,2,)T, mentre @ = (aq, ..., ;)" & un vettore di parametri tale che oy, € ]0, oo per
k=1,...,neap=> 1 _ 0k €

S={(z1,--r2) 1 2 €]0,1[, Y 2z =1}
k=1

Si osservi che l'insieme S ¢ contenuto su un iperpiano di R” e che in effetti risulta {>_,_,Z; = 1}
q.c.,ovvero il v.v.a. Z ¢ linearmente degenere. La legge associata al v.v.a. Z ¢ detta legge di Dirichlet
di parametro «, e viene indicata comunemente con D(«). La legge prende nome dal matematico
tedesco Johann Peter Dirichlet (1805-1859). Inoltre, f ¢ in effetti una d.p.c., essendo

Oék
Hk 1 /Hz?’” Ydz...dz,
Oéo S

la funzione Beta multivariata.

Al fine di determinare le proprieta del v.v.a. Z ¢ conveniente estendere un risultato visto in
precedenza per la legge Beta ridotta. Sia X = (X71,..., X,,)T un v.v.a. con componenti marginali
indipendenti, in modo tale che la v.a. X ¢ distribuita con legge Gamma G(0, 1, ;). Inoltre, si
consideri la trasformata Y = (Y1,...,Y,)T = g(X), dove

T
o) = | = bl S
n LA n Y >
D k—1Tk D k—1Tk £

per cui risulta g (y) = (Y1Yn, > Yn1Yn, (1= 312 0)0n) " © dunque |J(g7'(y))| = ¢! Dal
momento che

n 1
fx(z,...,zy) = —— _glemmyy (),
HF(ak) p 10,00l

allora si ha

n—1 n—1 an—1
Pt un) = F ey (H v 1)( —Z%) Yo e e (Y, s Yn 1) 1000 (Un) -
k= 1

k=1

dove

n—1
T = {(yla"wynfl) C Yk S ]071[7zyk S 1} .
k=1

Dunque, posto V = (Y1,...,Y, 1) siha
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1 n—1 . n—1 a,—1 -
fV(yla'-'vy —1) = Tn yaki 1-— Yk ]_T(yh___’y _1)/ yOCO*le*yn dy
! szlr(ak) b ; n 0 n n

k=1
a,—1
F(Oé()) n—1 oyt n—1
=T o Yi 1- Yk (Y1, s Yn1) -
Hk:zlr(ak) <k1 g ;
Il v.v.a. linearmente degenere (Zi,...,Z,)" = (Yi,..., Y, 1,1 = 72 Y;)" si distribuisce quindi

con legge di Dirichlet D(«).

Dal precedente risultato e tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.9, la componente
marginale Z; del v.v.a. Z si distribuisce con legge BE(0, 1, oy, ap — ). Inoltre, ogni scelta
(J1seeoygi) di k va. (Zj,...,Z;)" con k=2,...,n—1, si distribuisce ancora con legge di
Dirichlet. Infine, dal medesimo risultato si puo anche dimostrare che il vettore delle medie del v.v.a. Z

¢ datoda p = O%Ua, mentre la matrice di varianza-covarianza risulta
¥ = (o diag(a) ~ aa)
= oo diag(a) — aa’ ),
ag (oo + 1) ¢

con varianza generalizzata che deve necessariamente risultare det(X') = 0.
Si osservi infine che per n = 2 e a = (ay, as)' la legge D(a) ¢ in effetti “equivalente” alla legge
BE(0,1,aq,a9), dal momento che si ha {7, =1— Z;} g.c. Piu correttamente, se la v.a. Y si

distribuisce con legge Beta BE(0, 1, a1, a2 ), allora si ha (Z, Z5) £ (Y, 1-Y).

6.13. Riferimenti bibliografici

Una trattazione enciclopedica delle leggi di probabilita e delle loro applicazioni nelle varie
discipline ¢ contenuta nella serie di volumi di Johnson et al. (2005), Johnson et al. (1994, 1995, 1997)
¢ Kotz et al. (2000). Inoltre, una esposizione piu sintetica di questi argomenti ¢ data in Forbes et al.
(2011). Per quanto riguarda le leggi relative a variabili aleatorie discrete, si dovrebbero consultare
anche 1 testi di Charalambides (2005) e Johnson e Kotz (1977).

6.14. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.

Sezione 6.1

e Esercizio 6.1.1. Due monete bilanciate vengono lanciate n volte in modo indipendente. Si determini
la probabilita di ottenere lo stesso numero di volte la faccia contrassegnata dalla testa per entrambe le
monete.

Soluzione. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X5 che descrivono il numero di volte che si
ottiene la faccia contrassegnata dalla testa rispettivamente per la prima e la seconda moneta. Le v.a.
X1 e X5 sono entrambe distribuite con legge Binomiale B(n, %) Tenendo presente le proprieta dei
coefficienti Binomiali, e in particolare la relazione che assicura che la f.p. di una v.a. con legge
Ipergeometrica ¢ in effetti tale, la probabilita richiesta ¢ data da
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P(X) = X)) = zn: P(X) = 2)P(Xy = z) = 272" zn: (2)2
=0 =0
"~ /n n 2n
=22 ()= ()
Sulla base della formula di Stirling, si ha inoltre che
(2n> o2 B
n Jan’
ovvero la probabilita richiesta tende a zero per n — oo. O

e Esercizio 6.1.2. (Problema delle scatole di fiammiferi di Banach) Un matematico possiede una
scatola con n fiammiferi in ognuna delle sue due tasche. Il matematico prende un fiammifero da una
delle due scatole, scelta con la medesima probabilita, finché non trova una scatola vuota. Si determini
la media del numero di fiammiferi rimasti nell'altra scatola.

Soluzione. L'esperimento aleatorio ¢ equivalente a quello del lancio di una moneta equilibrata fino
a quando si ottiene (n + 1) volte la faccia contrassegnata dalla testa o dalla croce. In effetti, una
scatola viene trovata vuota dopo che sono stati estratti n fiammiferi e viene effettuato un ulteriore
tentativo. Se la v.a. X rappresenta il numero di lanci che vengono effettuati, allora X ¢ discreta con
legge essenziale definita su S = {n +1,...,2n + 1}. Dunque, l'evento {X = x} si verifica se si &
ottenuto n volte la faccia contrassegnata dalla testa (o dalla croce) nei primi (z — 1) lanci e il
medesimo risultato al lancio z. Tenendo presente la legge Binomiale e che la probabilita di ottenere
(n + 1) volte la faccia contrassegnata dalla testa ¢ uguale a quella relativa alla croce, la f.p. della v.a.
X ¢ data da

r—1\/1\" "1 e
px(z) =2 B D) 1, oneny () = n 2 1o, oneny ()

n
Si osservi che pyx ¢ in effetti una f.p., dal momento che sulla base dell'Esercizio 3.3.4 si ha
2n+1 n
Z (x_]‘)Q—I-‘rl:Z(n_'_x) 2—TL—$:1.
r=n+1 n =0 n

Inoltre, si ha

E[X] = x ( ) 27" =(n+1) ( ) 27"
r=n+1 n r=n+1 n+ 1
2n+-2
z—1
=2(n+1) ( ) 27",

ovvero, aggiungendo e sottraendo in modo opportuno e tenendo di nuovo presente 1'Esercizio 3.3.4, si
ottiene

a3 (002 ()2

r=n-+2

—2n+1) (1 _(@n+2)@n+ 1) (2”) 2—2"—2> —2n+1)— (2n+1) (2"> o2

(n+1)2 n n
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Se la v.a. Y rappresenta il numero di fiammiferi rimasti nella scatola non vuota, allora risulta
Y =2n+ 1 — X e dunque la media richiesta ¢ data da

E[Y] =2n+1—E[X] = (2n + 1)(27:‘)22“ —1.

Tenendo presente I'Esercizio 6.1.1, si ha infine
2n+1

Jn

Questo classico problema ¢ attribuito al matematico polacco Wladyslaw Hugo Dionizy Steinhaus
(1887-1972) ed ¢ riferito al grande matematico polacco Stefan Banach (1892-1945), che era un
accanito fumatore. O

E[Y] 1.

Sezione 6.2

e Esercizio 6.2.1. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X distribuite rispettivamente con legge di
Poisson P(A1) e P(A2). Si determini la legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + Xy = n}
conn € N.

Soluzione. Tenendo presente la Formula di Bayes, la f.p. condizionata della v.a. X; all'evento
{X1+ Xy =n}edatada

P(X1+X2:n|X1:x1)P(X1:a:1)
P(X1+X2:n)

Pxy X+ X=n(T1) = P(X1 =21 | X1 + Xp =n) =

_ P(X2 :n—xl)P(Xl :acl)
P(X1+X2:n)

L1, my (1) .

Inoltre, sulla base dell'Esercizio 3.7.5, la f.p. dellav.a. Y = X; 4+ X, ¢ datada

- e
— x! (y — x)!

o (AL A)Y
()\1+)\2)( 1 y' 2) ]-N(y),

:ei

ovvero la v.a. (X7 + X5) ¢ distribuita con legge di Poisson P(A; 4+ Ag). Sulla base di questi risultati si
ha

e~ N A

. (n—x1)! x1! 1 (1’ )

= v G 01 (@
n!

n )\1 o1 )\1 n—ax;
(331) <A1 + )\2) ( )\1 + )\2) {071-,...,n}($1) R

ovvero la v.a. X; condizionata all'evento { X; + Xy = n} si distribuisce con legge Binomiale 5(n, p)

dove p = AI%Q. O

Px, |X1+X2=n($1)

e Esercizio 6.2.2. (Problema della segretaria distratta, terza parte) Si ottenga il limite della
successione (g, (z)).>0, dove

> (S e 01,0}
-
0 x € N\ {0,1,...,n},
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ovvero del prolungamento su N della legge considerata nell'Esercizio 2.2.1.
Soluzione. Se x € {0,1,...,n} siha

gn@ " Z

n—x

e quindi risulta
1 0

.Cl)k:

11m gn(x

Dunque, si puo considerare la v.a. X con f.p. limite data da

px(e) = = (),
ovvero la v.a. X ¢ distribuita con legge di Poisson P(1). Quindi, per n abbastanza elevato, la
probabilita P(F),) considerata nell'Esercizio 2.2.1 puo essere approssimata con px (m). O

Sezione 6.3

e Esercizio 6.3.1. (Legge Ipergeometrica Negativa) Si considerino le v.a. indipendenti X; e Xo
rispettivamente con legge Binomiale Negativa B(k;, p) e B(k2, p). Si determini la legge condizionata
della v.a. X7 all'evento {X; + Xo =n} conn € N,

Soluzione. In modo simile all'Esercizio 6.2.1, la f.p. condizionata della v.a. X; all'evento
{X1+ Xy =n}eédatada

P(XQ =n— :vl)P(Xl = :El)
pX]\X]Jer:n(xl) = P(Xl _|_ X2 — n) 1{0717"'7n}(x1) '

Dal momento che la v.a. (X; + X») ¢ distribuita con la legge Binomiale Negativa B(k; + ks, p) (si

veda 1'Esempio 7.5.5), risulta
k1+1E1—1 k2+7L—CE1—1
)

_(x1) = 1 x1) .
PX, X+ Xo=n (T1 I {0.1,...n} (1)
ki1+ko—1

Al fine di descrivere la legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + Xy = n}, si consideri
un'urna composta da N palline di cui D sono rosse e (N — D) sono nere. Si suppone ovviamente che
D sia un intero positivo tale che D < N. L'esperimento aleatorio consiste nell'estrarre una pallina per
volta in modo casuale e senza reinserimento. Le palline vengono estratte fino a quando non si
ottengono m palline rosse, dove m ¢ un intero positivo tale che m < D. Si consideri dunque la v.a. X
che rappresenta il numero di palline nere estratte prima di ottenere m palline rosse. Si dimostra
facilmente che la f.p. della v.a. X ¢ data da

m+z—1\ (N—-m—zx
( m—1 )( D—m )
N
()
La legge relativa alla v.a. X ¢ detta Ipergeometrica Negativa di parametri m, D e N. La legge

condizionata della v.a. X all'evento {X; + Xy = n} ¢ quindi Ipergeometrica Negativa di parametri
m==ky,D =k +ky—1eN =k + ks +n — 1. Infine, si noti che per k&; = k» = 1 si ha

1
DX X1+ Xo=n (T1) = p—— Lo, my(z1),

px(z) = 10,1, .v—py(2) .
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ovvero la legge condizionata ¢ in questo caso la legge Uniforme discreta su {0,1,...,n} (si veda
'Esercizio 7.2.2). O

e Esercizio 6.3.2. (Problema del collezionista di figurine) Si supponga di voler collezionare un
insieme di figurine di n tipologie distinte. Le figurine sono confezionate in buste che contengono una
singola figurina. Le buste vengono acquistate una per volta in modo indipendente e la probabilita che
una busta contenga una figurina di una determinata tipologia ¢ identica per tutte le tipologie ad ogni
acquisto. Se la v.a. X rappresenta il numero di buste acquistate per completare la collezione, si
determini E[X] e Var[X].

Soluzione. Si consideri il vettore di v.v.a. (Xy,...,X,), dove la componente marginale X},
rappresenta il numero di buste acquistate per collezionare la k-esima tipologia di figurina dopo che
sono state collezionate (k — 1) tipologie. Dunque, sulla base delle assunzioni le componenti del v.v.a.
sono indipendenti e si ha X = Zzle . Inoltre, risulta X, = Y;. + 1 dove la v.a. Y}, ¢ distribuita con
legge Geometrica di parametro ”’T’”l Quindi, si ha

EX]=Y EY,+1]1=Y ——— =nY = =nH,,
X =2 EM+1=2 oy =725,

dove H, rappresenta I'n-esimo numero armonico. Per le proprieta dei numeri armonici si ottiene
inoltre che

1
E[X] = nlog(n) + yn + 2 +0(n 1),

dove v ~ 0.5772 rappresenta la costante di Eulero-Mascheroni. Risulta anche

Vaﬂ)q ::EE:VﬁﬂY%]ZZEE:Z;QQE;i;SE ::nj£:7lg;k

k=1 k=1 k=1
n n
1 1
::nQE %5__n z;—'n H%Q nfﬂu
k=1 k=1

dove H, > rappresenta I'n-esimo numero armonico del secondo ordine. Si noti che

2,2
Var[X] < n*H, 5 < n*¢(2) = 7r6n
e dunque dalla disuguaglianza di Chebyshev si ottiene anche
2
P(|X —nH,| > < —. O
(| nH,| > cn) < 62

e Esercizio 6.3.3. (Proprieta dell'assenza di memoria) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
px(z) =pg" 'lpa. 4 (2),

dove p€]0,1] e ¢ =1—p. Si osservi che risulta X =7 +1 dove Z ¢ distribuita con legge
Geometrica di parametro p e, in effetti, alcuni autori definiscono come legge Geometrica quella
relativa alla v.a. X. Si verifichi che la legge della v.a. X possiede la proprieta dell'assenza di memoria,
ovvero che

PX>z+y|X>z)=P(X>vy),

dove x,y € {1,2,...}. Si verifichi inoltre che la legge considerata ¢ l'unica a soddisfare questa
proprieta fra quelle definite sui numeri naturali.
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Soluzione. Dal momento che

P(X >34y | X > 0)— P({X>]:z;&yiz){X>x}) _ P(;i;i;y)’

posto g(x) = P(X > x), la proprieta dell'assenza di memoria puo essere riformulata attraverso la
seguente relazione funzionale

g(r+y) = g(x)g(y) .

Tenendo presente che per a € ]0, 1] si ha

perz € {1,2,... } risulta

g(:v):1—P(X§x):1—2pq“_1:qx.

u=1

Quindi, ¢ immediato verificare che la legge considerata possiede la proprieta dell'assenza di memoria.
Al fine di verificare I'unicita, si consideri una qualsiasi v.a. Y con legge essenziale definita su Z* e,
senza perdita di generalita, si ponga P(Y =1) =pe ¢ =1— p. Posto h(y) = P(Y > y) e tenendo
presente la relazione funzionale che caratterizza 'assenza di memoria, pery € {1,2, ...} si ha

h(y) = h(y = 1h(1) = h(y = 2)h(1)* = ... = h(1)’ =¢".

Dunque, h = g e la legge della v.a. Y coincide con quella della v.a. X. Infine, si puo verificare che
per lav.a. Z con legge Geometrica vale una proprieta di assenza di memoria del tipo

PZ>zx+4+y|Z>z)=P(Z >y). O

Sezione 6.4

e Esercizio 6.4.1. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X, rispettivamente con legge Binomiale
B(ni,p) e B(ng, p). Si determini la legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + Xy = k} con
ke {O,...,m +n2}.

Soluzione. In modo simile all'Esercizio 6.2.1, la f.p. condizionata della v.a. X; all'evento
{X;+ Xy =k} ¢datada

. P(X2 =k — ZL‘1)P(X1 = Z‘l)
le\X1+X2:k($1) = P(Xl T X, = k:)

1g(x1),

dove S = {max(0,k — na),...,min(k,n;)}. Inoltre, sulla base dell'Esercizio 3.7.5, la f.p. della v.a.
Y = X; + X, ¢datada

Yy
ni x n—x n2 y—x no—y+x
i =3 (") () )
=0 Y

o - 0’17"'7y
=0 x y—x

ny + N9
Yy

)py (1—p)" "™ 101 (),
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ovvero la v.a. (X; + X5) ¢ distribuita con legge Binomiale B(n; + ns, p). Dunque, sostituendo

opportunamente risulta
(5) (<)
X k’*{L‘l
" 1g(zq) .

pX]‘X]‘FXQZk’(:Ul) = (7L1+TL2)
k

La legge condizionata della v.a. X; all'evento {X; + Xy = k} ¢ dunque la legge Ipergeometrica
I(k,nl,nl—i—nz). O

Sezione 6.5

e Esercizio 6.5.1. Si consideri il v.v.a. X = (X1,..., X};)" con componenti marginali indipendenti e
tali che la v.a. X ¢ distribuita con legge di Poisson P();). Si determini la legge condizionata del

v.v.a. X all'evento {Z§:1Xj =n}conn € N.
Soluzione. Tenendo presenti le considerazioni fatte nell'Esercizio 6.2.1, la f.p.c. condizionata del
v.v.a. X all'evento {Z§:1Xj =n} ¢ datada

- H§:1P(Xj = ;)
- P(CLX=n)

dove x = (z1,...,21)" € S = {(21,...,2x) : x; € {0, 1,...,n},2§:1xj = n}. Dal momento che la

Pxizt,x,-n(?) 1s(z),

v.a. Z§=1X ; si distribuisce con legge di Poisson P(Z?ZlAj) (si veda I'Esempio 7.5.4), risulta

2\ =
H‘I;:lefk" o n K i ’
Dyt () = —— 1g(x) = J 1g(x).
X‘ijlxj( ) 6_2§:1A.i (Z%Ll')\j)” ( ) (.1,‘1 IITk;) H Z?:l)\j ( )

J=1

La legge condizionata del v.v.a. X all'evento {Z§:1X ; =n} ¢ quindi Multinomiale M (n, p), dove
_ T A
b= (pla"'apk’) con p; = Zé“:i)‘j' O

e Esercizio 6.5.2. Si consideri il lancio di 12 dadi da gioco equilibrati, supponendo che i lanci siano
fatti in modo indipendente. Si determini la probabilita che ogni faccia si presenti due volte.

Soluzione. Si consideri il v.v.a. X = (X1, ..., X4)T, dove la v.a. X} rappresenta il numero di volte
che si ¢ presentata la faccia contrassegnata con k£ punti. La legge del v.v.a. X ¢ Multinomiale di
parametri 12 ¢ (%, e %)T Quindi, se px rappresenta la f.p.c. del v.v.a. X, la probabilita richiesta ¢
data da

12 1\"? 1925
2,...,2) = - = ~ 0. .
Px(2;.2) <2...2) (6) 55072 - 0003

Sezione 6.6

e Esercizio 6.6.1. (Legge di Burr del terzo tipo) Si consideri la v.a. X con fir.
T\ P\ ¢
Fx(@) = (1+(3) ) Lo,

dove b, p, q € 10, ool. Si verifichi che F'y ¢ una fir.
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Soluzione. Si osservi che Fx ¢ effettivamente la fir. di una v.a. assolutamente continua dal

momento che
B = [0 (1))

ovvero X ammette d.p. data da

=20 (2)) " e

Risulta immediato Veriﬁcare che il parametro di posizione ¢ dato da a = 0. Dunque, se si considera la
trasformazione Z = <-, si ha

S

Fz(z) = (1 + Zﬁp)iq 1]0.,00[(2) >

ovvero la fir. della v.a. standardizzata Z non dipende dal parametro b, che quindi risulta essere un
parametro di scala. Dunque, p e ¢ sono parametri di forma. La legge prende il nome dallo statistico
Irving Wingate Burr (1908-1989). O

Sezione 6.7

e Esercizio 6.7.1. Si consideri la v.a. X con legge Normale N(0,02) e si determini E[e**] dove
acR.
Soluzione. Mediante il completamento di quadrato, si ha

E[e*t] = / e d = o307 / e w0 gy
2o 2o

Si osservi che la funzione integranda nell'ultima espressione ¢ la d.p. di una v.a. con legge Normale
N (ao?,0?) e dunque risulta

E[e™] = €297 | O

e Esercizio 6.7.2. (Legge Normale asimmetrica) Si consideri la v.a. X che ammette d.p. data da
fx(x) = 2¢(z)®(ax),

dove a € R. Si verifichi che fx ¢ in effetti una d.p.
Soluzione. Si noti che fx ¢ una funzione a valori positivi. Inoltre, risulta

/Z (@) da = 2 /: 6(2)0(az) dz + 2 /OOO 6(2)0 (o) dz
:2/OOOQS(—:L')CI)(—aw)dx-I-Q/OOOqﬁ(:E)(I)
—9 /OOO 6(2)0( — az) dz + 2/000 6(2)0 (o) dz

essendo ¢ una funzione pari. Quindi, tenendo presente che ®(z) + ®( — z) = 1, si ha

/fx x—2/ 6(z)(®(az) + O — az))de =1,
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ovvero fx ¢ una d.p. La legge associata alla v.a. X ¢ detta Normale asimmetrica e a ¢ un parametro di
forma legato all'asimmetria della distribuzione. Evidentemente, la legge Normale ridotta ¢ un caso
particolare di questa famiglia e viene ottenuta per o = 0. O

e Esercizio 6.7.3. (Legge Lognormale) Si consideri la v.a. X tale che X = eZ, dove Z & una v.a. con
legge Normale ridotta N'(0, 1) e se ne determini la d.p. fx. Inoltre, considerata la v.a. assolutamente
continua Y con d.p. data da

fr(y) = fx(y)(1 + sin(27log(y))) ,

si verifichi che E[X"| = E[Y"] per ogni r € N.
Soluzione. Dal momento che la v.a. Z ammette densita data da ¢ e che la funzione g(z) = e
biunivoca, allora si ha

e

1

z\/2m

o 3log’(@) 100/ () .

1
fx(z) = o(log(2)) — Ljo,00((2) =
La legge della v.a. X ¢ detta Lognormale ridotta. Inoltre, per ogni r = 0, 1, ... risulta
| wrsintartogu) fxtu) dy = [y sin(2rlog(s)) o (log(u) dy

::/me”ﬁﬂ%m%ﬂ@dz:ei/msm@mﬁwz—ﬂd%

—00 o.¢]

3o

dove si ¢ considerato un completamento del quadrato in modo simile all'Esempio 6.7.1. Dunque, si ha

o0

/0 " ysin(2rlog(y)) fx (y) dy = ¢ / sin(2n(z — 1)) bz — r) dz

o0

é“/mgm%@¢@yu:e%E@m%2ﬂ:o,

dove si ¢ tenuto presente che sin(27z) = sin(27(z — r)). Quindi, segue che E[X"] = E[Y"] per ogni
r € N, ovvero si ¢ ottenuto un esempio di v.a. con leggi differenti e per cui tutti i momenti sono
coincidenti. O

Sezione 6.8

e Esercizio 6.8.1. (Legge di Laplace) Si considerino le v.a. indipendenti X; e X, con legge
Esponenziale ridotta G(0, 1, 1) e si determini la d.p. dellav.a. Y = X; — Xo.

Soluzione. Sulla base dell'espressione della d.p. per la v.a. differenza di v.a. assolutamente
continue, la d.p. di Y ¢ data da

fr(y) = / fxi (@) fxo (x + y) do = / e " Lpeof(z) e oo + y) da
ovvero, dal momento che 1jg o[ (%) 1)0,00[(Z + ¥) = Ljmin(0,—y),00((T), Si ha
fy(y) =e? > e 2 dy — le—y—Qmin(O,—y) — 16—\:1/\ )
min(0,—y) 2 2
Lav.a. Y sidistribuisce con la cosiddetta legge di Laplace. O

e Esercizio 6.8.2. Si consideri la v.a. X con legge Esponenziale ridotta. Si verifichi che la legge della
v.a. X possiede la proprieta dell'assenza di memoria, ovvero che
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PX>z+y|X>z)=P(X>y),

dove z,y € RT.

Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 6.3.3 e assumendo ¢g(x) = P(X > x), la proprieta
dell'assenza di memoria pud essere di nuovo espressa attraverso la relazione funzionale
g(x +y) = g(x)g(y). Dunque, per z € R si ha

glx)=1-P(X<zx)=¢€"
ed ¢ immediato verificare che la legge considerata possiede la proprieta dell'assenza di memoria. Si
puo verificare che la legge Esponenziale ¢ 1'unica a soddisfare questa proprieta fra quelle relative a

v.a. assolutamente continue definite su R*. La dimostrazione & basata sulla soluzione dell'equazione
funzionale di Cauchy, con l'assunzione che g sia una funzione monotona decrescente. O

e Esercizio 6.8.3. Si consideri il v.v.a. X = (X1, ..., X;)T dove le v.a. marginali sono indipendenti e
la legge della v.a. X; ¢ Gamma ridotta G(0, 1, o + i1 ) Si verifichi che la legge della v.a. Y, dove

k
Yk = kkHX-,
Jj=1

¢ Gamma ridotta G(0, 1, k).
Soluzione. Si tenga presente che la legge Gamma ¢ univocamente determinata dalla successione
dei momenti. Inoltre, il momento di ordine r della v.a. X; ¢ dato da

E[X}] = L /Oo Z TR e gy = Lla+ i ) ,
T(a+ 1) I(a+ 22

Dunque, tenendo presente la formula di moltiplicazione per la funzione Gamma, ovvero

ksz— k .
[(kz) = - 1)Hf(z+—> ,

(27) j=1

wh—‘

risulta

S | BT | R

Dunque, dal momento che k € Z* anche s = kr € Z* e si ha

[(ka+ s)

E[Y*] = T(ha)

che in effetti rappresenta il momento di ordine s di una v.a. distribuita con legge Gamma ridotta
Gg(0,1, ka). O

e Esercizio 6.8.4. Si assuma che |z| = max{n € Z : n < z} per x € R, ovvero |z] ¢ la funzione
parte intera. Quindi, x — |x| ¢ la funzione parte frazionaria. Se X ¢ una v.a. che si distribuisce con
legge Esponenziale ridotta G(0,1,1), si verifichi che le via. Y =|X] e Z =X — |X]| sono
indipendenti.

Soluzione. Dalla definizione, si ha P(Y e N)=1 ¢ P(Z € [0,1]) = 1. Dunque, la v.a. Y ¢
discreta, mentre la v.a. Z ¢ assolutamente continua. Assumendo che y € N e z € [0, 1], si osservi che
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Yy+z
P(Y:y,Z<z):P(y§X§y+z):/ efdr=e?(1—-e7).
y
Inoltre, la f.p. relativa alla v.a. Y ¢ data da
y+1
pv(y) =P =y)=Ply<X<y+l)= 1N(y)/ e dr=e(1—e )In(y)
y

e dunque la v.a. Y si distribuisce con legge Geometrica di parametro e !. Pery € Ne z € [0,1] si ha

P(Z<zY=y) 1-e*

P(Z<z2|Y =y) = - _
(Z<z]Y =y PY =y) T—e!

Dal momento che la precedente probabilita condizionata non dipende da y, risulta che Y e Z sono v.a.
indipendenti in quanto P(Z < z | Y =y) = P(Z < z). Inoltre, la f.r. della v.a. Z ¢ data da

Fo(s) = P(Z < 2) = 1= Loy() + L0
mentre la corrispondente d.p. risulta
F2(5) = T L)
ovvero la v.a. Z si distribuisce con legge Esponenziale troncata. O

e Esercizio 6.8.5. (Una identita binomiale notevole) Dato un v.v.a. X = (X, X5)", mediante il
binomio di Newton risulta immediato osservare che

B0+ X0) = 3 (1) Elxixg .
k=0

Sulla base della precedente relazione, se n € N si verifichi I'identita binomiale
z”: (Qk) (Qn — Qk) 4
=\ k n—k

Soluzione. Si osservi che il momento di ordine 7 di una v.a. Z distribuita con legge Chi-quadrato
X2 con n gradi di liberta ¢ dato da

n

00 1 in—1 or 00 2'T(2 4+
E[Z"] =/ x" (§>2 e 2 dy = / gl et gy = 7(2 r) )
o 20(5) \2 I'(%) Jo I'(3)

Inoltre, mediante la formula di duplicazione della funzione Gamma di Eulero, ovvero

22k—1

T(2k) = 0 F(k)l“(% + k) :

per n = 1 l'espressione di E[Z"] si riduce a

2T(3+r) 2'7T(2r)  217"(2r—1)!  (2r)!

rg e (=1 2l

E[Z"] =

Si assuma che X e X, siano v.a. indipendenti distribuite con la legge x}. Dunque, si ha
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2 (e () oo 35 ) St

RN (2k> (2n—2k)
2n =\ k n—k
Inoltre, la d.p. della v.a. (X; + X5) ¢ data da

1,

fX1+X2(CC) = /Z le(Z)sz(x - Z) dz = % e 27 1[0700[(33) /Ox\/ﬁ dz

Loy ( )/1 1 p
o[ (X —daz
[07 [ 0 /Z(]__Z)

ovvero (X1 + X») si distribuisce con legge x3 e quindi

E[(Xl + Xz)n] =2"n!.

1

_ 1 T
= %6 = 56 2 1[0700[(1') ,

Sostituendo le espressioni ottenute nella relazione suggerita, si verifica immeditamente 1'identita
binomiale. O

Sezione 6.9

e Esercizio 6.9.1. Si consideri il v.vaa. X = (X, Xg)T dove X; e Xy sono v.a. indipendenti
rispettivamente con legge Beta ridotta BE(0, 1, «r, 5) e BE(0,1,a + (3,7). Si verifichi che la legge
dellav.a. Y = X; X, ¢ Betaridotta BE(0, 1, «, B + 7).

Soluzione. Si tenga presente che la legge Beta ¢ univocamente determinata dalla successione dei
momenti. Inoltre, il momento di ordine r della v.a. X; ¢ dato da

. D(a+p) 1 o1 1, Tla+B)'(a+r)
=X = Far f, © 0 = Nt r 5

In modo simile, si ha

(a+ B8+ (a+p+7)
(a+ B8 (a+B+~y+T71) "

” I
E[Xz] = T

Inoltre, si ha

Dla+ B+ (a+r)
E[Y"] = E[X]X5] = E[XT|E[X}] =
[ ] [ 1 2] [ 1][2] F(Oz)F(OL—Fﬁ—l—’}/—FT)’
che ¢ in effetti il momento di ordine  di una v.a. con legge Beta ridotta BE(0, 1, o, B + 7). l

Sezione 6.10

e Esercizio 6.10.1. Si consideri la v.a. X distribuita con legge F;,,, di Snedecor. Si verifichi che la
v.a.

¢ distribuita con legge ¢,, di Student.
Soluzione. La v.a. X ammette d.p. data da
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ln— -n
fx(z) = —5 1(1 +2)7" 1jg o0f () -
'(3)
Si consideri inizialmente la trasformata U = +/ X, per cui ¢ immediato ottenere che
_ ()

fu(w)

n—1 2\—n
U (L) g eo(u) -
(3)

Successivamente, si consideri la trasformata V' = 3 (U — £). Si noti che la funzione g(u) = 5(u — 1)
¢ biunivoca per u € |0, 00|, e si ha g71(v) = v + /1 + v2. Dal momento che risulta

d 1) = 14 v
Bl )| = S —
dv? V1 + 12
allora si ha
r
fr(v) = &2 (14 v2)*%(n+1) )
21711 (3)

Inoltre, sulla base della formula di duplicazione per la funzione Gamma, si ha la relazione

-5

e, considerando la trasformata Y = \/EV, si ha infine

RSt 2\ —z(n+1)
fr(y) = (—2)n (1 + y_) ,
nm (%) n
ovvero lav.a. Y ¢ distribuita con legge ¢,, di Student. O

Sezione 6.11

e Esercizio 6.11.1. Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)" distribuito con legge Normale Multivariata

No(p, X), dove
_ (0 _ (1 r
= (o)== 1)

X)'

e p € [—1,1]. Si determini la d.p. della v.a. Y’ = arctan( 5

Soluzione. Dal momento che det(X) =1 — p? e
N 1 1 —-p
=
1—p? ( —r 1 > ’

1 —— L (2?—2pz 9 +a3)
x(r1,12) = ——F—=¢ WA ’
Fx (@, me) = o~ T

Sulla base dei risultati sul rapporto di v.a. assolutamente continue, la d.p. dellav.a. Z = % ¢ data da

lad.p. del v.v.a. X ¢ data da
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h 1 = — 50— (1-2pz+2°)x
fZ(Z) :/ fX(xawz) |-’1f’d$ = 24/ |£L’|6 2(11,;2)(1 2p2+2%) 2(1.7)
- ™

— Ll /Oo|as\e%f’f2dw: 1—p?
2m(1 — 2pz 4 22) J_ (1l —2pz+22)°

Dal momento che Y = arctan(Z) e che la funzione g(z) = arctan(z) ¢ biunivoca, allora si ha

o) = Frltan() —— 1 () = — Y221 ). 0

cos?(y) ~ T (1 — psin(2y))

e Esercizio 6.11.2. Si consideri il v.v.a. X = (X1, X5)T con legge Normale Multivariata N (u, X))
introdotto nell'Esercizio 6.11.1. Si determini la legge condizionata della v.a. X5 all'evento {X; = x1}
e il valore atteso condizionato E[ X | X7 = x4].

Soluzione. Tenendo presente 'espressione della d.p. del v.v.a. X considerato nell'Esercizio 6.11.1,
st ha

0 1 1 2 2
— o (@1 —2pm122+23)
fX1 (xl) = / é 2(1-p%) de

o 2w/ 1 — p?
= —1 ei%x% /'OO —1 e
V2 o /2 (1 = p?)

Si osservi che la funzione integranda nell'ultima espressione ¢ la d.p. di una v.a. distribuita con legge
Normale N(px1,1 — p?) e dunque risulta

REE U

1
fx,(z1) = \/—2?

ovvero la v.a. X; ¢ distribuita con legge Normale N(0,1). Per simmetria anche la v.a. X5 ¢
equivalente in legge alla v.a. X;. Dunque, si ha
o Ix (1, 22) 1 T 7 (w2 —p1)?

fX2|X1:901 ($2) - le(xl) = 27r(1 — p2) e 20— ,

1,.2
5T
21

€ 5

ovvero la legge condizionata richiesta ¢ Normale A (pz1,1 — p?), un risultato desumibile dalla prima
espressione. Ovviamente, si ha E[ X, | X7 = 1] = px; e dunque il valore atteso condizionato ¢ una
funzione lineare. Infine, si noti che Var[Xs | X; = z1] = 1 — p? & una costante. O

e Esercizio 6.11.3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette d.p.c.
fx(xr,22) = fx, (1) fx, (22) (1 — sin(z1)sin(z2)) ,

dove fx, = fx, = ¢. Si verifichi che fx ¢ una d.p.c.
Soluzione. Tenendo presente che ¢ ¢ una funzione pari, mentre la funzione seno ¢ dispari, si ha
[72 fx,(22)sin(ze)dzy = 0, da cui

/_OO fX2 ($2)(1 — Sin(Il)Sil’l(Ig)) dLL’Q =1

/OC fx(z1,22) dxy = fx,(x1) = ¢(x1) ,
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OVVvero

/_Z/_Z fx(x1,x) drydas = /:: fx(z1)doy =1

Dal momento che fx ¢ anche una funzione non negativa, allora ¢ effettivamente una d.p.c. Si osservi
che si ha inoltre

/OO I[x(z1,22) dzy = fx,(22) = P(22) ,

ovvero le v.a. X7 e X, si distribuiscono con legge Normale N (0, 1). Tuttavia, il v.v.a. X non si
distribuisce con legge Normale multivariata. Si deve anche notare che fy ¢ in generale una d.p.c.
assumendo che X; e X siano v.a. assolutamente continue simmetriche, ovvero che le d.p. fx, e fx,
siano funzioni pari. O

e Esercizio 6.11.4. (Una identitd binomiale notevole) Dato un v.v.a. X = (X1, X5)T, mediante il
binomio di Newton risulta immediato osservare che

n - n y n—~K
B[(X: — X0 = Y () (= DV EXFx57).
k=0
Sulla base della precedente relazione, se n € N si verifichi I'identita binomiale
- w2k (2n — 2k 2"(’,_}) n pari
d (-1 = ; :
k=0 k n—Fk 0 n dispari

Soluzione. Si noti che il momento di ordine r di una v.a. Z distribuita con legge Normale ridotta
N(0,1) ¢ dato da

1 00 Q%TI\(%)

o0 1 1.2 22" 1
E[Z"] = x" e ™ dr=—= e Vet dp=""-2"
2= [ 7 Nall? r

per r pari, mentre ¢ immediato verificare che E[Z"] = 0 per r dispari. Inoltre, tenendo presente la
formula di duplicazione della funzione Gamma di Eulero, per r pari si ha

E[Z"] = 204 _ Iy =t
F(%) 2%”"_1F( ) 2%7‘—1(% —1)! 2%7‘(

2)!
Si assuma che X; e X» siano v.a. indipendenti distribuite con la legge x?. Tenendo presente
I'Esercizio 6.8.5, si ha

n

S (1) -0t eixixg = 3 () eiden = Y ()) Sy 2

k=0 k=0 k=0 :
_ % Z (_1)k(2k) <2n—2k> ‘
2 — k n—=k
Inoltre, risulta che X £ Zt e X, £ 73, dove Z; € Zs sono distribuite con legge Normale ridotta

N(0,1). Si osservi che Y} = @(Zl + 7)) e Y, = \/75(22 — Z) sono v.a. indipendenti a loro volta
distribuite con legge Normale ridotta. In effetti, Y7 e Y5 sono combinazioni lineari di due v.a. con
legge Normale, tali che E[Y;] = E[Y2] =0, Var[Y;| = Var[Y;] = 1, mentre Cov[Y;,Y2] =0 che
implica l'indipendenza nel caso di una legge Normale bivariata. Dunque, si ha
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nln! .
E[(X> - X1)"] = EI(Z3 - Z0)"] = 2 By E[yy] = ¢ TRET P
0 n dispari

Sostituendo le espressioni ottenute nella relazione suggerita, si verifica immeditamente l'identita
binomiale. O

Sezione 6.12

e Esercizio 6.12.1. (Statistica ordinata) Dato il v.v.a. assolutamente continuo Z = (Z1,..., Z,1)"
distribuito con legge di Dirichlet D() dove o = (1,...,1)7T, si determini la d.p.c. della trasformata
Y =(Y1,..., Y1) = g(Z), dove

9(z) = (21,21 + 22, ..., 21 + ... +zn+1)T

Si determini inoltre le leggi delle componenti marginali del v.v.a. Z.
Soluzione. Dal momento che risulta g7 (y) = (y1, Y2 — Y1, -+ Ynt1 — Yn) L siha [J (g1 (y))| = 1.
Dunque, risulta

fY(yl,'H ayn—H) = n! 1S(y1>~-~ 7yn+1) 5

dove S ={(y1,-- Unt+1) : 0<y1 <yo <... <yny1 = 1}. Inoltre, per le proprieta della legge di
Dirichlet si ha

k
Y, = Zl:le
k= n+1 X >
=1l
dove (X1,...,X,41)" ¢ un v.v.a. con componenti indipendenti distribuiti con la medesima legge
Esponenziale ridotta G(0, 1, 1). Evidentemente, la v.a. Y;, ;1 ¢ degenere, ovvero P(Y,;; = 1) = 1. Per
k=1,...,n, tenendo presente le proprieta della legge Beta, la v.a. Y} si distribuisce dunque con
legge Beta ridotta di parametri k e (n 4+ 1 — k), ovvero ammette d.p. data da

n—1
k—1

I'(n+1)
(B)L(n+1—k)

o) = = ) = (7 ) ).

Si osservi che il v.v.a. Y risulta fondamentale nella teoria relativa alla statistica ordinata nell'inferenza
statistica. O
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