Capitolo 7

Funzioni caratteristiche e generatrici

7.1. Funzioni caratteristiche

La funzione caratteristica di una v.a. ¢ una particolare funzione a valori complessi, le cui proprieta
analitiche sono molto utili per ottenere leggi di probabilita o momenti di v.a. trasformate. Nel
prossimo Capitolo, la funzione caratteristica sara anche centrale nello studio del comportamento
asintotico di successioni di v.a.

Prima di introdurre la definizione di funzione caratteristica ¢ conveniente estendere il concetto di
v.a. all'insieme dei numeri complessi. Per quanto riguarda la notazione adottata in questo Capitolo,
1=/ — 1 rappresenta come al solito l'unita immaginaria. Inoltre, dato il numero complesso
¢ = a+1b, allora la parte reale e immaginaria di ¢ sono rispettivamente denotate con R(c) =a e

I(c) = b, mentre il modulo di ¢ ¢ dato da |c| = v/a? + b

Definizione 7.1.1. Se (2, F, P) ¢ uno spazio probabilizzato, un'applicazione X : {2 — C ¢ detta
variabile aleatoria complessa se R(X) e I(X) sono variabili aleatorie. O
Se X ¢ una v.a. complessa, allora il relativo valore atteso ¢ definito come
E[X] = E[R(X)] +1i E[S(X)] .

Affinche il valore atteso di una v.a. complessa esista finito ¢ sufficiente che il valore atteso

E[.X]] = B[y/R(X (X)%]

esista finito. Infatti, le proprieta del valore atteso di una v.a. complessa sono simili a quelle di una v.a.
reale e in particolare si ha |[E[X]| < E[|X]] (si veda Billingsley, 1995, p.218). Inoltre, vale anche
E[cX] = cE[X] per ¢ € C.

La definizione formale di funzione caratteristica ¢ quindi la seguente.

Definizione 7.1.2. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), si dice funzione
caratteristica (f.c.) della v.a. X la funzione px : R — C

©x(t) = E[cos(tX)] 4+ iE[sin(tX)] = E[¢"],
dove t € R. -
Nel linguaggio della Teoria della Misura, la f.c. ¢ in effetti la trasformata di Fourier (a meno di una

costante moltiplicativa). Tenendo presente quanto detto nella Sezione 4.1, se la v.a. X ¢ discreta a
valori su insieme numerabile S con f.p. px, la f.c. si riduce a

= Z cos(tr) px(z) +1i Z sin(tr) px (z Z e px(x

€S zES zES

mentre, se la v.a. assolutamente continua X ammette d.p. fx, la f.c. si riduce a
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oo

ox(t) = /_ " cos(tr) fx(z) do +i / " sin(ta) fy (o) do = / ¢ fy(z) dz

o —00 —00

e Esempio 7.1.1. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Bernoulli B(1, p). In questo caso, la
f.c. della v.a. X ¢ data da

1

1
ox(t) = Z cos(tx) pq' " + iz sin(tz) p*q' ™" = q 4 pcos(t) + ipsin(t) = q + pe' .
=0 =0

Se si considera piu in generale la v.a. X distribuita con legge Binomiale B(n, p), tenendo presente
l'espressione del binomio di Newton in C, si ha

n

px(t) = Z () e =320 (5) ey = g+ ey =
=0

=0

e Esempio 7.1.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P(\). Tenendo presente
l'espressione della serie esponenziale in C, si ha

X AT X (Aeit)r ’
gOX(t):Zenfche—)\_:e—)\Z( e) :e)\(e —1). 0O

e Esempio 7.1.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BA (k, p). Tenendo
presente I'espressione della serie binomiale negativa in C, si ha

X . (k+xz—-1 (k+z—-1 , P F
_ itx k x __ k it\e __
px(t) =) e ( 1 )pq—p Z( N )(qe) —(1_q€it) .o

=0 =0

e Esempio 7.1.4. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Normale ridotta A/(0,1). Tenendo
presente che Z ¢ simmetrica rispetto all'origine, si ha

> 1

E[sin(tZ)] = /_ sin(tz) N e dz=0,

e quindi

o

wz(t) = E[cos(tZ)] = / cos(tz) \/12_7r e dz=e".

—0o0

Per ulteriori dettagli su questo risultato si veda 1'Esercizio 7.1.1. Si osservi che in questo caso ¢z (t) €
una funzione puramente reale. In generale, risulta immediato verificare che la f.c. ¢ una funzione
puramente reale se una v.a. € simmetrica rispetto all'origine. O

e Esempio 7.1.5. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Esponenziale ridotta G(0,1,1). Dal
momento che

1
1+t

E[cos(tZ)] = /OC cos(tz)e “dz =
0
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& t
Elsin(tZ)| = in(tz)e “dz = —— ,
[sin(tZ)] /0 sin(tz) e *dz e
allora si ha
1 t
t) = i =(1—it) L.

Piu in generale, se si considera la v.a. Z distribuita con legge Gamma ridotta G(0, 1, k), tenendo
presente le espressioni delle serie esponenziale e binomiale negativa in C, si ha

© 9 L 1 o (it2)" o
t) = itz k—1 2 dy = / k—1 zd
ez(t) /0 TR TTTMm ; T

I T N € L e N & (T ) R
S )

n=0

Ovviamente, 'espressione coincide con quella ottenuta per la legge Esponenziale ridotta se k = 1. [

Di seguito vengono considerate una serie di proprieta che riguardano l'esistenza della f.c., la
continuita uniforme della f.c. e I'espressione della f.c. di particolari v.a. trasformate.

Proposizione 7.1.3. Se X ¢ una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con fc. vx,
allora |px(t)| < 1 per ognit € R e in particolare px(0) = 1.
Dimostrazione. Tenendo presente che per ogni = € R si ha

|| = |cos(tz) + isin(tz)| = \/cos(tx)? + sin(tz)2 =1,
allora
lpx(t)] = [E[™)| < E[le™] = 1.

Inoltre, si ha

|90X(0)|=/dP:1. O

Proposizione 7.1.4. Se X ¢ una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con fc. vx,
allora px é uniformemente continua su R.
Dimostrazione. Per i € R si ha

ox(t+h) —ox(t)] = [E[e™ (" = 1)]] < E[le™ (" — 1)]]
— E[l¥] - [ — 1] = B[l — 1],
essendo |e!"X| = 1. Dal momento che si hanno le disuguaglianze |¢"* — 1| < 2 e |e" — 1| < |hz| per
ogni z € R, per a € ]0, oo risulta
E[le"* —1[] = E[|e™ — 1] 110, (| X])] + E[Je"* — 1] 1}, /(| X])]
E[[X] 10,0 (IX])] + 2 E[1)o00( (| X])] = [B]E[|X| 10,4 (| X])] + 2P (| X] > a)

<
<alh|+2P(|X| > a) .

Dunque, fissato € > 0, se h e a sono scelti in modo tale che alh| < 5 e P(|X| > a) < §,siha
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lox(t+h) —ex(t)] <alh] +2P(|X] > a) <&,

da cui segue la continuita uniforme, dal momento che € non dipende da ¢. (|

Proposizione 7.1.5. Se X ¢ una v.a. definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con f.c. ¢x,
allora la f.c. della v.a. trasformata Y = a + bX, dove a,b € R, é data da

py(t) = e px(bt) .
Dimostrazione. Si ha
oy (t) = E[eit(a+bX)] = ¢lat B[eX] = ot oy (bt)
che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

e Esempio 7.1.6. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Normale N (u, 0?). Tenendo presente
'Esempio 7.1.4, dal momento che X = p+ 07, si ha

it iutf%UQtQ

px(t) =" pz(at) = e

In questo caso, al contrario della legge ridotta A (0, 1), la f.c. ¢ x non ¢ puramente reale, dal momento
che la v.a. X non ¢ simmetrica rispetto all'origine. (|

e Esempio 7.1.7. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Gamma G(a, b, k). Tenendo presente
I'Esempio 7.1.5, dal momento che X = a + b7, si ha

ox(t) = ey (bt) = € (1 —ibt) ™" .

In particolare, se la v.a. X si distribuisce con legge Chi-quadrato x2, dalla precedente espressione con
a=0,b=2¢k = 7 risulta

ox(t) = (1—2it)"". O

Le seguenti Proposizioni forniscono rispettivamente un'importante relazione fra la f.c. € 1 momenti
di una v.a., e lo sviluppo in serie della f.c. basato sui momenti in un intorno di zero.

Proposizione 7.1.6. Se la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (), F, P) possiede momento
di ordine r finito, allora la relativa f.c. ¢ x e derivabile r volte e

@ (0) = PE[X7]

pers=1,...,1.
Dimostrazione. Dalla definizione di derivata di funzione complessa si ha
d . d . d o g
7 e = 7 cos(tx) + i 7 sin(tz) = iz ™ .
Dunque, per ogni t € R, dal Teorema A.7 risulta che
(1 _d ix1 _prd uxy _ pny JitX
¥ (t) = — Ele"™] = E[ . "] = E[iX ).

La funzione <p§) ¢ definita, dal momento che, tenendo presente le ipotesi fatte, si ha

[E[iX ") < E[liX ") = E[li| - [X] - ["*]] = E[| X]] < 00



Capitolo 7 179

In particolare, risulta

In maniera analoga, si ha

d . .

Py (1) = — EiX ™) = X ],
che ¢ definita, essendo per le ipotesi fatte
[E[i2X? ]| < E[Ji*X? Y]] = E[X? |™¥|] = E[X?] < 0.
Dunque, si ha
9 .

@(0) = P BXY].

Iterando il procedimento r volte si ottiene la tesi. (|

e Esempio 7.1.8. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Normale ridotta A/(0,1). La v.a. Z
possiede momenti di ogni ordine, essendo E[Z"] = 0 se r ¢ dispari, mentre risulta

o0 1 1.2 2 o0
EZ’”:/ 2" eizdz:—/ z
[ ] _ 21 Jo

ST o0 Lrpyr+l
_ 2 / ) L(lﬂ
0 L'(3)

se r ¢ pari. Tenendo presente la Formula di Duplicazione per la funzione Gamma di Eulero, la
precedente espressione puo essere anche riscritta come

rer) 7!

S22

1.
"eT2* dz

E[Z"]

In base alla Proposizione 7.1.5, la f.c. ammette dunque derivata di ogni ordine. In particolare, tenendo
presente I'Esempio 7.1.4, si ha

d
07/ ()= g = —tealt).
da cui go(Zl)(O) = 0, mentre
>
Py (1) = a2 € = (8 = Dpz(t)
da cui da cui go(ZQ)(O) = — 1. Confermando i precedenti risultati, si ha dunque E[Z] = iflgo(Zl)(O) =0,
mentre Var[Z] = E[Z2] = i 20 (0) = 1. O

e Esempio 7.1.9. Si consideri la v.a. Z con legge di Cauchy ridotta analizzata nell'Esempio 4.1.4. Dal
medesimo Esempio e tenendo presente la Proposizione 4.3.3, la v.a. Z non possiede momento di ogni
ordine. In effetti, dal momento che la v.a. Z ¢ simmetrica rispetto all'origine, la f.c. ¢ data da

o

vz (t) = E[cos(tZ)] = / cos(tz) m dz = eI

che appunto non risulta derivabile in ¢ = 0. Per maggiori dettagli sulla precedente espressione, si veda
'Esercizio 7.3.2. O
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Proposizione 7.1.7. Se la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F,P) con fc. px
possiede momento di ordine r finito, allora pert — 0 si ha

ox() =3 W B o)

|
s=0 ok

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.341).

e Esempio 7.1.10. Si consideri la v.a. Z con legge Normale ridotta A/(0, 1). Per ¢ — 0 si ha dunque

w0z (t) :1+itE[Z]+(i;—)QE[ZQ]+0(t2):1—§+0(t2). O

In alcune applicazioni della Teoria della Probabilita (ad esempio in molti problemi della statistica
matematica) risulta piuttosto semplice ottenere la f.c. di alcune v.a. Il problema che sorge di
conseguenza consiste nel risalire alla f.r. di queste v.a., se € nota la corrispondente f.c. I prossimi
Teoremi consentono appunto di ottenere la f.r. di una v.a. (eventualmente la f.p. e la d.p. nel caso di
v.a. discrete e di v.a. assolutamente continue) a partire dalla f.c.

Teorema 7.1.8. (Teorema di inversione di Lévy) Si consideri la v.a. X definita sullo spazio
probabilizzato (2, F, P) con fr. Fx e fc. px. Se x,y € R sono punti di continuita di Fy tali che
x <y, allora si ha

) 1 T eltr _ city
Fx(y) = Fx(w) = Jim /T C et

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.346).

Teorema 7.1.9. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con f.c. px. Se
P(X =) > 0, allora si ha

R
P(X = 2) :TIEEOﬁ/Tem ox(t) dt.

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.354).

Teorema 7.1.10. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (), F, P) con fc. px.
Se [7 |ox(t)|dt < oo, lav.a. X é assolutamente continua e ammette d.p.

fx(x) ! /OO e oy (t)dt .

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.347).

Si noti che dal Teorema 7.1.8 segue anche la proprieta di unicita della f.c., ovvero, date le v.a. X e

Y, allora X £Y se e solo se px = py. La f.c. deve appunto la sua denominazione al fatto che
“caratterizza” in modo univoco la corrispondente legge.

e Esempio 7.1.11. Si consideri la v.a. Z con legge di Cauchy ridotta (si veda 1'Esempio 4.1.4).
Tenendo presente 1'Esempio 7.1.9, si ha
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/ \gpx(t)|dt:/ e Mdt =2 < 0

[o¢] o

e dal momento che la f.c. ¢ x ¢ simmetrica rispetto all'origine, si ottiene

1 o 1 o0 1 [~ 1
fx(x) / et el gy = — / cos(tz) e 1 dt = = / cos(tz)e " dt =
27 J_ 0 us

T o s T (1+ax2)”°

come ovviamente doveva risultare. O

7.2. Funzioni generatrici

Nel caso in cui si consideri una v.a. discreta X a valori su N (o su un suo sottoinsieme), ¢
conveniente considerare la cosiddetta funzione generatrice di probabilita piuttosto che la f.c.
Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 7.2.1. Data la v.a. discreta X definita sullo spazio probabilizzato (£2, F, P) a valori su
S C N e con fp. px, si dice funzione generatrice di probabilita (f.g.) (o semplicemente funzione
generatrice) della v.a. X la funzione Gx : [0, 1] — R tale che

Gx(t) = E[t] = it”fpx(x) :
=0

con la convenzione che 0° = 1. O

Nel linguaggio della Teoria della Misura la f.g. corrisponde alla funzione generatrice di Laplace.
Risulta immediato verificare che per ciascun punto di [0, 1] la f.g. G'x coincide per definizione con la
serie di potenze avente (px(z)).>0 come successione dei coefficienti. Inoltre, la serie di potenze ha
raggio di convergenza almeno pari ad 1 dal momento che converge nel punto ¢t =1, essendo
Gx (1) = 1. Inoltre, dal momento che Gx(0) = px(0), la f.g. ¢ definita per ogni valore dell'intervallo
[0, 1] ed & crescente in questo intervallo essendo E[t*] < E[s*] per ogni t < s.

e Esempio 7.2.1. Se si considera la v.a. X distribuita con legge Binomiale B(n, p), tenendo presente
l'espressione del binomio di Newton, si ha

n

ax =31 (") ra =3 (") (e = g+ oty
=0

=0
Evidentemente, si ha Gx(0) = px(0) =¢" ¢ Gx(1) = (¢+ p)” =1, mentre Gx ¢ una funzione

crescente. O

e Esempio 7.2.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P(\). Tenendo presente
l'espressione della serie esponenziale, si ha

Gx(t) = Ztl o) /\_ — e Z (\t) _ A1) 0
=0

z!

e Esempio 7.2.3. Si consideri la v.a. X con legge Binomiale Negativa BN (k, p). Tenendo presente
l'espressione della serie binomiale negativa, si ha
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La seguente Proposizione mette in relazione la fip. con la fig. e giustifica in effetti la
denominazione di G x.

Proposizione 7.2.2. Data la v.a. discreta X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) a valori
suS CNconfp. px efg Gx, si ha

dove x € N.
Dimostrazione. Dal momento che una serie di potenze puo essere derivata termine a termine per
ogni valore nel raggio di convergenza, per t € [0, 1] si ha

GV (1) = nt"px(n)
n=1

G (t) = i n(n — D" 2px(n),

n=2
mentre in generale si ha
Gg?)(t) = Zn(n —1)...(n—x+ t" “px(n).

Dunque, si ottiene Ggp(()) =px(1)e Gg?)(o) = 2px(2), mentre in generale risulta
GP(0) = zlpx () .

Tenendo presente che Gg?)(O) = px(0) si ha dunque la tesi. O

Dalla precedente Proposizione segue anche la proprieta di unicita della f.g., ovvero, date le v.a. X e

Y, allora si ha X Ly se e solo se Gy = GYy. La seguente Proposizione fornisce la relazione fra la f.g.
¢ 1 momenti di una v.a.

Proposizione 7.2.3. Data la v.a. discreta X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) a valori
suS CNconfp. px efg Gx, selav.a. X possiede momento di ordine r finito, si ha

GY (1) = E[X(X —1)... (X —s+1)]

pers=1,...,m.
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 7.2.2, Gg?) ¢ positiva e crescente in [0,1] e

quindi ammette un limite sinistro per ¢ — 1 (che puo non essere finito). Si ha

t—1—

lim G{(t) = i apx (z) = E[X]
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mentre in generale si ha

lim G (t) = ix(m — 1Dz —s+ Dpy(z) =BX(X —1)...(X —s+1)].

t—1—
- =0

Dal momento che risulta E[X (X — 1)... (X — s+ 1)] < E[X*] < oo, in quanto per ipotesi E[X?] ¢
finito per s = 1, ..., r, si ha quindi la tesi. (]

In particolare dalla precedente Proposizione si ha che

se E[X] ¢ finito, mentre
Var[X] = E[X(X — 1)] + E[X] - E[X]" = GY(1) + G (1) - &Y (1),
se E[X?] ¢ finito.

e Esempio 7.2.4. Se si considera la v.a. X distribuita con legge Binomiale B(n, p), si ha

d _
aPt) = . (g+ pt)" = np(q+ pt)" !

2

Gg?) (t) = a2

(¢+pt)" =n(n —1)p*(g+ pt)" 2.

Dunque, risulta E[X] =np ¢ E[X(X —1)] =n(n—1)p?, da cui ¢ immediato verificare che
Var[ X| = npq, un risultato noto dalla Sezione 6.1. d

e Esempio 7.2.5. Se si considera la v.a. X distribuita con legge di Poisson P(\), si ha

dt
e
d2
2 - -
Gg()(t) = A1) 2 A1)
Dunque, risulta E[X] = X e E[X(X — 1)] = A%, da cui Var[X]|= A, un risultato verificato nella
Sezione 6.2. O

e Esempio 7.2.6. Se si considera la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BN (k, p), si ha

k k41
X dt \1—qt p \1—qt
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@) d? p \" k(k+1)g? p \'"
GX(t):@ 1—gqt - P2 1—gqt '

Dunque, risulta E[X] = % eE[X(X —1)] = k41 | da cui & immediato verificare che Var[X] =

V%

un risultato ottenuto in precedenza nella Sezione 6.3. (|

e Esempio 7.2.7. (Legge Zeta o di Zipf) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da
1
px () (s) x {1,2,...}(93) 5

dove s € ]1, 00, mentre {(s) = > .-,z ° rappresenta la funzione Zeta di Riemann. La legge associata
a questa v.a. ¢ detta di Zipf in onore del linguista e filologo statunitense George Kingsley Zipf (1902-
1950), che si occupo delle applicazioni probabilistiche alle analisi dei testi. Ovviamente, la funzione
Zeta prende nome dal matematico tedesco Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Dal

momento che si ha ((2) = %2, per s = 2 la f.p. della v.a. X risulta

6 _
px(z) = = x? 1o, ().

Per questo valore di s, la v.a. X non possiede momenti finiti di alcun ordine, essendo

6 o
E[X] = —2fo1 =00.
r=1

™

In effetti, la f.g. risulta
Gx(t) = L it’ —2

da cui, tenendo presente 1'espressione della serie logaritmica, si ha

6 o=t 6 log(1l—t)
G(l) t —_ - =
x (1) w2t ; x 2 t ’
e quindi
lim G () = oo O

7.3. Funzioni caratteristiche multivariate

Viene considerata di seguito l'estensione multivariata della f.c. quando si dispone di un v.v.a.
Formalmente si ha la seguente definizione.

Definizione 7.3.1. Dato il v.v.a. X = (X7, ..., X,,)T definito sullo spazio probabilizzato ({2, F, P),
si dice funzione caratteristica multivariata (f.c.m.) del v.v.a. X la funzione px : R" — C

ox(t) = E[cos(t"X)] + i E[sin(t"X)] = E[¢!" ¥],

dovet = (t1,...,t,)T € R", O



Capitolo 7 185

Dalla Definizione 7.3.1 € ovvio che la f.c.m. possiede la seguente espressione alternativa
n oo n .
px(t) = px(t,.. s ta) = E[eZiX] = g| T |
k=1

Risulta importante osservare che, se nella f.c.m. relativa al v.v.a. X si pone ¢; =0 per ogni
l#k=1,...,n,siha

()OX(Oa 7t/€7 7O> = E[eithk] - SDXk(tk) ’

ovvero si ottiene la f.c. della componente marginale Xj. In modo analogo, ponendo ¢; = 0 per ogni
l#k,j=1,...,n,siha

(p)((o, ce ,tk, oo ,tj, ,O) = E[eithkHthj] = (p(X;\.,Xj)(tk‘; t]‘) ,

che costituisce la fc.m. del v.v.a. (X, X;)T. In generale, azzerando opportunamente alcune
componenti del vettore ¢, si ottengono le f.c.m. di tutte le possibili scelte di componenti marginali del
v.v.a. X.

e Esempio 7.3.1. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Normale Multivariata N, (s, X).
Tenendo presente quanto visto nella Sezione 6.11, in base al cambio di variabile y = X -3 (z — p) con

r=p+x %y e tenendo presente le regole di integrazione di una funzione complessa, la f.c.m. relativa
al v.v.a. X ¢ datada

n

px(t) = / e"'” det(2r2) "2 e 2 ) gy = (97r)7on / M Ty gy

_1 + Ty 14T 1 %T,_- %
:(27T) Z”eWt 5t Et/ e s(y—iX2t) (y—i ¥ t)dy

n

Effettuando inoltre il cambio di variabile z =y — 1Y %t, con Jacobiano pari a 1, si ottiene

1, Ty 14T 1T LTy 1T
(,OX(t):(Qﬂ') 2nelut 3t Et/ e 2% zdzzemt 3t Et’

n

dal momento che

1 1 1 1,2 !
2T _5”/ e 27y = / e dul| =1.
S ( R /27 )

ox, (tr) = ox(0,...,t,...,0) = ei/txkt—%vg(ktz ,

Si ha inoltre

ovvero ogni componente marginale X si distribuisce con legge Normale N (,uXk,ag(k). In modo

simile, si dimostra che ogni scelta di componenti marginali del v.v.a. X si distribuisce a sua volta con
legge Normale Multivariata. ]

La f.c.m. di un v.v.a. possiede proprieta analoghe rispetto alla f.c. di una v.a. Piu esattamente, si
hanno le seguenti Proposizioni.

Proposizione 7.3.2. Se X = (X1,...,X,))T é un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F, P) con f.e.m. px, allora si ha |px(t)] < 1 per ogni t € R™ e in particolare px(0) = 1, dove
0= (0,...,0)" rappresenta l'origine di R", mentre @ x (t) é uniformemente continua su R".

Dimostrazione. Risulta simile a quella delle Proposizioni 7.1.3. ¢ 7.1.4. O
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Proposizione 7.3.3. Se X = (X1,...,X,)T é un v.v.a. definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F, P) con fe.m. ox(ty,...,t,), la fc. della v.a. trasformata Y = a + Y, _ by X}, dovea € R e
b= (by,...,b,)" € R", risulta

vy (t) = elat ox(thby, ..., th,) = elt wx(th),
dovet € R.
Dimeostrazione. Si ha
@Y(t) _ E[eitY] —E eiat—‘,-zz:libkth] — Clit g [ezzzlibkth] — plat @X(blt, . ,bnt) — elat @X(tb) ’

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Come conseguenza della precedente Proposizione si ottiene che la f.c. della v.a. Y =3, X, &
data da

SDY(t) :SDX(t,---,t),

un risultato che riveste notevole importanza pratica nel determinare la legge della v.a. Y.

e Esempio 7.3.2. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Normale Multivariata N, (u, X).
Tenendo presente I'Esempio 7.3.1, per la Proposizione 7.3.3 la f.c. della v.a. trasformata
Y =a+),_,bpX) ¢datada

iat Li(th)Tp—3(tb) T (tb)

pr(t) =ee i(at+bTp)t—5 (BT )22

= e .

che risulta essere la f.c. di una v.a. distribuita con legge Normale N '(a + b"p, bT Xb). Dunque, ogni
combinazione lineare (e quindi anche la somma) delle componenti di un v.v.a. con legge Normale
Multivariata si distribuisce a sua volta con legge Normale. O

Proposizione 7.3.4. Dato il vv.a. X = (Xi,...,X,)V definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P) con fe.m. ox(t1,...,t,), se E[X]'... X]"] esiste finito, ¢x é derivabile r, volte rispetto a
ty, ..., Ty volte rispetto a t,, e

Bsgox(tl, ,tn)

= PE[X] ... X3,

ot... oty b =0

dove s, =1,...,1, k=1,...,n, mentre s =Y ._,S}.

Dimostrazione. Risulta analoga a quella della Proposizione 7.1.6. (|

Teorema 7.3.5. (Teorema di inversione multivariato) Dato il v.v.a. X = (X1,...,X,)" definito
sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con fr. Fx e fcem. px, se B =|xy,y1] X -+ X |zp, yn], con
xr <y, k=1,...,n, éun insieme la cui frontiera e un insieme di continuita di Fx, allora

1 N eltete _ pitkye
P(X € B) = lim / — | ox(t)dt.
T—oo (27T>n [,T7T]n g lt
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.382). O

La seguente Proposizione fornisce un risultato di particolare rilevanza nel caso in cui le componenti
del v.v.a. X sono indipendenti.

Proposizione 7.3.6. Dato il vv.a. X = (X1,...,X,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F,P)confem. ox(ti,...,t,), allora si ha



Capitolo 7 187

PYx tl,..., H(,Oxk tk
se e solo se X1, ..., X, sono indipendenti.
Dimostrazione. Se X1, ..., X, sono v.a. indipendenti, allora dalla Proposizione 4.2.5 si ottiene

= B[] e = T Bl = [ [ o)
k=1 k=1 k=1

Inversamente, se @ x (¢) = [[;_,¢x,(tx) e ponendo B = |z1, y1] X -+ X |xy, y,], per il Teorema 7.3.5
si ottiene

1 n elth _ eltyk
P(XeB)=1 —_— t dty...dt,
( € ) TLI:IL;IO (271')” /[—T,T}" (]H lt SDXk( k)) 1

e, tenendo presente i Teoremi A.7 e A.11, si ha

n ) 1 eltL']\ _ elth
P(X € B) = H lim — /[ v wak(tk ) dty, = HP Xy € lzy, i)
k=1

che dalla Definizione 3.6.1 implica l'indipendenza delle v.a. X1, ..., X,,. O

Il Teorema 7.3.5 implica la proprieta di unicita della f.c.m., ovvero, dati i v.v.a. X e Y, allora si ha

X £ Y se e solo se ¢ x = ¢y. Inoltre, tenendo presente la Proposizione 7.3.3, se X, ..., X, sono v.a.
indipendenti, la f.c. della v.a. trasformata Y = a + >_,_, by Xi, dovea € Re b = (by,...,b,)" € R",
risulta

py(t) = " px(but, .. = H Px; (Ort) -

In particolare, se Y = ZZ:1X i ¢ la somma di n v.a. indipendenti, la relativa f.c. risulta

n
k=1
Dunque, quando le v.a. X1, ..., X, si distribuiscono con la stessa legge che coincide con quella della
v.a. X, ovvero quando ¢y, (t) = px(t) perogni k = 1, ..., n, si ottiene
ey (t) = ¢x(1)"
In generale, si pud dimostrare in modo semplice ma laborioso che se Xi,..., X, sono v.v.a.

indipendenti con £ componenti marginali, la f.c.m. del v.v.a. trasformato Y = Z;‘L:1X ; risulta

Py tl;*“; HQOX tlv"’v )

e Esempio 7.3.3. Si consideri la v.a. Z distribuita con legge Esponenziale ridotta G(0, 1, 1). Dunque,
dall'Esempio 7.1.5 la f.c. della v.a. Z ¢ data da

pz(t)=(1—it)"
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Di conseguenza, se Zi,...,Z; sono v.a. indipendenti con la stessa legge della v.a. Z, la v.a.
Y = Z§:1XJ‘ possiede f.c. data da

ey(t) = (1 —it)y HYr =1 —it) ™" .

Dunque, tenendo ancora presente 'Esempio 7.1.5, la v.a. Y si distribuisce con legge Gamma ridotta

G(0,1,k). O

e Esempio 7.3.4. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Chi-quadrato x. Dunque, dall'Esempio
7.1.71af.c. di X ¢ data da

px(t) = (1—2it) "2 |

Di conseguenza, se X1, ..., X, sono v.a. indipendenti con la stessa legge di X, lav.a. Y = ZZ:1Xk
possiede f.c. data da

QOY(t) = ((1 - 2it)_%)” = (1 _ 2it)—%n )

Dunque, tenendo presente 1'Esempio 7.1.7, la v.a. Y si distribuisce con legge Chi-quadrato 2. O

e Esempio 7.3.5. Si consideri le v.a. indipendenti X1, ..., X, rispettivamente distribuite con legge
Normale N (px,,0%,) per k=1,...,n. Tenendo presente I'Esempio 7.1.6, la va. Y =37 X}

possiede f.c. data da

n

iy, t—s0% 2 iyt—io2 2
(,Oy(t) _ HGMX,\, 2%, glmrt—303t ’
k=1

dove py =3, _ipux, € 0y = ,_,0%,. Dunque, la v.aa. Y si distribuisce con legge Normale
N (py, o¥), un risultato che conferma un caso particolare di quanto ottenuto nell'Esempio 7.3.2. O

e Esempio 7.3.6. Si consideri il v.v.a. X con legge Normale Multivariata N (i, ). Se X1,..., X,
sono v.v.a. indipendenti con la stessa legge del v.v.a. X, sulla base dei risultati ottenuti nell'Esempio
73.1,ilvva. Y =377 X; possiede f.c.m. data da

i T 14T Ty _LyT
(el/l, t—5t Et)n — ilnp)'t—5tT (n2)t )

ey (t) = el
Dunque, tenendo ancora presente I'Esempio 7.3.1, il v.v.a. Y si distribuisce con legge Normale

Multivariata Ny (np, nX). O

7.4. Funzioni generatrici multivariate

Quando si dispone di un v.v.a. discreto con n componenti marginali € a valori su N” (o su un suo
sottoinsieme) si puo estendere il concetto di funzione generatrice. Piu esattamente, si ha la seguente
definizione.

Definizione 7.4.1. Dato il v.v.a. discreto X = (X71,..., X,,)T definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P) avalori su S C N" e con f.p.c. px, si dice funzione generatrice multivariata di probabilita

(f.gm.) (o semplicemente funzione generatrice multivariata) del v.v.a. X la funzione
Gx : [0,1]" — R tale che



Capitolo 7 189

Gx(ti,...,ty) :E[Hti{k = Z (Ht,ﬁk> px(x1, .., Ty)
k=1 )es \k=1

(xlv- -Tn

con la convenzione che 0 = 1. O

Se nella f.g.m. relativa al v.v.a. X siponet; = 1 perognil # k = 1,...,n, si ottiene
Gx(1,... t5, ..., 1) = E[t;*] = Gx,(t1)

che costituisce la f.g. della componente marginale X;. In modo analogo, ponendo ¢; = 1 per ogni
l#k,j=1,...,n,siottiene

X
Gx(1,... tp, ... tj,..., 1) = E[ti(ktj = G(Xij)(tkatj) ,

che costituisce la f.g.m. del v.v.a. (X}, X;). In generale, ponendo pari all'unitd in modo opportuno
alcune componenti del vettore (t1,...,t,), si ottengono le f.g.m. di tutte le possibili scelte di
componenti marginali del v.v.a. X.

e Esempio 7.4.1. Si consideri il v.v.a. X con legge Multinomiale M (n, p). Dunque, per il Teorema
Multinomiale si ha

k k
Cx(ty,....tr) = Y £ g
x(h ) (H j) (mm) Fi

(.’IJ],‘..,.’I}]\.)GS j=1

n k k n
-y () e = (3]
(.’L’],“ .,.’L‘]\.)ES T 7=1 7=1

dove S C N* ¢ definito nella Sezione 6.5. Inoltre, risulta
G, () = Gx(L,oo by, 1) = (g5 + pity)"

dove gj=1—p; = ZZA j—1D1, ovvero ogni componente marginale X; si distribuisce con legge
Binomiale B(n, p;). In modo analogo, si dimostra che ogni scelta di componenti marginali del v.v.a. X
si distribuisce ancora con legge Multinomiale. O

La f.g.m. di un v.v.a. possiede proprieta analoghe alla f.g. di una v.a. In particolare, la f.g.m. ¢
definita per ogni ¢t € [0,1]" e risulta Gx(1,...,1) =1, mentre Gx(0,...,0) = px(0,...,0). Si ha
inoltre la seguente Proposizione.

Proposizione 7.4.2. Dato il v.v.a. discreto X = (X1, ..., X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F, P)avalorisu S C N" confp.c. px ef.gm. Gx, si ha

TlyeneyTp) = ‘
Px(@1,- @) = ot oty N
dove (r1,...,x,) € N,
Dimostrazione. Risulta simile a quella della Proposizione 7.2.2. (|

Dalla precedente Proposizione segue anche la proprieta di unicita della f.g.m., ovvero, dati i v.v.a.
XeY,allorasiha X Ly se e solo se Gx = Gy.
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Proposizione 7.4.3. Dato il v.v.a. discreto X = (X1, ..., X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P) avalori su S C N" con f.g.m. Gx, se E[X|"... X|"] esiste finito, Gx é derivabile ry volte
rispetto a ty, ..., v, volte rispetto a t,, e

88G)((t1, ,tn)

= E[HXk(Xk — 1)(Xk — Sk + 1)
tye e tn=1

ot... oty e
doves,=1,...,rpek=1,...,n mentre s = ,_, s
Dimostrazione. Risulta simile a quella della Proposizione 7.2.3. O

e Esempio 7.4.2. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Multinomiale M (n, p). Dunque, dalla

Proposizione 7.4.3 si ha
0 (& '
X =— E t

per cui il vettore delle medie del v.v.a. X ¢ dato da ;x = np. Inoltre, si ha

=npj,
t,. . ote=1

(I~ )
w0 - = (o) | =i
t1,.. . tp=1

e

E[X; X 8t o, (Z P z) =n(n—1)pip; .

t1,. .. tp=1

Dunque, risulta Var[X;] = np;(1 — p;) e Cov[X;, X;] = — np;p;, ¢ quindi la matrice di varianza-
covarianza ¢ data da X = n(diag(p) — pp"). d

Proposizione 7.4.4. Dato il v.v.a. discreto X = (X1, ..., X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P) avalorisu S C N" con f.gm. Gx, lafgm. della v.a. trasformataY =Y ,_, X}, risulta

Gy(t) = Gx(t, ..., 1),

dove t € R.
Dimeostrazione. Si ha

Gy (t) = E[tXi=1%] = HtXA = Gx(t,...,t),

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

La seguente Proposizione fornisce 1'espressione della f.g.m. nel caso in cui le componenti del v.v.a.
X risultano indipendenti.

Proposizione 7.4.5. Dato il v.v.a. discreto X = (X1, ..., X,,)" definito sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P) avalorisu S C N" con f.g.m. Gx, allora si ha

Gx tl,..., HGXk tk

se e solo se X1, ..., X, sono indipendenti.
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Dimostrazione. Se X1, ..., X, sono v.a. indipendenti, allora dalla Proposizione 4.2.5 si ottiene

Gx(ti,....tn) = E[[[ "] = T Elt"] = [ ] Gx.(ts) -
k=1 k=1 k=1

Inversamente, se Gx (t1,...,t,) = [[;_;Gx,(tr), dalla Proposizione 7.4.2 si ha
1 om i, G ()
pX(fljlp...,fEn) - x1'$n| 8tf18tﬁ” A
o] 8kaXk(tk) L
=l == = 11 px.(z),
kl:[ ! ot).* et =0 /H '

e il Teorema 3.6.1 implica l'indipendenza delle v.a. X1, ..., X,. O
Tenendo presente la Proposizione 7.4.4, se Xi,..., X, sono v.a. indipendenti, la f.g. della v.a.

trasformata Y = >, X, risulta
Gy(t) =[] Gx.(®).
k=1

Dunque, quando le v.a. X} possiedono la stessa legge che coincide con quella di una data v.a. X,
ovvero quando Gy, (t) = Gx () perogni k = 1,...,n, si ottiene

Gy(t) = Gx(t)" .

In generale, si pud dimostrare in modo semplice ma laborioso che se Xi,..., X, sono v.v.a.
indipendenti con £ componenti marginali, la f.g.m. del v.v.a. trasformato ¥ = Z?:1X ; risulta

Gy (tr, .. tr) = [ Gx,(trs - i) -
j=1

e Esempio 7.4.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Bernoulli B(1,p). Dunque,
dall'Esempio 7.2.1 la f.g. di X ¢ data da

Gx(t) =q+pt.

Di conseguenza, se Xi,...,X, sono v.a. indipendenti con la stessa legge della v.a. X, la v.a.
Y =3 ,_, X}, possiede f.g. data da

Gy(t) = (¢+pt)" .
Dunque, tenendo ancora presente 1'Esempio 7.2.1, la v.a. Y si distribuisce con legge Binomiale

B(n,p). O

e Esempio 7.4.4. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BN (1, p), ovvero
con legge Geometrica. Dunque, dall'Esempio 7.2.3 la f.g. della v.a. X ¢ data da

p

Di conseguenza, se Xi,...,X; sono v.a. indipendenti con la stessa legge della v.a. X, la v.a.
Y =S¢ X, possiede f.g. data da
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Dunque, tenendo ancora presente 1'Esempio 7.2.3, la v.a. Y si distribuisce con legge Binomiale
Negativa BN (k, p). O

e Esempio 7.4.5. Si consideri il v.v.a. X distribuito con legge Multinomiale M (1, p). Dunque,
dall'Esempio 7.4.1 la f.g.m. del v.v.a. X ¢ data da

k
Gx(tl, ,tk) = ijtj .
j=1

Di conseguenza, se Xi,..., X, sono v.v.a. indipendenti con la stessa legge del v.v.a. X, il v.v.a.
Y = Z§:1XJ‘ possiede f.g.m. data da

k n
Gy(tl,...,tk) = (ijt]) .
j=1

Dunque, tenendo ancora presente I'Esempio 7.4.1, il v.v.a. Y si distribuisce con legge Multinomiale

M(n, p). O

7.5. Leggi additive e infinitamente divisibili

In questa sezione vengono considerate due importanti famiglie di leggi che sono caratterizzate da
particolari comportamenti rispetto alla somma di v.a. indipendenti. In particolare, si ha la seguente
definizione.

Definizione 7.5.1. Sia data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P) con fir. Fx g che
dipende da un vettore di parametri 6 € @ C R™. La v.a. X e la relativa legge si dicono additive
rispetto a 0 se, date le v.a. indipendenti X; e X5 con rispettive fir. Fx, 5 € Fx,4,, la fr. della v.a.
(X1 + Xy) risulta essere Fx, .+ x, 9,10, per ogni 01,605 € O. O

Tenendo presente la proprieta di unicita della f.c., la Definizione 7.5.1 pud essere anche data in
termini della f.c. ¢ x ¢ della v.a. X. Evidentemente, se la v.a. X e la rispettiva legge risultano additive
rispetto a 6, si verifica che

PX,0, (t)SDXQﬂZ (t) = X1+ Xo,0,+62 (t> >

per ogni 61,60, € ©. Ovviamente, nel caso di una v.a. discreta X a valori su S C N, una analoga
definizione puo essere data in termini della corrispondente f.g. Gx ¢ , ovvero si ha

GXlﬂl (t)GXzﬁg (t) = GX1+X2791+92 (t) >

per ogni 6,6, € ©. Si osservi che il vettore di parametri 6 pud non comprendere l'intero insieme di
parametri che caratterizzano la legge in questione, ma soltanto il sottoinsieme di parametri rispetto ai
quali si vuole verificare l'additivita. In questo caso, i rimanenti parametri devono invece essere
costanti.
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e Esempio 7.5.1. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Normale N (i, c?). In questo caso, si
pone 6 = (p1,02)" con © = R x 0, 0o[. La legge risulta additiva rispetto al vettore di parametri 6, in
quanto dall'Esempio 7.3.5 si ha

2

: 1.2 42 1.2 42
px, t—50% t° iux,t—50%.t° o
! 7N : S - - ¢X1 +X2,01 +02 (t) s

e i(uxl+uX2)t—%(a§(1+a§(2)t

(IOX],H] (t)(ngﬁg (t) =e e

ovvero, in altri termini, la legge della somma di due v.a. indipendenti, rispettivamente con legge
Normale N (pex,, 0%,) € N (px,, 0%, ), ¢ Normale N (px, + pix,, 0%, + 0%,)- d

e Esempio 7.5.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Gamma G(0, b, k). In questo caso, si
pone 6 = k con © = |0, 00|, ovvero si vuole verificare 1'additivita rispetto al parametro k& e non al
parametro b. La legge ¢ additiva rispetto a 6, in quanto tenendo presente I'Esempio 7.1.7 si ha

PX1,0 (t)SOXz,GQ (t) = (1 - ibt)_kl (1 - ibt)_k2 = (1 - ibt)_(k]+k2) = ©X 1+ Xy,0,+6, (t) .

Dunque, la legge della somma di due v.a. indipendenti, rispettivamente con legge Gamma G (0, b, k) e
G(0,b, k), ¢ Gamma G(0, b, ki + ko). In particolare, se la legge della v.a. X & Chi-quadrato x?2, dalla
precedente espressione con b = 2 € k = 7, la legge risulta additiva rispetto al parametro n. Dunque, la
legge della somma di due v.a. indipendenti, rispettivamente con legge Chi-quadrato X?L] e Xiga ¢ Chi-
quadrato X?L] +n,+ S1 0sservi infine che I'additivita non vale per il parametro di scala b. In effetti, se si
considera il vettore di parametri § = (b, k)T con © = 0, 0o[ x ]0, o0, si ha

¢X1,91(t)§0xz792(t) = (1 - ib1t>7kl(1 - ib?t)ikQ 7& ¢X1+X2791+92(t) - (1 - l(bl + bQ)t)i(lier) .

In altre parole, la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge
Gamma G(0, by, k1) e G(0, b, k2), non € Gamma G(0, by + by, k1 + ka). O

e Esempio 7.5.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale B(n, p). In questo caso, si
pone = n con © = {1,2,... }, ovvero si vuole verificare I'additivita rispetto al parametro n e non al
parametro p. La legge risulta additiva rispetto a n, in quanto tenendo presente 'Esempio 7.2.1 si ha

Gx,0,(t)Gx,0,(t) = (¢ +pt)" (¢ + pt)™ = (¢ + pt)" ™™ = Gx,4x,0,40,(t) -

Quindi, la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge Binomiale
B(ny,p) e B(ny, p), € Binomiale B(ny + n2, p). Risulta immediato verificare che 1'additivita non vale
per il parametro p. Dunque, se si considera il vettore di parametri 0 = (n, p)T con © = Z* x |0,1], la
legge non risulta additiva rispetto a 6. O

e Esempio 7.5.4. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P()). Si pone § = A con
© =0, 00[. La legge risulta additiva rispetto al parametro A, in quanto tenendo presente 1'Esempio
7.2.2siha

GXMGI (t)GX2702 (t) = e)\] (t_l) e)\Z(t_l) = e()\]+/\2)(t_1) = GX]+X2761+92 (t) *

Dunque, la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge di Poisson
P(A1) e P(Aa), € Poisson P(A; + \a). O

e Esempio 7.5.5. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale Negativa BA/ (k, p). Si pone
0 = k con ©® = Z*, ovvero si vuole verificare I'additivita rispetto al parametro k e non al parametro p.
La legge risulta additiva rispetto a , in quanto tenendo presente 1'Esempio 7.2.3 si ha

p ki D ko D k1+ks
GXlﬂl (t)GXz,HQ(t) = <—> (—) = <—> = GX1+X2791+92 (t) ’

1—qt 1—qt 1—qt
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ovvero si ha che la legge della somma di due v.a. indipendenti, distribuite rispettivamente con legge
Binomiale Negativa BN (k1, p) e BN (ks, p), ¢ Binomiale Negativa BN (k; + k2, p). In modo analogo
alla legge Binomiale, risulta inoltre immediato verificare che I'additivita non vale per il parametro p.
Dunque, se si considera il vettore di parametri 6 = (k,p)! con © = Z x ]0, 1|, la legge non ¢&
additiva rispetto a 6. O

Definizione 7.5.2. Si consideri la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P). Lav.a. X e

la rispettiva legge sono dette infinitamente divisibili se per ogni n = 1,2,... si ha X £ > o1 Xk,
dove (X1,..., X,)T ¢ un v.v.a. indipendenti e ugualmente distribuite. O

Tenendo presente la proprieta di unicita della f.c., la Definizione 7.5.2 puo essere data in modo
alternativo utilizzando la f.c. In questo caso, se la v.a. X possiede f.c. oy, mentre px ¢ la f.c. comune
alle componenti marginali del v.v.a. (X1,...,X,)", allora la v.a. X ¢ infinitamente divisibile se per
ognin =1,2,... siha

px(t) = px, ()" .

Nel caso in cui la v.a. X ¢ discreta a valori su S C N, una analoga definizione puo essere data in
termini della f.g., nel senso che la precedente condizione ¢ equivalente a

Gx(t) = Gx, (t)" .

Per una v.a. infinitamente divisibile vale inoltre la seguente Proposizione.

Proposizione 7.5.3. Data la v.a. X definita sullo spazio probabilizzato (2, F, P), se la v.a. X é
infinitamente divisibile, anche la trasformata’Y = a + bX, dove a,b € R, é infinitamente divisibile.
Dimostrazione. Tenendo presente la Proposizione 7.3.3, si ha

iat

py (1) = " px (bt) = € o, (b)" = (e7 px, (b1))"
da cui segue che Y £ Yori (%4 bX}), ovvero lav.a. Y ¢ infinitamente divisibile. d

In generale, dalla precedente Proposizione, ¢ immediato verificare che, se una legge ridotta ¢
infinitamente divisibile, lo ¢ anche la relativa legge con parametro di posizione e di scala. Dunque, ¢
sufficiente verificare che legge ridotta sia infinitamente divisibile per concludere che la legge con
parametro di posizione e di scala ¢ a sua volta infinitamente divisibile.

e Esempio 7.5.6. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Normale N (0, 1). Dal momento che per
ognin=1,2,... siha
1 1 42

t _ *§t2_ *ﬁtz n_ t?’l
@X()_e = \€ _SDXn() ’

la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge Normale N(0,1) ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge Normale A (0,n~!) per ogni

n =1,2,.... In base alla Proposizione 7.5.3 ¢ inoltre sufficiente verificare che legge Normale ridotta
N(0,1) ¢ infinitamente divisibile per concludere che la legge Normale N (i, 0?) & a sua volta
infinitamente divisibile. O

e Esempio 7.5.7. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Gamma ridotta G(0, 1, k). Dal momento
cheperognin =1,2,... siha

px(t) =1 —it) ™" = ((1—it) )" = px,1)",
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la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge Gamma ridotta G(0, 1, k) ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge Gamma G(0, 1, %) per ogni
n=12,.... O

e Esempio 7.5.8. (Legge Stabile) Si consideri una v.a. X con f.c.

(:OX(t) - e—|t|” >
dove « € ]0,2]. La legge associata alla v.a. X ¢ detta legge Stabile simmetrica di parametro « e,
ovviamente, contiene come casi particolari la legge ANV(0,2) per o = 2 (si veda 1'Esempio 7.1.6) ¢ la
legge di Cauchy ridotta per o = 1 (si veda I'esempio 7.1.9). Dal momento che per o € ]0, 2] si ha

o 0 u 1
/ |<,0X(t)\dt:/ el dt:2F(1+a> < 00,

sulla base del Teorema 7.1.10 la v.a. X ¢ assolutamente continua. La d.p. della v.a. X non puo essere
ottenuta in forma chiusa, eccetto che per i due casi particolari precedentemente citati. Inoltre, tenendo
presente la Proposizione 7.1.6, E[X] non ¢ definito se a € ]0, 1], mentre esiste finito E[X] ma non
E[X?] sea € |1,2[. Ovviamente, i momenti di ogni ordine esistono finiti se & = 2. Dal momento che
per ogni legge della famiglia si ha

e _ 7% et
px(t) = = (e ) =gy, ()",

la legge Stabile simmetrica ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge Stabile
simmetrica di parametro « ¢ equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti del tipo n=a Xy,
k=1,...,n,dove la legge di ogni v.a. X}, ¢ ancora Stabile simmetrica di parametro a. (|

e Esempio 7.5.9. Si consideri la v.a. X distribuita con legge Binomiale 5(m, p). Dal momento che si
ha

Gx(t)=(g+pt)" = ((g+pt)")",

la legge ¢ infinitamente divisibile solamente se m ¢ multiplo di n. Dunque, la legge Binomiale non ¢
infinitamente divisibile. O

e Esempio 7.5.10. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Poisson P()\). Dal momento che si
ha

GX(t) — e)\(t—l) — (e%(t—l))n — G}(ﬂ@)n ,

la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X distribuita con legge di Poisson P(\) ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge di Poisson P(%) per ogni
n=12,.... O

7.6. Riferimenti bibliografici

Lukacs (1970) ¢ una monografia sulle funzioni caratteristiche. I classici testi di Feller (1968, 1971)
trattano estesamente le funzioni generatrici e caratteristiche. Un testo piu recente sulle funzioni
caratteristiche ¢ Sasvari (2013). Wilf (2006) ¢ una monografia espressamente dedicata alle funzioni
generatrici. Sull'argomento si veda anche Petkovsek, Wilf e Zeilberger (1996) e Spivey (2019). Una
trattazione esauriente delle leggi infinitamente divisibili ¢ data in Sato (1999) e Steutel e van Harn
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(2004). Le leggi stabili sono estesamente considerate in Nolan (2020), Uchaikin e Zolotarev (1999) e
Zolotarev (1986).

7.7. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato ({2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.

Sezione 7.1

e Esercizio 7.1.1. Si consideri la v.a. Z con legge Normale ridotta A'(0, 1) e se ne determini la f.c.
Soluzione. Tenendo presente che la v.a. Z ¢ simmetrica rispetto all'origine e che la funzione seno ¢
dispari, dalla definizione di f.c. si ha

o0

wz(t) = E[cos(tZ)] = / cos(tz) p(z)dz .

—0o0

Differenziando i termini della precedente relazione ed effettuando una integrazione per parti tenendo
presente che

d
= 6(z) = — 2(2).

si ottiene
%@Z(t) = — /_OO sin(tz) z¢(z) dz = sin(tz) ¢(2)|~, — 15/_0<J cos(tz) p(z)dz = —tpy(t) .

Dunque, la precedente espressione fornisce una equazione differenziale con condizione iniziale data da
S : . . 1
©7(0) = 1, di cui si determina facilmente la soluzione ¢ (t) = e 2" . (|

e Esercizio 7.1.2. Si consideri la v.a. assolutamente continua X con f.c.

_ Y

px(t) = ( —) L nm(t).

™

Si determini la d.p. fx.
Soluzione. Si ha

/Z|¢X(t)|dt: /1(1—%)dt:w<oo.

Dal momento che la f.c. ¢ x ¢ una funzione pari, dal Teorema di Inversione di Lévy si ottiene
L [™ . |t] 1 [T |t] 1 — cos(mx)
= — Yl ——)dt=— cos(t l——)dt= ———=.
Jx(z) 27 /ﬂe ( 7r) 27 /ﬂ (te) ( i m2x?
La d.p. fx ¢ in effetti tale, in quanto fx(z) > 0 per ogni z € R ed inoltre

00 00 o0 fn2(TX 00 1
/fX($)de‘=/ 1_Ls(mj)al:ﬁ:/ de:l/ SmQ(x)dle.

2.2 2
0 o TT T) o T

Per una verifica probabilistica dell'integrale ffooo(smx(r))Qda: = m mediante l'uso delle f.c. si veda

I'Esercizio 7.3.5. O
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e Esercizio 7.1.3. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X5 con legge Normale ridotta A/(0, 1) e si
determini la f.c. dellav.a. Y = X7 X5.
Soluzione. Tenendo presente l'espressione della f.c. di una v.a. con legge Normale, si ha

(py(t) — E[eitX]Xg] — E[E[eitXng | XQ]] _ E[e_%t2X2]
Dunque, risulta
/OC —$t2a3 L i day = / Vi+t + 2 H1+?)a de _ 1 ,
—00 \/271' \/1+t2 \/1—{—152
dove si ¢ tenuto presente che la funzione integranda nell'ultimo integrale ¢ la d.p. relativa ad una v.a.

con legge Normale A/(0, (1 +¢%)71). O

e Esercizio 7.1.4. (Mistura di leggi rispetto al parametro di scala) Si considerino le v.a. indipendenti
X1 e Xy, rispettivamente distribuite con legge Normale ridotta N'(0, 1) e legge Esponenziale ridotta
G(0,1,1). Si determini la legge della v.a. Y = X14/2X5.

Soluzione. Tenendo presente l'espressione della f.c. di una v.a. con legge Normale, si ha

(,OY(t) — E[eitX“/QXg] — E[E[eitXlV?X? | XQ]] _ E[eftQXz] )
Dunque, risulta

1
14+

o o0 1
/_m\gpy(t)\dt— /_Ool+t2dt:7r<oo

e dal momento che la f.c. ¢y € simmetrica rispetto all'origine, la d.p. della v.a. Y ¢ data da

1 [ _ 1 1 [ 1 1
fy(y) — _/ e—lty dt = 2—/ cos(ty) — dt == e_M .
—00 ™)

o 1+ 2 . 1+ 2 2

o 2
pr()= [ et dn
0

Tenendo inoltre presente che

Si osservi che la v.a. Y si distribuisce con legge di Laplace. Inoltre, la legge puo essere considerata
come una mistura di leggi Normali rispetto al parametro di scala (dove il parametro di scala ¢
aleatorio). O

Sezione 7.2

e Esercizio 7.2.1. (Valori record, terza parte) Tenendo presente gli Esercizi 2.7.3 e 3.3.2, si consideri
la v.a. discreta X con f.p. data da

! ) 12, (z)

px(x) = m

e si determini la f.g. G'x. Si calcoli inoltre E[X] mediante la f.g.
Soluzione. Tenendo presente la serie logaritmica, si ha
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Inoltre, risulta

2 ’
da cui E[X] = lim,_; G\ (t) = oc. O

e Esercizio 7.2.2. (Legge Uniforme discreta) Si consideri la v.a. discreta X con f.p. data da

1

px () = N 1{17...7N}($) )

dove N € Z*, ovvero la v.a. X si distribuisce con legge Uniforme discreta su {1,...,N}. Si
determini la f.g. G x della v.a. X. Si calcoli inoltre E[X] e Var[X] mediante la f.g.

Soluzione. Tenendo presente le proprieta della serie geometrica, per ¢t # 1 la f.g. della v.a. X puo
essere espressa come

mentre Gx (1) = 1. Dunque, si ha

1= (N + 1)tV + NV
B N(1—t)2 ’

e quindi

Inoltre, risulta

2— NN+ DtV L4+ 2(N?2 — DtN — N(N — 1)tV

2y —
e quindi
N2 -1
E[X(X — 1)) = lim GY(t) = ——.
da cui
N% -1
X pu—
Var[ X] D

In questo esercizio sono state implicitamente dimostrate le due relazioni Y ,_,k = %n(n-i— 1) e
> pik? = gn(n+1)(2n + 1). Alla stessa maniera, con calcoli evidentemente sempre pit laboriosi,
si puo ottenere le espressioni di ) ,_ k* per s = 3,4, .... ]
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e Esercizio 7.2.3. (Mistura di leggi) Dato il v.v.a. (X,Y)T, si assuma che la legge condizionata della
v.a. X all'evento {Y = y} sia la legge di Poisson P(y). Inoltre, si assuma che la v.a. Y si distribuisca
con legge Esponenziale ridotta G(0, 1, 1). Si determini la legge della v.a. X.
Soluzione. Tenendo presente I'espressione della f.g. di una v.a. con legge di Poisson, la f.g. della
v.a. X ¢ data da
Gy (t) = E[E[t* | Y]] = E[e" V] = / D vy = 12
0

2—t 1-—1Ly¢°

Dunque, la v.a. X si distribuisce con legge Geometrica di parametro p = % In modo alternativo, la f.p.
della v.a. X pud essere ottenuta come

px(z) = / eV T ly(z)e Vdy = — 277! 1N(:)3)/ 2re P dy =2"""1y(x),
0 .CC' .CC' 0

ovvero si ha una conferma del precedente risultato. In generale, una mistura di leggi viene definita

come una legge con un parametro che a sua volta ¢ una v.a. con una ulteriore legge. Nel presente caso,

la legge Geometrica ¢ una mistura di leggi di Poisson il cui parametro si distribuisce con legge

Esponenziale ridotta. O

Sezione 7.3

e Esercizio 7.3.1. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X5 che si distribuiscono con la stessa legge

della v.a. X. Se ¢y ¢ la f.c. della v.a. X, si verifichi che la f.c. della v.a. Y = X; — X, ¢ data da
ey (t) = lpx ()]
Soluzione. La f.c. della v.a. Y risulta

ey (t) = E[e" )] = E[e"]E[e ] = oy (t)ox(— 1) .
Dalla definizione di f.c. si ha inoltre

px(t)px(—t) = (E[cos(tX)] +
= (E[cos(tX)] +
= E[cos(tX)]* +

1E[sin(tX)])(E[cos( — tX)] + 1 E[sin( — tX)]) d
iE[sin(tX)])(E[cos(tX)] — i E[sin(tX)])
E[sin(tX)]* = lox(t)].

e Esercizio 7.3.2. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Cauchy ridotta, ovvero la v.a. X
ammette d.p. data da

1

fX(x) = 7T(1+332> .

Si determini la f.c. ¢ x della v.a. X.
Soluzione. Dal momento che la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine, la f.c. puo essere espressa
come

o

1
t)=E t7)| = tr) ——<d
px(t) = Eleos(12)] = [ cos(te) ———rda
Al fine di calcolare il precedente integrale, si considerino due v.a. Y; e Y5 indipendenti con legge
Esponenziale ridotta e la v.a. differenza Y = Y; — Y5. Tenendo presente 1'Esercizio 6.8.1, la v.a. Y si
distribuisce con legge di Laplace ridotta e dunque si ha
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1

ry) =5 e .

Inoltre, risulta @y, (t) = @y, (t) = (1 —it) ! e, sulla base dell'Esercizio 7.3.1, la f.c. della v.a. Y ¢ data
da py(t) = (1 + t*)~!. Dal momento che

o o 1
/ Iwy(t)ldtz/ dt = < oo,

- o 1+t2

dal Teorema di Inversione si ottiene un'ulteriore espressione per fy data da
| T | 1 / T 1
= — e ——dt = — cos(ty) —— dt,

ovvero si ha

o 1
e dt =M
/_OO cos(ty) T+ 1) dt =e V.
Quindi, si deve concludere che @ (t) = eIt d

e Esercizio 7.3.3. Si consideri la v.a. X distribuita con legge di Cauchy ridotta descritta nell'Esercizio
7.3.2. Se le v.a. X7 e X5 sono distribuite con la stessa legge di X e sono v.a. tali che {X; = X5} q.c.,
st verifichi che

(;OXHrXQ(t) = PX (t)SDXQ(t) .

Soluzione. Ovviamente, le v.a. X; e X5 non sono indipendenti. Dall'Esercizio 7.3.2 la f.c. della v.a.
X risulta px(t) = e *l. Dal momento che X; + X, £V doveY = 2X, si ha

=20t —

PX14+X, (t) = (py(t) = (pX<2t) =€ X, (t)SOXz (t) :

Dunque, la f.c. della somma di due v.a. puo essere identica al prodotto delle f.c. delle v.a., anche se
queste non sono indipendenti. O

e Esercizio 7.3.4. Si consideri la v.a. X con legge di Laplace ridotta descritta nell'Esercizio 6.8.1. Se
inoltre (X1,..., X,,)T € un v.v.a. con componenti indipendenti e con la stessa legge di X, si determini
laleggedellava. Y = >/ _ | Xyl

Soluzione. Posto Z = | X|, dal momento che la v.a. X ¢& simmetrica rispetto all'origine, allora
risulta

fz(2) = 2fx(2) Ljpo(2) = €7 19 5((2) ,

ovvero la v.a. Z si distribuisce con legge Esponenziale ridotta. Dal momento che si ha
wz(t) = (1 —it)"!, allora

py(t) = @z(O)" = (1 —it)™",
ovvero la v.a. Y si distribuisce con legge Gamma ridotta G(0, 1, n). O
e Esercizio 7.3.5. (Legge Triangolare, terza parte) Si consideri la v.a. X distribuita con la legge

Triangolare descritta nell'Esercizio 3.7.1. Sulla base delle proprieta di questa legge e mediante I'uso
della f.c. si verifichi che
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00 s a2
/ sin 2(:13) do —
T

Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 3.7.2, si ha X = %Y, dove Y ¢ una v.a. data dalla somma
di due v.a. che si distribuiscono come una v.a. Z con legge Uniforme su | — 1, 1[. Dal momento che

bl 1 /! in(t
goZ(t):/ e‘tzgdz:g/ cos(tz)dzzsm(),

1 1 t

sin?(t)

allora si ha gy (t) = >3

e quindi

Inoltre, essendo
00 o0 sin2 t 00 32 t 00
/ \¢X(t)|dt:/ (2522) dt:2/ 5”12( ) at < 2/ min(1,t2)dt = 8 < oo,
—00 —00 2 —00 —00

dal Teorema di Inversione si ottiene un'ulteriore espressione per fx data da

1>~ . sin®($) 1 [ sin* (%) 1 [ sin®(t)
= — wr 27 = — = — 2
fx(x) - /_Oce BE dt o | cos(tx) Bk dt 7T/—oo cos(2tx) " dt ,

N[+

ovvero, tenendo presente 1'Esercizio 3.7.1, si ha

1 [ sin?(t)
1— 1._ = = 2t dt .
(1=l Bysa) = = [ cos(eta) =
Ponendo x = 0 nella precedente espressione si ha 1'integrale desiderato. O

e Esercizio 7.3.6. Si considerino le v.a. indipendenti X; e X, tali che X si distribuisce con legge
Uniforme su [ — 1, 1], mentre X, ¢ una v.a. discreta con f.p. data da

1
px, (x2) = 2 1 q1y(22) .

Si determini la legge dellav.a. Y = X7 + Xo.
Soluzione. La f.c. della v.a. X; ¢ data da ¢y, (t) = Smt(t), mentre la f.c. della v.a. X, & data da
¢x,(t) = cos(t). Dunque, la f.c. della v.a. Y risulta

sin(t)cos(t)  sin(2t)

pr(t) = ox (Dpm(t) = T = B0

da cuirisulta Y £ 2X 1. Dunque, la v.a. Y si distribuisce con legge Uniforme su [ — 2, 2]. O

e Esercizio 7.3.7. (Identita di Wald) Si consideri la v.a. X = Zkylek, dove Y ¢ una v.a. discreta a
valori su N tale che E[Y] < oo, mentre le Z;, sono v.a. indipendenti con la medesima legge della v.a.
Z, dove E[Z] < co. Inoltre le v.a. Z; sono indipendenti dalla v.a. Y. Si verifichi che risulta
E[X] = E[Y]E[Z].

Soluzione. Si ha

px(t) = E[¢"i17%) = E[E[e"+% | Y]] = Elpz(t)"] = Gy (p2(1)) .
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Dunque, dalla precedente relazione risulta

da cui
E[X] =i ol (0) = i 'GY (92(0))py ) (0) = G (1) i1} (0) = E[Y]E[Z] .

L'identita prende il nome dal matematico e probabilista ungherese Abraham Wald (1902-1950), che ha
introdotto le tecniche di statistica sequenziale. O

Sezione 7.4

e Esercizio 7.4.1. (Legge di Poisson composta) Si consideri la v.a. Y con legge di Poisson P()\) e la
v.a. discreta Z con f.p.

z

1 q

P2(2) = ~igi=g) =

1{1,2,...}(Z) )
dove ¢ € ]0, 1[. Si determini la legge relativa alla v.a. X = Z,Lle, dove le Zj; sono v.a. indipendenti
con la medesima legge della v.a. Z.

Soluzione. Tenendo presente 1'Esempio 3.3.1, si osservi che la v.a. Z si distribuisce con legge
Logaritmica di parametro q. La f.g. della v.a. Z ¢ quindi data da

N 1 ¢\ 1
Gz(t) =Dt (‘ og(1 — ¢) ?> = " logll—q)

z=1

(gt)° _ log(1 —qt)
z log(1—gq)

Nk

Il
_

z

Dal momento che X ¢ la somma di v.a. indipendenti con la medesima legge e un numero aleatorio di
addendi distribuito con legge di Poisson, la f.g. della v.a. X ¢ data da

Gx(t) = E[f=1%] = E[E[Z1% | Y]] = E[G4(1)Y] = Gy (G2(1)) ,

da cui

D S k
Glt) = BT <_1 4 ) R ( P ) ,

1—qt 1—qt

A
~ log(p)
legge Binomiale Negativa BN (k, p). La legge Binomiale Negativa ¢ quindi una distribuzione di

Poisson composta, ovvero ¢ la legge della somma di v.a. indipendenti e ugualmente distribuite con
legge Logaritmica e con un numero aleatorio di addendi distribuito con legge di Poisson. (|

dovesiepostop=1—qgek = . Si deve dunque concludere che la v.a. X si distribuisce con

e Esercizio 7.4.2. (Legge di Poisson composta, seconda parte) Si consideri la v.a. X tale che
X = Zkylek, dove la legge della v.a. Y ¢ Poisson P(\), mentre le Z; sono v.a. indipendenti con
legge di Bernoulli B(1, p). Si determini la legge della v.a. X.

Soluzione. In modo simile all'Esercizio 7.4.1, tenendo presente l'espressione della f.g. di una v.a.
con legge di Bernoulli B(1, p), si ha

Gx(t) = Gy(Gz(t)) = Gy (1 — p+ pt) = P71

Dunque, si deve concludere che la v.a. X si distribuisce con legge di Poisson P(pA). O

e Esercizio 7.4.3. (Formula di Waring) Si dimostri mediante I'uso delle funzioni generatrici la
formula di Waring introdotta nell'Esercizio 2.2.1.
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Soluzione. Assumendo le notazioni dell'Esercizio 2.2.1, sia Y = ZZ:1X i, dove X =1p,.
Evidentemente, il v.v.a. (X1, ..., X,,)T possiede componenti marginali che sono v.a. non indipendenti
con legge di Bernoulli di parametro P(FE)) = E[1g,| = E[X}]. La f.g. della v.a. X}, ¢ quindi data da

Gx,(t) =1 —E[Xi] + E[Xi|t = E[1 + (t — 1) X}]
e quindi la f.g. della v.a. Y risulta
Gy(t) =E[JJQ+(t-DX)=EL1+>_ >  (t-D"X;...X;].
k=1 k=1 1<j1<...<jp<n
Tenendo presente che E[X,... X, | = P(E; N... N Ej,), si ha dunque
Gy(t)=1+> (=1 > PE;N...NE)=1+) (t—1)FS,.
k=1 1<j1<...<jp<n k=1

Dal momento che

Si osservi che
P(U Ek) =1—py(0) =) (=18,
k=1 k=1

ovvero si € anche ottenuto una ulteriore dimostrazione della Formula di Inclusione ed Esclusione. O

Sezione 7.5

e Esercizio 7.5.1. Si consideri la v.a. X con legge di Cauchy descritta nell'Esercizio 7.3.2 e si
verifichi che ¢ infinitamente divisibile.
Soluzione. Tenendo presente 1'Esercizio 7.3.2, perognin = 1,2, ... siha

ex(t) = = () = px®)",
dove per le proprieta della f.c. la v.a. X,, ammette d.p. data da

fx,(z) =

n
(14 n22?)

Dunque, la legge ¢ infinitamente divisibile. In altri termini, una v.a. X con legge di Cauchy ¢
equivalente in legge alla somma di n v.a. indipendenti con legge di Cauchy con parametro di scala pari
an~!perognin=1,2,.... O

e Esercizio 7.5.2. (Legge di Poisson composta, terza parte) Si consideri la v.a. X tale che
X = Zkylek, dove la v.a. Y si distribuisce con legge di Poisson P(\), mentre le Z; sono v.a.
indipendenti con la stessa legge della v.a. Z. Si verifichi che la v.a. X ¢ infinitamente divisibile.
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Soluzione. Tenendo presente I'espressione della f.g. della v.a. Y, la f.c. della v.a. X ¢ data da
px(t) = B[] = E[B[e™% | Y]] = Elp, (1)"] = Gy (pz(1) = P20
Dunque, la v.a. ¢ infinitamente divisibile dal momento che perognin = 1,2, ... si ha
ox(t) = (e%(sf)z(t)*l))n — ox ()"

dove X, = Zzlle e la legge della v.a. Y,, & Poisson P(2).
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Convergenze

8.1. Convergenza in legge

Un insieme numerabile di v.a. (X, Xo,...) ¢ detta successione di v.a. e viene indicata con la
notazione (X,,),>1. Se la successione viene indicizzata come (Xy, X1, ... ), si adotta eventualmente la
notazione (X, ),>0. Dal momento che alla successione (X,),>1 € associata la corrispondente
successione di fr. (FXx, ),>1, risulta interessante definire il concetto di convergenza per una
successione di f.r. Formalmente, la cosiddetta convergenza in legge ¢ data nella seguente definizione.

Definizione 8.1.1. Se (X,,),>1 ¢ una successione di v.a., a cui corrisponde la successione di fir.
(Fx, )n>1, si dice che la successione di v.a. converge in legge (o in distribuzione) alla v.a. X con fir.
Fx se per ogni x tale che AFx(z) = 0siha

lim Fy (z) = Fx(z)

. c
e si scrive X;,, — X pern — oc. O

In pratica, la definizione di convergenza in legge implica che la fr. della v.a. X,, converga
puntualmente a quella della v.a. X per ogni = per cui Fx & continua. Si osservi inoltre che la
convergenza in legge non richiede che le v.a. della successione e la v.a. X siano definite su uno stesso
spazio probabilizzato. In effetti, la condizione della Definizione 8.1.1 riguarda solamente le fir. e
introduce la cosiddetta convergenza debole della successione di fir. (Fx, ),>1 alla fr. Fx. Data la
biunivocita esistente fra legge e fr. di una v.a., se (Px,),>1 denota la successione di leggi
corrispondente alla successione di fir. (Fx, ),>1 € se Px ¢ la legge relativa alla f.r. Fx, la convergenza
debole puo essere anche definita mediante la condizione

per ogni B € B(R) la cui frontiera (ovvero l'insieme di punti di discontinuita di 15) ha probabilita
nulla secondo Py.

Nel caso in cui la v.a. X sia degenere e tale che P(X = c¢) = 1, allora si ha Fx(z) = 1| () €
Fx & continua per « # c. Dunque, la condizione della Definizione 8.1.1 si riduce a

lim Fy, (37) = 1[(:,00[(37)

per ogni x # c. In questo caso, con un leggero abuso in notazione generalmente adottato nei testi di

. s . . c
Teoria della Probabilita, la convergenza in legge viene denotata come X,, — ¢ per n — oo.

e Esempio 8.1.1. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con
legge Beta ridotta BE(0,1,1 + n~1, 1). Tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.9, si ha

Fy, (z) = x' Lig1(w) + L o)
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da cui

117?'1 FXn (aj) =z 1}071[(33) + 1[1700[(%) '

Dal momento che la precedente espressione fornisce la fir. di una v.a. X con legge Uniforme su |0, 1],

allora si ha X, £ x per n — oo. O

e Esempio 8.1.2. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con
legge Uniforme su [ — n !, n~!]. Tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.9, si ha
nr+ 1

FXW (33) = 5 1[,n71_/n71](:17) + 1}n71730[(13) R

da cui
) 1
lim F, (x) = 3 Lioy () + Lo () -

Risulta immediato verificare che la precedente espressione non costituisce una fir. Tuttavia, si
consideri la v.a. degenere X concentrata sullo 0 e che possiede fir. data da Fx(z) = 1)y [(z). Dal

momento che lim, Fx, (x) e Fx(x) coincidono per ogni x # 0, allora si ha X, £ 0 per n — oo. O

e Esempio 8.1.3. Sia (Z,),>1 una successione di v.a. indipendenti definite sullo stesso spazio
probabilizzato (2, F, P) e tale che la v.a. Z,, si distribuisce con legge Esponenziale ridotta G(0, 1,1)
per ogni n. Inoltre, si consideri la successione di v.a. (Y},),>1, dove Y, = max;<x<,Z;. Tenendo
presente 1 risultati della Sezione 6.8, dall'assunzione di indipendenza si ha

Fy,(z)=P(max Z, <z) = P(Z1 < x,...,Z, <z) = [ [ P(Z < x)

n < <
1<k<n et}

n

=[[Fa@) =] -e ") 1guqz) = (1 —e )" L ().
k=1

k=1
Si consideri l'ulteriore successione di v.a. (X,,),>1, con X,, = Y,, — log(n). In questo caso, si ha

Fx () = P(X, <z)=P(Y, —log(n) <z) = P(Y, <z +log(n))

- FYn (33 + log(n)) - (1 - efxflog(n))n 1]710g(n),oo[($) = (1 -

e—,’L‘

n ) 1]710g(n)7oo[($) >

da cui

n

lim Fy (z) = lim <1 . ) 1) tog(n) ool (T) = €7
n n ’

La precedente espressione fornisce la f.r. di una v.a. X con legge di Gumbel ridotta (si veda I'Esempio

D L . . .
6.6.1) e quindi si ha che X,, — X per n — oco. In altre parole, la successione delle f.r. relative ai
massimi (“centrati” con un opportuno parametro di posizione) di n v.a. indipendenti con legge
Esponenziale ridotta converge alla fir. relativa ad una legge di Gumbel ridotta. O

I prossimi Teoremi risultano fondamentali per ottenere la convergenza in legge mediante la
convergenza delle f.c. o delle f.g. In effetti, dal momento che la f.c. o la f.g. determinano in maniera
univoca la fir. di una v.a., ¢ naturale aspettarsi che la convergenza in legge si possa stabilire tramite la
successione delle f.c. o delle f.g.
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Teorema 8.1.2. (Teorema di Lévy) Se (X,,),>1 € una successione di v.a. a cui corrisponde la

L
successione di f.c. (px,)n>1 € se X é una v.a. con f.c. px, allora X, — X per n — oo se e solo se
limpy, (t) = px(?)

perognit € R.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.349). O

Si osservi che, nel caso in cui la v.a. X sia degenere € concentrata su c, allora si ha oy (t) = €', e
la condizione del Teorema di Lévy si riduce alla condizione

ict

limpx (t) =e
perognit € R.

e Esempio 8.1.4. Sia (Z,,),>1 una successione di v.a. tale che la v.a. Z, si distribuisce con legge Chi-
quadrato x?2. Tenendo presente che dalla Sezione 6.8 risulta E[Z,,] = n e Var[Z,,] = 2n, si consideri la

successione di v.a. standardizzate (X,,),>1, dove X, = Z\/;—: Dunque, dall'Esempio 7.1.7 e dalla

log(px. (£) = — \/g it — glog (1 - \/g it) :

Inoltre, dalle proprieta dell'espansione in serie della funzione logaritmica in campo complesso, per
ogni ¢ € C tale che |¢| < 1 risulta

Proposizione 7.1.5 si ha

1
log(l+c¢)=c— 502 + o(c?),

/2 /2 ¢
10g<1— —it) = —y/=it+—+o(n").
n n n

log(ix, (1) = — 5 +no(n™),

da cui

Dunque, si ha

da cui
. 142
limpx, (t) = e '
n )
Risulta immediato riconoscere che la precedente espressione ¢ la f.c. relativa a una v.a. X con legge

Normale ridotta NV (0, 1) e percio si ottiene infine che X, L x per n — oo. O

¢ Esempio 8.1.5. Analogamente all'Esempio 8.1.4, si consideri la successione di v.a. (Z,,),>1, tale che
la v.a. Z, si distribuisce con legge Chi-quadrato x2. Si consideri inoltre la successione di v.a.
(X,))n>1, dove X,, = n~1Z,. Tenendo presente 'Esempio 7.1.7, si ottiene

1
2it\ 2"

n



208 Convergenze

Dunque, si ha
limpy (t) = e .
n
Dal momento che la precedente espressione fornisce la f.c. di una v.a. degenere X concentrata sul

valore 1, risulta dunque X, £ per n — oo. O

e Esempio 8.1.6. Si consideri la successione di v.a. (Z,),>1 tale che la v.a. Z, si distribuisce con
legge di Poisson P()\,). Inoltre, (\,),>1 € una successione per cui A\, — oo per n — oo. Dalla

Sezione 6.2 si ha E[Z,] =\, e Var[Z,] = \,, e quindi si consideri la successione di v.a.

standardizzate (X,,),>1, dove X, = % Dunque, dall'Esempio 7.1.2 e dalla Proposizione 7.1.5 si

A
ha
log(x, (£)) = A e?m — X, — \/Anit.

Inoltre, dalle proprieta dell'espansione in serie della funzione esponenziale in campo complesso, per
ogni ¢ € Crisulta

, 1
e‘:1+c+§c2+0(02),

da cui

Dunque, si ha

t2
log(ipx, () = — &+ Mor7)

da cui
limepyx (t) = e 2t
n
La precedente espressione fornisce la f.c. relativa a una v.a. X con legge Normale ridotta A/(0,1) e

quindi si ha infine che X, £ x per n — oo. O

Teorema 8.1.3. Se (X,,),,>1 € una successione di v.a. discrete a valori su S,, C N a cui corrisponde
la successione di f.g. (Gx,)n>1 € se X é un'ulteriore v.a. discreta a valori su S C N con f.g. Gx,

L
allora X,, — X per n — oo se e solo se

lim GXn (t) = G)((t)

perognit € [0,1].
Dimostrazione. Si veda Gut (2005, p.240). O

e Esempio 8.1.7. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con
legge Binomiale B(n, p,). Inoltre, la successione (p,),>1 € tale che l'ulteriore successione (np,),>1
converge alla costante A € |0, co[. Tenendo presente 'Esempio 7.2.1, si ha

npn(t—l))"_

Gx, (1) =1 —py+pt)" = (1+ -
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Dunque, si ha

lim Gy (t) = MY

La precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X distribuita con legge di Poisson P(\) e dunque

L . .- s .
X, — X per n — oo. Questo risultato ¢ in effetti gia noto dalla Sezione 6.2. O

e Esempio 8.1.8. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con
legge Binomiale Negativa BN (n, p,). Inoltre, la successione (p,),>1 € tale che l'ulteriore successione
(n4),>1, dove ¢, = 1 — p,, converge alla costante A € ]0, co[. Tenendo presente 1'Esempio 7.2.3, si

Dn
n an -n
D n(1—1)
Gx (1) = (1)
x,(t) (1—qnt> <+ -

ha
lim Gy, (t) = MY

Dunque, si ha

Dal momento che la precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X con legge di Poisson P(\), si

ha X, 5 X per n — oo. Questo risultato ¢ in effetti gia noto dalla Sezione 6.3. O

Teorema 8.1.4. (Teorema della trasformata continua) Sia (X,,),>1 una successione di v.a. e X
L R . . .
una v.a. tale che X,, — X per n — o0o. Se g: R — R ¢ una funzione continua, allora si ha

L
9(Xy) — g(X) per n — oc.
Dimostrazione. Posto Y,, = g(X,,) e Y = g(X), tenendo presente il Lemma di Fatou (Teorema
A.7), si ha

lim gy (t) = limE[e'?"] = E[lim "] = E[e"] = oy (1)

n

e la tesi segue dal Teorema 8.1.2. (|

e Esempio 8.1.9. Analogamente all'Esempio 8.1.4, si consideri la successione di v.a. standardizzate
(X3)n>1 dove X, = Z\%—:, mentre la v.a. Z,, si distribuisce con legge Chi-quadrato X%- Nel medesimo

Esempio ¢ stato verificato che X,, — X per n — oo, dove la v.a. X si distribuisce con legge Normale
ridotta A/ (0, 1). Tenendo presente quanto detto nella Sezione 6.8, se si considera la funzione continua

. c o
g: x> 22, allora risulta X2 = Y per n — oo, dove la v.a. trasformata Y = X? si distribuisce con
legge Chi-quadrato x?. O

8.2. Convergenza in probabilita

Un secondo concetto di convergenza, detto convergenza in probabilita, viene introdotto nella
seguente definizione.

Definizione 8.2.1. Se (X,),>1 ¢ una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), allora si dice che la successione converge in probabilita alla v.a. X, definita sul medesimo
spazio probabilizzato, se per ogni € > 0 si ha
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limP(| X, — X|>¢)=0

. P
e si scrive X,, — X pern — oc. O

In pratica, la definizione di convergenza in probabilita richiede che la probabilita dell'evento che si
realizza quando le v.a. X,, e X differiscono tenda a 0 per n — oco. Nel caso in cui la v.a. X sia
degenere e tale che P(X = ¢) = 1, allora la condizione della Definizione 8.2.1 si riduce a

limP(|X,, —¢c| >¢)=0

e con un abuso in notazione quasi universalmente adottato nei testi di Teoria della Probabilita, la

: deex P : :
convergenza in probabilita viene denotata con X, — ¢ per n — oo. Infine, si osservi che nel
linguaggio della Teoria della Misura questo tipo di convergenza ¢ in effetti la cosiddetta convergenza
in misura.

e Esempio 8.2.1. Data la v.a. X con legge Normale ridotta A(0, 1), si consideri la successione di v.a.
(X,)n>1 tale che X, = (1 —n~1)X. Si vuole verificare che la successione di v.a. converge in
probabilita alla v.a. X. Dal momento che

P(|X,—X|>e)=1-P(|X,— X| <e)=1-P(|X]| < ne)
ne 1 .
=1 —/ e dz = 2 —2®(ne),

—ne 27

allora si ha

limP(| X, — X| >¢) =2—-21lim®(ne) =0

¢ quindi X, L x per n — oo. O

e Esempio 8.2.2. Data la v.a. Z con legge ridotta di Cauchy (si veda I'Esempio 4.1.4), si consideri la
successione di v.a. (X,),>1 tale che X, = n~'Z. Si vuole verificare che la successione di v.a.
converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata su 0. In effetti, si ha

P(|X,| >¢)=1-P(|X,| <e)=1-P(|Z| < ne)
ne 1 2
:1—/ —————dz=1— —arctan(ne) ,

—ne T(1 4 2%) m
da cui
: 2.
lim P(|X,,| >¢) =1— —limarctan(ne) =0
n T n
e quindi X, 20 per n — oo. O

La seguente Proposizione fornisce la condizione sufficiente per la convergenza in probabilita ad
una v.a. degenere.

Proposizione 8.2.2. Sia (X,),>1 una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P). Se esiste un 6 > 0 per cui si ha

limE[| X, —¢|’] =0,
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allora X, LA ¢ per n, — oQ.
Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6), per € > 0 si ha
E[|1 X, — c|’]

E
P(|X,—c|>¢e)=P(X, —c|’ > < [ =

e quindi dall'ipotesi fatta risulta lim,, P(| X,, — ¢| > ¢) = 0. O

Dal momento che E[(X,, — ¢)?] = Var[X,,] + (E[X,,] — ¢)?, si osservi che per § = 2 la condizione
data nella Proposizione 8.2.2 ¢ equivalente alle condizioni lim,E[X,,] = ¢ e lim, Var[X,,] = 0.

e Esempio 8.2.3. (Legge dei Grandi Numeri di Bernoulli) Si consideri la successione di v.a.
indipendenti (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con legge Binomiale 5(1,p) per ogni n.
Inoltre, si consideri la successione di v.a. (Z,),>1, dove Z, = n~1S, e S,, = >"}'_, X}.. Essendo

E[Z,] =E[X,] =p,
allora

E[(Z, — p)] = Var|Z,] = %Var[Xn] -,

da cui lim,E[(Z,, — p)?] = 0. Dunque, si pud concludere che Z, il p per n — oo. Dal momento che
n~1S, rappresenta la percentuale di successi in n esperimenti indipendenti dicotomici con probabilita
di successo pari a p (ovvero quando si considera lo schema delle prove ripetute, vedi Esempio 1.5.2),
allora il precedente risultato stabilisce che la percentuale di successi converge alla probabilita di
successo nel singolo esperimento. Questa particolare convergenza in probabilita costituisce in effetti la
Legge Debole dei Grandi Numeri di Jakob Bernoulli e sara analizzata nella sua forma generale in
questa Sezione. ]

La condizione della Proposizione 8.2.2 ¢ sufficiente, ma non necessaria, per la convergenza in
probabilita verso una v.a. degenere. In effetti, tale convergenza si pud verificare senza che
E[(X,, — ¢)?] converga verso zero. Ad esempio, questo pud accadere con successioni di v.a. che non
possiedono primo o secondo momento finito.

e Esempio 8.2.4. Si consideri la successione di v.a. discrete (X,,),>1, tale che la v.a. X, & a valori
sull'insieme S = {0,n} con legge essenziale P(X,=0)=1-n"! e P(X,=n)=n"' la
successione di v.a. (X,,),>1 converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata sullo 0. In effetti,
per e > nrisulta P(|X,| > ¢) = 0, mentre per £ < n si ha

1
P(IX,| > &) =1- P(X, =0) = -

Dunque, si ha lim, P(| X,,| > ¢) =0, da cui X, KR 0 per n — oo. Tuttavia, ¢ immediato verificare che
E[X?2] = n e quindi lim,,E[X?] = oco. Inoltre, si haE[X,] = 1, da cui ovviamente segue che

IimE[X,| =1,
ovvero la successione delle medie (E[X,,]),,>1 non converge verso 0. (|

e Esempio 8.2.5. (Legge di Pareto) Si consideri la v.a. assolutamente continua Z che ammette d.p.
data da

fz(x) = azfo‘*ll[l?oo[(z) ,
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dove a € ]0,00[. Si consideri inoltre la successione di v.a. (X,),>1, dove X, =n"1Z. Si vuole
verificare che per ogni a la successione di v.a. converge in probabilita ad una v.a. degenere
concentrata sullo 0. In effetti, si ha

ne
P(|X,|>e)=1-P(|X,|<e)=1—-P(|Z| <ne)=1 —/ az “tdz = (ne)™®,
1

da cui

lim P(|X,,| >¢) =lim(ne) =0

e quindi X, Lo per n — oo. Tuttavia, per « € ]0,2] risulta 1im,E[X?] = co. La legge ¢ stata
introdotta dall'economista Vilfredo Pareto (1848-1923). O

Le prossime Proposizioni riguardano il legame esistente tra la convergenza in probabilita e la
convergenza in distribuzione. Piu esattamente, si evidenzia che la convergenza in probabilita implica
la convergenza in distribuzione, mentre la proposizione inversa ¢ vera quando si ha la convergenza in
distribuzione verso una v.a. degenere.

Proposizione 8.2.3. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio

probabilizzato (2, F, P), se X, il X per n — oo allora si ha X, £ X pern — .
Dimostrazione. Se € > 0, allora risulta

Fy (z)=P(X, <z)=P{X, <z}n{|X, — X| <e})+ P{X, <z}n{|X, - X| >¢e})
<PH{X<z+4+ein{|X,—X|<e})+P(X,— X|>¢)
<P(X<z+e)+P(X,—X|>e).

Dalla definizione di convergenza in probabilita si ha lim,, P(|X,, — X| > ¢) = 0 e dunque

limsup, Fx, () < Fx(x +¢).
In modo analogo si ottiene

liminf, Fx (x) > Fx(x —¢).
Dal momento che ¢ ¢ arbitrario, per ogni x per cui F'x ¢ continua si ha

Fx(z) = 6111(1)1+ Fx(x —¢) <liminf, Fy (x) < limsup, Fx, (z) < 511%1 Fx(x +¢) = Fx(x),

da cui segue lim, Fy () = Fx(z), ovvero X, A X pern — oo. O

Proposizione 8.2.4. Data una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo spazio probabilizzato

P c
(Q, F, P), allora X,, — ¢ per n — o se e solo se X,, — ¢ per n — oc.
Dimostrazione. Sulla base della Proposizione 8.2.3 si deve dimostrare solo 1'implicazione inversa.
See > 0,siha

P(|Xy—c¢|>e)=1-P(|Xy—c|<e)=1-Fx,(ct+e)+ Fx,(c—¢) - P(Xy =c—¢)
<1—Fy(cte)+Fx,(c—g).

Dal momento che X, £ c per n — o0, ovvero lim, F, () = 1j, [(x) per ogni x # c, allora si ha
lim, Fx, (c+¢) =1elim,Fx, (c —e) = 0. Dunque, risulta
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lim(1 - Fx, (c+¢e)+ Fx,(c—¢)) =0,

. P
da cui segue che X,, — c per n — oc. O

e Esempio 8.2.6. Analogamente all'Esempio 8.1.5, si consideri la successione di v.a. (Z,,),>1, tale che
la v.a. Z, si distribuisce con legge Chi-quadrato X?N e la successione di v.a. (X,),>1, dove

. o . c
X,, = n"'Z,. Nel medesimo esempio & stato verificato che X,, — 1 per n — oo e dunque dalla

Proposizione 8.2.4 si ha anche X, L] per n — oo. (]

Si introducono di seguito alcuni risultati sulla convergenza per successioni di trasformate di v.a. In
particolare, viene dato il cosiddetto Teorema di Cramér-Slutsky, che prende nome dallo statistico
matematico svedese Harald Cramér (1893-1985) e dal probabilista ed economista russo Evgeny
Evgenievich Slutsky (1880-1948).

Teorema 8.2.5. (Teorema della trasformata continua) Date una v.a. X e una successione di v.a.
P
(X)) n>1 definite sullo stesso spazio probabilizzato (), F, P), se X, » X pern — ceg:R—Re¢e

P
una funzione continua, allora si ha g(X,,) — g(X) per n — oo.
Dimostrazione. Sia ¢ > 0 una costante per cui si ha P(|X|> c¢) < 36 con § > 0. Inoltre, dal
momento che g ¢ continua, allora per n abbastanza elevato esiste un 6 = §(¢) tale che

P(lg(Xn) — g(X)| > €) = P({[g(Xn) — g(X)[ > e} N{[X]| < ¢})
+ P({lg(Xn) = g(X)| > e} N {|X] > c})
o

)
SP(|Xn—X|>6)+P(|X|>C)§§+§:5,

da cui segue che g(X,,) 5 g(X) per n — oo. O

Teorema 8.2.6. (Teorema di Cramér-Slutsky) Si considerino due successioni di v.a. (X,)n,>1 e
(Y,,)n>1 definite sullo stesso spazio probabilizzato (2, F, P) e la v.a. X definita sul medesimo spazio

probabilizzato. Se X, i XeY, i c per n — oo, allora si ha

X, +Y, 5 X+¢,

XY, & eX
X, ¢ X
Y, i?’c%o’

pern — oQ.
Dimostrazione. Si dimostra la prima relazione. Per € > 0, si ha

Fx vy, (2) = P(Xn +Y, <)

PHX,+Y, <z}n{lY,—c|<e}l)+ PU{X,+ Y, <z}n{|Y, —c| >¢e})
PU{X,<z—c+e}n{|lYo—c| <e})+P(|Y,—c|>¢)
PX,<xz—c+e)+P(|Y,—c|>¢).

VAVAN|
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Dalla definizione di convergenza in probabilita si ha lim, P(|Y,, — ¢| > ¢) = 0 e dal momento che
X, A X, se (x — ¢ + €) € un punto di continuita per Fx, si ha

limsup, Fx v, () < Fx(x —c+¢).
In modo analogo, se (x — ¢ — &) ¢ un punto di continuita per Fx, si ottiene

liminf, Fx 4y, (z) > Fx(xr —c—¢).

Dal momento che € puo essere scelto in modo arbitrario e che 1'insieme dei punti di discontinuita di
Fx ¢ al pitt numerabile (Proposizione 3.2.6), per ogni (x — ¢) per cui F’x € continua si ha

lim Fy .y, (z) = Fx(x —¢),

L .. . .
ovvero X, + Y, — X + ¢ per n — oo. Le altre relazioni si verificano in modo analogo. O

e Esempio 8.2.7. Si consideri la successione di v.a. (Z,,), dove la v.a. Z,, si distribuisce con legge t di

Student con n gradi di liberta. Tenendo presente la Sezione 6.10, la v.a. Z,, pud essere rappresentata

come 7, = \/T)%Yn, dove la v.a. X, si distribuisce con legge Normale ridotta N (0, 1), mentre la v.a.

Y, si distribuisce con legge Chi-quadrato x2. Dall'Esempio 8.2.6 si ha che n~'Y,, L per n. — oo.
Inoltre, dal momento che la funzione g : x +— \/E ¢ continua, dal Teorema 8.2.5 si ha \/n~1Y,, il 1
per n — oo. Infine, tenendo presente che banalmente si ha X, £ 7, dove la v.a. Z si distribuisce con

legge Normale ridotta A/(0, 1), dal Teorema 8.2.6 si ha infine che Z, £z per n — oo. O

Il seguente Teorema fornisce un celebre risultato, ovvero la cosiddetta Legge Debole dei Grandi
Numeri, nella sua forma pit comune.

Teorema 8.2.7. (Legge Debole dei Grandi Numeri) Sia (X,,),>1 una successione di v.a. non
correlate definite sullo spazio probabilizzato (0, F, P), tali che per ogni n si ha E[X,]=pu e
Var[X,] < ¢ < co. Data l'ulteriore successione di v.a. (Z,)n>1, dove Z, =n~'S, e S, = > _ X},

) P
allora si ha Z,, — 11 per n — Q.
Dimeostrazione. Dal momento che

n

ElZ] =~ S EX] = g
k=1

e, dal momento che le v.a. della successione sono non correlate, si ha

1 n
Var|Z,] = = ZVar[Xk] < % :
k=1

Inoltre, dalla disuguaglianza di Chebyshev (Teorema 4.3.7), per € > 0 si ha

Var[Z,] c
P(Z,—pl>¢e) L —— < —.
(1 pl>e) 22 ne?

Dunque, risulta

lim P(|Z, — u| >¢) =0,

P
ovvero Z, — [t pern — oo. O
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Un'ulteriore versione fondamentale della Legge Debole dei Grandi Numeri ¢ stata ottenuta in un
approccio generale dal probabilista russo Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-1959) e viene data
di seguito.

Teorema 8.2.8. (Legge Debole dei Grandi Numeri di Khinchin) Sia (X,,),>1 una successione di
v.a. indipendenti con la medesima legge definite sullo spazio probabilizzato (), F, P), tali che per
ogni n si ha E[X,] = u. Data l'ulteriore successione di v.a. (Z,)n>1, dove Z, = n~tS, e

Sn = > 11Xk, allora si ha Z, Lt [ per n — Q.
Dimostrazione. Dalla Proposizione 7.1.7 si ha

wx,(t) =1+ iut + o(t) .

Inoltre, dalle Proposizioni 7.3.6 ¢ 7.1.5 si ha

it !
er = (142 L)

da cui
limpy, (t) = e
n
Dunque, tenendo presente il Teorema 8.1.2 si ha Z,, £ /4 per n — 0o, ovvero dalla Proposizione 8.2.4

C e P
si ottiene infine che Z,, — pu per n — oo. O

8.3. Convergenza quasi certa

Un terzo concetto di convergenza, detto convergenza quasi certa, viene introdotto nella seguente
definizione.

Definizione 8.3.1. Se (X,),>1 ¢ una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P), allora si dice che la successione converge quasi certamente alla v.a. X, definita sul
medesimo spazio probabilizzato, se l'evento

{w e Q1 1im X, () = X(w)} = {lim X, = X}

si verifica g.c., ovvero se
PlimX, =X)=1,
n
e si scrive X, X per n — oo. O
Nel caso in cui la v.a. X sia degenere e tale che P(X = c¢) =1, allora la condizione della

Definizione 8.3.1 siriduce a

P(limX, =c) =1,

e con il solito abuso in notazione, la convergenza quasi certa viene denotata con X, e per n — oo.
Nel linguaggio della Teoria della Misura questo tipo di convergenza ¢ in effetti la cosiddetta
convergenza per punti. Dal momento che la misura dello spazio fondamentale ¢ finita, in Teoria della
Probabilita la convergenza per punti coincide con la convergenza uniforme.
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Risulta inoltre interessante notare che, dalla definizione di limite, l'evento {lim, X, = X} si
verifica se per ogni intero m esiste un intero n tale che per ogni k£ > n si verifica 1'evento
{| Xy — X| <m~'}. Dunque, anche tenendo presente la definizione di limite superiore di una
successione di eventi, si ha

[©.OlNNe OlNNe o]

{limX, = X} = (VJ[ ) {IXs — X| <m ™'} = limlimsup, {| X, - X| <m ™'},

m=1n=1k=n

ovvero, dal momento che (limsup,, {|X,, — X| < m~'}),,>1 ¢ una successione decrescente di eventi e
in base al Teorema 2.2.10, la condizione della Definizione 8.3.1 ¢ equivalente a

P(limX, = X) = P(ﬁ Gﬁ {1X, — X| < m1}>

m=1n=1k=n

= lim P(limsup, {| X, — X| <m™'}) =1.

La seguente Proposizione stabilisce una condizione necessaria e sufficiente affinchée si verifichi la
convergenza quasi certa.

Proposizione 8.3.2. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio

probabilizzato (2, F, P), allora X, L X per n — oo se e solo se per ogni € > 0 si ha
liinP(ﬁ {1 X — X| < 5}) =1,
k=n
o equivalentemente che
1i7anP<[OJ {I X — X| > 5}) =0.
k=n
Dimostrazione. Posto
Fow = () {1X — X| <m™},
k=n

si osservi che la successione di eventi (F), ,,),>1 ¢ crescente per ogni intero m. Inoltre, la condizione
della Definizione 8.3.1 ¢ verificata se e solo se per ogni intero m si ha

p([‘j F) 1
n=1

Tenendo presente la definizione di limite di successione crescente di eventi, dal Teorema 2.2.10 si
ottiene inoltre

P (U an> = P(limF,,,) = lim P(F,,,) ,
ne1 n n
da cui segue la prima parte. Inoltre, dalla relazione di De Morgan si ha
Fpp = (U {1X, — X| > m1}> :
k=n

da cui segue la seconda parte. ]
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e Esempio 8.3.1. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 dell'Esempio 8.2.1. Dal momento che si

ha
P(D {1 X — X| > 6}) = P(D {1X| > ka}) = P(|X| > ne) =2 — 2P(ne)
k=n k=n
allora risulta
li£nP< ) {1 X — X| > 6}) =2- 21i£nq>(n5) =0
k=n
¢ quindi X,Lq'—>aXpern—> 00. O

e Esempio 8.3.2. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 dell'Esempio 8.2.2. Dal momento che si
ha

P(EOJ {| Xg| > 5}) = P(G {1Z| > k:»s}) =P(|Z| >ne)=1-— %arctan(ne) ,
k=n

k=n

allora risulta

> 2
limP<U {1 Xk > E}) =1— —limarctan(ne) =0

k=n o
oL g.c.
e quindi X,, — 0 per n — oo. O

Dalla Proposizione 8.3.2 si intuisce come la convergenza quasi certa implichi una condizione piu
forte di quella richiesta nella convergenza in probabilita. In effetti, vale la seguente Proposizione.

Proposizione 8.3.3. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio

probabilizzato (2, F, P), se X, LY X pern — oo allora si ha X, LA X pern — .
Dimostrazione. Dato £ > 0, per ogni n si ha

P(X, - X|>¢) < P(U {1 X — X| > s}> :
k=n
Dunque, se X, X per n — oo, dalla Proposizione 8.3.2 e dalla precedente relazione si ha
lim, P(|X,, — X| > ¢) =0, ovvero X, L x per n — oo. O

e Esempio 8.3.3. Si consideri la successione di v.a. discrete (X,),>1 dell'Esempio 8.2.4, assumendo

l'indipendenza delle v.a. Evidentemente, anche in questo caso si ha X, 20 per n — oo. Dunque, in
base alla Proposizione 8.3.3, se vi ¢ convergenza quasi certa la successione deve necessariamente
convergere verso una v.a. degenere concentrata sullo 0. Tuttavia, per ogni € >0 si ha
P(|X,| > ¢) = n"!, e dal momento che la serie armonica non converge risulta

P(G (1% > g}) — Y P(X| > 6) = i% ~ .

Dunque, dal Lemma di Borel-Cantelli (Teorema 2.7.1) si ottiene che P(limsup,|X,|>¢) =1,
ovvero la successione non puod converge quasi certamente a 0. O
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La seguente Proposizione fornisce condizioni sufficienti per la convergenza quasi certa verso una
v.a. degenere.

Proposizione 8.3.4. Data una successione di v.a. (X,),>1 definite sullo stesso spazio

probabilizzato (2, F, P), allora X, L ¢ per n — 00 se per oghi € si ha
o
ZP(|Xn —c|>¢) <o
n=1

: g.c. . .
Alternativamente, X,, — ¢ per n — oo se esiste un 6 > 0 per cui si ha

> E[X, — '] <
n=1

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Bonferroni (Teorema 2.2.8), segue che

P([j {| Xk —c| > 5}) < iPﬂXk —c|>e¢).
k=n k=n

Dal momento che l'ipotesi di convergenza della serie > - | P(|X,, — ¢| > ¢) implica

n=1

lim» " P(|Xy —c| > ) =0,
" k=n

segue la prima parte. Tenendo presente la disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6), si ha inoltre

o0 o0 1 o
Y P(Xp—c|>e) =) P(Xp—c >¢) —52 [1X, —¢|*] .
k=n k=n k=n

Dal momento che I'ipotesi di convergenza della serie > - | E[| X, — c|°] implica

liinz E[| X} — c|’] =
k=n

allora si ha la seconda parte. O

e Esempio 8.3.4. In modo simile all'Esempio 8.2.3, si consideri la successione di v.a. indipendenti
(X,)n>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con legge Binomiale B(1, p) per ogni n. Inoltre, si consideri
l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1, dove Z, =n"'S, e S, = Z:le‘ Tenendo presente la
seconda condizione della Proposizione 8.3.4, posto 6 = 4, dal momento che .S, si distribuisce con
legge Binomiale B(n, p) si ha

1 3p*¢*  pq(l —6pg
E[(Z, - p)'] = L EL(S, —np)') = 2L 4 2L 6p0)

2

dove l'ultima relazione ¢ stata ottenuta attraverso l'applicazione laboriosa, ma ovvia, della
Proposizione 7.1.6. Dunque, dalla definizione della funzione Zeta di Riemann (si veda Esempio 7.2.7),
risulta

iE 1 =3p*¢°¢(2) + pa(1 — 6pq)((3) < 00,

n=1
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dove ((2) = %2 e ((3) <(4) = %. Dunque, si puo concludere che Z, == p per n — co. Questa
particolare convergenza quasi certa costituisce un caso particolare della Legge Forte dei Grandi
Numeri. (]

Il seguente Teorema fornisce la cosiddetta Legge Forte dei Grandi Numeri, nella forma introdotta
da Andrej Kolmogorov.

Teorema 8.3.5. (Legge Forte dei Grandi Numeri di Kolmogorov) Sia (X,,),>1 una successione
di v.a. indipendenti con la medesima legge definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che per
ogni n si ha E[X,] = p. Data ['ulteriore successione di v.a. (Z,),>1, dove Z,=n"'S, e

Sp = 1_1 Xk, allora si ha Z, LN L per n — Q.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.85). O

8.4. Convergenza in media

Un ulteriore concetto di convergenza, che ¢ usualmente detto convergenza in media di ordine p (o
semplicemente in media quadratica quando p = 2), viene definito di seguito. La convergenza in media
sara centrale nello sviluppo della teoria dell'integrazione stocastica presentata nel Capitolo 10.

Definizione 8.4.1. Se (X,),>1 ¢ una successione di v.a. definite sullo spazio probabilizzato
(Q,F,P) esep e |0,o00], allora si dice che la successione converge in media di ordine p alla v.a. X,
definita sul medesimo spazio probabilizzato, se si ha

limE[| X, — X|”] =0

. L
e si scrive X,, — X pern — oc. O

La convergenza in media di ordine p risulta effettivamente equivalente alla convergenza in norma
di ordine p considerata nella Teoria della Misura. Questo ¢ il motivo per cui questo tipo di
convergenza viene indicata con il simbolo L (si veda I'Appendice A). Nel caso in cui la v.a. X sia
degenere e tale che P(X = ¢) = 1, allora la condizione della Definizione 8.4.1 si riduce a

IimE[| X, —¢c’] =0
n
. v ) . . .
e si scrive X;,, — ¢ per n — oo con il solito abuso in notazione.

e Esempio 8.4.1. Si consideri una successione (X,,),>; di v.a. indipendenti con la medesima legge ¢
tali che per ogni n si ha E[X,] = u e Var[X,,] = 0> < co. Si consideri inoltre l'ulteriore successione
di va. (Z,)p>1 con Z, =n"'S, e S, = >_}_ X}.. Dal momento che E[S,] = nu e Var[S,] = no?,

allora si ha

E n - 2 V n . 2

limE[(Z,, — N)Q] — hmM - llmﬁ - th_ =0.
n n n n n n n

. L2 ]
Dunque, risulta Z,, — p per n — oo. Inoltre, dal momento che si ha

NI

E(|Z, — ul] < E[(Zy — 1)°]

1
per la disuguaglianza di Lyapunov (Teorema 4.3.2), risulta anche Z,, L L4 per n — oo. (|
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La convergenza in media di ordine p implica la convergenza in probabilita. Questo risultato era gia
stato in effetti evidenziato nella Proposizione 8.2.2 nel caso di convergenza ad una variabile degenere
e viene generalizzato nella seguente Proposizione.

Proposizione 8.4.2. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (2, F, P), se esiste un p € |0, 00[ per cui si ha X, X per n — oo allora risulta
X, LA X pern — oo.

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Markov (Teorema 4.3.6), per € > 0 si ha

E|| X,, — X|P
P(|X,—X|>¢e)=P(X,, - X|P >£F) < M
8 D
e, dal momento che dalle ipotesi fatte si ha lim,E[|X, — X|P] =0, allora risulta anche

lim, P(|X,, — X| > ¢) =0, ovvero X, il X pern — oo. O

Per quanto riguarda la relazione fra convergenza quasi certa e convergenza in media di ordine p, in
generale non si possono fare affermazioni. In effetti, ci sono casi in cui vi € convergenza quasi certa,
ma non quella in media di ordine p e viceversa. I seguenti esempi evidenziano queste situazioni.

e Esempio 8.4.2. Si consideri una v.a. Z con legge Uniforme su |0, 1] e la successione (X,),>; dove
X, = 2”1[071 [(Z ). Evidentemente la v.a. X,, ¢ discreta ed ¢ definita su {0,2"} con probabilita

P(X,=0)=1-n"1e P(X, =2") =n’. Tenendo presente la Proposizione 8.3.2 ¢ dal momento
che per ogni k > n siha {| Xj| > ¢} C {|X,| > ¢} ¢.c., allora per ¢ > Orisulta

o
. . .1
hmP<U {1 Xk > E}) =limP(X, >¢)=lim— =0,
n n n n
k=n
ovvero X, 0. Tuttavia, dal momento che
onp
limE[| X, |’] = lim — = o0,
n n n
non vi € convergenza in media per nessun valore di p. O

e Esempio 8.4.3. Si consideri una v.a. Z con legge Uniforme su |0, 1] e sia data inoltre la successione
(Xn)n>1 dove X, = 1jjom (ji1)2-m(Z) con n=2"+ 34, j={0,1,...,2" — 1} e m € N. Dunque,
X =1p(2), Xp=1y3(2), X5 =17,(2), Xa=1y1(2), X5 =1 1(Z), Xo=1p4(2),
X; = 1[%71[(2) e cosi via. In questo caso, X ¢ una v.a. degenere tale che P(X; = 1) = 1, mentre X,
¢ una v.a. di Bernoulli di parametro P(X,, = 1) = 27" pern = 2" 4 j > 1. Dal momento che

IimE[| X, |’] =1lim27"" =0,
allora X, = 0 per ogni valore di p. Tuttavia, dalla Proposizione 8.3.2, si ha

o
limP(U {|X5| > g}> =limP(X,=1)=1,
n ben n
ovvero la successione non converge quasi certamente a 0. O

La prossima Proposizione fornisce una condizione per la quale la convergenza quasi certa implica
la convergenza in media di ordine p.
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Proposizione 8.4.3. Date una v.a. X e una successione di v.a. (X,,),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (), F, P), se X, 55X pern— oo e {IXn| <Y} q.c. per una v.a. Y tale che
E[Y?] < oo, allora si ha X, = X pern — oo.

Dimostrazione. Dalle assunzioni fatte si ha E[|X,,|?] < E[Y?] < co. Inoltre, dal momento che

X,, &5 X, allora risulta anche {|X| < Y} ¢.c. Dal momento che {|X, — X| < |X,| + |X|} q.c., si ha
anche {|X,, — X| < 2Y} ¢.c. Quindi, per ogni € > 0 si ottiene

E[IX, — XP") = E[[X, = XJ" Lo.((1X, — X[)] + E[1X, — X 1 (X, = X))
<el 4+ QPE[Ypl[aoo[ﬂXn — X|)] .

Tenendo ancora presente che X, — X, allora lim, E[Y?1}, .;(|X;, — X|)] = 0. Dunque, essendo ¢
arbitrario, dalla precedente relazione segue che lim,E[| X,, — X|?] = 0. O

8.5. Teoremi limite

Si considerano di seguito alcuni teoremi di convergenza che hanno importanti aspetti applicativi in
ambiti come la statistica inferenziale. Questi classici risultati sono comunemente denominati come
Teoremi Centrali del Limite (dove centrale va inteso nel senso di fondamentale) sulla base di una
traduzione leggermente impropria dalla terminologia inglese, ma di uso comune nella letteratura
italiana.

Teorema 8.5.1. (Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy) Sia (X,,),>1 una successione
di v.a. indipendenti con la medesima legge e definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che
per ogni n si ha E[X,] = p e Var[X,,| = 0% < oco. Si consideri inoltre la successione di v.a. (Z,),>1
con

Spn —E[S,] Sy —nu
Var[S,] o\/n

Ly =

e Sy = 11X Selav.a. Z sidistribuisce con legge Normale N (0, 1), allora Z,, £ Z per n — oQ.
Dimostrazione. Posto Y}, = @, si ha E[Y;] =0 e Var[Y;] = 1. Sulla base della Proposizione
7.1.6, pert — 0 la f.c. della v.a. Y}, puo essere espressa come

oy, (t) = 1 +it E[Y;] + % E[Y?] +o(t?) =1 - g +o(t?) .

Dal momento che

allora si ottiene

Dunque, si ha

ovvero dal Teorema di Lévy (Teorema 8.1.2) si ottiene la tesi. ]
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Questa versione di Teorema Centrale del Limite ¢ stata appunto introdotta da Paul Lévy e dal
probabilista finnico Jarl Waldemar Lindeberg (1876-1932). Il Teorema 8.5.1 contiene come caso
particolare la versione primitiva del Teorema Centrale del Limite data da Abraham de Moivre, nella
quale si assume che (X,,),,>1 sia una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge e tale che
ogni v.a. X, si distribuisce con legge di Bernoulli B(1,p). Dal momento che S, = > ;_; X} si
distribuisce con legge Binomiale B(n, p) (si veda I'Esempio 7.4.3), il Teorema Centrale del Limite
dato di De Moivre fornisce la convergenza in legge della successione di v.a. standardizzate (Z,,),>1,
dove Z,, = S\%%’, ad una v.a. con legge N'(0, 1) per n — oo.

La seguente versione di Teorema Centrale del Limite puod essere applicata a successioni di v.a.
indipendenti con differenti medie e varianze. Il Teorema, oltre che da Paul Lévy e da Jarl Lindeberg,
prende nome dal probabilista croato Vilibald (William) Srecko Feller (1906-1970).

Figure 8.5.1. Vilibald (William) Srecko Feller (1906-1970).

Teorema 8.5.2. (Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller) Sia (X,,),>1 una
successione di v.a. indipendenti definite sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che E[X,] = u, e
Var[X,] = 02 < 0o per ogni n. Posto v: =Y ,_ 0%, si consideri inoltre la successione di v.a.
(Zp)n>1 con

n

1
Zn: —Z(Xk—uk)
Un 33
Se per ogni € > 0 si ha

n

E[(Xk - ,uk)Q l}svn,oo[(|Xk - uk|)] =0,
k=1

lim
n

:@w| =

allora Z, £ Z pern — 00, dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale N (0, 1).
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.359). O

La prossima versione di Teorema Centrale del Limite ¢ dovuta a Lyapunov. Nelle medesime ipotesi
del Teorema Centrale del Limite dato da Lindeberg-Lévy-Feller, questa versione richiede una
condizione piu forte, ma spesso piu facile da verificare. Si tenga comunque presente che la condizione
del Teorema Centrale del Limite dato da Lindeberg-Lévy-Feller ¢ necessaria e sufficiente.

Teorema 8.5.3. (Teorema Centrale del Limite di Lyapunov) Sia (X,,),,>1 una successione di v.a.
indipendenti definite sullo spazio probabilizzato (0, F, P), tali che E[X,] = u, e Var[X,,] = 02 < cc
per ogni n. Posto v2 = Y\ _ 0%, si consideri inoltre la successione di v.a. (Z,,),>1 con
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n

aniZ(Xk—Nk)-

Un o

Se esiste un & > 2 tale che E[|X,,|°] < oo per ognin e che

) 1 n
lim 5 3 B[l — '] = 0,

allora Z, £ Z pern — 00, dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale N (0, 1).
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.362). O

e Esempio 8.5.1. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>1 tale che la v.a. X, si
distribuisce con legge Binomiale B(1, p,). Risulta dunque v = >_}_, prqx. Inoltre, dal momento che
{| X% — pr| < 1} q.c., segue che

E[|X), — pel’] = E[( X% — p)?| X5 — pel] < B[(Xk — pi)?] = prar -
Dunque, considerando il Teorema 8.5.3 con 6 = 3, si ha
1

n

1
= D Dkl = ——=
U%;kk Un

e la relativa condizione ¢ dunque soddisfatta se lim,v, = co. In questo caso, se si considera la
successione di v.a. (Z,),>1, con

X5, — pu]’] <

1 n
o2

1 = Sn - Zzzlpk

Zp = Xk — k) = —Ff=m———
Un ;( “ =) V D k—1 Pk Gk

e S, = ZZ:le’ risulta Z, £> Z per n — oo dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale
N(0,1). Questo risultato costituisce in effetti una estensione del Teorema Centrale del Limite dato da
De Moivre. In particolare, se esiste ¢ € |0, 1] tale che py, € |¢,1 — ¢[, allora si ha anche g;, € |¢,1 — ¢|
e da cui segue v,, > nc?, ovvero la condizione di Lyapunov ¢ soddisfatta. La condizione di Lyapunov
puo essere soddisfatta perfino se lim,,p, = 0. Ad esempio, se p, = n~!, allora si ha

11

-1

e quindi la condizione ¢ verificata dal momento che la serie armonica Y - n~' non converge, mentre
2

. o0 _2
risulta ) 7 n~* = ((2) = F. O

Si considera infine un Teorema di convergenza, comunemente detto metodo Delta, che ¢ spesso
di notevole utilita pratica per lo studio di successioni di v.a.

Teorema 8.5.4. (Metodo Delta) Sia (X,,),>1 una successione di v.a. indipendenti con la medesima
legge e definite sullo spazio probabilizzato (), F, P). Sia inoltre (Z,,),>1 la successione di v.a. con

anﬁX”w_g,

L
dove 0 e 1 sono opportune costanti, tale che Z,, — Z per n — oo e dove la v.a. Z ¢ distribuita con
legge Normale N(0,1). Se g : R — R ¢é una funzione continua e differenziabile tale che ¢ (0) # 0,
data la successione di v.a. (Yy,),>1 con
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n - 9
Yn_\/*g W(),

siha, 5 Z per n — oQ.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995). O

e Esempio 8.5.2. Sia (Z,),>1, dove Z, =n~'S,, una successione di v.a. indipendenti e con la
medesima legge tale che ogni v.a. S, ¢ distribuita con legge Binomiale B(n, p). Tenendo presente il
Teorema Centrale del Limite di De Moivre, la successione di v.a. (V},),>1 con

Zn - D
Vo, = \/ﬁ ——
vp(l—Dp)
¢ tale che V, Ly per n — oo, dove la v.a. V' si distribuisce con legge Normale A/(0, 1). Dunque, se

g: R — R ¢ una funzione continua e differenziabile tale che ¢ (p) # 0, per la successione di v.a.
(Y,,)n>1 con

9(Zn) — g(p)

Y= 19'(p)|/p(1—p)

. L . e g
risulta Y, — V per n — oo. In particolare, se si richiede che |¢'(p)|\/p(1 — p) = 1, allora deve essere
g(p) = 2arcsin(,/p), ovvero in questo caso si ha

Y, = 2+/n (arcsin(\/Z,) — arcsin(,/p)) .

Questa particolare scelta della funzione g ¢ detta trasformazione stabilizzatrice, in quanto permette di
ottenere una costante al denominatore della precedente definizione della v.a. Y,,. Questo risultato ¢
spesso utile nella statistica inferenziale. O

8.6. Convergenza di vettori aleatori

I concetti di convergenza possono essere estesi al caso di v.v.a. Per quanto riguarda la notazione
adottata in questo capitolo, || - || denota come al solito la distanza euclidea in R¥. Inoltre, se Fx
rappresenta la fr.c. di un v.v.a. X con k componenti marginali, z = (x1,...,2;)" ¢ un punto di
continuita di F'y se la frontiera dell'insieme | — 00, z1] X --- X | — 00, x| ha probabilita nulla.

Definizione 8.6.1. Se (X,,),,>1 ¢ una successione di v.v.a. (ognuno dei quali possiede k componenti
marginali) a cui corrisponde la successione di fr.c. (F,),>1, si dice che la successione di v.v.a.
converge in legge al v.v.a. X con fr.c. Fy se per ogni punto di continuita = € R¥ di Fy si ha

lim FXn (.’,C) = FX (a:)

e si scrive X,, — X per n — oo. Se (X,),>1 ¢ una successione di v.v.a. definiti sullo spazio
probabilizzato (€2, F, P), si dice che la successione di v.v.a. converge in probabilita al v.v.a. X,
definito sul medesimo spazio probabilizzato, se per ogni € > 0 si ha

lim P(|| X, — X|| >¢) =0
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. . P . . . .. .
e si scrive X, — X per n — oo. Se (X,,),>1 € una successione di v.v.a. definiti sullo spazio
probabilizzato (€2, F, P), si dice che la successione di v.v.a. converge quasi certamente al v.v.a. X,
definito sul medesimo spazio probabilizzato, se l'evento

{we Q: lim, X, (w) = X(w)} = {lim, X, = X}

. . . . q.c. . . . ..
si verifica g.c. e si scrive X,, — X per n — 0o. Se (X,,),,>1 ¢ una successione di v.v.a. definiti sullo
spazio probabilizzato (€2, F, P), si dice che la successione di v.v.a. converge in media di ordine p al
v.v.a. X, definito sul medesimo spazio probabilizzato, se

lim E(|| X,, — X||”) = 0

. L
per p € ]0, 00| e si scrive X, — X pern — oo. d

La gran parte dei risultati ottenuti per successioni di v.a. possono essere opportunamente estesi al
caso di v.v.a. Di conseguenza, vengono considerati nel seguito solo alcuni Teoremi che hanno
interesse specifico per v.v.a.

Il prossimo Teorema consente di determinare la convergenza in legge di una successione di v.v.a.
attraverso la convergenza in legge di combinazioni lineari degli elementi della successione ed ¢ dovuto
a Harald Cramér e allo statistico ¢ matematico norvegese Herman Ole Andreas Wold (1908-1992).

Teorema 8.6.2. (Teorema di Cramér-Wold) Data una successione di v.v.a. (X,,),>1 (ognuno dei

quali possiede k componenti marginali), allora X, 5 X per n — oo se e solo se c' X, £ c' X per
ogni c € R
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.383). O

e Esempio 8.6.1. Si consideri la successione di v.v.a. (Z,),>1 tale che ogni v.v.a. Z, ¢ distribuito con
legge Normale Multivariata A} (1, X) e l'ulteriore successione di v.v.a. (X,,),>; dove X, =n"1Z,.
Dall'Esempio 7.3.2 ¢ noto che la v.a. ¢ Z,, si distribuisce con legge Normale A (¢, T X¢). Dunque,
lav.a. cT X, ¢&tale che

1
Elc'X,] = —c"u
n
e
T L o1
Varle' X,| = — ¢ Yec.
n

Di conseguenza, dalla Proposizione 8.2.2 segue che c'X, Lo per n — oo e quindi dalla
Proposizione 8.2.4 si ottiene che ¢ X, 5 0 per n — oo. Dunque, dal Teorema 8.6.2 risulta infine che

c . . .
X, — 0 per n — oo, ovvero la successione di v.v.a. converge in legge ad un v.v.a. degenere
concentrato sul vettore a componenti nulle. O

Teorema 8.6.3. Data una successione di v.v.a. (X,),>1 (ognuno dei quali possiede k componenti

\ , P
marginali) e se il v.v.a. X é degenere e tale che P(X = c¢) =1 con ¢ € R*, allora X,, — X per
n — 00 Se e solo se ogni componente marginale del v.v.a. X,, converge in probabilita alla rispettiva

componente marginale del v.v.a. X. Analogamente, X, % x per n— o0 se e solo se ogni
componente marginale del v.v.a. X, converge quasi certamente alla rispettiva componente marginale
delv.v.a. X.

Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.378). O
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e Esempio 8.6.2. Si consideri la successione di v.v.a. (Z,),>1 tale che il v.v.a. Z,, ¢ distribuito con
legge Multinomiale M (n, p) dove p = (pi,...,pr)" € l'ulteriore successione di v.v.a. (X,),>1 dove
X, =n~1Z,. Dall'Esempio 7.4.1 ¢ noto che la j-esima componente marginale del v.v.a. Z, si
distribuisce con legge Binomiale B(n,p;) e dunque dall'Esempio 8.3.4 si ottiene che la j-esima
componente marginale del v.v.a. X,, converge quasi certamente ad una v.a. degenere concentrata su p;.

. . . . q.c. . .
Quindi, dal Teorema 8.6.3 si ha infine che X, — p per n — oo, ovvero la successione di v.v.a.
converge quasi certamente al v.v.a. degenere concentrato sul vettore p. O

Teorema 8.6.4. (Teorema Centrale Multivariato del Limite) Sia (X,,),>1 una successione di
v.v.a. indipendenti con la medesima legge (ognuno dei quali possiede k componenti marginali) e
definiti sullo spazio probabilizzato (2, F, P), tali che per ogni n si ha E[X,] =y e Var[X,| =X
dovedet(X') < oco. Si consideri inoltre la successione di v.v.a. (Z,),>1 con

1
Zn - (Sn - n/vt)
Vn
e S, = Z;le. Se il v.v.a. Z é distribuito con legge Normale Multivariata Ny (0, ), allora
Z, £> Z per n — oQ.
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.385). O

e Esempio 8.6.3. Si consideri la successione di v.v.a. (X,,),>1 tale che ogni v.v.a. Z, ¢ distribuito con
legge Multinomiale M(1, p). Inoltre, dalllEsempio 7.4.5 risulta che la legge del v.v.a. S, ¢
Multinomiale M (n, p). Dunque, il Teorema Centrale Multivariato del Limite fornisce la convergenza
in legge della successione di v.v.a. (Z,),>1, dove Z, = n*%(Sn —np), ad un v.v.a. con legge
N3 (0, diag(p) — pp") per n — oo. O

Teorema 8.6.5. (Metodo Delta Multivariato) Sia (X,,),>1 una successione di v.v.a. indipendenti
con la medesima legge (ognuno dei quali possiede k componenti marginali) e definiti sullo spazio
probabilizzato (Q, F, P). Sia inoltre (Z,)n>1 la successione di v.v.a. con Z, = \/n(X, — 0), tale che

Zn — Z per n — 00, dove il v.v.a. Z é distribuito con legge Normale Multivariata Ny (0, %), mentre
0 € R¥ e ¥ é una matrice simmetrica definita positiva. Se g: R¥ — R" & una funzione continua e
differenziabile tale che A = % 9(z)| _, é una matrice non nulla, data la successione di v.v.a. (Y;)n>1

con Y, = \/n(g9(X,) — g(9)), si ha ¥, Ly per n — oo, dove il v.v.a. Z é distribuito con legge
Normale Multivariata Ny, (0, AT A).
Dimostrazione. Si veda Billingsley (1995, p.385). O

=0

8.7. Riferimenti bibliografici

I testi di Barndorff-Nielsen e Cox (1994), Ferguson (1996), Henze (2024), Lehmann (1999),
Serfling (1980) e van der Vaart (1998) considerano estesamente gli argomenti relativi alle convergenze
probabilistiche, con speciale attenzione alle applicazioni statistiche. Il testo di Petrov (1995) ¢
espressamente dedicato ai teoremi limite. I testi con approccio alla probabilita basato sulla Teoria della
Misura hanno ampie parti dedicati alle convergenze e ai teoremi limite, come ad esempio Ash e
Doléans-Dade (2000), Billingsley (1995), Deshmukh e Kashikar (2025), Gut (2005), Resnick (2014) e
Shiryaev (2019). Per controesempi nelle convergenze probabilistiche, si veda Schilling e Kiihn (2021).
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8.8. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P), a meno che non venga specificato diversamente.

Sezione 8.1

e Esercizio 8.1.1. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con

legge Normale N (tn, 02). Sia inoltre lim, 1, = p € lim,02 = o2. Si determini la legge della v.a. X

tale che X, —> X pern — oo.
Soluzione. La f.c. della v.a. X, ¢ data da

x, (1) = etz
e quindi
lim o, (1) = 27"
n )
Dunque, per il Teorema di Lévy la v.a. X si distribuisce con legge Normale N (u, o). O

e Esercizio 8.1.2. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),,>; tale che la f.p. della v.a. X,
¢ data da

1
Px, (x) = 5 1{_2—n72—n}($) .

Inoltre, si consideri l'ulteriore successione di v.a. (S,),>1, dove S, = Z;le.. Se la v.aa. X si

distribuisce con legge Uniforme su | — 1, 1], si verifichi che S,, — X per n — oc.
Soluzione. Dal momento che la v.a. X, ¢ simmetrica rispetto all'origine, la f.c. ¢ data da

vx, (t) = E[cos(tX,)] = cos(27"t)

e quindi
n
= H cos(27F
k=1

Evidentemente, per ¢ = 0 risulta g, (0) = 1. Inoltre, tenendo presente la formula di duplicazione
sin(26) = 2sin(f)cos(0), per t # 0 si ha

n2sin(27%¢)cos(2 sin(27%*1¢) sin(t)
es,(0) =[] == (2F H2 (27%t) ~ 2nsin(2-t)
P sin(27"t) i 2sin(275¢) sin(27"t)
dal momento che il prodotto ¢ telescopico. Quindi, risulta
sin(t) 27"t sin(t)
t sin(27mt)  t

limpg (t) = lim

Inoltre, la v.a. X ¢ simmetrica rispetto all'origine e la corrispondente f.c. ¢ data da
! 1 sin(t)

px(t) = E[cos(tX)] = /_1 cos(tx) 5 de ="

Dunque, per il Teorema di Lévy si ha .S, £ X pern — oo. (]



228 Convergenze

e Esercizio 8.1.3. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti e con la medesima legge,
tale che la f.p. della v.a. discreta X, ¢ data da

1
px, () = 10 1{0,1,...,9}(36) )
ovvero la v.a. X, ¢ distribuita con legge Uniforme discreta su {0, 1,...,9}. Inoltre, si consideri la

successione di v.a. (S,),>1, dove S,, = ZzzllO*kX . Se la v.a. X ¢ distribuita con legge Uniforme

su |0, 1], si verifichi che S, £ x per n — oo.
Soluzione. Dal momento che per ogni a € C e tale che a # 1 si ha

n n+1
E a = 71 ,
k=0 —a

pert # 0 la f.c. della v.a. X, ¢ data da

9 10it
1 . 1 1—e
t g E —_— itz = — —
SOX”( ) 10 © 10 1—¢it

2 _ L I N W I
10 1 — ol0Fit 1o 1 — l0 it °
e o 100 1 —el0 10" 1—e

dal momento che il prodotto ¢ telescopico. Dalla precedente espressione si ha

5 (t) = i elt —1 107"t _eit—l
ims, (0 = lim G Sy =

Inoltre, la f.c. della v.a. X ¢ data da

ex(t) = /01 cos(tx) dx + i/o1 sin(tx) de =

Dunque, per il Teorema di Lévy risulta .S, £ X pern — oo. (]

e Esercizio 8.1.4. (Legge di Fréchet) Si consideri una successione (Y},),>; di v.a. indipendenti tale

che la v.a. Y,, ¢ distribuita con legge di Pareto ridotta con parametro di forma pari ad «, ovvero la fr.
di Y, ¢ data da

Fy,(y) = (1— 3y %) 1)1 5/(y)

con o > 0 (vedi Esempio 8.2.5). Data la successione di v.a. (X,,),>1, dove X, = ’I’L_%maxlgkgnYk, si

. c
determini la legge della v.a. X tale che X,, — X per n — oc.
Soluzione. Considerata la successione (Z,),>1, dove Z, = maxj<y<,Y), dall'assunzione di
indipendenza si ha

Fr(2) =P <z,....Y, <z2)=][[Fn(z) = (1= 27" 11 ((2) .
k=1
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da cui

-«

[(IIZ‘) =e " 1}0,00[(:6) .

lim Fy (z) = lim (1 _ ) 1

n n

La precedente espressione fornisce la fir. di una v.a. X con legge di Fréchet ridotta con parametro di

forma pari ad «. Si deve concludere che X, £ X per n — oo. La legge prende il nome dal
matematico francese Maurice René Fréchet (1878-1973). O

e Esercizio 8.1.5. (Legge Zeta, seconda parte) Si consideri la v.a. X con legge Zeta (si veda
I'Esercizio 4.1.2 e I'Esempio 7.2.7). Tenendo presente la formula di Eulero

o=

peP

dove P rappresenta l'insieme dei numeri primi, ¢ considerata la successione di v.a. indipendenti
(Xp)pep, dove la v.a. X, ¢ distribuita con legge Geometrica di parametro (1 — p~*), si verifichi che

X:HpX”.

peP

Soluzione. Posto Y = —log(X) e Y, = —log(p)X,, la relazione da verificare ¢ equivalente
all'ulteriore relazione
Y=>)Y,.

peP

Si osservi che la f.c. dellav.a. Y ¢€ data da

_ g —itlog(X)] _ N~ it L e L erin _ S(s i)
prin = He J= P le ()" C(s);m ((s)

Tenendo presente 1'espressione della f.c. di una v.a. con legge Geometrica, la f.c. della v.a. Y), risulta

. 1— p—s 1— p—s
_ tl X1 —
SDYz:(t) - E[e Hlos(r) p] 1= p—sefitlog(p) 1= pf(s+it) )

Si consideri inoltre la successione di v.a. (S,),>1, dove S, = > Y. Dal momento che le v.a.

p<n,peP
Y, sono indipendenti, in quanto trasformate di v.a. indipendenti, la f.c. della v.a. S, risulta

1—-p
ps,(t) = H o, (t) = H T
p<n,peP p<n,peP

Dunque, essendo ﬁ = [[,ep(1 — p~°) per la formula di Eulero, si ha

1—p* 1—p— it
lim s, (t) _ H _p(s-Ht) _ HpEIP’( _Zzg+i)t) _ C(S +1 )
n peP - pr H])E]P’(l 2 ) C(S)
e per il Teorema di Lévy si ottiene la relazione richiesta. O

e Esercizio 8.1.6. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>1, tale che la v.a. X, si
distribuisce con legge di Cauchy e relativa fr.
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1 1
Fx (z) = 3 + — arctan(x) .

Inoltre, si consideri la successione di v.a. (Y},),>1, dove

1
Y, = — max X}, .
n 1<k<n

Si determini la legge della v.a. Y tale che Y, Ly per n — oo.
Soluzione. La frr. di Y,, ¢ data da

Fy (x) = P(lrgl?éle < nzx)=P(X; <nz,.. H (X < nz)
n n 1 1 1 1 n
=11F = - + —arct = | = + —arct :
k;ll X, (nx) kli[l (2 + —arc an(n.cc)) (2 + —arc an(nx))

Perz < 0siha

' 1 1 n
hm(§ + — arctan(nx)) =0,

n ™

mentre, tenendo presente che arctan(z) = I — arctan(1) e che arctan(z) = z + O(z?), per = > 0 si
ha

11 ! 1 1\)" 1
lim{ - + —arctan(nz) | =lim({1—- —+0O =e .
n\2 T n ™ n?

Fy (x) = lim Fy, () = e =1 ((x) .

Dunque, si ha

Se si considera la v.a. trasformata Z = 1/Y, la corrispondente f.r. ¢ data da
1 1 _z
Fz(a?) :P<? SZC) :P(YZ 5) (1—6 7)1[000[(@

Si deve quindi concludere che Y, — 1/Z per n — oo, dove la v.a. Z ¢ distribuita con legge
esponenziale con parametro di posizione nullo e parametro di scala pari a 7. O

e Esercizio 8.1.7. (Mistura di leggi) Si consideri il v.v.a. (X1, X»)T tale che la legge condizionata
della v.a. X, all'evento {X; = 1} ¢ la legge Normale A/ (0, z1), mentre la v.a. X; ¢ distribuita con

legge di Poisson P(A). Si verifichi che X5/ VA Ny per A — oo, dove la v.a. Z si distribuisce con
legge Normale A/(0,1).
Soluzione. La f.c. della v.a. X, ¢ data da

o, (t) = Ee] = BIE[S: | X,]] = Bfe#%] = e
Quindi, la f.c. della v.a. Yy = X5/+/A risulta

(pY)\(t) = e

Infine, si ha
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lim @y, (t) = e 2"
A—00

La precedente espressione fornisce la f.c. di una v.a. distribuita con legge Normale N (0, 1) e dunque
L
X\ — Z per A\ — . O

e Esercizio 8.1.8. Si consideri il v.v.a. discreto con componenti indipendenti e ugualmente distribuite
(Xu1y .-+, Xpn), tale che la f.p. della v.a. X,,;, ¢ data da

1 1 1 1
px, (T) = (1 - ﬁ) 1oy (z) + - 1gy(z) + 3 1ig) (),
con k=1,....n e n =2,3,.... Si consideri inoltre la successione di v.a. (5,),>2, dove

Sp=> 11 Xuk. Se la vaa. X ¢ distribuita con legge di Poisson P(1), si verifichi che S, £ X per
n — 00.
Soluzione. La f.g. della v.a. X,,;, ¢ data da
-1 t?-1

t
GXnk (t) = 1 + n - n2 s

per cui la f.g. di S), risulta

t—1 -1\"
ng(t):<1—|— + ) )

n n?
Dunque, si ha

limGg, (t) = e,

La precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X distribuita con legge di Poisson P(1) e dunque

SniXpern—mao. O

e Esercizio 8.1.9. (Legge di Poisson composta) Si consideri la successione di v.a. indipendenti
(Zn)n>1, tale che la v.a. Z, si distribuisce con legge di Poisson P()\). Si consideri inoltre la v.a. Y,
indipendente dalle v.a. della successione, che si distribuisce con legge di Poisson P(u). Posto

Xy = Z};lZn, si determini la legge della v.a. V' per cui si ha X, SVsed—0e ft — 00 in
modo che Ay — v > 0.

Soluzione. Tenendo presente l'espressione della f.g. delle v.a. Z, e Y, la f.g. della v.a. X, ¢ data
da

Gx, (1) = E[t==%] = E[E[t==% | Y]] = E[e" V] = &0
Dunque, dal momento che ¢* = 1 + x + O(z?), risulta

lim Gy, (t)=  lim  etQEDH0N) — -1
A=0 o0 Ay A—0,p1—00,\i—

La precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. distribuita con legge di Poisson P(7), per cui

XAMiVse)\—>Oeu—>oocon)\u—>'y. O
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Sezione 8.2

e Esercizio 8.2.1. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti con legge Uniforme su
10, 1] e la successione (Y,),>1 tale che

C ey P
Si verifichi che Y;, — e~! per n — oo.
Soluzione. Si consideri la successione di v.a. (Z,,),>1 tale che

1 n
Z, =log(Y,) = — Zlog(Xk) :
gy
Siha
1
Ellog(X,)] = / log(x)dzx = —1.
0

Quindi, sulla base della Legge Debole dei Grandi Numeri di Khinchin, si ha Z,, L1 per n — Q.

Z,

. . \ . . . P _
Dal momento che la funzione esponenziale ¢ continua, risulta infine Y,, = e — e ! pern — co. 0O

e Esercizio 8.2.2. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),,>; tale che la f.p. della v.a. X,
¢ data da

1
an(:E) = 5 1{—n“,n“}($) .
Inoltre, si consideri l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1 con Z, = n_lzzlek. Si verifichi che

P 1
Zn — 0pern — cosea < 3.
Soluzione. Si ha E[X,] = 0 e Var[X,,] = n**,dacuiE[Z,] =0e¢

1 n
Var[Z,| = = Z k>
k=1

Tenendo presente che Y ,_ k¢ = O(n“™) se ¢ > —1, allora risulta anche Var[Z,] = O(n**1).
Inoltre, dalla disuguaglianza di Chebyshev, per € > 0 si ha

Var([Z,]
P(|Z,| >¢) < o
Dunque, si ha Z, 2o per n — oo se lim, Var[Z,] = 0, ovvero deve sussistere a < 3. O

e Esercizio 8.2.3. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>1, tale che la v.a. X, si
distribuisce con legge Uniforme con fr.

Fy, (z) = 551[0,1[(37) + 1[1,00[(56) .

Inoltre, si consideri la successione di v.a. (Y},),>1, dove Y,, = max;<;<, X}, ¢ la successione di v.a.

(Zp)n>1, dove Z,, = minj <<, X}. Si verifichi che Y, i leZ, il 0 per n — oc.
Soluzione. La frr. di Y,, ¢ data da
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n

Fy,(x)=P(max X; <z)=P(X; <=,...,X, <z) = [[ P(X; < 2)

" <k<
1<k<n et}

n

=[] Fx.(@) = [] @Lpa(@) + Lj0o(2) = 2" Lg3(2) + Ljpooq(2) -
e e

Dunque, si ha

h};n FY;L(.CC) = h,rILn (wTLl[O,l[(aj) + 1[1700[(33)) e 1[1700[(33) R

dacuiy, £> 1. Inoltre, la fr. di Z,, € data da

Fy(z)=P(min X; <2)=1-P(X; > z,...,X, >2) = 1— [[ P(X} > )

" <k<
1<k<n et}

n n

=1-J[ (1= Fx(@) = 1= ][] Qwn(@) + (1 = 2)1p (=)

fate s
=(1-1—=2)")1p(z) + Ly () .

Dunque, si ha

liTan Fz (z) = 1i7rln((1 - (1- x)”)l[m[(x) + 1[1,00[($)) = 1[0700[(93) )

. L NPT . .
da cui Z,, — 0. Dal momento che le due successioni di v.a. convergono in legge a due v.a. degeneri,

. P P
risulta anche Y,, — 1 e Z,, — 0 pern — oo. O

e Esercizio 8.2.4. Si consideri la successione (X,,),>; di v.a. indipendenti ¢ ugualmente distribuite
con la medesima legge della v.a. X, tale che E[X]| = 0 e Var[X]| = 1. Inoltre, sia Y una ulteriore v.a.
indipendente che si distribuisce con legge di Poisson P()\). Posto

1 Y
Ek :::7§fgg;)gla

si verifichi che S £z per A — oo, dove Z ¢ una v.a. che si distribuisce con legge Normale A/(0, 1).
Soluzione. Si osservi che %Y L per A — oo e quindi, sulla base del Teorema della trasformata

: : P
continua, risulta \/; — 1 per A — oo. Posto

1 Y
T\ = ;7;122;}(n5

siha §) = \/;TA A Z e dunque, sulla base del il Teorema di Cramér-Slutsky, si ottiene che 7', £ A
per A — oo. Si assuma che ¢y sia la f.c. della v.a. X e si noti che, per le proprieta della f.c., risulta
ox(t) =1— 1t + o(t?) per t — 0. Tenendo presente I'espressione della f.g. della v.a. Y, la f.c. della
v.a. T\ ¢ data da

. Y : Y
pr, () = Efe" V=] = E[E[e" A= | Y]] = Elpx(AH)"]

= E[(1 - % 2+ o(A))Y] = XomtHe )

Dunque, risulta
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s+ (A7) —3t*

lim o7, (t) = lim e~ =e?
A—00

A—00

La precedente espressione fornisce la f.c. di una v.a. distribuita con legge Normale N (0, 1), per cui
c
T\ — Z per A — o0. (|

Sezione 8.3

e Esercizio 8.3.1. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti con legge Uniforme su

[0, 1] e l'ulteriore successione di v.a. (Z,),>1 dove Z,, = max(Xjy, ..., X,). Si verifichi che Z, |
per n — oo.
Soluzione. La fr. della v.a. Z,, ¢ data da

Fy,(2) = [[ Fx.(2) = 2" 1p1(2) + g (2) -
e

Tenendo presente che se si verifica I'evento {Z,, > z} si verificano anche tutti gli eventi {Z;, > z} per
k > n,see €0, 1] risulta

1imp<ﬂ {12, — 1] < g}> = 1imp<ﬂ (Z, >1— 5}) —1limP(Z, > 1 —¢)
n k=n n n

k=n
= limmin(1,1 - (1—-¢)") =1,
n

q.c.
ovvero Z,, — 1 per n — oo. O

e Esercizio 8.3.2. Si consideri la successione (X,),>1 di v.a. indipendenti tale che la v.a. X, ¢
distribuita con legge Normale A/ (n~!, n~1). Si verifichi che X,, £ 0 per n — oc.

Soluzione. Dal momento che X, £niz +n~!, dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale
N(0, 1), allora si ha

1 1
E[| X, = = E[(n’Z + 1) = = En’Z' + 4n’ 2% + 6nZ> + 4n2 Z + 1]
nt nt

1 4 6 9 1 3 6 1
=B B =t T
da cui
> E[Xl']=3¢(2) +6¢(3) +¢(4) < 00
n=1
Dunque, si deve concludere che X, o per n — Q. (]

Sezione 8.4

e Esercizio 8.4.1. Data la v.a. assolutamente continua Z che ammette d.p.

log(2)

J2(z) = zlog?(z)

1[2,00[(2) >

si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che X,, = n~'Z. Si verifichi che la successione di v.a.
converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata su (), ma non converge in media.
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Soluzione. La f.r. della v.a. Z € data da

_ log(2)
log(z)

Fz(z) = 1[2,00[(2) >

da cui si ottiene

log(2
lim P(|X,| > £) = lim P(Z > ne) = lim ~282)_ _
n n n log(ne)

P : . .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Tuttavia, per ogni p > 0 si ha

1 log(2) [ zP~!
X = Bz = B2 [T o
np n? )y log?(z)

e quindi la successione non converge in media ad una v.a. degenere concentrata su 0. (]

e Esercizio 8.4.2. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>; tale che X,, ¢ una v.a. con
f.p. data da

px,(z) = (1 =n"") Ligy(x) +n " Ly (),

D L . . .
dove a > 0. Si verifichi che X,, — 0 per n — oo se a > p. Si commenti inoltre la convergenza quasi
certa e in probabilita della successione (X,),>1.

Soluzione. Si osservi che E[| X,|P] = n?~“. Quindi, se a > p si ha

limE[| X, [?] =limn™* =0,

L . . .
ovvero X, — (0 per n — oo. Per quanto riguarda la convergenza quasi certa, se @ > 1 si ha
o
E P(|X,| >¢) = E n- < o0,
n=1

g.c. o L . .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Dunque, quando a = 2 si ottiene un esempio di una successione di v.a.
che converge quasi certamente, ma non converge in media quadratica. Infine, se a > 0 si ha

lim P(|X,,| >¢) =limn " =0,

P 1o D . .
ovvero X, — 0 per n — oo. Dunque, quando a = 3 si ottiene un esempio di una successione di v.a.
che converge in probabilita, ma non converge quasi certamente e in media quadratica. O

Sezione 8.5

e Esercizio 8.5.1. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti discrete, tale che la f.p.
della v.a. X,, € data da

1
pPx, (x) = 5 1{—an,an} (.’E) 5

dove a > 0. Si consideri inoltre la successione di v.a. (S,),>1, dove S, = >} _; X}. Si verifichi la
condizione del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller.
Soluzione. Si ha E[X,,] = 0 e Var[X,,] = a®n®. Dunque, risulta
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- 2 1)(2 1
k=1

Si noti che per ogni € > 0 esiste un valore N, (che non dipende da a) tale che per n > N. si ha
gv, > an, in quanto questa disuguaglianza puo essere espressa come

(n+1)(2n+1) 1
> — .
6n g2

Quindi, si ha
k=1

. . 2 _ .
Inoltre, risulta lim,,v;, = oo per cui
1 n

02 E[XI% 1]51;n,oo[(|Xk|)] =0.

lim
" k=1
Dunque, la condizione del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ verificata per ogni

. ) ) ) c
a. Pertanto, se si considera la successione di v.a. (Z,,),>1 con Z,, = ULS,L, allora Z, — Z pern — oo,

dove la v.a. Z si distribuisce con legge Normale N (0, 1). Si osservi che la condizione del Teorema
Centrale del Limite di Lyapunov ¢ in questo caso piu facile da verificare. In effetti, scelto 6 = 3, si ha
E[|X,|?] = a®n?, per cui risulta

- - s a*n’(n+1)?
ZE[\Xk|3] = Za3k3 =
k=1 k=1 4
Dunque, per ogni a € R si ha

n

1
" \/U_?Zkzzl

E[|X:*] =0. O

e Esercizio 8.5.2. (Formula di Stirling) Si dimostri la formula di Stirling
n! ~ \/2rn"E em
mediante I'uso della Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy.
Soluzione. Si consideri una successione (X,,),>; di v.a. indipendenti e ugualmente distribuite con
legge Esponenziale ridotta. Evidentemente, si ha E[X,] = Var[X,]| = 1. Posto S,, = > ,_, Xj, si
consideri inoltre la successione di v.a. (Z,,),>1 dove

S,—n

NG

Quindi, dal Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy risulta Z, Ny , dove la v.a. Z si
distribuisce con legge Normale A(0,1). Dal momento che E[Z2] =1 per ogni n, allora risulta
lim,E[Z?] = E[Z?] = 1 e questo implica che anche i momenti assoluti di ordine inferiore convergano,
ovvero si ha

Z, =
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Inoltre, tenendo presente che la v.a. .S,, ¢ distribuita con legge Gamma G (0, 1, n), segue che

Clz=—n| 1
E[|Z.]] = / —— 2" le T dz
0 \/ﬁ ['(n)
7L+‘L oo 2 7L+‘L -n
(n—1!Jy n!
Dunque, si deve concludere che
E Zn ) /2 n+i —n

lim I |]:hm&:L
CEfZ] T

che fornisce una verifica probabilistica della formula di Stirling. La formula prende il nome dal
matematico scozzese James Stirling (1692-1770). O

e Esercizio 8.5.3. Si consideri la successione (X,,),>; di v.a. indipendenti e con la medesima legge,
tale che u = E[X,] € 0 = Var[X,] < co. Si verifichi che la condizione del Teorema Centrale del
Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ soddisfatta per la successione considerata.

Soluzione. Senza perdita di generalita si puo assumere ;¢ = 0. St ha

n
2 2 2
v, = E o =no”,
k=1

mentre

n

D BIXG Loy, w1 Xk )] = nE[XT 1,y o (IX0])] -
k=1

Dunque, si ottiene infine

1l .1
1171;1’1 U_% ;E[Xlzl]svmoo[(’XkD] = 1171;1’1 P E[X% 1}5ﬁ0,m[(’X1|)] =0,
ovvero la condizione del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ soddisfatta. Quindi,
si noti che quando le condizioni del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy sono soddisfatte,

anche quella del Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ soddisfatta. O

e Esercizio 8.5.4. Si consideri la successione (X,,),>; di v.a. indipendenti e con la medesima legge,
tale che la d.p. della v.a. X, ¢ data da

B 1
 claPlog?(|x)

fx.(2) Lz oo (f])

dove

mentre
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Ei(z) = /_Z 6—ualu

rappresenta la funzione integrale esponenziale. Si verifichi che la condizione del Teorema Centrale del
Limite di Lyapunov non ¢ soddisfatta per la successione considerata.
Soluzione. Si ha = E[X,| =0¢

2 [ 1 2
2
= Var[X,] = — dr = :
? arlXa] 6/2 xlog?(x) v clog(2) <0

Inoltre, per 6 > 2 risulta

2 00 IIZ‘(S_S
E[|X,|°] = = do =
1, / iy A = o

e quindi la condizione del Teorema Centrale del Limite di Lyapunov non pud essere soddisfatta.
Tuttavia, si noti che (X,,),,>1 € una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge ¢ tale che
Var[X,,] < oo. Dunque, sulla base dell'Esercizio 8.5.3, la condizione del Teorema Centrale del Limite
di Lindeberg-Lévy-Feller ¢ invece soddisfatta. (|

e Esercizio 8.5.5. Si dimostri che

lime™" — ==
n — k! 2
applicando il Teorema Centrale del Limite ad una opportuna successione di v.a. indipendenti
distribuite con legge di Poisson.
Soluzione. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>1, tale che la v.a. X, ¢ distribuita
con legge di Poisson P(1). Inoltre, si abbia la successione di v.a. (S,,),>1, dove S, = > _; Xj. Per le
proprieta della legge di Poisson, la v.a. S,, ¢ distribuita con legge di Poisson P(n). Dunque, si ha

n nk;
P(S,<n)=e" Z -7
c— k!

Applicando il Teorema Centrale del Limite risulta inoltre

lim P(S, < n) = limP<S” < o) — B(0) = =

da cui segue la relazione desiderata. ]

e Esercizio 8.5.6. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.v.a. indipendenti tali che X,, = (Y,,, Z,)"
dove Y, =Y + % e Z, =1-Y,, mentre Y ¢ una v.a. distribuita con legge di Bernoulli B(1, %) Sia
inoltre Z una ulteriore v.a. distribuita con legge di Bernoulli 5(1, %) indipendente dalla v.a. Y. Si

verifichi che Y, £> Y, Z, £> Z per n — oo, anche se la successione di v.a. (Y, + Z,),>1 non
converge in legge al v.v.a. (Y + Z), ovvero (X,,),>1 non converge in legge al v.v.a. X = (Y, Z)T.
Soluzione. Dal momento che la f.c. della v.a. Y,, € datada

oy, (t) = " oy (1),

si ha
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lim gy, (£) = oy (1)

ovvero Y, £> Y. Dunque, risulta anche Z, i 1-Y £ Z. Inoltre, essendo Y, + Z, =1, si ha

Y, + Z, £> 1. Tuttavia, dal momento che Y ¢ Z sono v.a. indipendenti, si osservi che la v.a. (Y + 2)
¢ distribuita con legge Binomiale B(2, 1), ovvero (X,,),>1 non converge in legge al v.v.a. X. O

Sezione 8.6

e Esercizio 8.6.1. Si consideri la successione (X,,),>; di v.a. indipendenti e con la medesima legge
della v.a. X tale che E[X%] < co. Si consideri inoltre la successione di v.v.a. (S,),>; tale che
S = (Sn1,Sn2)" = Oorty Xy >orey X3)T e la successione di v.v.a. (Z,),>1 tale che
1
Z, = —= (S, —nE[S,]) .

Jn

Si verifichi che Z,, 5 Z per n — oc e si determini la legge relativa al v.v.a. Z.

Soluzione. Si assuma che E[X] = p € E[X"] = p, per r = 2, 3,4, mentre Var[X]| = 2. Inoltre, si
consideri la successione (Y},),>1 tale che Y, = (Y,,1, V,2)"T = (X, X2)T. Dunque, risulta immediato
verificare che v = E[Y;] = (u, po)". Inoltre, si ha Var[Y,, 1] = 02 e Var[Y,, 5] = py — p3, mentre

Cov[Yy 1, Y] = p13 — pupsa
Quindi, si ha

2 _
5 = Varly,| = ( o 113 M/éz) _
M3 — 2 fhg — b5

Dal momento che S,, = >"}'_,Y}, allora risulta E[S,,] = nv e Var[S,] = nX. Per il Teorema Centrale
Multivariato del Limite si ha dunque che il v.v.a. Z = ﬁ(Sn — nv) ¢ distribuito con legge Normale

Multivariata AV5(0, X). In un contesto di Statistica inferenziale, si osservi che le componenti del v.v.a.
Up = Uy, UM)T =n"'5, sono date rispettivamente dalla media campionaria e dal secondo

momento campionario. Dunque, il risultato ottenuto implica che \/ﬁ(Un —v)— Z, ovvero si ¢
ottenuta la distribuzione per “grandi campioni” dei primi due momenti campionari Uy, ; € U, ». (|

e Esercizio 8.6.2. Si consideri la successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti e con la medesima legge
della v.a. X con E[X*] < cc. Inoltre, sia (V},),>1 una ulteriore successione di v.a. tale che

2
1< 1 &
Vn:5;X§—<E;X;€> .

Considerata la successione di v.a. (Z,),>1 con Z, = /n(V,, — v), si determini la legge relativa alla

v.a. Z tale che Z, Ny per n — oo e il valore di v.
Soluzione. Si adotti le notazioni dell'Esercizio 8.6.1. Si osservi che

n n

%z%Z(Xk—u)Q— (%Z(M—u))

k=1 k=1
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e quindi per semplicitd si pud assumere p = 0, da cui uy = o%. Inoltre, risulta V,, = g(U,,), dove

g(u1, us) = ug — ui, per cui
f =2n\ (O
=V N 1 B ]' .

Quindi, si ha ATYA = py — 0* e v = g(v) = 0% Sulla base del metodo Delta Multivariato, si deve

0
A= %Q(iﬁ)

c NP
dunque concludere che 7, = \/H(Vn —o0%) = Z, dove la v.a. Z ¢ distribuita con legge Normale
N0, pg — 04). In un contesto di Statistica inferenziale, si osservi che la v.a. V,, € in effetti la varianza
campionaria, di cui si ¢ ottenuta la distribuzione per “grandi campioni”. (|



Capitolo 9

Processi aleatori

9.1. Concetti preliminari

Molti esperimenti o fenomeni aleatori danno luogo ad un insieme di realizzazioni all'evolversi di un
“parametro”, come ad esempio il tempo. In questo caso, l'interesse si concentra sull'analisi di
collezioni di v.a. indicizzate su un determinato insieme, che nella Teoria della Probabilita sono dette
processi aleatori. Formalmente, si ha la seguente definizione.

Definizione 9.1.1. Se T C [0,00[ ¢ un insieme di indici, una collezione di v.a. X = (X;)ier
definita sullo spazio probabilizzato (€2, F, P) ¢ detta processo aleatorio (p.a.) se l'applicazione
X:TxQ— R, dove X(t,w) = X;(w), ¢ misurabile rispetto alla o-algebra B(T) @ F. Per un dato
t €T, la va. X; ¢ detta stato del p.a. a tempo t. Al contrario, per un dato w € €2, 'applicazione
t — X(w) ¢ detta traiettoria del p.a. associata con w. d

Anche se in generale si possono considerare spazi molto generali per T, si noti che nella precedente
Definizione l'insieme T ¢ stato assimilato per semplicita ad un insieme di tempi. Nel seguito si
assumera principalmente che T =N o che T = [0, co[ (0 eventualmente un loro sottoinsieme). Piu
esattamente, il p.a. sara detto a tempo discreto se card(T) ¢ finita o numerabile o a tempo continuo se
card(T) non ¢ numerabile. Inoltre, quando T = N, il p.a. si riduce ad una successione di v.a. e si
enfatizzera questo fatto adottando 1'indice n piuttosto che l'indice .

e Esempio 9.1.1. Si consideri una successione di v.a. (Z,),>; a componenti indipendenti distribuiti
con legge di Bernoulli di parametro p e si definisca il p.a. a tempo discreto X = (X,,), >0 dove
X, =3 1_1Zr e X = 0 g.c. In questo caso, si ha ovviamente T = N. Inoltre, per quanto visto nella
Sezione 6.1, per un determinato n > 1 lo stato X, ¢ una v.a. con legge Binomiale B(n, p), mentre una
traiettoria ¢ una successione non decrescente a valori su N tale che gli incrementi fra due termini
successivi sono nulli o pari all'unita. In un ambito di gioco d'azzardo, piuttosto che la successione
originale (Z,,),>1, si considera invece la successione (Y},),>1, con Y,, = 2Z,, — 1, ovvero si ottiene il
p.a. a tempo discreto X = (X,,),>0 dove X,, = >} Y, = 2>"7_, Z; — n. In questo caso, il p.a. X
viene assimilato ad una successione di giocate in cui si vince un'unita con probabilita p e si perde
un'unita con probabilita (1 — p) ad ogni giocata. Lo stato X, risulta dunque la v.a. che rappresenta la
somma vinta (o perduta) a tempo n, mentre una traiettoria ¢ la successione delle somme vinte (o
perdute). Con un termine pittoresco, questo p.a. ¢ detto passeggiata aleatoria e sara analizzato in
dettaglio nella Sezione 9.3. O

e Esempio 9.1.2. Sia T = [0,T] esia 0 = ¢y < t; < ... <t, = T una partizione di [0, T']. Inoltre, si
consideri il v.v.aa. Z = (Z, ..., Z,-1)" e si definisca il p.a. a tempo continuo X = (X;);e[or] dove

n—1

Xt - Z Zk‘ 1[tk,tk+1[(t) :

k=0
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Per un determinato ¢ € [tx, tx11[, lo stato X; € una v.a. con la stessa legge della v.a. Z;, mentre una
traiettoria ¢ una funzione semplice. Di conseguenza, questo p.a. ¢ detto semplice. Questo tipo di p.a.
sara fondamentale nel calcolo stocastico introdotto nel Capitolo 10. O

Definizione 9.1.2. Si consideri uno spazio probabilizzabile (€2, ). Se T C [0, ool una filtrazione &
una collezione di o-algebre (F;):cr per cui si ha Fy C F; C F perogni s,t € T tali che s < t. Inoltre,
dato il p.a. X = (X})ser definito sullo spazio probabilizzato (2, F, P), sia F; = o({Xs: s < t}) la
pil piccola o-algebra che contiene gli eventi del tipo { X € B} con B € B(R) e s < t. In questo
caso, la corrispondente filtrazione viene detta filtrazione naturale per il p.a. X. O

Per comodita, si assume usualmente che inf({t : ¢t € T}) = 0 e Fy = {0, Q2}. Inoltre, uno spazio di
probabilita (2, F, P) a cui ¢ associata la filtrazione (F;)ier € detto spazio di probabilita con
filtrazione. Una filtrazione puo essere interpretata come l'incremento di informazione nel p.a. che si
ottiene al passare del tempo. In effetti, F; puo essere vista come l'informazione disponibile ad un
osservatore del p.a. fino a tempo ¢.

e Esempio 9.1.3. Si consideri di nuovo il p.a. X dell'Esempio 9.1.1. Si osservi che ogni traiettoria del
p.a. puo essere posta in corrispondenza biunivoca con un punto dell'intervallo [0, 1], dal momento che
ogni determinazione della successione (Z,),>1 puo essere vista come l'insieme delle cifre nella
rappresentazione binaria di un punto in [0, 1]. In questo caso, si puo considerare la filtrazione (F,,),>0
con Fy = {0,Q} e dove F, ¢ la o-algebra generata dagli intervalli del tipo [27"(k — 1),27"k[ con
k =1,...,2". Evidentemente, la partizione binaria di [0, 1] che genera F,, diventa sempre piu “fine”
all'aumentare di n e la relativa o-algebra diventa contemporaneamente piu “ricca”. O

Definizione 9.1.3. Sia X = (X;)ier un p.a. definito sullo spazio di probabilita (€2, F, P) con
filtrazione (F;)ser. Il p.a. X € detto adattato se X; ¢ misurabile rispetto a F; per ogni ¢ € T. Inoltre, il
p.a. X ¢ detto progressivamente misurabile se I'applicazione (s,w) — X,(w) € misurabile rispetto alla
o-algebra B([0, t]) ® F; per ognit € T. O

Dalla Definizione 9.1.3 ¢ evidente che un p.a. X ¢ adattato se la filtrazione ¢ naturale.

Definizione 9.1.4. Sia X = (X;);cr un p.a. definito sullo spazio di probabilita (2, 7, P). Il p.a. X
¢ detto continuo se le corrispondenti traiettorie sono continue q.c. Inoltre, il p.a. ¢ detto continuo a
destra se le corrispondenti traiettorie sono continue a destra q.c. O

e Esempio 9.1.4. Si consideri di nuovo il p.a. semplice X introdotto nell'Esempio 9.1.2. E immediato
verificare che le traiettorie del p.a. X non sono continue g.c. In effetti, risulta { X;, = Z;.} ¢.c., mentre
per e > 0 si ha {lim.p+ Xy, = Zx_1} ¢q.c., dove k = 1,...,n. Dunque, il p.a. X non € continuo q.c.
Il p.a. X ¢ continuo a destra g.c., dal momento che {lim._o+ Xy, +. = Z;} q.c. O

Definizione 9.1.5. Si consideri i p.a. X = (X;)ter € Y = (Y})er definiti sullo spazio di probabilita
(Q, F, P). Sidice che il p.a. Y & una modificazione del p.a. X se per ogni ¢t € T si ha
PlweQ: Xi(w) =Y (w)}) =1.
Inoltre, si dice che i p.a. X e Y sono indistinguibili se si ha

Plwe: Xi(w) =Y (w),VteT}) =1. O

Risulta evidente dalla precedente Definizione che se i p.a. X e Y sono indistinguibili, allora il p.a.
X ¢ anche una modificazione del p.a. Y, mentre non ¢ vero il contrario. Sulla base di queste classi di
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equivalenza fra p.a., si pud selezionare il p.a. piu opportuno ai fini teorici all'interno di una classe,
come ad esempio un p.a. continuo.

e Esempio 9.1.5. Si consideri i p.a. X = (X¢)ic,00] € Y = (Y2)1co,00f definiti sullo spazio di
probabilita (2, F, P), dove Q = [0, 00[ ¢ F = B([0, 00]). Inoltre, i p.a. X e Y sono tali che X; = 0,
mentre Y; = 1;,,(f). Dunque, i p.a. X e Y non sono indistinguibili, in quanto X;(w) # Y;(w) per
t = w. Tuttavia, il p.a. Y ¢ una modificazione del p.a. X, in quanto

PlweQ: Xy(w) #Yi(w)}) =0.
e dunque

PlweQ: Xi(w) =Y (w)}) =1-PHwe Q: Xi(w) #Yi(w)}) =1. O

9.2. Martingale

Le cosiddette “martingale” costituiscono una vasta classe di p.a. con proprieta notevoli. Il termine
“martingala” ha origine nel gioco d'azzardo, anche se la sua etimologia non ¢ del tutto chiara. La prima
apparizione del termine in ambito probabilistico ¢ dovuta al matematico Jean Ville (1910-1989) e lo
studio di questi p.a. ¢ stato profondamente influenzato dal probabilista Joseph Leo Doob (1910-2004),
che ne ha costruito le basi teoriche.

i ‘ ! I .l J't
Figura 9.2.1. Joseph Leo Doob (1910-2004).

Definizione 9.2.1. Se T C [0, 0], sia M = (M;)ier un p.a. adattato definito sullo spazio di
probabilita (€2, F, P) con filtrazione (F;)er e tale che E[|M;|] < oo per ogni ¢ € T. Si dice che M ¢
una martingala se per ogni 0 < s < t si ha

{E[M; | Fs] = M} q.c.,
mentre si dice che M ¢ una super-martingala se

{E[M; | Fs] < M} q.c.,
e infine si dice che M ¢ una sub-martingala se

{E[M; | 7] > My} qc.. 0
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E evidente che la proprieta di martingala dipende dalla filtrazione e dalla misura di probabilita P
che sono state considerate. Inoltre, dalla Definizione 9.2.1, per ogni ¢ si ha

{E[Mt | fo] = MO} q.c.,

ovvero, una martingala pud essere considerato in effetti un p.a. che rimane “costante in media”.
Analogamente, una super-martingala ¢ un p.a. che “decresce in media” e una sub-martingala ¢ un p.a.
che “cresce in media”.

Risulta importante sottolineare che ogni martingala ammette sempre una modificazione continua a
destra che ¢ unica, a meno di p.a. indistinguibili (si veda Pascucci, 2011, p.115). Dal momento che
questa condizione non ¢ restrittiva, nel seguito verra considerata tacitamente la versione continua a
destra di ogni martingala.

e Esempio 9.2.1. Si consideri una successione di v.a. (X,),>; a componenti indipendenti tale che
E[X,] = ¢ < oo per ogni n. Si definisca inoltre il p.a. a tempo discreto M = (M,,), > tale che

M, = Zn:Xk
k=1

con {My =0} g.c. e sia (F,)n>0 la filtrazione naturale, ovvero si ha F, = o({X1,..., X,,}).
Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha

E[|M,]] = |ZXk” <EZ\Xk :zn:E[|Xk|]<oo.

Inoltre, dal momento che {E[M,, | F,,| = M, } q.c. sulla base della Proposizione 5.2.1 e che la o-
algebra generata da X, ¢ indipendente dalla o-algebra F,,_, si ha q.c.
E[Mn | fnfl] — E[Mnfl + Xn ’ fnfl] — E[Mnfl | fnfl] + E[Xn | fnfl]
— n—1+t E[Xn] — Mn—l +c.

Procedendo in modo iterativo, per m € N con m < n, dalla precedente espressione si ha q.c.
EM, | Fn]| = My, + (n —m)c.

Quindi, il p.a. M ¢ una martingala se ¢ = 0, una super-martingala se ¢ < 0 e una sub-martingala se
c > 0. O

e Esempio 9.2.2. (Strategia di gioco) Si consideri una successione (Y},),,>1 di v.a. indipendenti con la
medesima legge, tali che P(Y,, =1)=pe P(Y, = —1) =¢q, dove ¢ =1 — p, e una successione
(Uy)n>1 di va. tale che U, = g,(Y1,...,Y,-1) con P(U, > 0) =1 ¢ E[U,] < oo per ogni n € N. Si
definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),>o tale che

M, =) UY;
k=1
con {My = 0} q.c. e sia (F,)n>0 la filtrazione naturale, ovvero si assume che F,, = o({Y1,...,Y,}).

Dalle assunzioni fatte si noti che la v.a. U, ¢ misurabile rispetto a F,,_;. Questo p.a. pud essere
assimilato ad un insieme di giocate ad un gioco d'azzardo con esito dicotomico, in cui si vince con
probabilita p e si perde con probabilita ¢, e dove si scommette una quantita di denaro pari a U, all'n-
esima giocata. In questo caso, M, rappresenta la somma vinta (o perduta) dal giocatore all'n-esima
giocata. Nella terminologia del gioco d'azzardo, la successione di v.a. (U,),>1 ¢ detta strategia di
gioco. Risulta evidente il motivo per cui la v.a. U,, dipende solo dal v.v.a. (Y7, ..., Y,,L_l)T. In effetti, il
giocatore puo prendere la decisione sulla somma da scommettere all'n-esima giocata solo basandosi
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sugli esiti delle (n — 1) giocate precedenti. Tenendo presente che le v.a. U, e Y;, sono indipendenti e
che E[|Y,,|] = 1, per ogni n si ha

BIIM ) = B Uil < B3 023l = Y EUAIIENA] = Y BUi) < oo.

Inoltre, sulla base della Proposizione 5.2.1, dal momento che la o-algebra generata da Y, ¢
indipendente dalla o-algebra F,,_; e che U,, ¢ misurabile rispetto a F,,_1, si ha q.c.

E[Mn | fn—l] = E[Mn—l + UnY;L | fn—l] = E[Mn—l | fn—l] + E[UnKL | fn—l]
- Mnfl + UnE[Yn | fnfl] - Mnfl + UnE[Yn] - Mnfl + Un(2p - 1) .

Quindi, a prescindere dalla strategia di gioco adottata dal giocatore, il p.a. M ¢ una martingala se
p= %, una super-martingala se p < % e una sub-martingala se p > % Di conseguenza, per qualsiasi
strategia di gioco considerata, un gioco equo rimane equo, un gioco sfavorevole rimane sfavorevole e
un gioco favorevole rimane favorevole. Questo esempio mostra che ¢ impossibile determinare una
strategia di gioco per cui un gioco d'azzardo sfavorevole puo essere trasformato in un gioco
favorevole. (]

Di seguito vengono dati due esempi di importanti martingale. Ulteriori esempi di martingale, super-
martingale e sub-martingale verranno considerati nell'analisi delle passeggiate aleatorie nella Sezione
9.3 e del moto Browniano nella Sezione 9.4.

e Esempio 9.2.3. (Martingala di Doob) Si consideri una v.a. X con E[|X|] < oo e si consideri il p.a.
M = (My)ser tale che

Mt:E[X‘ft],

dove (Fi)ter € una filtrazione. Tenendo presente la disuguaglianza di Jensen condizionata (Teorema
5.2.3), perogni s < t si ha

E[[M;|] = E[[E[X | Z][] < E[E[|X] | 7]l = E[|X]] < oo

Inoltre, sulla base del Teorema 5.2.6 si ha {E[E[X | F] | Fs] = E[X | Fs]} q.c. se Fs C F;, dacuisi
ha q.c.

E[M, | 7. = E[E[X | ] | £ = E[X | ] = M,

Quindi, il p.a. M ¢ una martingala, anche detta martingala di Doob. Questo esempio evidenzia una
procedura pratica per costruire una martingala. ]

e Esempio 9.2.4. (Urna di Pdlya) Sia data un'urna che contiene r palline rosse e b palline blu. Si
consideri inoltre un esperimento aleatorio nel quale si estrae una pallina dall'urna e, dopo averne
verificato il colore, si reimmette la pallina nell'urna con un'ulteriore pallina dello stesso colore. La
procedura viene successivamente ripetuta con le stesse modalita. Questo esperimento aleatorio ¢ detto
schema dell'urna di Polya dal momento che ¢ stato proposto dal matematico George Polya (1887-
1985). Se X, ¢ la v.a. che rappresenta il numero di palline rosse nell'urna alla n-esima ripetizione
dell'esperimento, si consideri la successione di v.a. (X,),>1. Si osservi che si pud scrivere
X,=r+ ZZ:le’ dove ogni v.a. Z;, ¢ tale che Z;, = 1 se la pallina estratta alla k-esima estrazione ¢
rossa e Z; = 0 altrimenti. Dalla costruzione dell'esperimento aleatorio risulta immediato verificare che

T

E[Zk’Xk,1:$]:P(Zk‘Xk,1:$):m,
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dove x =r,r+1,...,7r+ k — 1. Si consideri dunque il p.a. M = (M,,),>o tale che M, = n—iizi-b e
My = ;5 con (Fn)n>o filtrazione naturale. Per ogni 7 si ha
1 1 L n+r
E[|M,|| = E[M,| = ——E[X,| = ——— EZ,]| < ——< 1.
M) = EMy ] = ———— BIX,) = ——— (+Z | kl) o
Inoltre, tenendo presente la Proposizione 5.2.1 e che E[Z,, | F,,-1] = E[Z,, | X,,—1], siha q.c.
1
EM, | Fooil = ——— (E[X, 1 | Foe E\Z, | Fu-
(Mo | Fot] = e (Xt | Foact]| + EZ0 | o)
1 X, 1
= (X +— | = X, 1 =M, .
n+r+b( 1+n—1+7‘+b) n—1+r+b ! !
Procedendo in modo iterativo, per m € N con m < n, si ha dunque q.c.
1
E[Xn | fm] = 7 Xm = Mm )
m+r+b
ovvero dalla Definizione 9.2.1 il p.a. M ¢ una martingala. O

Di seguito viene introdotta la definizione di tempo di arresto. Anche se il tempo di arresto puo
essere considerato in generale per un qualsiasi p.a., questo concetto risulta particolarmente importante
nell'ambito delle martingale.

Definizione 9.2.2. Si consideri lo spazio di probabilita (€2, F, P). Se (F,,)n>0 ¢ una filtrazione, un
tempo di arresto discreto ¢ un'applicazione 7 : {2 — N U {oc}, tale che l'evento {r < n} € F, per
ogni n € N. Inoltre, se (F)ic[o,0 € una filtrazione, un tempo di arresto continuo ¢ un'applicazione
7: 0 — [0,00[ U {o0}, tale che l'evento {7 < t} € F; per ogni t € [0, col. O

Intuitivamente, si pud pensare ad un tempo d’arresto come al momento in cui si prende una
decisione relativa ad un fenomeno aleatorio nel tempo (per esempio, la decisione di raddoppiare la
scommessa ad un certo istante in una serie di giocate ad un gioco d'azzardo). I vincoli sugli eventi,
ovvero {T < n} € F, e {r <t} € F,, si basano sul fatto che tale decisione deve dipendere solo dalle
informazioni disponibili fino a quel momento. Si osservi infine che un tempo di arresto non ¢ in effetti
una v.a. in senso proprio in quanto potrebbe sussistere che P(7 < 0o) < 1, ovvero il tempo di arresto
potrebbe non essere finito.

e Esempio 9.2.5. Si consideri di nuovo il p.a. M = (M,,),>o introdotto nell'Esempio 9.2.2 e sia dato
il tempo di arresto
r=min{n e N:Y, =1}).

Nell'interpretazione in termini di gioco d'azzardo, il tempo di arresto 7 puo essere visto come l'istante
in cui il giocatore ottiene la prima vincita. Si noti che 7 ¢ in effetti un tempo di arresto, dal momento
che F,, ¢ la o-algebra generata dal v.v.a. (Y7,...,Y,) e

{T:n}:{yvl: _17"'7}/n71: _17Yn:1}€fna

per cui

{Tgn}:O{T:k}Efn.
k=1
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Per quanto visto nella Sezione 6.3, la legge della v.a. (7 — 1) ¢ Geometrica di parametro p, ovvero la
relativa f.p. ¢ data da

pr(z) = pg"! 1. ().

Dunque, in questo caso si ha P(1 < o0) = 1. O

Definizione 9.2.3. Si consideri lo spazio di probabilita (€2, F, P) e sia (F;)er una filtrazione. In
questo caso

F.={FeF:En{r<t}hteT}

¢ detta o-algebra associata al tempo di arresto 7. Inoltre, se M = (M;);er € una martingala e 7 ¢ un
tempo di arresto, allora posto M, = M (7(w),w), il p.a. M7 = (M st)ter € detta martingala arrestata
al tempo di arresto T.

Il prossimo Teorema riveste un'importanza notevole, dal momento che evidenzia che una
martingala arrestata conserva ancora le caratteristiche di martingala.

Teorema 9.2.4. (Teorema del campionamento opzionale di Doob) Sia M = (M)t una
martingala e Ty e 19 tempi di arresto tali che {7y < 19 < T} q.c. dove T > 0. Si ha q.c.

E[MTz | fﬁ] = MT] :

In particolare, il p.a. M™ = (M;pt)ter € una martingala. Inoltre, se M é una super-martingala, si ha
q.c.

E[MTQ ‘ ‘FTL] S MT1
eilp.a. M7 é una super-martingala, mentre se M e una sub-martingala, si ha q.c.
E[MTQ ‘ ‘FTL] 2 MT1

eilp.a. M7" é una sub-martingala.
Dimostrazione. Si veda Revuz e Yor (2005, p.123). ]

e Esempio 9.2.6. (Strategia di gioco con martingala) Si consideri il p.a. M = (M,),>¢ introdotto
nell'Esempio 9.2.2 e si assuma inoltre una successione di v.a. (U, ),>1 tale che

n—1

Up=2""[1-y(%) -
k=1

Si consideri inoltre il tempo d'arresto 7 introdotto nell'Esempio 9.2.5 e la martingala arrestata
M7™ = (M;pp)n>0- Dal Teorema 9.2.4, si ha dunque che il p.a. M7 ¢ una martingala se p = %, una
super-martingala se p < % o una sub-martingala se p > % Nell'interpretazione in un ambito di gioco
d'azzardo, la strategia di gioco basata sulla successione di v.a. (U,),>1 ¢ comunemente detta
martingala (con una terminologia ovviamente fuorviante). In pratica, seguendo questa strategia, il
giocatore scommette un'unita alla prima giocata. Nel caso in cui perda, il giocatore raddoppia la
scommessa € continua in questo modo fino a quando non ottiene la prima vincita e conclude il gioco.
Si noti che

n

MT/\’!L = 1{1,...,n} (T) - Z Uk 1{n+1,n+2,..}(7_) = 1{1,..‘,n} (T) - Z 2k_1 1{n+1,n+2,...}(7—)
k=1

k=1
= 1{1,...,n}(7—) - (2n - 1) 1{n+1,n+2,...}<7—) .
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In pratica, M;p, = M, =1 se 7=n (ovvero il giocatore guadagna un'unita alla prima vincita
concludendo il gioco), mentre M, ,, = M,, = — (2" — 1) se 7 > n (ovvero il giocatore perde 2" — 1
unita all'n-esima giocata precedente la prima vincita). Dunque, poiché¢ P(7 < oo) = 1, si ha anche
P(M,=1)=1. Dal momento che questo risultato vale per ogni p, la martingala sembra
apparentemente una strategia di gioco vincente (il giocatore termina il gioco con un'unita vinta).
Tuttavia, si deve tenere presente che questa strategia presuppone una disponibilita illimitata di denaro
e di tempo da parte del giocatore (ovviamente un'assunzione irrealistica). Inoltre, tenendo presente
'Esempio 9.2.5, si ha

o o0 o
E(M, ] =) M, P(r=n)= - (2" =pg" = —p) (2¢)"+1.
n=1 n=1 n=0
Dunque, risulta E[M,_;] = — oo per ¢ > %, ovvero per p < % Quindi, in questo caso la perdita attesa
nella giocata prima della vincita finale ¢ infinita. Sorprendentemente, questo risultato si ha anche per
un gioco equo, ovvero anche nel caso in cui p = % O

Teorema 9.2.5. (Disuguaglianze di Doob) Sia M = (M,):ct una martingala. Per ogni T > 0 e
A > 0 vale la disuguaglianza

1 1
P sup [My| > X\ | < - E[Mr V0] < —E[Mr|].
t€[0,T] A A
Inoltre, per p > leq = 1% vale la disuguaglianza
E[ sup |Mi["] = ¢"E[|Mz["].
t€[0,T]
Dimostrazione. Si veda Pascucci (2011, p.113). ]

9.3. Passeggiate aleatorie

La passeggiata aleatoria ¢ uno dei p.a. piu semplici (anche se fondamentali) nella teoria della
probabilita. Piu esattamente, la passeggiata aleatoria ¢ un processo a tempo discreto che viene
formalmente definito come segue.

Definizione 9.3.1. Sia (2, F, P) con (F,),>0 uno spazio di probabilita con filtrazione. Sia inoltre
(Y,)n>1 una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge, tali che P(Y, =1)=p ¢
P(Y,= —1)=¢q con gq=1—p. Si dice passeggiata aleatoria il p.a. X = (X,),>0 dove
X, =>1_1Yire{X,=0}q.c. O

Evidentemente, vista l'indipendenza delle componenti della successione (Y},),>1, si puo scegliere la
filtrazione naturale (F,,),>o tale che F,, = o({Y1,..., Y, }). Itempi n € N sono anche detti passi della
passeggiata aleatoria. Inoltre, nel caso particolare in cui p = %, la passeggiata aleatoria ¢ detta
simmetrica. La seguente Proposizione fornisce la legge del generico stato della passeggiata aleatoria.

Proposizione 9.3.2. Sia X = (X,,),,>0 una passeggiata aleatoria. Per ogni n € N la f.p. dello stato
X, édata da

n
%(n—l—x)

(o) = (

Lin+a) Lt(n—z
>p2( TG L oy ()
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Inoltre, E[X,,] = n(p — q) e Var[X,,] = 4npq.

Dimostrazione. Si osservi che sussiste X, =2V, —n, dove V,, =3, _Zy e (Z,)n>1 ¢ una
successione di v.a. indipendenti con legge di Bernoulli di parametro p. Per quanto visto nella Sezione
6.1, la legge della v.a. V,, ¢ Binomiale B(n, p). Dunque, dal momento che la v.a. X, ¢ una trasformata

lineare della v.a. V,, ¢ immediato ottenerne la relativa f.p. Inoltre, per le proprieta del valore atteso si
ha

E[X,] =2E[V,] —n=2np—n=n(p—q)

Var[ X, ] = 4Var[V,] = 4npg. d

e Esempio 9.3.1. Si consideri il gioco d'azzardo della roulette introdotto nell'Esempio 2.6.3. Si
supponga inoltre un giocatore ostinato (con disponibilita illimitate) che scommette un'unita sul rosso
ad ogni giocata La successione delle somme vinte (o perdute) dal giocatore ¢ una passeggiata aleatoria
conp = se la roulette ¢ di tipo Monte Carlo (evitando di considerare per semplicita le regole basate

su la partage o en prison quando si presenta lo zero). Sulla base della Proposizione 9.3.2, la
probabilita di essere in attivo dopo n = 20 giocate ¢ data da Ziil Dx,, (2k) = 0.365, quella di essere
in pareggio ¢ data da px,, (0) = 0.175 e quella di essere in perdita ¢ data da Z;flopxm(%) = 0.460.
Inoltre, le medesime quantita dopo n = 100 giocate sono rispettivamente Zi():leloo(?k) = 0.355,
DXy (0) = 0.077 e 3211 iy, (2k) = 0.568. O

10 F

o 20 w0 e s 100
Figura 9.3.1. Una traiettoria della passeggiata aleatoria
con p = z= e n = 100 passi.

La seguente Proposizione evidenzia che la passeggiata aleatoria ¢ una martingala, una sub-
martingala o una super-martingala a secondo dei valori assunti da p.

Proposizione 9. 3 3. La passeggiata aleatoria X (X)) n>0 € una martingala se p = 5, una super-
martingala se p < 5 e una sub-martingala se p > 5
Dimostrazione. Sulla base della Definizione 9.3.1, dal momento che E[|Y)|] = 1siha

E[1X.] = E[IZYk]<ZE\Yk | =n<oo.

Inoltre, tenendo presente che {E[X,, | F,,] = X,,} ¢.c. sulla base della Proposizione 5.2.1 e che la o-
algebra generata da Y, ¢ indipendente dalla o-algebra F,,_1, si ha q.c.

E[Xn ‘ fnfl] — E[anl | f.nfl] + E[Yn | fnfl] - anl + E[Yn] - anl + 2p —1.
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In modo analogo alla precedente relazione, si ha q.c.

E[Xn ’ fan] — E[anZ ’ fan] + E[Ynfl | fn72] + E[Yn | fan]
- Xn—2 + E[Kl—l] + E[}/TL] - Xn—2 + 2(2p - 1) .

Procedendo in modo iterativo, per m € N con m < n, si ha dunque q.c.
EX, | Fn]=Xn+(n—m)2p—1).

Dalla precedente espressione e dalla Definizione 9.2.1 segue il risultato. (|

e Esempio 9.3.2. Si consideri il gioco d'azzardo della testa e croce introdotto nell'Esempio 1.1.1 e si
supponga di nuovo un giocatore ostinato (con disponibilita illimitate) che scommette un'unita sulla
croce ad ogni giocata. Se la moneta ¢ bilanciata, ovvero p = %, allora la successione delle somme vinte
(o perdute) dal giocatore ¢ una passeggiata aleatoria che ¢ anche una martingala. La testa e croce ¢
dunque un gioco equo. Nel caso della roulette considerato nell'Esempio 9.3.1, la passeggiata aleatoria
¢ invece una super-martingala, dal momento che p = 32 < 1. La roulette non ¢ dunque un gioco
d'azzardo vantaggioso. O

Risulta interessante ottenere alcune proprieta della traiettoria di una passeggiata aleatoria. In questo
ambito, ¢ conveniente introdurre le seguente definizione.

Definizione 9.3.4. Sia X = (X,,),>0 una passeggiata aleatoria. Posto n =2k con k€N, la
quantita u, = P(X,, = 0) dove

ugr = P(Xo = 0) = (2:) (pg)*

mentre ug,11 = P(Xop—1 = 0) = 0 & detta probabilita di ritorno all'origine in n passi. O

Dunque, u,, non ¢ nulla solo se n ¢ pari. La seguente Proposizione fornisce alcune caratteristiche
della successione delle probabilita di ritorno all'origine.

Proposizione 9.3.5. La successione u = (u,),>0 ammette funzione generatrice data da

S n 1
Gy(t) = ;t Up = m .

Inoltre, poston = 2k con k € N, per k — o0 si ha

op o (4pq)*.
v/ 7k

Dimeostrazione. Dal momento che sussiste la serie

i": <2k ) ]
k=0 k B v 1—4x ’
la funzione generatrice della successione u ¢ data da
n=0 k=0 k=0 V1 —4pgt?

Inoltre, per £ — oo l'approssimazione di Stirling applicata al coefficiente binomiale nell'espressione di
usy, fornisce
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(2k:) 4k
k \ mk ’

da cui si ottiene la seconda parte. O

Dalla Proposizione 9.3.5, per p = % si ottiene in particolare che
1

ng’vﬁ.

Dunque, in modo controintuitivo, la probabilita di ritorno all'origine per una passeggiata aleatoria
simmetrica tende ad annullarsi all'aumentare dei passi.

La seguente definizione introduce un particolare tempo di arresto nell'ambito delle passeggiate
aleatorie.

Definizione 9.3.6. Sia X = (X,,),,>¢ una passeggiata aleatoria. Il tempo di arresto
7, =min({n > 0: X, = k}),
dove k € Z, ¢ detto tempo del primo passaggio per k. In particolare,
70 =min({n > 0: X, =0})
¢ detto tempo del primo ritorno all'origine. O

Evidentemente, il tempo del primo ritorno all'origine 75 puo prendere valori solo sui numeri pari.
La seguente Proposizione fornisce la distribuzione di 7 e le relative caratteristiche.

Proposizione 9.3.7. Sia X = (X,,),>0 una passeggiata aleatoria. La funzione generatrice della
successione v = (v, )p>1 con v, = P(19 = n) é data da

o0

G,(t) = Zt”vn =1—+/1—4pqt*.

n=1

Poston =2k conk € {1,2,...}, si ha

2k k
U%ZP(TOZQI{:):(]{;)Z(IISQ—)I’

mentre v,y = P(1o =2k —1)=0.
Dimostrazione. Gli eventi {7y = k}, k = 1,2,...,n, sono incompatibili e dunque risulta

P(Xn:O>:zn:P(Xn:0‘T():k)P(T():k').
k=1

Inoltre, si ha P(X,, =0| = k) = P(X,—r = 0) dal momento che, se si verifica {7) = k}, allora
Z;L:ij puo essere considerato come il passo di ordine (n — k) di una nuova passeggiata aleatoria.
Dunque, dalla precedente espressione segue

n
Up = g Up—kVk -
k=1

Quindi, si ha
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Gu(t) - Z Up = Zzt Up—kVk -
n=0

n=0k=1

Tenendo presente la definizione di convoluzione di funzioni generatrici e poiche¢ uy = 1, dalla
precedente espressione si ottiene

Gu(t) =1+ Gu(t)Gu(t)
ovvero

1
G.u(t)

G(t)=1—

e la prima parte segue dalla Proposizione 9.3.5. Inoltre, considerando l'espressione della serie
binomiale, la funzione generatrice della successione v pud essere scritta come

Gty =1 =3 () ()t =3 (=00 Jeame,

=1

da cui segue la seconda parte, tenendo presente 1'identita

(= Dkl(l%:)z% N (2:) 2k1— 1

applicata all'espressione di vgy. (|

Si osservi che dalle Proposizioni 9.3.5 e 9.3.7 risulta in modo notevole

1

21"

Vo =

mentre per £ — oo si ha

1 k
Vg, ~ ——— (4pq)" .
v/ Ark3 (1pg)

Inoltre, si deve evidenziare che (G, non ¢ in generale una funzione generatrice delle probabilita. In
effetti, la successione v non costituisce in generale una legge essenziale, dal momento che dalla
Proposizione 9.3.7 si ha

P(7) < o0) ZU,L—GU )=1-y1-4pg=1-/(p—q¢)?=1-|p—q/<1.

e Esempio 9.3.3. Si consideri di nuovo il gioco d'azzardo della roulette. In questo caso, sulla base
della Proposizione 9.3.7, la probabilita del tempo di ritorno all'origine dopo n = 20 giocate ¢ data da
v9p = 0.009. Inoltre, la probabilita che il tempo di ritorno all'origine sia finito risulta
P(1p < >0) = %. Dunque, in modo sorprendente per il giocatore ingenuo (anche se con disponibilita
illimitate), la probabilita che il tempo di ritorno all'origine non sia finito ¢ dato da
1
1-P (7' 0 < OO) 37 O
Dalla Proposizione 9.3.7 ¢ evidente che P(my < oo) =1 esclusivamente per una passeggiata
aleatoria simmetrica. Dunque, 7y ¢ una v.a. propria solamente per p = % In questo caso, si ha il
seguente risultato.
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Proposizione 9.3.8. Sia X = (X,,),>0 una passeggiata aleatoria simmetrica. La f.p. della v.a. Ty é
data da

x 27°

pr(@) = (lx) 1 1pa. (@)

2

e E[1y] = oc. Inoltre, posto n = 2k con k € N e data la successione z = (z,,)p>0 dove
29k = P(To > 2/{3)

e 2z9p+1 = 0, si ha z = u.
Dimostrazione. Per p = % la v.a. 1) possiede f.g. data da

Go(t) =1— /112

e la prima parte segue immediatamente dalla Proposizione 9.3.7. Inoltre, si ha
_t

V1i—t2’

e dunque

Eln) = lim GL(t) = oo

Per quanto riguarda l'ultima parte, poiché zop = E[1(;5 (70 — 2k)], la funzione generatrice della
successione z ¢ data da

G.(t) = ZO "z, = ; " E[lyo. (10 — 2k)] = E[; 7 10 (70 — 2k))]

1
1—¢2

SB[ = Bl ] = s (1 G ).
k=0

Tenendo presente l'espressione di G, (¢) e dalla Proposizione 9.3.5, si ha
1

e Gu(t),

da cui segue la tesi. ]

G.(t) =

Dalla Proposizione 9.3.8 risulta quindi che, pur essendo P(7y < oo) =1 per p = %, si ha

comunque E[7y] = oo. Inoltre, dalla medesima Proposizione segue anche una relazione notevole fra le
successioni u € z per una passeggiata aleatoria simmetrica. In effetti, da questa relazione risulta che la
probabilita di non ritornare all'origine in 2k passi ¢ pari alla probabilita di ritornare all'origine in 2k
passi quando p = 1, ovvero P (1) > 2k) = P(Xy, = 0).

e Esempio 9.3.4. Si consideri il gioco d'azzardo della testa e croce analizzato nell'Esempio 9.3.2. In
questo caso, la probabilita del tempo di ritorno all'origine dopo m = 20 giocate ¢ data da
P (X3 = 0) = 0.176, per cui risulta anche P(1y > 20) = 0.176. O

I prossimo Teorema fornisce un risultato classico per la passeggiata aleatoria simmetrica, ovvero la
cosiddetta /egge dell'arcoseno. Se si considera i primi 2n passi di una passeggiata aleatoria, questa
legge fornisce la distribuzione dell'ultimo tempo di ritorno all'origine.
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Teorema 9.3.9. (Legge dell'arcoseno) Sia X = (X,,),>0 una passeggiata aleatoria simmetrica. Si
consideri la v.a. o, = max({l € {1,...,n} : X; = 0}), detta ultimo tempo di ritorno all'origine in n
passi. Posto n = 2k con k € N, se agor, = P02 = 21), si ha

21 2k — 21
Qo] 2k = UQU2k—2] = ( I ) ( 1 >2_2k,

perl=0,...,k ovvero lafp. dellav.a. o, e data da

po@ = (1) (4 )2 " 2oz o).

_ 2
hrrln P(n‘lgn <z)= - arcsm(\/g) 1[071](56) + 1]1,00[(37> )

Inoltre, risulta

c \ .
ovvero n"to, = Z per n — oo, dove Z é una v.a. con legge Beta di tipo BE(0, 1, %, %) che ammette

d.p. data da

fz(x) = m Lp(2) -

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima parte, tenendo presente che se si verifica { X9 = 0},
allora 1 successivi passi possono essere considerati come una nuova passeggiata aleatoria, dalla
Proposizione 9.3.8 si ha

agor = P(Xoy =0,X940#0,...,X0; #0) = P(X9 = 0)P(Xos2 #0,..., X0, #0 | Xoy = 0)
= P(Xo = 0)P(Xo142 #0,..., Xop # 0) = P(Xg = 0)P(79 > 2k — 21) = ugugp—o -

Per quanto riguarda la seconda parte, dalla Proposizione 9.3.5 si ha

1
Qo) ok ~ m
Dunque, posto x = éperl =0,...,k,siha
. kx 1
P(n QnSQf)N;m,

da cui, tenendo presente la definizione dell'integrale di Riemann, si ottiene

kx T
hm P(n o, <) = hmz

1
——du
jgm/j —7) 0o my/u(l—u)

La seconda parte segue dunque dalla definizione di convergenza in legge e dai risultati della Sezione
6.9. (]

Si osservi che a0 = a—2;2%. Inoltre, si deve sottolineare che g, non ¢ un tempo di arresto. La
legge dell'arcoseno fornisce un risultato sulla legge della v.a. g, che puo risultare controintuitiva. In
effetti, la f.p. della v.a. p,, mostra la cosiddetta “forma ad U” (si veda la Figura 9.3.2), cosi come la
d.p. della v.a. limite della successione di v.a. (n"'g,),>; mostra la medesima morfologia. In effetti,
anche se E[g,| = %n, la probabilita del tempo dell'ultimo ritorno all'origine in n passi ¢ molto piu
elevata per valori prossimi a 0 e a n piuttosto che a %n Dal momento che la v.a. limite puo essere
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interpretata come la proporzione di tempo dall'ultimo ritorno all'origine, la legge dell'arcoseno ¢ ancora
piu sorprendente per n — oo.

0.08 .
0.06 [ , o
0.04 [ . . .

[ M TP e o0 06606000 °° ° ]
0.02 | ]
0.00 f .

0 10 20 30 40 50

Figura 9.3.2. Funzione di probabilita per la legge dell'arcoseno con n = 50.

Per concludere, viene considerato un risultato classico nella Teoria della Probabilita, ovvero la
cosiddetta rovina del giocatore d'azzardo. In questo problema, un giocatore ostinato con capitale
iniziale pari ad @ unita fronteggia in giocate ripetute un secondo giocatore con capitale iniziale pari a b
unita. Il gioco continua fino a quando il primo giocatore esaurisce il proprio capitale o riesce a vincere
il capitale del secondo giocatore. In questo caso, 1'obiettivo ¢ quello di determinare la probabilita di
rovina, che viene ottenuta nel seguente risultato.

Teorema 9.3.10. (La rovina del giocatore d'azzardo) Sia X = (X,),>0 una passeggiata
aleatoria. Se a,b € N, si consideri il tempo di arresto T = min(7_,, 7,). Si ha P(T < 00) = 1. Inoltre,

perp# 3

1—pb
P(X,= —a)=1-P(X, =b) = —
p—p
dovep:%, mentresep:%
P(X. = —a)=1— P(X, = b) = "
Tt Y= T

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima parte, si ponga ¢ = a + b e si definisca il tempo di
arresto

/J = mln({n € {1,2, } : S./v(n,1)5+1 = ]_, ,nn,1)0+c = 1}) .

I1 tempo di arresto Z ¢ quindi dato dal primo passo della passeggiata dopo il quale si verificano ¢
vincite del primo giocatore. Dal momento che per n fissato si ha

P(if(n—l)c—i—l =1,... 7Yv(n—1)c+c = 1) =",

la legge della v.a. Z ¢ Geometrica di parametro p° e dunque E[Z] < oco. Inoltre, {7 < ¢Z} q.c. dal
momento che 7 si deve necessariamente realizzare nell'insieme {(n — 1)c+1,...,(n — 1)c + ¢} se
Z = n. Dunque, risulta E[7] < cE[Z] < oo, da cui si ha anche P(7 < 0o) = 1. Per quanto riguarda la
seconda parte per p # %, si noti che M = (M,,),>o con M, = p~n & una martingala. In effetti, dal
momento che E[p**] = 1 perk = 1,...,n, si ha

E[|M,|] = prk HE[ka =1<o0,

k=1
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mentre risulta q.c.
E[M, | Foi] = E[p"" M1 | Fuea]) = E[p""|E[My—1 | Fruca] = My
e dunque, in modo iterativo, per m € N con m < n, si ha q.c.
E[Xn | fm] = X, .
Quindi, dal Teorema 9.2.4 si ha che
EM,] =E[My)=1<o0.
Dal momento che i due eventi

E={X,= —a}={M,=p }={r. <7}

F={X,=b}={M =p"}y={r.>n},
sono incompatibili ed esaustivi, si ha
E[M,] = E[M, | E|P(E)+E[M, | FIP(F) =p *P(X; = —a)+ p’P(X, =b) =1

¢ la tesi segue tenendo presente che P(X, = —a)+ P(X, =b) = 1. Nel caso che p = 3, dalla
Proposizione 9.3.3 segue che X ¢ una martingala. Dunque, dal Teorema 9.2.4 si ha che

E[X;] =E[X¢=0< 0.
In modo simile a quanto visto in precedenza, si ha
E[X:] = E[X; | E]P(E) + E[X: | F]P(F) = (- a)P(X; = —a)+bP(X; =) =0,

da cui segue la seconda parte. O

Dal precedente Teorema, si evidenzia che il gioco termina g.c. dal momento che P(7 < o0) =1 a
prescindere dai valori di a e b e di p. Inoltre, nel caso che il secondo giocatore sia infinitamente ricco,
ovvero se b — oo, allora si ha

se p > 1, mentre
P(X;= —a)=p",

se p < 1. Dunque, sorprendentemente, la rovina del primo giocatore contro un giocatore infinitamente
ricco avviene q.c. anche se il gioco € equo.

e Esempio 9.3.5. Si consideri di nuovo il gioco d'azzardo della roulette. Come ¢ stato visto
nell'Esempio 9.3.2, la roulette non ¢ un gioco equo essendo p = % e inoltre la casa da gioco dispone
solitamente di capitali molto piu elevati dei giocatori, ovvero b ¢ molto piu grande di a. Quindi,
P(X, = — a) ¢ prossimo ad uno nei casi usuali. Tuttavia, supponendo che b = a, ovvero che la casa
da gioco disponga dello stesso capitale del giocatore ostinato, per a =50 si ha
P(X, = —50)=0.937 ¢ per a =100 si ha P(X, = —100) = 0.996. Inoltre, supponendo che
b = 3, ovvero che la casa da gioco disponga della meta del capitale rispetto al giocatore ostinato, per
a =50 si ha P(X, = —50) =0.754 e per a = 100 si ha P(X, = — 100) = 0.933. Dunque, anche
se il gioco della roulette ¢ solo leggermente sfavorevole, questo fatto conferisce comunque un
vantaggio determinante alla casa da gioco. O
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9.4. Moto Browniano

Il moto Browniano ¢ uno dei p.a. fondamentali nella Teoria della Probabilita. Questo p.a. prende
nome dal botanico Robert Brown (1773-1858), che per primo aveva notato il moto erratico delle
particelle nei fluidi. Il probabilista Norbert Wiener (1894-1964) ha determinato numerose proprieta del
relativo modello matematico e per questo motivo il p.a. € anche detto processo di Wiener.

Figura 9.4.1. Norbert Wiener (1894-1964).

Definizione 9.4.1. Sia (2, F, P) con (F;):c[o,o[ uno spazio di probabilita con filtrazione. Il moto
Browniano o processo di Wiener ¢ un p.a. B = (B})c|o [ tale che
i) P(By=0) = 1;
i) per ogni 0 < s < t, lalegge della v.a. By — B, ¢ Normale N (0,t — s);
iii) 11 p.a. B ha incrementi indipendenti, ovvero per ogni 0<t; <... <t, le va.
By, By, — By,,...,B;, — B;, _ sono indipendenti;
iv) il p.a. B ha traiettorie continue q.c. ([

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 9.4.2. Una traiettoria del moto Browniano.

Per quanto riguarda la costruzione del moto Browniano, si puo consultare Kuo (2006, p.23), dove a
tale fine sono analizzati tre principali metodi. Il moto Browniano puo essere anche ottenuto come
limite in legge di una versione generale di passeggiata aleatoria “scalata” i cui passi tendono a zero.
Piu esattamente, si ha il seguente Teorema che prende il nome dal matematico Monroe David Donsker
(1924-1991).
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Teorema 9.4.2. (Teorema di Donsker) Sia (2, F, P) con (Fi)c|o,| uno spazio di probabilita con
filtrazione. Sia inoltre (Y,,),>1 una successione di v.a. indipendenti con la medesima legge, tali che
ElY,]=0eVarlV,]=1esia X, =Y ,_Yi e Xg=0q.c. Se Z, = (Znt)teo,1] € una passeggiata
aleatoria scalata tale che

1
Znp = 7 (Xpnt) + (0t — (7))t 11)

. . . c
dove |x| rappresenta il piu grande intero minore o uguale a x, allora Z, — B per n — oo, dove

B = (Bt)ep.1-
Dimostrazione. Si veda Capasso e Bakstein (2015, p.498). ]

In particolare, il Teorema di Donsker vale per la passeggiata aleatoria simmetrica, per cui si ha
P(Y, =1)=P(Y, = —1) = 1. Il Teorema di Donsker puo essere considerato come la versione
funzionale del Teorema Centrale del Limite (Teorema 8.4.1). Molte proprieta del moto Browniano
possono essere quindi ottenute nel “limite” da quelle della passeggiata aleatoria simmetrica (si veda
Bhattacharya e Waymire, 2016).

Di seguito vengono considerate una serie di Proposizioni che forniscono alcune delle principali
proprieta del moto Browniano.

Proposizione 9.4.3. Sia dato il moto Browniano B = (Bj)cjoc- Per ogni t >0, la v.a. By si
distribuisce con legge Normale N (0,t). Inoltre, per ogni s,t > 0 si ha Cov[Bs, B;] = min(s, t).

Dimostrazione. Dall'assunzione i) della Definizione 9.4.1 si ottiene che B; £ B; — By e dunque la
prima parte segue dalle assunzioni 7) e ii) della Definizione 9.4.1. Per quanto riguarda la seconda parte,

banalmente si ha che B, £ (B — Bs) + Bs per s <t. Tenendo presente l'assunzione iii) della
Definizione 9.4.1 si ha inoltre E[(B; — B;)B;| = 0 e dunque

Cov|[B,, By] = E[B,B;] = E[(B; — B,)B; + B =E[B?| = s .

La seconda parte segue immediatamente scambiando gli indici s e ¢. O

La seguente Proposizione mostra che il moto Browniano ¢ un p.a. Gaussiano, ovvero un p.a. per cui
la legge di ogni scelta finita di stati ¢ Normale Multivariata.

Proposizione 9.4.4. Sia dato il moto Browniano B = (B)scjo.|- Se t1 < ... < ty, allora la legge
delv.v.a. (By,,...,B:)T é Normale Multivariata N, (0, X) con X = (min(ty, ¢,)).
Dimostrazione. Innanzitutto, si osservi che per un vettore di costanti v = (v1, ..., v,)" risulta

nBy + ... By, = (vi ...+ 0) By + (v F ) (B, — By) + ... +vn(By, — By, )
e che le vaa. By, By, — By,,...,B;, — B, _, sono indipendenti sulla base della assunzione iii) della

Definizione 9.4.1. Dunque, la f.c.m. del v.v.a. (By,, ..., B, ) ¢ data da

(,O(U) _ E[H eikatk] _ E[ei(v]-i-...+vn)Bt1]E[ei('vg+...+vn)(Bt2—Bt1)] TR, E[@i”"(Bm_Btnq)] .
k=1

Inoltre, per la Proposizione 9.4.3 la v.a. By, ¢ distribuita con legge Normale N (0, ¢;), mentre dalla
assunzione ii) della Definizione 9.4.1 la v.a. B, — B, , ¢ distribuita con legge Normale
N(0,t; — tp—1) per k = 2, ..., n. Dunque, tenendo presente I'Esempio 7.1.6, risulta
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1 1 1 y
go(v) _ e—itl(vﬂr...+vn)28—5(t2—t1)(v2+...+vn)2 X e X e—i(tn—tn,l)vﬁ
— e*%(ZLtkvf+222:12?:k+1tkvkvj) — e*%UTZ‘U
e quindi, sulla base dell'Esempio 7.3.1, segue la tesi. O

La seguente Proposizione mostra che il moto Browniano ¢ in effetti una martingala.

Proposizione 9.4.5. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)c|o |- Il p-a. B é una martingala.
Dimostrazione. Sulla base della Proposizione 9.4.3 e dalla disuguaglianza di Lyapunov (Teorema

4.3.2), per ogni ¢ si ha
E[|Bil] < \/E[B}] = vt < 0.

Inoltre, tenendo presente la dimostrazione della Proposizione 9.4.3 e le assunzioni ii) e iii) della
Definizione 9.4.1, risulta

E[B, | F.] = E[B, — B, + B, | F,] = E[B, — B, | 7| + E[B, | 7] = E[B, — B,| + B, = B, ,

da cui segue la tesi. O

Le seguenti Proposizioni evidenziano che se il moto Browniano viene riflesso, o traslato, o scalato,
o invertito rispetto al tempo, si ottiene di nuovo un moto Browniano.

Proposizione 9.4.6. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)c[n| Posto Xi= — By il p.a.
X = (Xt)iefo,00] € un moto Browniano.

Dimostrazione. Innanzitutto, si ha P(X, = 0) = P(— By = 0) = 1. Inoltre, per ogni 0 < s < ¢,
sussiste

X, - X,= —(B,- B,) £ B, - B,

dal momento che la v.a. (B; — By) ¢ simmetrica rispetto all'origine. Dunque, dall'assunzione i) della
Definizione 9.4.1, la legge della v.a. (X; — X;) € Normale N (0, ¢ — s). Dalla Proposizione 3.7.3 si ha
che trasformate di v.a. indipendenti sono indipendenti, per cui le v.a. X; — X, = — (B; — Bg) ¢
Xs = — B, risultano indipendenti sulla base dell'assunzione ii) della Definizione 9.4.1. In modo
analogo, perogni 0 < t¢; < ... <t,leva. Xy, X;, — X3,,..., Xy, — X, sono indipendenti. Infine, ¢
evidente che il p.a. X ha traiettorie continue q.c. Dunque, dalla Definizione 9.4.1 il p.a. X ¢ un moto
Browniano. ]

Proposizione 9.4.7. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)icp~ Se u >0 e posto
Xt = Biyy — Byilp.a. X = (Xt)se[0,00] € un moto Browniano.

Dimostrazione. Risulta evidente che P(X(,=0)=1. Inoltre, per ogni 0 <s<t, la va.
Xt — Xy = By — Bsyy, si distribuisce con legge Normale A (0, ¢ — s) sulla base dell'assunzione i7)
della Definizione 9.4.1. Tenendo presente la medesima assunzione, ¢ immediato verificare che le v.a.
X, Xy, — Xyy,..., Xy, — Xy, , sono indipendenti. Infine, ¢ evidente che il p.a. X ha traiettorie
continue g.c. Dunque, dalla Definizione 9.4.1 il p.a. X ¢ un moto Browniano. O

Proposizione 9.4.8. Sia dato il moto Browniano B = (B)ic(o~[- Se ¢ # 0 e posto Xy = cBy.» il
p-a. X = (Xi)ie[o,00] € un moto Browniano.

Dimostrazione. Si ha P(X,=0)= P(cBy=0)=1. Inoltre, per ogni 0<s <t risulta
Xt — X = c¢(By)2 — By)2). Dunque, dall'assunzione ii) della Definizione 9.4.1 e dalla Proposizione
9.4.3, si ottiene
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E[X; — X.] = ¢(E[Bye2] — E[By2]) = 0

Var[X; — X,] = ¢*(Var[By.2] + Var[By2] — 2Cov[Bye2, Byj2]) =t — s .

Tenendo presente 1'Esempio 7.3.2, la v.a. (X; — X) si distribuisce con legge Normale N (0,t — s).
Dal momento che trasformate di v.a. indipendenti sono indipendenti (si veda la Proposizione 3.7.3), le
va. Xy — X, = ¢(B; Je2 — By /Cz) e Xy = c¢By).» risultano indipendenti sulla base dell'assunzione i7)
della Definizione 9.4.1. In modo analogo, le v.a. X;,X; —X;,...,X; —X; , risultano
indipendenti per ogni 0 <¢; < ... < t,. Infine, ¢ evidente che il p.a. X ha traiettorie continue q.c.
Dunque, dalla Definizione 9.4.1, il p.a. X ¢ un moto Browniano. (|

Proposizione 9.4.9. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)c[pno|- Posto X; =1B); set >0 e
Xo=0gq.c.il pa. X = (Xt)ie[o,0[ € un moto Browniano.

Dimostrazione. Evidentemente si ha P(X, = 0) = 1 dalle assunzioni fatte. Dalla Proposizione
9.4.3,1a v.a. By, ¢ distribuita con legge Normale N (0, %) e dunque la v.a. X; ¢ distribuita con legge
Normale A (0, t), mentre per ogni 0 < s < ¢ si ha

E[Xt — Xs] = tE[Bl/t] — SE[Bl/S] = 0

Var[X; — X,| = t* Var[B ] + s Var[B, /] — 2ts Cov[By, By =t —s.

Dal momento il v.v.a. (B /t> B1 /S) ¢ distribuito con legge Normale Multivariata sulla base della
Proposizione 9.4.4 ¢ poiche X; — X; =B, — sBy/, € una combinazione lineare delle componenti
di questo v.v.a., si ha dunque che la v.a. (X; — X;) ¢ distribuita con legge Normale N (0,¢ — s).
Inoltre, tenendo presente che E[B; By /5] = min(7, 1) = 1, risulta

Cov[X; — X, X,] = B[(X; — X,)X,] = E[X; X,] — E[X]] = stE[By,By,] — s’E[B},,] = 0.

Il v.vaa. (X5, X3 — X) si distribuisce con legge Normale Multivariata essendo una trasformata affine
del v.v.a. (B, By/s) ed inoltre le sue componenti sono indipendenti tenendo presente la precedente
relazione. In modo analogo, le v.a. X, X;, — X;,,..., X, — X, , risultano indipendenti per ogni
0 <t <... <t,. Dal momento che il moto Browniano ¢ continuo q.c., risulta

P(lithO‘*’Xt = O) = P(limt*)()thBl/t = 0) =1

e quindi il p.a. X ha traiettorie continue g.c. Dunque, dalla Definizione 9.4.1, il p.a. X ¢ un moto
Browniano. O

I prossimi Teoremi evidenziano che le traiettorie del moto Browniano sono molto “irregolari”. In
effetti, anche se le traiettorie di questo p.a. sono continue g.c.per definizione, queste sono non
differenziabili g.o. Inoltre, la variazione di un moto Browniano ¢ infinita q.c., mentre la rispettiva
variazione quadratica ¢ finita (per una discussione approfondita di queste quantita si veda Klebaner,
2005)

Teorema 9.4.10. Sia dato il moto Browniano B = (B);c(~[ Allora, q.c. le traiettorie del moto

Browniano non sono differenziabili q.o.
Dimostrazione. Si veda Capasso e Bakstein (2015, p.151). O
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Teorema 9.4.11. Sia dato un moto Browniano B = (By)co.r]. Si consideri inoltre la partizione
0=ton <tin<...<tpn="Telesuccessionidiv.a. (V,),>1€(Vy2)n>1, dove

n—1
V= Z |Btk+1,n - Btk,n
k=0
e
n—1
Vn72 = (Btk+1,n - Btk,n)2 :

o~
Il

0

Allora, se lim,max(ty41, — tpn) =0, si ha

P(limV, = o0) = 1

limE[(V,2 —T)*] =0.

Dimostrazione. Si veda Klebaner (2005, p.63). ]
La seguente definizione introduce il cosiddetto tempo di primo passaggio del moto Browniano.

Definizione 9.4.12. Sia B = (B});c|o | il moto Browniano. Il tempo di arresto
7, = inf{t € ]0,00[: By = a},

dove a € R, ¢ detto tempo del primo passaggio per a. O

Teorema 9.4.13. Sia B = (B})c|o 0| il moto Browniano. La v.a. 7, ammette d.p. data da

la] 2

fTa (x) = \/ﬁ e 1}0,00[(x) .

Inoltre, si ha E[1,] = oc.
Dimostrazione. Si veda Klebaner (2005, p.75). O

Dal precedente Teorema ¢ immediato verificare che il tempo del primo passaggio del moto
Browniano possiede in effetti la legge di Lévy introdotta nella sua versione ridotta nell'Esempio 4.1.3.
Il prossimo Teorema contiene un risultato classico, ovvero la legge dell'arcoseno per il moto
Browniano che fornisce la distribuzione dell'ultimo tempo di ritorno all'origine.

Teorema 9.4.14. (Legge dell'arcoseno per il moto Browniano) Sia B = (B;)cj, il moto
Browniano su [0, 1] e si consideri la v.a. T = sup{t € [0,1] : By = 0}. La v.a. T ammette d.p. data da

frl@) = —— 1)

T/ x(1l — x)

ovvero T é una v.a. con legge Beta di tipo BE(0,1, 3, 3).

Dimostrazione. Si veda Klebaner (2005, p.75). ]
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Il prossimo Teorema fornisce un risultato che permette di ottenere notevoli semplificazioni nel
calcolo delle leggi connesse al massimo del moto Browniano e al tempo di primo passaggio.

Teorema 9.4.15. (Principio di riflessione) Sia B = (B;)c(o,y il moto Browniano su [0,1] e si
consideri la v.a. B} = supy<s<;Bs. Fralev.a. B}, T, e B; sussiste la seguente relazione

P(B! >a) = P(r, <t) = 2P(B, > a),

dove a > 0.
Dimostrazione. Si veda Baldi (2017, p.70). ]

9.5. Riferimenti bibliografici

I testi di Bass (2011), Bhattacharya e Waymire (2016), Koralov e Sinai (2007), Knill (2009), Letta
(2016) e Mishura e Shevchenko (2017) sono espressamente focalizzati sulla teoria dei processi
stocastici. Ampie parti dei testi avanzati di Ash e Doléans-Dade (2000), Billingsley (1995), Cinlar
(2010), Dudley (2004), Kallenberg (2021), Kroese e Botev (2024), Stroock (2013) e Stroock (2025)
sono dedicati ai processi stocastici. Per un approccio introduttivo a questo argomento si possono
consultare 1 testi di Brzezniak e Zastawniak (2002), Durrett (2012), Resnick (2005) e Tijms (2003). I
testi di Capasso e Bakstein (2021) e Revuz e Yor (2005) considerano in modo esaustivo i processi
stocastici a tempo continuo. I processi a tempo discreto, con particolare enfasi sulle martingale, sono
considerati in Brzezniak e Zastawniak (2002), Pascucci (2011) e Williams (1992). In particolar modo
le applicazioni delle martingale al gioco d'azzardo sono analizzate in Ethier (2010). Per una
introduzione alle passeggiate aleatorie si pud consultare 1 testi di Henze (2025), Klafter e Sokolov
(2011) e Lesigne (2005), mentre ¢ fondamentale il capitolo dedicato a questo argomento in Feller
(1968). Il moto Browniano ¢ considerato in dettaglio nei testi di Bhattacharya e Waymire (2021),
Morters e Peres (2010) e Schilling e Partzsch (2021).

9.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (€2, F, P) e di una filtrazione (F;):ct, @ meno che non venga specificato
diversamente.

Sezione 9.2

e Esercizio 9.2.1. Si consideri una successione di v.a. (X,,),>1 a componenti indipendenti tale che
E[X,] = 0 e E[X?] = ¢? < oo per ogni n. Inoltre, si definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),>0
tale che

2 2
M, =S5, —nc”,

dove S, =>7_X;, mentre {My=0} g.c. e (F,)u>0 ¢ la filtrazione naturale, ovvero
Fn=0({Xi,...,X,}). Siverifichi che M ¢ una martingala.
Soluzione. Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha

E[|M,|] < E[SZ] + nc® = 2nc? < oo

Inoltre, dal momento che {E[M,, | F,,| = M, } q.c. e che la o-algebra generata da X,, ¢ indipendente
dalla o-algebra F,,_1, si ha q.c.



Capitolo 9 263

E[M, | 1] = E[S; —nc® | Fpo] = E[Myo1 + X2 — 2 4+ 2X,S,-1 | Foi]
=E[M,_1 | Fo1] + E[X2 — ] + 25, 4E[X,] = M, .
Inoltre, per la Proprieta della torre (Proposizione 5.2.6), si ha q.c.
E[E[M,, | Fa] | Froz] = E[My, | Fo]
e quindi dalle precedenti relazioni sussiste q.c.
E[M, | Fr-a] = E[My—1 | Fro] = My .
Procedendo in modo iterativo, si ha infine {E[M,, | F,,] = M,,} q.c. per m € N con m < n. Dunque,

il p.a. M ¢ una martingala. O

e Esercizio 9.2.2. Si consideri una successione di v.a. (X,),>1 a componenti indipendenti tale che
E[X,] = 1 perognin eil p.a. M = (M,),>o tale che

Mn - ﬁXk 5
k=1

dove { My = 1} q.c. e (F,,)n>0 ¢ la filtrazione naturale. Si verifichi che M ¢ una martingala.
Soluzione. Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha E[|M,,|] < oco. Inoltre,
sihaq.c.

E[Mn | fnfl] — E[XnMnfl ’ fnfl] — MnflE[Xn] - Mnfl .
In modo simile all'Esercizio 9.2.1, si ha dunque {E[M,, | F,,] = M,,} g.c. per m € N con m < n,

ovvero il p.a. M ¢ una martingala. O

e Esercizio 9.2.3. (Martingala di Wald) Si consideri una successione di v.a. (X,,),>1 a componenti
indipendenti e con la medesima legge, tale che 9(t) = E[e/*"] < oo per ogni t € R e per ogni n.
Inoltre, si definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),,>¢ tale che

etSn
M, = ——,
Y(t)"
dove S, = > _; Xy, mentre {My = 1} g.c. e (F,)n>0 ¢ la filtrazione naturale. Si verifichi che M ¢

una martingala.
Soluzione. Si osservi che risulta

ﬁ eth

M, =

i ()

e E[%] = 1. Dunque, sulla base dell'Esercizio 9.2.2, il p.a. M ¢ una martingala. (]

e Esercizio 9.2.4. Si consideri una successione di v.a. (X,,),>1 con E[|X,,|] < co per ogni n. Inoltre,
si definisca il p.a. a tempo discreto M = (M,,),>o tale che

M, = z”: (X — E[Xy | Fi—1])
K=

dove { My = 0} q.c. e (F,,)n>0 ¢ la filtrazione naturale. Si verifichi che M ¢ una martingala.
Soluzione. Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha
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B3] < S EIXG] + X | Fealll < 3 EIXG] + EIX5] | Fo]] = 20 B[] < oo

Inoltre, tenendo presente che E[ X}, | F,,—1] = X} per k < n — 1 in quanto F}, C F,,_1, si ha g.c.
E[Mn | fn—l] — E[Mn—l + Xn - E[Xn | fn—l] | fn—l]

= E[Mn,1 | .7:7171] + E[Xn — E[Xn ’ .7:n71] ’ .7:n71]
— n—1+t E[Xn | fn—l] - E[Xn | fn—l] — Mn—l .

In modo simile all'Esercizio 9.2.1, si ha dunque {E[M,, | F,,] = M,,} g.c. per m € N con m < n,
ovvero il p.a. M ¢ una martingala. Quindi, sulla base di questo risultato, si pud costruire una
martingala partendo da una successione qualsiasi di v.a. con media finita. (|

Sezione 9.3

e Esercizio 9.3.1. Data una traiettoria (x,),>0 di una passeggiata aleatoria X = (X,,),>0, dove
x, €{—n,2—mn,...,n—2,n} per n €N, si consideri la cardinalita dei percorsi (z, ..., ZTmin)
della passeggiata dal passo m al passo (m + n), dove m € N. Posto = x,,1, — Ty, si verifichi che

questa cardinalita ¢ pari a
n
N,(z) = < ) :
5(n —x)

Soluzione. Data una realizzazione (¥, ),>1 della successione di v.a. (Y},),>1, si ponga

m+n

r= Z 11y (wr)
k=m

m-+n

s = Z 11y (yw) -
k=m

Evidentemente, r e s rappresentano rispettivamente le cardinalita dei valori 1 e — 1 nel vettore

(Yms -+ s Ym+n). Dal momento chen =r+sex =r—s,allorasihar = J(n+z)es=i(n—x).

2
Inoltre, vi sono
r+s\ n
s ~ \3(n—1x)

possibili combinazioni dei valori 1 ¢ — 1 nel vettore (Y, ..., Ym+n), da cui il risultato richiesto. Si
osservi che la cardinalita dei percorsi (Zy,, ..., Zm1y,) dal passo m al passo (m + n) coincide con la
cardinalita dei percorsi (o, ..., x,) dal passo 0 al passo n. O

e Esercizio 9.3.2. (Principio di riflessione) Assumendo le notazioni dell'Esercizio 9.3.1 e posto

Ty Tinan > 0, si verifichi che la cardinalita dei percorsi (z,,, ..., Zp1y,) tali che xp = 0 per qualche
k=m+1,...,m+n— 1¢&pari alla cardinalita dei percorsi del tipo (2, ..., Zm1n) CON 2, = — Ty,
€ Zm4n = Tmin-

Soluzione. Considerato un dato percorso (Z,...,ZTmin), sia k il minimo indice per cui la
passeggiata ritorna all'origine, ovvero k =min{j: z; =0,j=m,...,m+n}. Dunque, a questo
percorso pud essere associato il percorso ( — Ty, ..., — Tg_1, Tk, .-, Tmin). Evidentemente,

quest'ultimo percorso costituisce la “riflessione” del percorso originale per valori negativi della



Capitolo 9 265

passeggiata. Sulla base di questa osservazione, esiste dunque una corrispondenza biunivoca fra

l'insieme dei percorsi (z,, ..., Tmin) € l'insieme dei percorsi (2, ..., Zmin), che hanno percio la
stessa cardinalita. Tenendo presente 1'Esercizio 9.3.1, questa cardinalita ¢ data da N,(z) dove in
questo caso T = X, + Tytn- O

e Esercizio 9.3.3. (Problema del ballottaggio) Considerata un'elezione con due candidati che ricevono
rispettivamente a e b voti con a > b, si determini la probabilita p che il candidato con piu voti risulti
strettamente in vantaggio durante lo spoglio.

Soluzione. Si assuma che n =a +b e z = a — b. Tenendo presente le notazioni dell'Esercizio
9.3.1, il problema puo essere assimilato ad un percorso (o, ..., x,) di una passeggiata aleatoria, dove
x, = x. In questo caso, xj, rappresenta la differenza di voti fra i due candidati alla k-esima iterazione
dello spoglio, dove £ = 0,1, ..., n. Si osservi che, se il candidato con piu voti ¢ sempre in vantaggio
nello spoglio, allora deve risultare x; = 1. Sulla base degli Esercizi 9.3.1 e 9.3.2, la cardinalita
dell'insieme dei percorsi (x1,...,x,) ¢ data da N,,_;(x — 1), mentre la cardinalita di questi percorsi
tali che z;, = 0 per qualche k ¢ data da V,,_;(x + 1). Dal momento che la cardinalita dell'insieme dei
percorsi (x, ..., x,) ¢ datada N, (z), la probabilita richiesta risulta

N,

n—1 n—1
x—1)— (x+1) (%(n—m—Z)) o (%(n—m)) T a-— b
Ny, (x

o anl(

n—1
n n a+ b ’
) (%(TH—J))

un risultato intuibile, sebbene abbastanza complicato da verificare con metodi diversi da quello
proposto. O

Sezione 9.4

e Esercizio 9.4.1. Dato il moto Browniano B = (B})c[o,«| € assumendo che s < t, si calcoli il valore
atteso E[B2B?].
Soluzione. Si osservi che

E[BIBf] = E[B:(B; — B, + B,)’] = E[BI(B: — B;)* + 2B}(B; — B,) + By] .
Inoltre, se la v.a. Z ¢ distribuita con legge Normale N (0, 1), si ha B, £ \/$Z e quindi
E[BY] = s*E[Z%] = 3s*.
Dunque, per le proprieta del moto Browniano, dalle precedenti espressioni risulta
E[B;B] = E[BJIE[(B; — B,)’] + 2E[BJIE[B; — B.] + E[B;] = st + 25° ,
dal momento che E[B?] = s, E[(B; — B;)?] =t — s e E[B; — By] = 0. O

e Esercizio 9.4.2. Dato il moto Browniano B = (B} )¢c|y,~c[ € assumendo che s < ¢, si verifichi che il
v.v.a. (Bs, B;)T ammette d.p.c. data da

1 12 1 12
fip (@1, 22) = \/2ms ¢ 27(t — s) e = (T2

Soluzione. Tenendo presente che la matrice di varianza-covarianza del v.v.a. (B;, Bt)T ¢ data da

s s
== (07);

si ha
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Dunque, posto = = (1, z2)" siha

D -

(tx? — 2sw1my + s73) = ((t — s)xt + s(wy — 21)?) .

1 1
s(t —s) s(t—s)
Il v.v.a. (Bs, By)T ¢ distribuito con legge Normale bivariata N5(0, X) e quindi si ottiene infine

1 1 1o
fipoy (1, 22) = det(2m®) 4 e =~ et e

\/% 2m(t — s)

Si osservi che considerando la trasformata (Y1, Ys)" = g(Bs, B;) dove g(x1,15) = (w1, 20 — 21)" €
tale che |J (g7 (y))| = 1, si ha

1 1,2 1 1,2

T 3G-s) Y2

f(YhY2)(yl7y2): \/2—m€ me >

ovvero B; e (B; — Bs) sono v.a. indipendenti con rispettive leggi N (0,s) e N (0,t— s), come
evidentemente deve risultare per le proprieta del moto Browniano. O

e Esercizio 9.4.3. Dato il moto Browniano B = (B);c[,n> Si calcoli i valori attesi E[1)_ 4(B;)] e
E[Bi1)_ 4 (B¢)], dove a € R, e se ne determini il limite per ¢t — oc.

Soluzione. Tenendo presente che B; = \/_ Z dove Z ¢ una v.a. con legge Normale A (0, 1), si ha

E[l]foo,a](Btﬂ = P(Bt < a) = P<Z < W) = @<$>

e quindi, in modo controintuitivo, per ogni a si ha

lim B[1)_c(B)] = #(0) = .

t—00

Inoltre, risulta

E[Bi 1) o (By)] = E[VtZ 1o (V/12)] \// Idez—\/%eéaz

e quindi, di nuovo in modo controintuitivo, per ogni a si ha

thm E[Btl}fooja}(Bt)] = — . O

e Esercizio 9.4.4. Dato il moto Browniano B = (B )¢c[o,c[» i consideri la v.a. B} = supp<s<¢ B € si
determini la d.p. fp:. Si ottenga inoltre il valore atteso E[B;].

Soluzione. Dal momento che per le proprieta del moto Browniano si ha {B; = 0} ¢.c., allora
risulta { Bf > 0} g.c. Inoltre, assumendo che a > 0, per il Principio di riflessione si ha

P(B! > a) = 2P(B, > a) = P(|B,| > a) .

Quindi, risulta B} £ | By, da cui
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th* (x) = 2th (.’E) 1]0790[(:1?) = \/%e_%xg ]_10700[(&3) .

Infine, dal precedente risultato si ottiene
o 2 2t
E[B;‘]:/ x\/—efﬁﬁd@":\/—. O
0 Tt T

e Esercizio 9.4.5. (Tempo di occupazione) Dato il moto Browniano B = (B;)c|o,oc[, Si consideri
l'insieme misurabile A C R con misura di Lebesgue A(A) > 0 e l'insieme aleatorio

Sa={weQ:B(w) €A, te]0,00[}.

Si determini il valore atteso E[A(S4)].

Soluzione. Si osservi che S, ¢ in effetti I'insieme dei valori di ¢ per cui il moto Browniano visita
l'insieme A e per questo motivo S4 viene anche definito come tempo di occupazione dell'insieme A.
Ovviamente, per ogni traiettoria B;(w) del moto Browniano, S4 si realizza in un insieme dato di
valori. Dunque, si ha che

)\(SA) = /O:X: 1A(Bt) dt

¢ una v.a. che rappresenta la misura di Lebesgue dell'insieme aleatorio S,4. Sulla base di questa
espressione e del Teorema di Fubini, risulta

E[\(S4)] = E[[5° 14(B,) di] = /OOO E[14(B,)] dt = /OOO P(B, € A)dt .

Tenendo presente che la v.a. B, si distribuisce con legge Normale N (0,¢) e applicando di nuovo il
Teorema di Fubini, si ha

& 1 12 R | 1.2
E|\(S :/ / e 2 dx | dt = // e 2V dtdx .
[ ( A)] 0 ( A A/ 27t ) AJo /2wt

Tuttavia, risulta

* 1 : x ey
/ e " dt = 2] dy = oo
0

v2mt 2o Vy?

e dunque E[A(S4)] = oo, ovvero il moto Browniano visita un qualsiasi insieme misurabile A
infinitamente spesso. Risulta notevole osservare che, con una dimostrazione simile alla precedente, per
il moto Browniano multivariato in R?, dove d > 2, e per un insieme misurabile A C RY, si ha

I(3d—1) .
B8] = — 2 [l da
2m2 A
In questo caso, l'insieme aleatorio S, viene definito opportunamente per il moto Browniano

multivariato. Dunque, per d > 2 si pud avere E[A?(S4)] < oo per un insieme A, ovvero il moto
Browniano puo non visitare infinitamente spesso l'insieme A. O
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Capitolo 10

Calcolo stocastico

10.1. Introduzione all'integrazione stocastica

Il problema dell'integrazione stocastica puod essere fatto risalire a Louis Bachelier (1870-1946). Se
X; rappresenta il prezzo di un bene al variare del tempo, nella sua tesi di laurea Théorie de la
spéeculation (1900), Louis Bachelier propose di modellare gli incrementi infinitesimi del prezzo in
modo proporzionale agli incrementi infinitesimi del moto Browniano, ovvero (con una simbologia
moderna) introdusse la relazione euristica d X; = odB; dove o € ]0, oo[. In questo caso, la precedente
relazione porta intuitivamente a concludere che X; = X, + o B;. Tuttavia, anche se questo modello
puo essere discretamente valido per descrivere la dinamica del prezzo nel breve periodo, in generale
non ¢ realistico. In effetti, tenendo presenti le proprietd del moto Browniano, il prezzo X; puo
assumere valori negativi con probabilita crescente all'aumentare del tempo.

Figura 9.2.1. Kiyosi Itd (1915-2008).

L'inconveniente del modello potrebbe essere aggirato supponendo che 1'incremento infinitesimo del
prezzo, rapportato al prezzo stesso, sia proporzionale agli incrementi infinitesimi del moto Browniano
considerando la relazione euristica d X;/X; = od By, ovvero dX; = 0 X;d B;. Anche se questa ultima
espressione potrebbe ricordare una equazione differenziale ordinaria, evidentemente presenta una
difficolta teorica dal momento che il moto Browniano non ¢ differenziabile g.0. e quindi non ha
significato matematico. Il problema ¢ stato risolto da Kiyosi Itd6 (1915-2008), che ha dato
un'interpretazione rigorosa alla precedente relazione con una formulazione in termini di integrale del
tipo Xy = Xo+ o0 fg X,dBg. Nel secondo termine di quest'espressione compare appunto il cosiddetto
integrale stocastico di Ito.

Di seguito vengono introdotte le basi per la costruzione dell'integrale stocastico di Ité partendo da
una classe elementare di processi, al fine di ottenere la definizione generale nella prossima sezione.
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Definizione 10.1.1. Si consideri uno spazio di probabilita (2, 7, P) con filtrazione (F;)c(o,r) dove
T > 0. Sia inoltre 0 =ty < t; < ... < t, = T una partizione di [0, T e sia Z = (Zy, ..., Z,_1)" un
v.v.a. tale che ogni v.a. Zj & misurabile rispetto a F;, con E[Z}] < oo per k =0,...,n— 1. Il p.a.
X = (Xi)tejo,) € detto semplice se

n—1
Xi =Y Zij,(t)
k=0
La classe dei p.a. semplici ¢ denotata con SZ. O

Si osservi che la misurabilita delle v.a. Zj, rispetto alle o-algebre F;, implica che il p.a. semplice X
sia adattato alla filtrazione (JF;);c) (- Inoltre, l'assunzione E[Z}?] < oo implica che E[X?] < oo per

ogni t € [0, 7). Infine, S% ¢ uno spazio vettoriale, dal momento che ¢ immediato verificare che
aX +bY € 82 perogni X,Y € S2ea,b € R.

Definizione 10.1.2. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F});cfo,] € il
moto Browniano B = (B;);e[ | adattato alla filtrazione. Dato il p.a. X € 87, lintegrale stocastico di
It6 di X ¢ definito come

n—1
I(X> = Z Zk(Btk+1 - Btk)
k=0
e si scrive
T
0

Dalla Definizione 10.1.2 ¢ evidente che l'integrale di 1td6 di un p.a. semplice ¢ una v.a. Inoltre,
risulta opportuno sottolineare la differenza teorica fra l'integrale di It6 e l'integrale di Lebesgue di un
p.a. semplice. Piu esattamente, l'integrale del p.a. semplice X ¢ definito come

T n—1
/ X, dt = ZZk(thrl — tk) .
0 k=0

Dunque, anche l'integrale del p.a. ¢ ovviamente una v.a. Tuttavia, l'integrale del p.a. ¢ basato su
incrementi deterministici, al contrario dell'integrale di Itd, dove gli incrementi sono proporzionali agli
incrementi di un moto Browniano. In generale, si noti che l'integrale di un p.a. (le cui traiettorie sono
integrabili ¢g.c.) ¢ una v.a., dal momento che ad ogni realizzazione del processo viene associato un
integrale di Lebesgue.
Si osservi inoltre che per semplicita di notazione si pone anche
b T
/ Xt dBt — / 1[a7b[(t)Xt dBt 5
a 0
dove a,b € [0,T] ea < b.

Il seguente Teorema evidenzia che l'integrale stocastico di Itd ¢ una v.a. con media nulla e secondo
momento finito quando il p.a. ¢ semplice.

Teorema 10.1.3. Se X € S2, l'integrale stocastico di 1t6 é una v.a. tale che E[I(X)] =0 e
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VarlZ(X)] = E[I(X)?] = /OE[X2] EUTX? i) <

Dimostrazione. Per semplicita di notazione si assuma che A, = By,,, — By,. Sinoti che la v.a. Z;,
¢ misurabile rispetto a F;, e che l'incremento A, ¢ indipendente dalla o-algebra F;, per l'assunzione
iii) della Definizione 9.4.1. Dunque, tenendo presente la Proposizione 5.2.1 e il Teorema 5.2.4 si ha

E[Z)Ay] = E[E[Z, Ay | Fi,]] = E[Z,E[A | F,]] = E[Z,E[A]] =

in quanto sussiste E[A;] = 0 sulla base dell'assunzione i7) della Definizione 9.4.1. Quindi, risulta
n—1
E[I(X)] =) E[Z:A] =0.
k=0

Inoltre, si ha

n—1 n—1

=3 Y ZZ;AA
k=0 j=0

Tenendo presente i precedenti commenti, assumendo k£ < j, si ha
E[Z,.Z;AcAj] = E[E[Z,Z;A: A | Fi)l] = E[Z1 Z;AcE[4A | Fi ]l = E[Zp Z;ALE[A]] = 0,
mentre per k = j, si ha
E[Z; A7) = E[E[Z; A} | 7]l = BIZRE[AL | 7)) = EZZBIAY]] = E[Z])(trr — t) »

dal momento che E[A,%] = t;41 — t dall'assunzione ii) della Definizione 9.4.1. Dunque, risulta

3
—

E[[(X)*) = > E[Z{](tre1 — ti) -
0

o~
Il

Inoltre, tenendo presente che 1y, 5, ((£)1};,¢,,,((t) = O per k # j, si ha

T Tn—1 n—
/ X2dt = / ZZZkZ Lt ()10, (8) dt
0

=0 j=0
Tn—1 n—1
~ [ Y it =Y 2t — ).
0 k=0 k=0

da cui risulta

n—1
B[ X2t = 3 E[Z)(thn — t)
k=0

Inoltre, per il Teorema di Fubini (Teorema A.11), si ha
T
E[/I X2 dt] = / E[X2]dt .
0

La tesi segue dalle precedenti relazioni. (|

e Esempio 10.1.1. Si assuma il p.a. semplice X = (X{)c(o 5, dove
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Xy = Zo Ly q(t) + Z1 1 g(t) + Zo 15 (2)

e Z=(Zy,7Z1,75)" ¢ un v.v.a. degenere con P(Zy=1,7Zy =2,7Z,=1)=1. In questo caso,
l'integrale stocastico di It ¢ dato da

L
I(X) = Zy(By — By) + Z1(Bys — By) + Z5(B5 — Bs) = By + 2(By — By) + (Bs — By) .

Dunque, dall'assunzione iii) della Definizione 9.4.1, si ha che I(X) ¢ una v.a. con legge Normale
N (0, 8). In effetti, dal Teorema 10.1.3 risulta E[/(X)] =0e

Var[I(X)] = E[Z{] + E[Z}] + 3E[Z{] = 8. O

e Esempio 10.1.2. Si assuma il p.a. semplice X = (X{)c(o,1], dove
X = Zy1yq(t),

mentre Zj ¢ una v.a. con legge di Bernoulli di parametro % In questo caso, l'integrale stocastico di Itd
¢ dato da

L
I(X) = Zy(By — By) £ ZyB; .
Dunque, la fir. della v.a. I(X) ¢ data da

Frix)(w) = P(I(X) <o) = P{I(X) <z} n{Zy =0}) + P{I(X) <z} n{Z =1})
=P(I(X)<z|Zy=0)P(Zy=0)+P(I(X) <z | Zy=1)P(Z =1)

1 1
=-1 Z ().

Dunque, 7(X) ¢ una v.a. mista, dal momento che la corrispondente f.r. ¢ una combinazione convessa
di una fr. di una v.a. degenere nello zero e una v.a. con legge Normale ridotta. Inoltre, risulta
E[I(X)]=0c¢

1
Var[I(X)] = E[Z{] = 3 O
I seguenti risultati forniscono rispettivamente la proprieta di linearita 1'integrale stocastico di It e la
covarianza fra due integrali stocastici di Itd nel caso di p.a. semplici.

Teorema 10.1.4. Dati i p.a. X,Y € S%, per ogni a,b € R si ha
I(aX +bY) = al(X) + bI(Y).

Dimostrazione. Si consideri la partizione 0 = ¢ty < t; < ... < t, = T di [0, T], in modo tale che

n—1
k=0
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dove le v.a. Z, e Uy, sono misurabili rispetto a F;, con E[Z?] < co e E[U?] < oo perk =0,...,n — 1.
Se le due partizioni per i p.a. X e Y sono differenti, ¢ sempre possibile considerare una partizione
comune considerando un raffinamento delle due partizioni originali. Dunque, si ha

n—1

aX; + bY; = Z (aZi + bUk) Ly ,,,1(2) -
k=0

Assumendo le notazioni della dimostrazione del Teorema 10.1.3, risulta

n—1 n—1 n—1
I(aX +bY) =) (aZy +bUp) Ay =a )  ZpAp+bY Updy = al(X) +bI(Y),
k=0 k=0 k=0
da cui segue la tesi. O

Proposizione 10.1.5. Dati i p.a. X,Y € 82, si ha
Covl1(X), 1)) = BUCOI0)] = [ BEXaxi] e = BL Koy
Dimostrazione. Si tenga presente l'identita
ab = %(a—l—b)Q— %aZ— %bQ,
dove a,b € R. Dai Teoremi 10.1.3 ¢ 10.1.4, si ha

E[T(OI(Y)] = 5 BI(I(X) + I(V)] ~ 5 BLI(X)?) — 5 ELI(YY)

1 1 1
= §E[fOT(Xt+Yt)2dt] -5 El 0 X7 dit] - 5 El 0 Y7 dit] = B[y X;Y; dt] .
L'identita
T
E[/I XY, dt] = / E[X,Y;] dt
0
segue dal Teorema di Fubini (Teorema A.11). ]

10.2. Integrale di Ito

La seguente classe di p.a. ¢ centrale nella definizione generale dell'integrale stocastico di It6. In
effetti, gli elementi di questa classe saranno le “funzioni integrande” opportune per cui l'integrale
stocastico ¢ definito.

Definizione 10.2.1. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F;):c[o,o0- L2
classe M7, & costituita dai p.a. X = (X;),c[.7) adattati alla filtrazione e tali che E] fOTdet] <oo. O

e Esempio 10.2.1. Si consideri il p.a. X = (B;)c(o,r)- Tenendo presente la Definizione 9.4.1 si ha

T T 2
E[fOTdet]:/ E[Bf]dt:/ i = < oo,
0 0
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ovvero X € M2. Si consideri inoltre il p.a. X = (BE)tE[O’T]. Tenendo presente che in base alla
Proposizione 9.4.3 si ha E[B}] = 3t2 (si veda anche 'Esempio 7.1.8), allora risulta

T T
E[/OTdet]:/ E[Bf]dt:/ 3t2dt =T < o0,
0 0
ovvero si ha anche X € M3. O
E immediato verificare che S% C MZ. Inoltre, la seguente Proposizione fornisce una semplice

condizione per verificare se un p.a. appartiene alla classe M2, mentre il Teorema successivo evidenzia
che la classe S% ¢ densa nella classe MZ.

Proposizione 10.2.2. Se il p.a. X = (X;)ico1) € adattato alla filtrazione e limitato, ovvero se
esiste K > 0 tale che | X;(w)| < K per ogni (t,w) € [0,T] x Q, allora X € M3.
Dimostrazione. Dalle assunzioni si ha

E[/fX2dt] <E[[{ K?dt] = TK?,

e sulla base della Definizione 10.2.1 segue la tesi. (|

Teorema 10.2.3. Per ogni p.a. X = (Xy)com) tale che X € M. esiste una successione di p.a.
(Xn)n>1, dove Xy, = (Xt )teom) con X, € SZ, che approssima il p.a. X, ovvero

HmE[[] (X; — X;)2dt] = 0.
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014). ]

Sulla base dei precedenti risultati, si pud dunque introdurre la versione generale dell'integrale
stocastico di Itd di un p.a. definito su M3 come limite in media quadratica di una successione di
integrali stocastici relativi ad una successione di p.a. semplici.

Definizione 10.2.4. Si consideri uno spazio di probabilita (2, 7, P) con filtrazione (F);c[o,o0 € Un
moto Browniano B = (B});c[ [ adattato alla filtrazione. Dato il p.a. X € M7, si dice che I(X) ¢
l'integrale stocastico di It6 del p.a. X se

lim B[(I(X) = I(X,))*] =0
per ogni successione (X,,),>; di p.a. tali che X,, € &% e si scrive

T
0

Evidentemente, la precedente Definizione implica che l'integrale stocastico di Itd pud essere
definito in termini di convergenza in media quadratica, ovvero risulta

1(X,) 5 1(x)

per n — oo. Inoltre, in modo equivalente a quanto fatto per 1 p.a. semplici, per comodita di notazione
si pone anche

T
0

b
/ Xt dBt - / 1[a7b[(t)Xt dBt .



Capitolo 10 275

Nel caso particolare in cui X = (X;);c[o.7] € un processo deterministico, ovvero se X; = g(t) g.c.
con g : R — R, l'integrale di It0 si riduce a

1(X) = / g(t) dB,,

che ¢ anche detto integrale di Wiener.
Dal seguente Teorema si evince che l'integrale stocastico ¢ ben definito, nel senso che non dipende
dalla scelta della successione di p.a. semplici.

Teorema 10.2.5. Per ogni p.a. X € M3, l'integrale stocastico di 1t6 I1(X) non dipende dalla
successione di p.a. semplici (X,,),>1 che approssimano il p.a. X.
Dimostrazione. Si consideri due successioni di p.a. semplici (X,,),>1 ¢ (Y},),>1 che approssimano

X in M2, ovvero tali che lim,E[ [, (X; — X;,,)2dt] = 0 e lim,E[ [, (X; — Y;,,)2d] = 0. Tenendo
presente la disuguaglianza

(a+b)* < 2a” +2b°,
dove a,b € R, si ha

E[fg<Xt,7L - Y;f,n)Q dt] = E[fg((Xt,n - Xt) + (Xt - Y;,n))Q dt]
<2 E[foT<Xt - Xt,n)2 dt] +2 E[foT(Xt - Y;i,n)Q dt]

e dunque
HmE[[] (X, — Yin)2dt] = 0.
Inoltre, dai Teoremi 10.1.3 € 10.1.4 si ha
E[(I(X,) - I(YTL))Q] = E[I(X,, — Yn)Q] = EUOT(Xt,n - Yt,n)2 dt],
da cui, sulla base del precedente risultato, si ha
limE[(I(X,) — I(Y,))*] =0.
La tesi segue sulla base delle assunzioni fatte e della Definizione 10.2.4. (|

In modo parallelo per quanto visto per i p.a. semplici si hanno i seguenti Teoremi.

Teorema 10.2.6. Se X € M2, l'integrale stocastico di It é una v.a. tale che E[I(X)] =0 e
T
Var[[(X)] = E[I(X)?] = / E[X?dt = E[[I X2 dt] < 0.
0

Dimostrazione. Si consideri una successione di p.a. semplici (X,,),>1 che approssima il p.a. X in
M. Per quanto riguarda la prima parte, tenendo presente che E[I(X,,)] = 0 dal Teorema 10.1.3, sulla
base della disuguaglianza di Jensen (Teorema 4.2.6) si ha

E[[(X)] = E[I(X) — I(X,)]* = B[[(X - X,))]* <E[I[(X - X,,)*] = B[(I(X) — I(X,))*] .

Quindi, per n — oo segue che E[I(X)] = 0 dalla Definizione 10.2.4. Per quanto riguarda la seconda
parte, dal momento che M2 & uno spazio vettoriale, si ha
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‘\/E[ X2 dt] — \/E o X2, dt ‘ < \/E[/g(xt — X ,)2dt] .

La precedente relazione implica che

hmE[fTX2 dt] = E[J{ X2 dt],

t,n

essendo lim, E[ fOT(Xt — X;,)%dt] = 0 sulla base del Teorema 10.2.3. In modo simile, la Definizione
10.2.4 implica che

lim E[(f§ Xt dB:)*] = E[(Jg X: dB,)?],

OVVero
limE[I(X,)?] = E[I(X)?] .
Inoltre, dal momento che X,, € S2, dal Teorema 10.1.3 si ha
E[(fy X1 dB1)%] = E[Jg X7, dt]

e quindi i due limiti coincidono. (|

Teorema 10.2.7. Dati i p.a. X,Y € M3, per ogni a,b € R si ha
I(aX 4+bY)=al(X)+bI(Y).

Dimostrazione. Si consideri due successioni di p.a. semplici (X,,),>1 € (Y5)n>1 che approssimano
i pa. X e Y in M2, ovvero tali che lim,E[ [, (X; — X;,)%dt] = 0 e lim,E[ [} (Y; — Y;,,)%dt] = 0.
Tenendo presente la disuguaglianza evidenziata nella dimostrazione del Teorema 10.2.5, si ha

[fo (aX; +0Y; — aXin — bY; n) ] [fo (a(X; Xt,n) +b(Y; — Ki,n))Q dt]
< 2a°E[[] (X; — X)) dt] + 2b° E[[] (Vi — Vi) dt] .

Dunque, risulta
mE[[] (aX; + bY; — aX;, — bY;,)dt] =
ovvero la successione di p.a. semplici (aX,, + bY},),>1 approssima il p.a. aX + bY in MQT Dunque,
dalla Definizione 10.2.4 si ha
limE[(I(aX +bY) — I(aX, +bY,))*] =0,

ovvero, tenendo presente il Teorema 10.1.4, risulta anche

liTanE[(I(aX—l—bY)—aI( 2) —bI(Y,))?] =0.

Inoltre, si ha

E[(al(X) +bI(Y) — al(X,) — bI(Yy))?] = E[(a(I(X) — I(X,)) + b(I(Y) — 1(Yr)))?]
< 2a*E[(I(X) — I(X,))?] + 26> E[(I(X) — I(X,,))?] .
Y,

Poiche risulta lim,E[(I(X) — I(X,,))?] = 0 e lim,,E[(I(Y) — I(Y,))?] = 0 dalla Definizione 10.2.4,
si ha infine che
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lim E[(a(X) + bI(Y) — al(X,) — bI(Y,))} =0.
Confrontando i precedenti limiti si ottiene la tesi. (|
Proposizione 10.2.8. Dati i p.a. X,Y € M3, si ha
Cov[I(X), (V)] =E[I(X)I(Y)] = /OTE[Xth] dt = E[fOTXtY} dt].
Dimostrazione. E analoga a quella della Proposizione 10.1.5. (|

e Esempio 10.2.2. Se X = (X})o7] € un p.a. per cui risulta che X; = 1y 71(t), si vuole verificare che

T
I(X) :/ dB, = Br .
0

Evidentemente, X ¢ un p.a. semplice e dunque X € M?. Inoltre, si pud banalmente scegliere la
successione (X,,),>1 con X,, = X e quindi sussiste

S
—

I(Xn) = (Btk+l,n - Btk,n) - BT
0

e
Il

dal momento che la somma ¢ telescopica. Quindi, si ha

L2
I(X,) = By
e dalla Definizione 10.2.4 risulta
I(X)=Br.

Dunque, in questo caso l'integrale stocastico di It6 ¢ una v.a. con legge Normale A/(0,7"). In modo
coerente, dal Teorema 10.2.6 risulta E[I(X)] = 0 e Var[I(X)] =T. O

e Esempio 10.2.3. Se X = (B;)(7), si vuole verificare che
T 1
I(X) = / BidB =3 (B2 -1T).
0

Nell'Esempio 10.2.1 ¢ stato verificato che X € M?Z. Dunque, posto 0 =tg, < t1, < ... < tp, =T,
si consideri la successione di p.a. semplici (X, ),>1, dove X;, = (Xt ,)eeom) €

n—1
Xt,’ﬂ - Z Btk,n 1[tk,n7tk‘+1,n[(t) :
k=0

Inoltre, dal momento che l'integrale stocastico non dipende dalla scelta della successione, si ponga
— kT

trn = - Tenendo presente l'identita

a(b—a):%(bQ—aQ)—%(b—a)Z,

dove a,b € R, si ha
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n—1 1 n—1 ) ) 1 n—1 )
I(XTL) = Z Btk,rL(Btk+],71 - Bt}.’,n) = 5 (Btk+] n - Btk?n,) - 5 (Btk+],n - Btk,n,)
k=0 k=0 k=0
1 1 n—1
= 5 B% - 5 Z (Btk+],7z - Btk‘,n,)2 °
k=0
Dunque, tenendo presente il Teorema 9.4.11 si ha
1 n—1 _L 1
Py BT - 5 Z (Btk+1 n Btk n) -5 (BT T)
k=0

per n — oo. Dalla Definizione 10.2.4 si ottiene infine il risultato richiesto. In questo caso, l'integrale di
It & una trasformata lineare del quadrato di una v.a. con legge Normale N(0,T"), ovvero I(X) si
distribuisce con legge Gamma G( — 1T, T, 3). Inoltre, dal Teorema 10.2.6 si ha che E[I(X)] =0 e
Var[l(X)] = T; Si osservi infine che il risultato ottenuto nell'integrazione stocastica ¢ simile a quello
che si verifica in un ambito di integrazione con funzioni deterministiche, eccetto la presenza di un

secondo termine. Questo termine ¢ dovuto al fatto che la variazione di un moto Browniano non ¢ nulla
(vedi Teorema 9.4.11). O

Dai due precedenti esempi, ¢ evidente che non ¢ opportuno calcolare I'integrale di It6 mediante la
Definizione 10.2.4. Tecniche pratiche di integrazione saranno presentate negli Esempi 10.3.5-10.3.8
sulla base della Formula di It6 introdotta nel prossimo paragrafo. Tuttavia, nel caso di un processo
deterministico, si pud ottenere un risultato generale. In particolare, il seguente Teorema fornisce la
legge di un integrale di Wiener.

Teorema 10.2.9. Sia X = (X;);c,r) un p.a. tale che X; = g(t) q.c. con g: R — R. Se si ha
fo t)2dt < oo, allora lintegrale di Wiener I(X fo t)dB; é una v.a. con legge Normale

N0, [ g(t)2dt).

Dimostrazione. Tenendo presente il Teorema 10.2.5, si consideri la successione di p.a. semplici
(Xn)nzla dove X, = (Xt,n)te[O,T] con

n—1

Xt,n - Z g(tk) 1[tk7tk+1[(t) >

k=0

che approssima il p.a. X. Dalla Definizione 10.1.2 si ha

n—1

I(X,) = Zg(tk)<Btk+1 - By,).
=0

Gli incrementi di un moto Browniano sono indipendenti per l'assunzione iii) della Definizione 9.4.1 e
la legge di ogni incremento ¢ Normale per 1'assunzione ii) della Definizione 9.4.1. Dunque, tenendo
presente I'Esempio 7.3.5, la v.a. I(X,,) si distribuisce con legge Normale tale che E[I(X,)] =0e

n—1

Var[[(X,)] = Y g(ti)*(tr1 — ta) -

k=0

Inoltre, dalla definizione dell'integrale di Riemann, si ha

lim Var[I(X,,)] = /0 g(t)*dt .

n



Capitolo 10 279

2
Dal momento che sulla base della Definizione 10.2.4 si ha (X)) LNy (X)) per n — oo, allora I(X) si
distribuisce necessariamente con legge Normale A/(0, fOTg(t)th) (si veda I'Esercizio 8.1.1). O

e Esempio 10.2.4. Se X = (X;)c(o.7) € tale che X; = ¢, allora si ha il seguente integrale di Wiener

T
I(X) = / tdB .
0
Sulla base del Teorema 10.2.9, la v.a. I(X) si distribuisce dunque con legge Normale A/(0, %) O

Seguendo un percorso analogo a quello che si considera nella teoria dell'integrazione ordinaria, di
seguito viene dato il concetto di processo integrale.

Definizione 10.2.10. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, F, P) con filtrazione (F%)sc(o,00[ €
un moto Browniano B = (B;)cjo | adattato alla filtrazione. Dato il p.a. X € M2, si dice processo
integrale il p.a. M = (My)c)o7) tale che

t
Mt:/XSdBS. D
0

Il seguente Teorema considera le principali caratteristiche del processo integrale.

Teorema 10.2.11. Se M = (M;),cpo.1) € un processo integrale, allora M é unico q.c. e M € M7,
Inoltre, M e una martingala rispetto alla filtrazione (F;);co | con traiettorie continue q.c.
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014). O

e Esempio 10.2.5. Dall'Esempio 10.2.3, si consideri il processo integrale M = (M), tale che
! 1
2
Mt:/Bsstzi(Bt 4.
0

Tenendo presente 1'Esempio 10.2.1, si ha

T2 1 T/ 4 2 17 4 1 T2 T3
E[foMtdt]SZE[fO(Bt—i_t)dt]:Z E[Bt]dt—i_i tdt:?<oo,
0 0

e dunque risulta M € M? a conferma della prima parte del Teorema 10.2.11. Inoltre, si ha

1 t

Tenendo presente che il moto Browniano ¢ una martingala (Proposizione 9.4.5), per ogni s < ¢ risulta
E[B | 7] = E[(B: — B; + B;)* | 7]

E((B; — By)? | Fs| + 2E[(B: — B,)B; | Fs] + E[B? | F]

E[(B; — B,)?] + 2B,E[B; — B,)* + B* =t — s + B?,

ovvero
E[B} —t| F,]=B>-s,

da cui infine si ha
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B[M, | 7] = M, .

Dunque, a conferma della seconda parte del Teorema 10.2.11, si ha che il p.a. M ¢ una martingala. [J

10.3. Formula di Ito

Di seguito viene considerata un'ampia classe di processi aleatori, detti processi di Itd, che
generalizza la famiglia dei processi integrali presentata nella precedente sezione. Inoltre, viene
introdotta la cosiddetta formula di Itd, che permette di determinare la struttura di una trasformata di un
processo di Ito e che risulta fondamentale per il calcolo differenziale stocastico.

Definizione 10.3.1. Si consideri uno spazio di probabilita (£, 7, P) con filtrazione (F%)c[p,0[- Un
p.a. X = (Xt)seqo,r) € detto processo di Ité o processo di diffusione se si ha

t t
X, :Xo—i-/ asds—i-/ BsdBs,
0 0
dove o = (at)sefo,r) € B = (B¢)tefo,r] sono p.a. tali che a, 3 € M5 O

Quando si considera il processo di Itd, ¢ uso comune adottare la seguente notazione alternativa
dXt = O} dt + ﬁt dBt ,

e denominare dX; come differenziale stocastico. La precedente espressione viene detta anche
notazione differenziale di It6. Tuttavia, si deve evidenziare che il differenziale stocastico non ha un
significato matematico ben definito e dovrebbe sempre essere inteso nel senso rigoroso della
Definizione 10.3.1. La notazione differenziale di Itd6 va dunque vista solamente come un modo
efficiente di scrivere il processo di It6.

e Esempio 10.3.1. Considerato il p.a. X = (B;)[y 1) € tenendo presente I'Esempio 10.2.2, si ha

t
Bt:/dBS.
0

Dunque, il moto Browniano ¢ un processo di Itd, dal momento che ¢ immediato verificare che
a,f € M2, essendo oy =0e B = 1. s

e Esempio 10.3.2. Considerato il p.a. X = (Bg)[O,T} e tenendo presente I'Esempio 10.2.3 si ha

t t
Bf:/ds—i-Q/Bsst
0 0

Dunque, X & un processo di Itd, dal momento che o, 3 € M2, essendo oy = 1 e 3; = B; (vedi anche
Esempio 10.2.1). Inoltre, in notazione differenziale si puo scrivere

dB? = dt + 2B, dB; . O

La seguente Proposizione fornisce le caratteristiche principali del processo di It6.

Proposizione 10.3.2. Se il p.a. X = (X;)icjom € un processo di It6, allora X ha traiettorie
continue q.c. Inoltre, X é una martingala se il p.a. o = (o )icjo 1) € tale che oy = 0.
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Dimostrazione. Segue immediatamente dalle assunzioni e dal Teorema 10.2.10. (|

I seguente Teorema considera la celebrata formula di Ito, che fornisce il effetti la rappresentazione
integrale di una trasformata del processo di It6.

Teorema 10.3.3. (Formula di It per trasformate univariate) Se i/ p.a. X ¢ un processo di Ito e
g : R — R e una funzione con derivata seconda continua, allora

9050 = o)+ [ g 0ds+ [ g0 an+ ] [ g0x)stas,
ovvero in notazione differenziale di Ito si ha
dg(X:) = ¢ (Xi)aw dt + ¢/ (X4) B d By + %g//(Xt)ﬁtz dt = ¢'(Xy) dX; + %gll(Xt)ﬁf dt.
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014). O

E importante notare che nel precedente Teorema la funzione g non puo dipendere da . Di seguito
vengono date alcune esemplificazioni di questa importante formula.

e Esempio 10.3.3. Si consideri il moto Browniano X = (B;)y) e la funzione g(x) = 2™ con

m € {1,2,...}. Dal momento che ¢ stato verificato che X ¢ un processo di It6 nell'Esempio 10.3.1,
dal Teorema 10.3.3 si ha

t -1 t
B"=m / BB, + _m(m2 ) / B ds,
0 0

ovvero in notazione differenziale si ha

—1
dB" = mBy"' dB; + _m(m2 )

B" %t .
In effetti, questa relazione generalizza quella ottenuta nell'Esempio 10.3.2 nel caso particolare m = A1
e Esempio 10.3.4. Dato il moto Browniano (B;)(y 7}, si consideri il p.a. X = (X;)p,y tale che

1
dXt: §Xtdt+XtdBt

Se si suppone che X € M2, il p.a. X & un processo di Itd con o = (%Xt)te[o,T] e 8= (Xt)wepo.1):
Inoltre, dal Teorema 10.3.3 si ottiene

1
deP = P dB, + 3 ePrdt .

Si deve concludere dunque che X; = e, ovvero si ¢ determinata la struttura del p.a. X che soddisfa
alla relazione differenziale stocastica richiesta. In effetti, risulta X € M% dal momento che si ha

E[e?] = ez! tenendo presente la Proposizione 9.4.3, e quindi

T
E[/leB dt] = / E[eP]dt = 2(e%T —1)< 0. d
0
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I seguente Teorema estende la formula di It nella situazione in cui si considera due processi di Ito
e una loro trasformata. La formula pud essere ancora generalizzata al caso di piu processi di Itd (per
maggiori dettagli, si veda Da Prato, 2014, p.121).

Teorema 10.3.4. (Formula di It6 per trasformate bivariate) Se i p.a. X e Y sono processi di Ito
tali che

dXt = Qaxt dt + /8X7t dBt

dY; = oy dt + Py dBy,

mentre g : R> — R é una funzione con derivate parziali seconde continue, allora

" 9g(z, " 9g(z,
o0 ¥) =90, Y0+ [P0 s [ORED] oy as
0 Ty 0 Yy olxy)
t t
0
N / 8g($,y)‘ By, dB, + / 9(z,y) By, dB,
o 97 iy o 9y
1 (102 1 ['o
2 0 al‘ (X.,Ys) 2 0 ay (Xs,Ys)
t 82 ,
+ Oz, y) ‘ Bx,sBy.sds.
0o 020y lix.y)
Equivalentemente, in notazione differenziale stocastica si ha
9g(z, 9g(x,
dg(Xt,Y;) = g(IE y) ax dt + M Qy ¢ dt
07 |x,v) % lx.y
dg(z, 0g(x,
+ M ﬁX,t dBt + M ﬁY,t dBt
0z ix,v) 9 lx.y
1 9%g(z,vy) 1 0%g(z,y) 2
— [ dt + = —20 7 OBy, dt
2000 gwy 20 gy
0%g(z,
M Bx By dt,
0x0y |(x,x,)
ovvero
0 0
dg(X,.Y}) = 9(z,y) ax, + 29) ay;
Tl % lx.y
1 0%g(z y)‘ > 1 9%g(,y) 2
- By dt + - ———=— By . dt
208 gy 20wy
0%g(x,
+ M Bx By ¢ dt .
020y | (x.v)
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014, p.121). O

e Esempio 10.3.5. (Formula ridotta di It6) Si consideri 1 p.a. di 1t6 X e Y, dove dY; = dt.
Evidentemente, Y ¢ in effetti un processo deterministico. In questo caso, essendo ay; = 1 e By = 0,
la formula di Itd del Teorema 10.3.4 si riduce a
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0 0 192
dg(Xt,t) — g(w7y> dXt + g(':E)y) dt+ - g($2 y) ﬁ§<7t dt,
LA () Vol 2007 iy
che ¢ anche detta formula ridotta di It6. O

e Esempio 10.3.6. (Moto Browniano geometrico) Al fine di esemplificare la formula ridotta di Ito, si
supponga che X sia il moto Browniano, ovvero dX; = dB;, e si consideri inoltre la funzione

g(z,y) = "2 con i € R e o € |0, oo[. Dunque, si ottiene

dg(By,t) = 0g(By,t) dBy + pg(By,t) dt

ovvero, se si pone Z = (Z;)jr] con Z; = elni=30")tt9B: i & determinato quindi il p.a. che soddisfa
alla relazione differenziale stocastica dZ; = uZ;dy + cZ;dB;. 11 p.a. Z ¢ detto moto Browniano
geometrico e riveste grande importanza nelle applicazioni finanziarie. Inoltre, seguendo una
terminologia comunemente adottata, p ¢ detto parametro di tendenza, mentre o ¢ detto parametro di
volatilita. 1l cosiddetto moto Browniano geometrico ridotto si ha per © = 0 e 0 = 1. Si osservi infine
che per 1 = 0 il p.a. X siriduce a d X; = 0 X; dB;, ovvero si ha X; = X + afothst in termini di
integrale di It6. Quindi, si ¢ ottenuta la risposta formale al problema introdotto all'inizio della Sezione
10.1 e che ha condotto a considerare l'integrale di Ito. O

O:\ L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 10.3.1. Una traiettoria del moto Browniano geometrico
conu=1leo=1.

e Esempio 10.3.7. (Integrazione stocastica per sostituzione) Nella formula ridotta di It6 dell'Esempio
10.3.5 si consideri il p.a. X tale che d X; = d B;. In questo caso, la formula puo essere espressa come

dg(z,y) 1 0%g(x,y)
0y 2 0x?

dg(z,y)
XT

dt.
(Btst)

dg(Bt7 t) =

dBt+<

(Bt:t)

Si assuma che g sia una soluzione della cosiddetta equazione del calore, data dalla seguente equazione
differenziale
9g(z,y) | 1 %g(x,y)

———==0.
oy 2 Ox?
In questo caso, la precedente formula ridotta di It6 si semplifica ulteriormente come

dg(Byt) = 29&V | g

aaj (Bht)

OVVvero
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/ L og(z,y)
0 31:

che fornisce un'utile espressione per l'integrazione stocastica per sostituzione. Nel caso particolare
dell'integrale di Itd considerato nell'Esempio 10.2.3, una conveniente soluzione dell'equazione del

calore ¢ data da g(z,y) = 3(2* — y), da cui si ottiene immediatamente

dBs = g(B,t),
(Bss)

t
1
/Bsstz—(Bf—t).
0 2

Come ulteriore caso particolare, se si vuole ottenere l'integrale di Ito6 del moto Browniano geometrico
ridotto X = (e_%’LBf)tE[O?T] considerato nell'Esempio 10.3.6, una conveniente soluzione dell'equazione
del calore ¢ data da g(z, y) = "2, da cui si ottiene immediatamente

¢
/ Bt dB, = e B
0

Questo risultato conferma effettivamente che il moto Browniano geometrico ridotto soddisfa alla
relazione differenziale stocastica d X; = X;d B;. Per ulteriori dettagli sulle soluzioni dell'equazione del
calore si veda Calin (2015, p.157). ]

e Esempio 10.3.8. (Integrazione stocastica del prodotto) Si consideri i processi di It6 X e Y e la
funzione g(z,y) = xy. Calcolando le derivate parziali e sostituendo opportunamente, dal Teorema
10.3.4 si ha dunque

d(X1Y;) = Yiaxdt + Xyay p dt + YiBx 1 dBy + Xy By s dBy + Bx By 1dt
=Y, dX; + Xy dY; + Bx By dt .

Si osservi infine che il risultato ottenuto nell'integrazione stocastica ¢ simile a quello che si ha in un
ambito di integrazione con funzioni deterministiche, eccetto la presenza di un terzo termine. Questo
termine ¢ dovuto al fatto in generale 1 processi di Itd X e Y non sono indipendenti, in quanto sono
trasformate dello stesso moto Browniano. (]

e Esempio 10.3.9. (Integrazione stocastica per parti) Nell'Esempio 10.3.8 si consideri il caso
particolare per cui i p.a. X e Y sono tali che dX; = h(t)dt e dY; = g(B;)dt dove h : R — R ¢ una
funzione derivabile ¢ g: R — R ¢ una funzione con derivata seconda continua. In questo caso,
tenendo presente la Formula di [t6 (Teorema 10.3.3) si ha

d(h(t)g(Bt)) = h'(t)g(By)dt + h(t)dg(By) = h'(t)g(By)dt + h(t)g' (B:)dB; + % h(t)g"(By)dt

OVVvero

' ! _ t ! / 1 ! "
| re) By as. = ns)aBl = [ WslaBds =3 [ hed 5 ds.

Questa utile espressione ¢ detta formula di integrazione stocastica per parti. Nel caso particolare

dell'integrale di Ito considerato nell'Esempio 10.2.3, posto h(t) = 1 e g(x) = 122, si ha

2
t 1 1 [ 1
/BSdBS:—Bf——/ds:—(Bf—t),
0 2 2 Jo 2

un risultato che ¢ gia stato verificato nel medesimo Esempio. Come ulteriore caso particolare, posto
h(t) =t e g(x) = x, si ottiene
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t t
/sdBS:tBt—/Bsds,
0 0

che fornisce un interessante relazione fra l'integrale di Wiener e l'integrale del moto Browniano. Per
ulteriori esemplificazioni del calcolo pratico dell'integrale di It6 si veda Calin (2015). O

10.4. Equazioni differenziali stocastiche

Il calcolo differenziale classico ¢ stato sviluppato principalmente al fine di porre in termini di
equazioni differenziali i1 principi fondamentali che governano i fenomeni fisici nel tempo. Il calcolo
differenziale stocastico ¢ stato introdotto con simili scopi nel caso di sistemi che si evolvono con una
componente aleatoria. Evidentemente, questo tipo di modelli fornisce una descrizione piu efficiente
dei fenoment reali.

La seguente definizione introduce una classe di equazioni differenziali che ha importanza
fondamentale nelle applicazioni.

Definizione 10.4.1. Si consideri uno spazio di probabilita (€2, 7, P) con filtrazione (F%)¢c(o,o0f-
Siano inoltre @ e b due funzioni tali che a : R* — R e b : R? — R. Un processo di Itd X = (X;);e(0.1]
¢ detto soluzione dell'equazione differenziale stocastica

dXt = CL(Xt, t) dt + b(Xt, t) dBt
con condizione iniziale Xy = C, se C' ¢ una v.a. misurabile rispetto alla o-algebra Fj, i p.a.
a = (a(Xt,1))tefor) € b = (b(X¢,t))tefor) sono tali che a,b € M7 e risulta
t t
X, = C’—i—/ a(Xs, ) ds+/ b(Xs,s)dBs,
0 0

per ogni t. O

Il seguente Teorema fornisce le condizioni per l'esistenza e l'unicitd di una soluzione di
un'equazione differenziale stocastica, che in questo caso viene detta soluzione forte.

Teorema 10.4.2. Si consideri uno spazio di probabilita (2, F, P) con filtrazione (Ft)ic(o oo Siano
inoltre a e b due funzioni a : R?> — R e b : R? — R tali che esiste L > 0 per cui

la(z,t) = aly, )] + [b(z, 1) = b(y, )| < Llz —y

’

perognix,y € Ret € [0,T), e esiste K > 0 per cui
la(z, )| + |b(z, )] < K(1+[z]),

per ogni x € R e t € [0,T]. Inoltre, sia C una v.a. misurabile rispetto alla o-algebra Fy, tale che
E[C?] < oo. In questo caso, 'equazione differenziale stocastica

dXt = (I(Xt, t) dt + b(Xt, t) dBt ,

con condizione iniziale Xy = C, possiede un'unica soluzione X con traiettorie continue e tale che
E[[) X?d1] < oc.
Dimostrazione. Si veda Da Prato (2014, p.134). O

e Esempio 10.4.1. (Modello di Black e Scholes) Si consideri I'equazione differenziale stocastica
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dXt = ,utXt dt + O'tXt dBt ,

con condizione iniziale Xy = C, dove p: R — R e 0 : R — R sono funzioni continue in [0, 7.
Dunque, in questo caso si ha a(x,t) = uz e b(x,t) = oyx. La prima condizione del Teorema 10.4.2
risulta soddisfatta, in quanto

la(z,t) — a(y, t)| + [b(z,t) = b(y, )| = (|| + |oe])|z — y| < Lz -y,

dal momento che esiste L > 0 per cui || 4 |o¢| < L essendo p e o funzioni continue in [0, 7']. Anche
la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta in modo simile, in quanto

Ja(z, )] + |b(z, t)] = ([pe] + lou])|2] < K1+ [z]) .

Dunque, esiste una soluzione forte. Si consideri inoltre i processi di Ité U e V, tali che dU; = 0,dB; e
dV; = dt e la trasformata

2

g(u,v) = c e tolm—z00)ds

dove ¢ ¢ una determinazione della v.a. C'. Si tenga presente che in questo caso si puo applicare la
formula ridotta di Itd dell'Esempio 10.3.5, data la struttura dei p.a. U e V. Dunque, sostituendo
opportunamente in questa formula, si ottiene

dg(Ut, t) = Ut g(Ut, t) dt + Ot g(Ut, t) dBt .

Data l'equivalenza di questa espressione con l'equazione differenziale stocastica iniziale, la soluzione
X = (Xt)sefo,r € tale che

X:=g(Ut)=C 6f(;(”"'_%03)d5+f‘;05d3" .

Questo p.a. ¢ detto modello di Black e Scholes, dal momento che ¢ stato introdotto dal matematico
Fischer Sheffey Black (1938-1995) e dall'economista Myron Samuel Scholes (1941-). Il modello ¢ in
effetti una generalizzazione del moto Browniano geometrico introdotto nell'Esempio 10.3.6, che si
ottiene per p; = p € o = o funzioni costanti. Il modello di Black and Scholes riveste un'importanza
fondamentale nella matematica finanziaria. O

10 F ]

N ]

O’\ 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 10.4.1. Una traiettoria del modello di Black e Scholes
conp =teoy = 1.

e Esempio 10.4.2. (Processo di Ornstein e Uhlenbeck) Si consideri I'equazione differenziale stocastica

dXt: —/LXtdt—f—O'dBt,

con condizione iniziale X, = C, dove u, o € |0, co[. Dunque, in questo caso si ha a(z,t) = — pz e
b(z,t) = o. La prima condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto
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|CL(£L‘,t> - a(yvt)| + |b(33,t) - b(yat)| = |,u||x - y| :
Anche la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto
|a(z, t)] + [b(x, )] = [pl|x] + |o] .

Quindi, esiste una soluzione forte. Tenendo presente la formula di integrazione stocastica del prodotto
introdotta nell'Esempio 10.3.8, con il p.a. Y tale che Y; = e/, si ha

d(Xie'") = e dX; + pe Xy dt = oet dB; .

Dalla precedente relazione risulta dunque
t
X, =C + 0/ e dBy ,
0
ovvero, la soluzione X = (X;)c(o ) dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che
t
X, =Ce M + Ue_“t/ e dB, .
0

Questo p.a. ¢ detto processo di Ornstein e Uhlenbeck, dal momento che ¢ stato introdotto dai fisici
Leonard Salomon Ornstein (1880-1941) e George Eugene Uhlenbeck (1900-1988). Anche questo
modello ha grande rilevanza nella matematica finanziaria. (|

1.5

0.0 |

O.‘O O.‘5 1.‘0 l.‘5 2.‘0
Figura 10.4.2. Una traiettoria del processo di Ornstein e Uhlenbeck
conpyu=1leo=1.

e Esempio 10.4.3. (Ponte Browniano) Si consideri I'equazione differenziale stocastica

1
dXt = 1—t(C—Xt)dt+dBt,
con condizione iniziale Xo = 0 ¢ ¢ € R, dove ¢ € [0, 1[. Dunque, in questo caso si ha a(z,t) = <= e

1t
b(z,t) = 1. La prima condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto

a2, t) —aly, )] + [b(z, 1) — by, )| =

Anche la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto

laz, t)] + |b(z, )] =

l_t]c—a:\—i-l.
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Dunque, esiste una soluzione forte. Si consideri I'ulteriore processo di Itd Y = (Y});cp,1|, tale che
Y = ﬁdt. Evidentemente, Y ¢ un processo deterministico. Dalla formula di integrazione stocastica
del prodotto dell'Esempio 10.3.8, si ha

1
dt + —— dBy,

1 c

1
1—¢ (1—1)

OVVvero

! Xy =Xo+ /t ! d—i—/t ! dB
— X, = c| ——ds —— dB;.
1—¢t" 0 o (1—15)? o l—s

Dunque, la soluzione X = (X})c(o,1] dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che

t

1

Xt:ct—i-(l—t)/1 dB; .
0

— S

Questo p.a. ¢ detto in modo pittoresco ponte Browniano, dal momento che ¢ equivalente ad un moto
Browniano le cui traiettorie si originano in (0, 0) e terminano in (1, ¢). d

La seguente Proposizione fornisce un metodo per ottenere la soluzione di un particolare tipo di
equazione differenziale stocastica. La tecnica ¢ anche detta metodo del fattore d'integrazione.

Proposizione 10.4.3. Si consideri uno spazio di probabilita (2, F, P) con filtrazione (F;)ic(o,00[-
Sia dato un processo di 1t6 X = (X;)c(o1), che é soluzione dell'equazione differenziale stocastica

dX; = a(Xy,t)dt +b(t) Xy d By,
dove b : R — R é una funzione continua. Sia dato inoltre il p.a. Y = (Y});c[0,1] con
Y, = e Jyb(s)?ds— [,b(s)d By '
Si ha
d(X:Y;) = a(Xp, t)Y dt .

Dimostrazione. Se Z = (Z;);c[o,r] ¢ il processo di It6 tale che
iz, = %b(t)Q dt — b(t) dB,
e tenendo presente che Y; = e, dalla formula di It6 (Teorema 10.3.3) si ha
dY, = e? dZ; + % eZ b(t)* dt = b(t)*Y; dt — b(t)Y, dB; .

Inoltre, dalla formula di integrazione stocastica del prodotto introdotta nell'Esempio 10.3.8 si ottiene

d(X:Yy) = Yi(a(Xy, t) dt +b(t) X; dBy) + X (b(t)2Y; dt — b(t)Y; dBy) — b(t)* X, Y; dt
= (I(Xt, t)Y} dt ,

da cui segue la tesi. ]
Si osservi che il risultato fornito nella Proposizione 10.4.3 permette di ricondurre l'equazione

differenziale stocastica originale ad una equazione differenziale ordinaria, che in pratica puo essere
risolta con l'utilizzo di metodi standard. Nelle applicazioni usuali, molte equazioni differenziali
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stocastiche sono esprimibili nella forma considerata nella Proposizione 10.4.3 e dunque questo

risultato fornisce un metodo di soluzione molto efficiente.

e Esempio 10.4.4. Si consideri l'equazione differenziale stocastica relativa al modello di Black e

Scholes dell'Esempio 10.4.1. In questo caso, applicando la Proposizione 10.4.3 si ha

Y, = G%fotafdsffotasst ,
mentre

d(XyY;) = i X, Y, dt .
Dunque, tenendo presente che {Yy; = 1} ¢.c., si ha

X,Y; = C elorsds
OVVero
X, = C ehms—boddst fjoudB,

che conferma il risultato ottenuto nell'Esempio 10.4.1.

e Esempio 10.4.5. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

dXt = [Ldt+0’XtdBt ,

con condizione iniziale Xy = C e dove u,o € R. Dunque, in questo caso si ha a(z,t) =pu ¢

b(z,t) = ox. La prima condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto
la(z,t) = aly, t)] + [b(z, 1) = b(y, )| = |ol|z —y|.
Anche la seconda condizione del Teorema 10.4.2 risulta soddisfatta, in quanto
la(z, )] + [b(z, )] = |ul + [ox].
Quindi, esiste una soluzione forte. In questo caso, applicando la Proposizione 10.4.3 si ha
Y, = 030 t—0By ’
mentre

d(X\Y,) = pY, dt ,

ovvero, tenendo presente che {Yy = 1} g.c., risulta
t
0

Dunque, la soluzione X dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che

t
Xt — 6*%02t+0’Bt <C +M/ 6%0257UB5 dS) .
0

Un ulteriore metodo di soluzione ¢ basato sulle cosiddette equazioni stocastiche esatte. Si consideri
l'equazione differenziale stocastica della Definizione 10.4.1 e si voglia determinare una soluzione forte

del tipo X; = g(B;,t). In questo caso, I'equazione differenziale stocastica si riduce a

dg(By,t) = a(g(By,t),t) dt + b(g(B,t),t) dB; .
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Inoltre, tenendo presente la formula ridotta di It6 (Esempio 10.3.5), I'equazione differenziale stocastica
¢ esatta se esiste una funzione g per cui si ha

oo = Lt 3 5
€
b(g(x,y),y) - % .

Si osservi che in questo caso sussiste la relazione

da(g(z,y)y) _ Oblyg(z,y).y) 1 9%b(g(z.y),y)
ox 0y 2 0x? '

In effetti, dalla formula ridotta di Itd, per questa scelta della funzione g si ha
dX; =dg(B,t),
OVVero

Xt = g(Bt7t) .

e Esempio 10.4.5. Si consideri il caso specifico dell'equazione differenziale stocastica
dXt = ,UXt dt + O'Xt dBt .

Evidentemente, le condizioni del Teorema 10.4.2 sono soddisfatte e quindi esiste una soluzione forte.
In questo caso, essendo b(g(x,y),y) = og(z,y), si ha

0g(x,
og(z,y) = _ggx y) :

da cui

g(z,y) = et

dove h ¢ una funzione da determinare. Inoltre, essendo a(g(z,y),y) = pg(x,y) risulta

2
ﬂeax+h(y) _ eUerh(y)h/(y) + 0_ 8cm‘Jrh(y)

da cui
L,
h(z)=(p—g0o)t+e
con ¢ € R. Dunque, si ottiene

g(fl)', y) _ 8(”*%02)t+0$+6 '

Dal momento che g(0,0) = e, si deve quindi concludere che
X=Xy eln=20°)t+o B, )

ovvero si ¢ ottenuto il moto Browniano geometrico dell'Esempio 10.3.6. (|

e Esempio 10.4.6. Si consideri I'equazione differenziale stocastica
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dXt = (I(Xt) dt + b(Xt) dBt

e si voglia determinare l'esistenza di una soluzione forte del tipo X; = g(B;). In questo caso, la
precedente equazione differenziale stocastica si riduce a

dg(Bi) = a(g(B)) dt + b(g(B;)) dB; .

Dalla formula di Itd del Teorema 10.3.3 si ha inoltre
1
dg(By) = B g"(By)dt + ¢'(By) dB; .

Dunque, I'equazione differenziale stocastica ¢ esatta se esiste una funzione g per cui si ha

1

alg(a)) = 5 J'(2)

ovvero sussiste la relazione

In effetti, per questa scelta risulta
dX; =dg(By),
OVVero
X =g(B) .

Si consideri il caso specifico dell'equazione differenziale stocastica

1 /

Le condizioni del Teorema 10.4.2 sono facilmente verificate e quindi esiste una soluzione forte. Sulla
base della precedente relazione si ottiene la seguente equazione differenziale

J(@) = 1+g(x)?,
la cui soluzione ¢ data da

g(x) = sinh(z + ¢),
con ¢ € R. Dunque, si deve concludere che

X; = sinh(B; + arcsinh(X))) . d

10.5. Riferimenti bibliografici

I testi di Applebaum (2009), Baldi (2017), Chung e Williams (1990), Karatzas e Shreve (1991),
Klebaner (2005), Kuo (2006), Le Gall (2016), Medvegyev (2007), Oksendal (2003), Pascucci (2011),
Protter (2003) e Shreve (2004) sono dedicati al calcolo stocastico. Testi avanzati su questo argomento
sono Borodin (2017), Capasso e Bakstein (2015), Cohen e Elliott (2015), Da Prato (2014) e Revuz e



292 Calcolo stocastico
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10.6. Esercizi svolti

e Nota. Al fine di evitare notazioni ridondanti e ripetizioni, nei seguenti esercizi si assume l'esistenza
di uno spazio probabilizzato (2, F, P) e di una filtrazione (F;):eT, @ meno che non venga specificato
diversamente.

Sezione 10.1

e Esercizio 10.1.1. (Moto Browniano integrato) Se B = (B;)icr+ ¢ un moto Browniano, si consideri

il p.a. X = (X¢)¢er+ dove
t
X = / B.ds .
0

Si determini la legge relativa alla v.a. X;. Il p.a. X ¢ detto moto Browniano integrato.
Soluzione. Dal momento che B ha traiettorie continue q.c., il p.a. X ¢ definito. Inoltre, si consideri
la successione di v.a. (X;,),>1 tale che

o
Xt,n - Z Bk’t/n
"

e si osservi che lim,, X, ,, = X; q.c. per le proprieta dell'integrale di Riemann. Mediante una semplice
manipolazione algebrica X, ,, puo essere espresso come

tn = - Z n—k+1 Bkt/n B(k—l)t/n) .

Per le proprieta del moto Browniano gli incrementi (Byy/, — B(,—1y/,,) sono indipendenti con legge
Normale N (0, %) Quindi, per le proprieta della legge Normale, la v.a. X;, ¢ distribuita con legge
Normale tale che E[X;,,| =0 ¢

t3 n

SR LR

Var| X, n] —
ar[ t7 ] 6”3

3
[

Dal momento che lim,E[X},] =0 ¢ lim, Var[X},]| = %, sulla base dell'Esercizio 8.1.1 la v.a. X; si
distribuisce con legge Normale N\ (0, %) O

Sezione 10.2

e Esercizio 10.2.1. Se B = (B;);cr+ ¢ un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X;)cjo) dove

= [,e*dB,. Se
T
:/ Xt dBt )
0

si calcoli E[I(X)] e Var[I(X)].



Capitolo 10 293

Soluzione. Dal momento che X; ¢ un integrale di Wiener, allora si ha E[X;] =0 e
! 1
E[X?] = Var[X,] = / s = 3 (¢~ 1)
0
Inoltre, risulta

T
E[E{Xt?dt]:/ E[X7]dt = ~ (¥ — 2T — 1) <
0

1
4
e dunque X € MZ. Quindi, si ottiene che E[I(X)] =0 e

Var[I(X)] = /OTE[XE] dt =~ (el —2T — 1) . O

1
4

e Esercizio 10.2.2. Se B = (B});cr+ € un moto Browniano, si determini E[B; fOTBtdBt] dove s < T.
Soluzione. Considerato il p.a. degenere X = (X;)c(o ) dove Xy = 1y (%), si osservi che risulta
X € M? e siponga

T
I(X) = / 1y0,4(t)dB, = B, .
0

Inoltre, se Y = (Y;);c(o,r) dove Y; = By, ovviamente siha Y € M e si assuma che

T
1Y) = / B dB; .
0

Dunque, si deve concludere che

T T
E[B, [{ B;dB,] = E[I(X)I(Y)] = /0 E[X,Y;] dt = /0 E[1(t)B] dB; = 0. O

Sezione 10.3

e Esercizio 10.3.1. Se B = (B;)icr+ ¢ un moto Browniano, si consideri il ponte Browniano
X = (Xt)sepo,[ tale che

b1
X;=(1-t dB,
= )/01—8

e si calcoli d .X;.
Soluzione. Applicando la formula di integrazione stocastica per il prodotto, ponendo

Up = fot(l - S)flst e V; = 1 —t, dal momento che

1
dUt - ]_——tdBt 5

si ha
d(UtW) == V;det + Ut dV} - dBt - Ut dt N

OVVvero
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1
dXt: —1—tXtdt+dBt

Ovviamente, la precedente espressione rappresenta l'equazione differenziale stocastica che definisce il
ponte Browniano. Applicando la formula ridotta di 1td6 con g(u,v) = u(l — v), si ottiene lo stesso
risultato, ovvero

_ Og(u,v)

dg(Uy, 1) = au, + 29 v)

ou (Ut) v

(Uht)

e Esercizio 10.3.2. Se B = (B;)icr+ ¢ un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X})cr+ tale che
t
Xt :tBt— / BSdS
0

e si calcoli d X;. Si verifichi inoltre che il p.a. X € una martingala.
Soluzione. Si ha

e, applicando la formula di integrazione stocastica per il prodotto, risulta
dXt == tdBt + Btdt - Btdt - tdBt .

Dal momento che { X, = 0} g.c., dalla precedente espressione si ha anche

t
Xt:/ Sst.
0

Dunque, la v.a. X; ¢ in effetti un integrale di Wiener distribuito con legge Normale N (0, g) Questo
risultato permette di concludere che il p.a. considerato ¢ una martingala. In effetti, il procedimento
considerato ¢ generale, nel senso che se il differenziale stocastico di un p.a. non dipende dalla
variazione (ovvero, in termini informali, non contiene 'addendo in dt) allora il p.a. ¢ un integrale di It6
ed ¢ necessariamente una martingala. O

e Esercizio 10.3.3. (Processo di Bessel in R?) Se B = (B;)icr+ € W = (W;)icr+ sono due moti
Browniani indipendenti, si consideri il p.a. X = (X;)cgr+ tale che

Xt:\/B?—FVV?

e si calcoli dX;. Il p.a. X & comunemente detto processo di Bessel in R

Soluzione. Se ¢g:R?— R ¢ una funzione con derivate parziali seconde continue, la
generalizzazione della formula di It6 per trasformate bivariate al caso di due moti Browniani
indipendenti fornisce l'espressione

ag(B, Wy = 2| gy 20D gy,
) 0
O (- RTA) v s
1 ({82 ?
4L (2t Pg(uv) dt .
2 8U (By,W) 8U (B, W)

Applicando la precedente formula di It6 con g(u,v) = \/u? + v?, risulta
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dX; = —dBt—i-—th—i- + =% dt——dBt+—th+—dt (|

W, W2  B? Wy
X X 2 X3 X3 X X 2X

e Esercizio 10.3.4. Se B = (B;);cr+ ¢ un moto Browniano, si considerino i p.a. X = (X;)icr+ ©
Y = (Y})er+ dove X; = fot sdBseY, = fot Byds. Si determini il coefficiente di correlazione pyx, v, .
Soluzione. Dall'Esercizio 10.3.2 si ha che X; + Y; = tB; e quindi

Var[X;] + Var[Y;] + 2 Cov[ X, Y;] = t* Var[By] .
Lav.a. X; & un integrale di Wiener ed ¢ una v.a. con legge Normale A/ (0, %—3) Inoltre, tenendo presente
I'Esercizio 10.1.1, il p.a. Y ¢ un moto Browniano integrato e quindi Y; ¢ una v.a. con legge Normale
N (0, g) Dalla precedente relazione si ha dunque infine che Cov[ X}, Y]] = %3 equindi px,y, = 3. 0O
e Esercizio 10.3.5. Se B = (B}):cr+ € un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X;) g+ dove

t
X, = / e cos(B,) dB, .
0

Si determini un'espressione esplicita per il precedente integrale stocastico.

Soluzione. Tenendo presente la formula per l'integrazione stocastica per parti con h(t) = erl e
g(x) = sin(zx) si ha
b L to1 I A
/ e?® cos(By) dBs = e2° sin(By) 2”3 / e?®sin(Bs) ds + 3 / e?*sin(By) ds O
0 0 0

= ¢! sin(B,) .

e Esercizio 10.3.6. (Generalizzazione del moto Browniano integrato) Se B = (Bi)ier+ € un moto
Browniano, si consideri il p.a. X = (X;)cr+ con

X, = /tf(s)Bs ds,
0

dove f ¢ una funzione integrabile Si determini la legge relativa alla v.a. X;.
Soluzione. Posto h(t fo s)ds e g(s) = s, manipolando in modo opportuno la formula per
l'integrazione stocastica per parti, si ottiene

/O f(s)B.ds = h(t)B, — /0 h(s) dB, — /0 (h(t) — h(s)) dB. .

Dal momento che la generalizzazione del moto Browniano integrato ¢ espressa come integrale di
Wiener, la v.a. X; ¢ distribuita con legge Normale N (0, fot — h(s))%ds). Nel caso in cui

f(s) = 1, si ha il moto Browniano integrato, per cui la legge della v.a. Xt ¢ Normale N (0, ) Si noti
che questo risultato ¢ ottenuto in modo piu elegante e immediato rispetto all'Esercizio 10.1.1. O

Sezione 10.4

e Esercizio 10.4.1. (Processo di Ornstein e Uhlenbeck generalizzato) Si consideri 1'equazione
differenziale stocastica

dXt = — M(t)Xt dt + O'(t) dBt ,
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con condizione iniziale Xy = C, dove : R — R e 0 : R — R™ sono funzioni localmente limitate, ¢
se ne determini la soluzione.

Soluzione. Si ha a(x,t) = — p(t)x e b(x,t) = o(t), per cui

ja(z,t) = aly, )] + [b(z, 1) = b(y, )| = [p(@®)||lz - y|

la(z, )] + [b(z, )] = [u(®)]|2] + ()] -

Dal momento che i e o sono localmente limitate, le condizioni per I'esistenza e 'unicita dell'equazione
differenziale stocastica sono soddisfatte ed esiste una soluzione forte. Assumendo che

A(t) = fot (s)ds e tenendo presente la formula di integrazione stocastica per il prodotto, si ha
d(X, e’y = A dX, + p(t) AV X, dt = o(t) e dB, .

Dalla precedente relazione ed essendo e(?) = 1, risulta dunque
t
eAVX, =C + / o(s) e’ dB,,
0
ovvero 'equazione differenziale stocastica ha soluzione X = (X;);er+ con

¢
X, = Ce 0 4 ¢=40) / o(s) e dB, .
0

Si osservi che fot a(s)eA(s)dBS ¢ un integrale di Wiener e quindi la legge della v.a. X; condizionata
all'evento {C' = c} & Normale N (ce 1), e=240) [5(s5)2e2A0) ). O

e Esercizio 10.4.2. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

dXt: —,LLXtdt+0'dBt,

con condizione iniziale Xy = C, dove u, o € ]0, 00|, che ha per soluzione il processo di Ornstein e

Uhlenbeck. Si determini la legge della v.a. Y tale che X; Ly pert — oo.
Soluzione. Dall'Esercizio 10.4.1 risulta che la soluzione dell'equazione differenziale stocastica
considerata ¢ data da X = (X);cg+ dove

t
X;=Ce M 4 ae“t/ e" dB; .
0

e la legge della v.a. X; condizionata all'evento {C' = c} & Normale N (ce ", ‘2’—2(1 — e72)). Dal

momento che p € ]0, co[, si ha
lmE[X;] = 0

t—o00

2

lim Var[ X} = 7.
t—00 2n

Quindi, in base all'Esercizio 8.1.1, la legge della v.a. Y ¢ Normale N (0, ‘2’—;) Si osservi che la legge
limite non dipende dalla condizione iniziale Xy = C. Inoltre, si assuma che X, sia una v.a.

indipendente dal moto Browniano e tale che Xy = Y. In questo caso, poiche fot e*dBg € una v.a. con
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legge Normale N (0, 2%62/“), allora ¢ immediato verificare che la legge della v.a. X; ¢ ancora Normale

N0, Z). O

o
e Esercizio 10.4.3. Assumendo che ¢ € [0, 1], si consideri I'equazione differenziale stocastica

1
dXt: _1—tXtdt+dBt7

con condizione iniziale Xy = C, e se ne determini la soluzione.

Soluzione. Tenendo presente I'Esercizio 10.4.1, si ha u(t) = 11 e o(t) = 1, per cui

1-—s

A(t):/ot L ds= —log(1—1).

L'equazione differenziale stocastica ha soluzione X = (X;);c(o,1 con

Xt:C(l—t)+(1—t)/t 4B,

— S

e la legge della v.a. X; condizionata all'evento {C' = ¢} ¢ Normale N (¢(1 —t),t(1 — t)). Inoltre, se
{C =0} g.c., il p.a. X ¢& un ponte Browniano le cui traiettorie si originano in (0,0) e terminano in
(1,0). O

e Esercizio 10.4.4. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

1 /P

con condizione iniziale Xy = C, e se ne determini la soluzione.
Soluzione. Siha a(z,t) = — iz eb(z,t) = /1 — 22, per cui

1
la(z,t) —aly, )] + [b(z,t) = by, )| = 5 le =yl + V1 —2? = V1 -y < 20w —y

1
la(z, )] + [b(z, )| = 5 |2 + V1 —2? < 2(1 + z]) .

Dunque le condizioni per l'esistenza e l'unicita dell'equazione differenziale stocastica sono soddisfatte
ed esiste una soluzione forte. L'equazione differenziale stocastica ¢ esatta e pud essere risolta
considerando 1'equazione differenziale

g(x) =+1—-g(x)?,
la cui soluzione € data da
g(x) =sin(z + ¢),

con ¢ € R. Dunque, si deve concludere che la soluzione dell'equazione differenziale stocastica ¢ data
da X = (X})ter+ con

X = sin(B; + arcsin(C)) .

In effetti, applicando la formula ridotta di It6 si ottiene
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1 1
dSin(Bt> = COS(Bt) dBt — 5 sin(Bt) dt = v1-— sin2(Bt) dBt — 5 Sin(Bt) dt . O

e Esercizio 10.4.5. Si consideri I'equazione differenziale stocastica
1
dXy = —dt+ Xy dB; .
1Ty, + Xt aby

con condizione iniziale Xy = C, e se ne determini la soluzione.
Soluzione. L'equazione differenziale stocastica puo essere risolta considerando il metodo del fattore
d'integrazione. In questo caso si ha

}/t = e%tiBt ,
mentre
Y;
d(XY;) = — dt
( t t) Xt 5
ovVVvero

XY d(X:Y;) = Y2 dt .
Tenendo presente che XYy = C, la precedente equazione differenziale ha come soluzione

E 2Y2—102+/ty2ds
t—-t — S s
2 2 0

ovvero l'equazione differenziale stocastica ha soluzione X = (X})er+ con

t 2
X, = Bt (02 + 2/ es72Bs ds) . O
0

e Esercizio 10.4.6. Si consideri I'equazione differenziale stocastica

X
dX; = <\/1+Xt2+?t>dt+\/1+X§dBt.

con condizione iniziale Xy = C, e se ne determini la soluzione.

Soluzione. Si puo verificare che in modo simile all'Esercizio 10.4.4 le condizioni per l'esistenza e
l'unicita dell'equazione differenziale stocastica sono soddisfatte. Dunque, esiste una soluzione forte.
L'equazione differenziale stocastica ¢ esatta e puod essere risolta considerando le relazioni

g9(@.y) _ Oglz,y) 1 Pg(z,y)

1 2

v1+g(w,y)2=%,

ovvero risolvendo 1'equazione differenziale

Og(x,y)  ,09(x,y) 1 g(x,y)
ox y 2 oz

g(w,y) = —2
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la cui soluzione ¢ data da
g(z,y) = sinh(z +y +c),

con ¢ € R. Dunque, si deve concludere che l'equazione differenziale stocastica ha soluzione
X = (Xt)t€R+ con

X; = sinh(B; + t + arcsinh(C)) .
In effetti, applicando la formula ridotta di It6 e tenendo presente che cosh(x) = /1 + sinh?(z), si ha

1
dsinh(B; + t) = cosh(B; + t) dB; + cosh(B; + t) dt + 5 sinh(B; + t) dt d

sinh(B; + t)
2

= <\/1+sinh2(Bt+t)+ )dt+ V14 sinh?(B; +t) dB; .
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Appendice A

Elementi di integrazione

Sia (€2, F) uno spazio misurabile. Un'applicazione g : {2 — R & misurabile se
g'(B)={weQ:gw)eB}eF

per ogni B € B(R). In questo caso, g ¢ anche detta funzione Boreliana su (£2, F). Per le funzioni
misurabili valgono 1 seguenti risultati.

Teorema A.1. Se (2, F) é uno spazio misurabile, allora:
i) g é una funzione misurabile se e solo se g (] — 0o, x]) € F per ogni x € R;
ii) se g e h sono funzioni misurabili, la funzione prodotto gh e misurabile (assumendo che sia ben
definita in base alla convenzione 0 - co = 0 e oo -0 = 0);
iii) se g e h sono funzioni misurabili e se a,b € R, la combinazione lineare ag + bh ¢ una funzione
misurabile (assumendo che sia ben definita);
iv) se (gn)n>1 € una successione di funzioni misurabili, allora sup,,g,, inf,g,, lim sup,,g,, e liminf, g,
sono funzioni misurabili.

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Risulta immediato dimostrare che la funzione indicatrice 1, dell'insieme A ¢ una funzione
misurabile se A € F. Una funzione semplice ¢ una combinazione lineare di funzioni indicatrici,
OVVero

n
p = Z arly, ,
=1

dove Ay,..., A, € F, mentre ay,...,a, € R. Dal Teorema A.1 si ha dunque che una funzione
semplice ¢ misurabile.

Teorema A.2. Se (2, F) é uno spazio misurabile e g é una funzione misurabile, allora esiste una
successione di funzioni semplici (oy,)n>1 tali che 0 < 1 < py < ... < gelim,p, =g
Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Una successione di funzioni semplici come quella considerata nel precedente Teorema pud essere
sempre costruita scegliendo ¢,, come segue

n2"
k—1
Pn = ; mn 1[(k_1)27"7k27”[(g) + nl[n,oo[(g) .

La definizione di integrale di una funzione misurabile rispetto ad una misura procede per vari passi,
partendo dalla definizione di integrale di una funzione semplice non negativa.

Definizione A.3. Se (€2, F, ;1) ¢ uno spazio misurato ¢ ¢ ¢ una funzione semplice non negativa,
ovvero ay, ..., a, > 0, I'integrale di ¢ ¢ dato da
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/sodu = aru(Ay),
k=1

con la convenzione che 0 - co = 0. O

Si noti che l'integrale & sempre ben definito, anche se puo risultare [pdu = co. Inoltre, anche se ¢
non ha una rappresentazione univoca, nel senso che differenti scelte di A;,..., A, e a1,...,a,
possono dare luogo ad una stessa funzione semplice ¢, tuttavia ¢ possibile dimostrare che tutte le
differenti rappresentazioni producono lo stesso valore per [@du (si veda Billingsley, 1995). Tenendo
presente il Teorema A.2, ¢ quindi immediato dare la definizione di integrale per una funzione
misurabile non negativa.

Definizione A.4. Sia (€2, F, ) uno spazio misurato ¢ g una funzione misurabile non negativa. Se
(¢n)n>1 € una successione di funzioni semplici non negative tali che 0 < ¢ < ¢y <... <g,

l'integrale di g ¢ dato da
/gd,u:sup/gpndu. O

Si noti che l'integrale non dipende dalla scelta di una particolare successione di funzioni elementari.
Si definisca inoltre come parte positiva di g la funzione g* = max(g, 0) ¢ come parte negativa di g la
funzione g~ = — min(g,0). Le funzioni g* e g~ sono misurabili e non negative, mentre risulta
g=9g"—g elgl=g"+ g . In questo caso, si ha la seguente definizione generale di integrale per
una funzione misurabile.

Definizione A.5. Sia (2, F, ;1) uno spazio misurato e g una funzione misurabile. L'integrale [gdu
esiste se e solo se almeno uno degli integrali [¢g*dp o [¢g~du ¢ finito e in questo caso si pone

/gduz/!fdu— /g‘du-

Se entrambi gli integrali [g"du e[ g~ dyu sono finiti, la funzione g ¢ detta integrabile. Se entrambi gli
integrali non sono finiti (ovvero, si ha la forma del tipo + oo — 00), allora l'integrale non ¢ definito. []

L'insieme di tutte le funzioni integrabili rispetto a  viene indicato con L! (). In generale, I'insieme
delle funzioni per cui [|g|’du < oo, dove p > 0, viene indicato con LP(p). Inoltre, l'integrale

lgll, = / 9P d

¢ detta norma di ordine p di g, mentre l'integrale
(g.) = [oha

¢ detto prodotto interno. Inoltre, se A € F allora l'integrale di g € L*(p) su A & definito come

/AgduzflAgdu-

Per enfatizzare I'argomento di g, per il precedente integrale si adotta talvolta anche la notazione
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/Agduz/Ag(w) dp(w) -

Nel caso particolare in cui 2 =R e F = B(R), mentre ;x = X\ ¢ la misura di Lebesgue, allora
l'integrale di g su A (detto integrale di Lebesgue su A) viene scritto semplicemente come

Agduzﬂg(w)dx-

Qualora A = [a, b] (dove gli estremi dell'intervallo sono eventualmente non finiti), allora l'integrale di

Lebesgue si scrive
b
/Agduz/ g(z)dz .

La precedente scrittura pud apparire ambigua, dal momento che non distingue l'intervallo [a, b]
dall'intervallo ]a, b|. Tuttavia, poiche A({a}) = A({b}) = 0, allora gli integrali estesi ad uno qualsiasi

degli intervalli |a, b], |a, b], [a, b] € [a, b] coincidono. Infine, si pud dimostrare che l'integrale fabg(as)da:
coincide con quello di Riemann, quando questo ¢ definito (vedi Billingsley, 1995). Tuttavia, vi sono
funzioni per cui l'integrale di Lebesgue ¢ definito, mentre l'integrale di Riemann non ¢ definito.

In modo simile, quando Q2 = R" ¢ F = B(R"), mentre = A" ¢ la misura di Lebesgue in R",
allora l'integrale di Lebesgue di g su A (detto integrale di Lebesgue su A) viene scritto come

/gd,u:/g(:z:l,...,:ztn)dml...dmn.
A A

Qualora A = [ay,b1] X -+ X [ay, by, allora l'integrale di Lebesgue si scrive

b] bn
/gdu / / g(x1, ..., x,) dxy.. . dxy, .

Di nuovo, si pud dimostrare che questo integrale coincide con quello di Riemann, quando questo ¢
definito. Di seguito vengono considerate alcune proprieta dell'integrale.

Teorema A.6. Sia (Q, F, 1) uno spazio misurato e g,h € L' (u):

i)sea,beR, allora
/(ag-l—bh)du:a/gd,u-l—b/hdu;

/ngS/hdu:

iii) se g > 0 q.o. e [gdp =0, allora g = 0 q.o0.
Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

ii) se g < h q.o., allora

Dal Teorema A.6 segue che due funzioni g, h € L*(u) equivalenti g.o. rispetto a j, ovvero g # h
solo per un insieme di misura nulla, hanno lo stesso integrale. Inoltre, dal Teorema A.6 ¢ immediato

ottenere la disuguaglianza
‘/gdu‘ §/|g|du,
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per cui si ha che una funzione misurabile g ¢ integrabile se e solo se |g| ¢ integrabile. Inoltre, una
funzione g € L'(u) ¢ finita g.o. Il prossimo Teorema fornisce le condizioni per cui le operazioni di
limite e di integrazione possono essere scambiate. La prima parte del Teorema ¢ legata al nome del
matematico francese Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929), mentre la seconda parte del Teorema ¢
legata al nome del matematico italiano Beppo Levi (1875-1961).

Teorema A.7. Sia (2, F, i) uno spazio misurato e (g, )n>1 una successione di funzioni di L' (j1):
i) (Lemma di Fatou) se g, > 0 per ogni n, allora

/liminfgn dp = liminf/gn dp ;

ii) (Teorema della convergenza dominata di Beppo Levi) Se lim, g, = g q.o. ed esiste una funzione
h € L'(p) tale che |g,| < h q.0., allora g € L'(u) e

/gd,u:/limgnd,u:lim/gnd,u;

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Sia (€2, F, ) uno spazio misurato ¢ g una funzione misurabile da (2, F) allo spazio misurabile
(A, G). In questo caso, la misura immagine 1 di ;x mediante g ¢ definita come

n=pu(g ' (A))

per ogni A € G. La misura immagine 7 ¢ anche detta misura indotta da g. Il seguente Teorema fornisce
un espressione per l'integrale rispetto alla misura immagine.

Teorema A.8. Sia (), F, i) uno spazio misurato e sia n la misura immagine di j» mediante g. Se h
¢ una funzione Boreliana e la funzione h o g = h(g) é integrabile, allora

/hdn—/ hog)d

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Se 2 =R" e p = A" ¢ la misura di Lebesgue in R"”, si supponga che g : R” — R". Sia inoltre g un
diffeomorfismo, ovvero un'applicazione biunivoca di un insieme aperto R" su un insieme aperto di R"
differenziabile con continuitd e tale che la sua inversa sia differenziabile con continuita. In questo
caso, il Teorema A.8 si riduce a

/h(yl,...,yn)dyl...dyn:/ h(g(x1,...,zp))|J(g(x1, ..., 20))| dxy. .. day,,
B g 4(B)

dove J(g(z1,...,2,)) ¢ lo jacobiano relativo a g.
Sia (2, F,v) uno spazio misurato ¢ f una funzione Boreliana non negativa su ({2, F). In questo
caso, l'applicazione n : 7 — R, data da
= / fdv
A

per ogni A € F, ¢ una misura. In questo contesto, la funzione Boreliana f viene detta densita, mentre
n ¢ detta misura definita dalla densita f.
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Teorema A.9. (Teorema di Radon-Nikodym) Siano n e v due misure definite sullo spazio
misurabile (), F). Se n é assolutamente continua rispetto a v, ovvero v(A) =0 implica che
n(A) =0, allora esiste una funzione Boreliana non negativa f tale che 1 é la misura definita dalla
densita f. Inoltre, f e unica q.o. rispetto a v, ovvero se h e una funzione Boreliana non negativa tale
che n(A) = [ hdv per ogni A € F, allora f = h q.o.

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

In pratica, il Teorema A.9, che prende nome dal matematico austriaco Johann Karl August Radon
(1887-1956) e dal matematico polacco Otto Marcin Nikodym (1887-1974), fornisce I'esistenza di una
classe di funzioni non negative f che coincidono g.o. rispetto a v e per questo motivo f viene definita
come una versione della densita. Si noti che il Teorema di Radon-Nikodym fornisce sia un modo di
costruire una misura, ma anche un metodo per calcolare la misura di ogni A € F. In effetti, se v ¢ una
misura di cui sono ben note le proprieta (quale la misura di Lebesgue) allora, una volta determinata la
densita f, il valore della misura pud essere ottenuto per integrazione. In generale, ogni integrazione
rispetto a 7 pud essere ricondotta ad un'integrazione rispetto a v, come si ottiene dal seguente
Teorema.

Teorema A.10. Sia (2, F,v) uno spazio misurato e sia 1 la misura definita dalla densita f. Se h é
una funzione Boreliana e la funzione h f é integrabile, allora

/hdn:/hfdy.

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Il seguente Teorema evidenzia come un calcolare un integrale rispetto ad una misura prodotto per
mezzo di una integrazione iterata.

Teorema A.11. (Teorema di Fubini) Siano (21, F1, p1) e (22, Fo, pt2) due spazi misurati e sia g
una funzione misurabile su (0 X Qo, F1 @ F). Se g > 0 allora la funzione

h(wy) = /g(wlau}Z)dﬂl(wl)

esiste q.o. rispetto a |y ed é misurabile su (), mentre

[t ) = [ [ st dinten)) dusteo).

Dimostrazione. Vedi Billingsley (1995). O

Il Teorema puo essere esteso a n spazi misurati ed ¢ legato al nome del matematico italiano Guido
Fubini (1879-1943), anche se piu correttamente dovrebbe essere denominato Teorema di Fubini-
Tonelli, dal momento che ¢ stato esteso e perfezionato dal matematico italiano Leonida Tonelli (1885-
1946).

Riferimenti bibliografici

11 classico testo di riferimento per la Teoria della Misura ¢ Halmos (1974). Ulteriori testi sulla
Teoria della Misura e integrazione sono Ambrosio, Da Prato e Mennucci (2011), Bauer (2001), Cohn
(2013), Rao (2004), Schilling (2005), Stroock (2020), Taylor (2006) ¢ Wheeden e Zygmund (2015).
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spazio fondamentale

evento impossibile

evento elementare

evento

cardinalita di un evento

classe di eventi

insieme delle parti

classe di eventi [ insieme di indici
classe di eventi [ = {1,...,n}
successione di eventi [ = {1,2,...}
successione di eventi I = {0,1,...}
evento opposto

evento unione

evento unione [ = {1,2}

evento unione I = {1,...,n}
evento unione [ = {1,2,...}
evento unione / = {0,1,...}
evento intersezione

evento intersezione [ = {1, 2}
evento intersezione I = {1,...,n}
evento intersezione I = {1,2,...}
evento intersezione I = {0, 1,...}
evento differenza

limite inferiore di successione di eventi
limite superiore di successione di eventi
limite di successione di eventi
classe di classi di eventi

successione di classi di eventi I = {1,2,...
successione di classi di eventi I = {0, 1, ...

unione di classi di eventi

unione di classi di eventi I = {1,2,...}
unione di classi di eventi I = {0,1,...}
intersezione di classi di eventi

intersezione di classi di eventi I = {1,2,...
intersezione di classi di eventi I = {0, 1, ...

o-algebra
o-algebra generata dalla classe £
spazio probabilizzabile

——
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Notazioni e abbreviazioni

N=1{0,1,2,...}
Z=10,+1,+2,..}

7zt ={1,2,...}
Q={m/n:m,ne€Z,n+#0}

bj={reR:a<xz<0b}
la,bj={x € R:a <z < b}
bj={reR:a<x<0b}
bj={zreR:a<xz<b}

AE()
(RF, B(R), A*)
®ielpi

Capitolo 3
X

Px(+)
L

insieme degli interi non negativi

insieme dei numeri interi

insieme degli interi positivi

insieme dei numeri razionali

insieme dei numeri reali

insieme dei numeri reali positivi

insieme dei numeri reali negativi

insieme dei numeri complessi

intervallo chiuso

intervallo aperto

intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra
intervallo chiuso a sinistra e aperto a destra
o-algebra di Borel

spazio misurabile

spazio fondamentale prodotto di & spazi
evento rettangolare di k eventi

o-algebra prodotto di £ spazi

spazio Euclideo

o-algebra di Borel su R”

spazio fondamentale prodotto / insieme indici
evento rettangolare

o-algebra prodotto

misura

spazio misurato

misura di probabilita
spazio probabilizzato
funzione indicatrice dell'insieme A
misura di Lebesgue su R
spazio misurato
probabilita condizionata
probabilita prodotto
misura di Lebesgue su R¥
spazio misurato prodotto
probabilita prodotto

variabile aleatoria (v.a.)
legge (o distribuzione) della v.a. X
spazio probabilizzato

uguaglianza in legge

funzione di ripartizione della v.a. X (fir.)
funzione di probabilita della v.a. X (f.p.)
funzione parte intera

densita di probabilita della v.a. X (d.p.)
vettore di variabili aleatorie (v.v.a.)
t-esima componente marginale del v.v.a.
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Fx(-)
px(-)
sz()
fx(+)
sz( )

Capitolo 4

KX r

Var[ X]

0%

COV[X1 y XQ]
0X,,Xs
PX1,X,

sgn( - )

Xx

det(Ex)

Capitolo 5

E[X | Eo]
E[X [ Fo]
Fx

E[X; | Xi]
PX2|X1:I1( : )
Pxo|x1=1,
fXQ‘Xlel

Capitolo 6

B(n,p)
P(A)

BN (k, p)
Z(n,D,N)
M(n, p)
N(p, 0?)
o(-)

funzione di ripartizione del v.v.a. X (fir.c.)
funzione di ripartizione della v.a. X; (f.r.m.)
funzione di probabilita del v.v.a. X (fp.c.)
funzione di probabilita della v.a. X; (f.p.m.)
densita di probabilita del v.v.a. X (d.p.c.)
densita di probabilita della v.a. X; (d.p.m.)

valore atteso della v.a. X

valore atteso della v.a. X

max (X, 0) parte positiva della v.a. X

— min(X, 0) parte negativa della v.a. X
momento di ordine r della v.a. X
varianza della v.a. X

varianza della v.a. X

covarianza tra le v.a. X; e X
covarianza tra le v.a. X7 e X
coefficiente di correlazione tra le v.a. X; e X
1ig,00[( ) = Lj—0[( - ) funzione segno
matrice di varianza-covarianza

varianza generalizzata

valore atteso condizionato all'evento E

valore atteso condizionato alla o-algebra F
o-algebra indotta dalla v.a. X

valore atteso condizionato di X a X3

legge condizionata di X, all'evento {X; =z}
f.p. condizionata di X5 all'evento {X; = 21}
d.p. condizionata di X all'evento { X; = z1}

legge Binomiale di parametri n e p

legge di Poisson di parametro \

legge Binomiale Negativa di parametri k£ e p
legge Ipergeometrica di parametri n, D e N
legge Multinomiale di parametri n e p
legge Normale di parametri js € o

d.p. della v.a. Z con legge Normale ridotta
f.r. della v.a. Z con legge Normale ridotta
legge Gamma di parametri a, b e k
funzione Gamma di Eulero

funzione Gamma incompleta

legge Chi-quadrato con n gradi di liberta
legge Beta di parametri a, b, a e 3
funzione Beta di Eulero
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Notazioni e abbreviazioni

I (a, )
En,ng
ty
Ni(px, Xx)
D(a)

Capitolo 7

e

SREAYONS
2= NCH AR

~—

Capitolo 8

(
(

n)nzl
n)nZO

A

L)
a

1=

Capitolo 9

(Xn)te']l‘
(Ft)ter
(Mt)tdl‘

-

F,
(]v[TAt>t€ﬂ
aVb
alNb
(Bt)tefo,00]

Ta

Capitolo 10

1(X)
St
M
dXx,

funzione Beta incompleta regolarizzata

legge di Snedecor con n; e ny gradi di liberta

legge t di Student con n gradi di liberta
legge Normale Multivariata
legge di Dirichlet di parametro o

\/—_1 unita immaginaria

parte reale

parte immaginaria

modulo

funzione caratterisitica della v.a. X (f.c.)
funzione generatrice della v.a. X (f.g.)
funzione zeta di Riemann

funzione caratterisitica multivariata (f.c.m.)
funzione generatrice multivariata (f.g.m.)

successione di v.a.
successione di v.a.

convergenza in legge
convergenza in probabilita
convergenza quasi certa

convergenza in media di ordine p

processo aleatorio (p.a.)

filtrazione

martingala

tempo di arresto

o-algebra associata al tempo di arresto 7
martingala arrestata al tempo di arresto 7
max(a, b)

min(a, b)

moto Browniano

tempo di primo passaggio per a

integrale stocastico di It6 del p.a. X
classe dei p.a. semplici

classe dei p.a. integrabili
differenziale stocastico del p.a. X
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