e Esercizio 1. In un test a risposta multipla sono possibili 4 risposte, di cui una solamente ¢ corretta.

Un soggetto sottoposto al test conosce la risposta esatta con una probabilita pari a % e risponde

altrimenti in modo casuale. Se il soggetto risponde correttamente al test, si determini la probabilita che
conosca effettivamente la risposta esatta.

& Soluzione. Si indichi con E l'evento che il soggetto fornisca la risposta esatta, mentre siano £y € EY
rispettivamente gli eventi che il soggetto conosca o non conosca la risposta esatta. Dunque, risulta
P(E)) =1 e P(E{)= 3. Ovviamente, si ha P(E|E;)=1, mentre dalle ipotesi risulta
P(E | E{) = 1. Applicando la Legge delle Probabilita Totali si ha

31

P(E) = P(E | E\)P(E1) + P(E | EY)P(EY) = 5.

Sulla base della Formula di Bayes si ottiene la probabilita richiesta, ovvero

PEy | B) = DT 2 .

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con fr.

1}0,00[(x) >

si verifichi che effettivamente F'y ¢ una fir. e si calcoli E[X].
a Soluzione. La fr. ¢ assolutamente continua dal momento che Fx(x f fx(u)du, dove la
versione della d.p. puo essere scelta come

fx(z) = 45" 1j.(() .

In effetti, Fy ¢ una fir. dal momento che 0 < Fix(z) < 1 e - Fx(z) > 0. Inoltre, risulta
E[X]:4/ e dx—/ T te Idmzf(—). -
0 0 4

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

4

Fx(z)=¢"

3
Ix(z1,22) = 1 1}—1,1[(371)110,1—:1;%[@2) 5

si determini le d.p. delle componenti marginali.

A Soluzione. Le d.p.m. della prima e della seconda componente marginale sono rispettivamente date
da

3 [ 3
fxi (1) = Z/o Lopy(@) des = 7 (1= 27) 1 (1)
€
3 \/1—1‘2
fX2($2) = Z/ 1}0 1] :132 diL‘l \/ 1-— 5621]0 1[ SUQ *
*\/1*582

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X5, X3)T che ammette la seguente f.c.m.



ity —t3—t3—¢2

ox(ti,ta,t3) = e ,

si determini le leggi delle componenti marginali. Si verifichi inoltre se le componenti marginali sono
indipendenti.
A Soluzione. Per le proprieta della f.c.m. si ha

ox,(t1) = px(t1,0,0) = 71 oy (t2) = @x(0,12,0) = e %, ox, (t2) = ©x(0,12,0) = ¢ % .

Dunque, la v.a. X; ¢ distribuita con legge Normale N (1,2), mentre le v.a. X; e X3 sono
rispettivamente distribuite con legge Normale N (0, 2). Le componenti marginali sono indipendenti,
dal momento che (11, f2, £5) = x, (1), (1) x, (1) - *

e Esercizio 5. Dato il moto Browniano (B;);c[~[, assumendo che s <t e tenendo presente che
E[B2] = 352, si calcoli E[B2B2].
A Soluzione. Si ha

E[B:B]] = E[B}(B; — B, + B,)’] = E[B}(B; — B,)” + 2B}(B; — B,) + Bj] .
Per le proprieta del moto Browniano, risulta
E[B?B?) = E[B%|E[(B; — B,)?] + 2E[B%|E[B; — B,] + E[BY] = st + 2s?,
dal momento che E[B?] = s, E[(B; — B;)?] =t — s e E[B; — Bs] = 0. *
e Esercizio 6. Si consideri l'equazione differenziale stocastica
dX; = — Xy dt+dB;,

con condizione iniziale Xy = C, ¢ se ne determini la soluzione.

& Soluzione. Risulta semplice verificare che il processo X = (X¢);c[,c] € un processo di It6. Si
consideri l'ulteriore processo di Itd Y = (Y})c(p,oc[, dOve Vi = e! ¢ un processo deterministico. Dalla
formula di integrazione per parti, si ha

d(X;Y;) = e'dX; + e' Xydt = e'd By ,

OVVvero

t

el X, = C’+/ e’ dB; .
0
Dunque, la soluzione X = (X})c(o,1] dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che
t
X, =Ce ' + et/ e* dB; .
0

L'esercizio poteva essere risolto immediatamente riconoscendo che 1'equazione differenziale stocastica

¢ quella relativa ad un processo di Ornstein e Uhlenbeck con py =1e o = 1. £
v Ulteriori rilievi. Si noti che fg e’dBs; ¢ un integrale di Wiener e quindi, essendo
Jye*ds = L(e* — 1), & una v.a. con legge Normale (0, 1 (e* — 1)). ¢

e Esercizio 1. Un test di laboratorio verifica la presenza di una patologia con una probabilita pari a
0.99 e produce falsi positivi con una probabilita pari a 0.01. Se in una popolazione la patologia ¢



presente con una probabilita pari a 0.01, si determini la probabilita che un soggetto risultato positivo al
test presenti effettivamente la patologia.

a Soluzione. Si indichi con E; I'evento relativo alla presenza della patologia, mentre sia E I'evento
relativo alla positivita al test. Si ha P(E;) = 0.01 e quindi P(EY) = 0.99. Inoltre, P(E | E;) = 0.99
e P(E | E{) = 0.01. Dal momento che gli eventi E; e Ef costituiscono una partizione dello spazio
fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

P(E)= P(E | E\)P(E,) + P(E | E{)P(E{) = 0.0198..
Considerando inoltre la Formula di Bayes, si ha

P(E | E1)P(E)

= 0.50. )

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
1
fx(z) = e,
\ 2T

si determini la d.p. della v.a. trasformata Y = /| X]|.
a Soluzione. Data la funzione g(z) = +/|x|, l'immagine inversa dell'intervallo [0,y] ¢ data

dall'intervallo [ — %, y?], ovvero g ([0, y]) = [ — ¥, ¥*]. In questo caso, dal momento che la v.a. X ¢
assolutamente continua, si ha

Fy(y) = P(Y <y) = P(X € [~ 4", y")Lpoo(v) = (Fx(¥*) — Fx( = 4*))1jo.0((4)
ovvero, dal momento che fx(z) = fx( — x),
Fy(y) = (2Fx(y*) = 1)1j0.0((4)

Dunque, la v.a. Y ammette d.p. data da

Fr(W) =2fx (%) - 2y Lo (y) = ye 2’ Lio,00[(¥) - -

\ 2T
v Ulteriori rilievi. Si noti che fy ¢ effettivamente una d.p. dal momento che

1

4 14 1 R 1
ye 2Y dy = —/ y 2e Vdy = — I‘<—) =1. .
/0 V2 V7 Jo Vroo\2

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. X = (X1, X5, X3)T che ammette la seguente f.c.m.

— 12222t ty—it
wx(t1,tg,t3) = e TR

si determini la legge della v.a. trasformata somma Y = X; + Xy + Xj.
A Soluzione. Per le proprieta della f.c.m. si ha

oy (t) = ox(t,t,t) =e T

Dunque, la v.a. trasformata somma Y ¢ distribuita con legge Normale N'( — 1, 10). &

e Esercizio 4. Si consideri la successione di v.a. (\/ﬁ(Sn —1)),>1 tale che S, =n"'X, elava. X,

¢ distribuita con legge di Poisson P(n). Tenendo presente il Metodo Delta, si determini la
convergenza in legge della v.a. S? per n — oo.



# Soluzione. Si noti che E[S,] =1 e Var[S,] = 1 e che X, ¢ la somma di n v.a. indipendenti con

legge di Poisson P(1). Dunque, per il Teorema Centrale del Limite si ha che \/H(Sn -1) £ Z per
n — oo, dove la v.ia. Z ¢ distribuita con legge N(0,1). Sulla base del Metodo Delta, essendo
g(z) =2%e

S2 -1

o ng(sn) _g(l) — n
L=V VR T

o L
si ottiene dunque che Y,, — Z pern — oo. &

e Esercizio 5. Se i p.a. X = (Xy)ter ¢ Y = (Y})ter sono martingale, si verifichi che il p.a.
M = (X; + Y})ter € una martingala.
A Soluzione. Per ogni ¢ si ha

E[[Mi|] = B[|X; + Vi[] < B[|X:] + [Yi] = B[ X:|] + E[[V3]] < o0
Inoltre, dalla definizione di martingala si ha
E[M; | Fs] = E[X; + Y | F5] = E[X; | F5] + E[Y; | Fs] = X + Y5 = M, .

Dunque, M ¢ una martingala. £

e Esercizio 6. Dato il moto Browniano (By)( 7, si determini l'espressione di d(t*B;).
A Soluzione. Applicando la formula semplificata di integrazione stocastica per parti, ovvero

A(h(1)g(B)) = R (D)g(By) b+ h(2)g (B) dB: + 3 h(0)g'(By)di

con h(t) =t* e g(x) = x,si ha
d(t*B;) = 2tB, dt +t*dB; . &

e Esercizio 1. Due atleti partecipano ad una maratona e le loro probabilita di concludere la gara in
meno di due ore e dieci minuti sono rispettivamente date da % e % Se le prestazioni dei due atleti non
si influenzano reciprocamente, si determini la probabilita che almeno un atleta completi la maratona in
meno di due ore e dieci minuti.

A Soluzione. Si indichino rispettivamente con E; e Es gli eventi che il primo e il secondo atleta
completino la maratona nel tempo richiesto. In questo caso, tenendo presente che gli eventi E; e E»
sono indipendenti, si ha P(E; N Ey) = P(E;)P(E>). Dunque, la probabilita richiesta ¢ data da

7

P(E1 U EQ) = P(El) + P(EQ) — P(El)P(Eg) = 1—5 . -

e Esercizio 2. Tenendo presente la legge Multinomiale e supponendo che le nascite siano
equiprobabili fra i giorni della settimana (ovvero, lunedi, martedi, ..., domenica), dato un gruppo di
sette persone determinare la probabilita che le persone siano nate in giorni distinti della settimana e la
probabilita che almeno due persone siano nate nello stesso giorno della settimana.

& Soluzione. Se la v.a. X rappresenta il numero di persone nate nel j-esimo giorno della settimana, si
consideri il v.v.a. X = (X1, ..., X7)T. In questo caso, il v.v.a. X ¢ distribuito con legge Multinomiale



di parametri 7 e (%, e %)T Se px rappresenta la f.p.c. di X, la probabilita che le sette persone siano

nate in giorni distinti della settimana ¢ data da

7 NN 7
1.....1) = — = — ~0.
px(L-en 1) (1...1)(7) 77 = 0006,

mentre la probabilita che almeno due persone siano nate nello stesso giorno della settimana ¢ data da

7!
L=px(L. ) =1— = ~0994. *

¥ Ulteriori rilievi. Si noti che il problema considerato ¢ equivalente a considerare 1'inserimento di 7
palline distinguibili in 7 celle in modo che ogni configurazione di palline sia equiprobabile. In

generale, se si hanno n palline distinguibili e n celle la probabilita di ottenere una configurazione con
una pallina per cella ¢ quindi data da S—' Tenendo presente la formula di Stirling, ovvero
n! ~ \/2an" 2", si ha dunque che

n! _
— ~ \/2mne "
n

ovvero la probabilita richiesta tende rapidamente a zero per n — 0. .

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx(w1,m2) = 24 212910 1(71)1)0,1((22) Lo 1 (21 + 22)

si determini il valore atteso condizionato E[ X | X1 = z].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X ¢ data da

1*1‘1
le (331> = / 24:[‘1332 1]071[(.’,6‘1) d:Ug = 12$1(1 - .’L'1)2 1]071[(IB1) .
0
Dalla definizione di valore atteso della v.a. X5 all'evento { X7 = x;}, per z; € ]0, 1] si ha

=n 212 2
E[X2|X1:£L'1]:/O iL'deiUQ:g(l—LUl). -

¥ Ulteriori rilievi. Si noti che il v.v.a. X ¢ distribuito secondo una legge che ¢ “equivalente” alla
legge di Dirichlet D(2,2,1). .

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X)T che ammette la seguente f.c.m.

942 42 _ 9
@X(tl,tZ) —e Qtl t2 2t1t2 21t2

b

si determinino il vettore medio e la matrice di varianza-covarianza.
A Soluzione. Dal momento che ¢x ¢ la f.c.m. di un v.v.a. X con legge Normale Multivariata, il
vettore medio ¢ dato da iy = (0, — 2)" e la matrice di varianza-covarianza ¢ data da

4 2
EX:(Q 2) L)

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 dove la v.a. X,, ¢ distribuita con legge

_n_
’ n+2

A Soluzione. La f.g. della v.a. X, ¢ data da

Binomiale Negativa BN (n ). Si determini la legge della v.a. X, tale che X, £ x per n. — oo.



Tenendo presente le proprieta della convergenza in legge, si ha

lim Gy, (t) = Gx(t) = 2V,
ovvero la v.a. X ¢ distribuita con legge di Poisson P(2). *

e Esercizio 6. Dato il moto Browniano (B;)jy 1, si determini la legge dell'integrale stocastico

I = [ \/tdB,.

A Soluzione. Si noti che I ¢ un integrale di Wiener e che foltdt = % < 00. Dunque, I ¢ una v.a. con
legge Normale N (0, 3). *

e Esercizio 1. All'esame di ammissione ad un corso di laurea magistrale, 1 candidati vengono accettati
mediante un test. La probabilita di superare il test per un candidato con laurea triennale adatta alla
magistrale ¢ %, mentre quella per un candidato con una laurea triennale non adatta alla magistrale ¢ i.
Se la probabilita che un candidato con una laurea triennale adatta alla magistrale si presenti all'esame
di ammissione ¢ %, si determini la probabilita di aver accettato un candidato con una laurea triennale
adatta alla magistrale.

& Soluzione. Si indichi con E; l'evento che un candidato con una laurea triennale adatta alla
magistrale si presenti all'esame di ammissione, mentre sia £ l'evento che un candidato superi il test. Si
ha P(E;) = 2 ¢ P(E{) = 2. Inoltre, P(E | Ey) = 1 ¢ P(E | E{) = ;. Dal momento che gli eventi
E) e EY costituiscono una partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita

Totali si ottiene
. . 47
P(E) = P(E | E0)P(E)) + P(E | Ef)P(Ef) = 15 -

Considerando la Formula di Bayes, la probabilita di aver accettato un candidato con una laurea
triennale adatta alla magistrale risulta
E|E)P(E)) 32

— 22~ 0.68. *
P(E) a7

(e | B) = 2

e Esercizio 2. Tenendo presente la legge Multinomiale e supponendo che le nascite siano
equiprobabili fra i giorni della settimana (ovvero, lunedi, martedi, ..., domenica), dato un gruppo di
sette persone si calcoli la probabilita che due persone siano nate di lunedi e due di giovedi.

A Soluzione. Se la v.a. X rappresenta il numero di persone nate di lunedi, la v.a. X5 il numero di
persone nate di giovedi e la v.a. X3 il numero di persone nate nei restanti giorni, si consideri il v.v.a.
X = (X1, X5, X3)T. In questo caso, X ¢ distribuito con legge Multinomiale di parametri 7 e
(1,1 3)T Se px ¢ lafp.c. del v.v.a. X, la probabilita richiesta ¢ data da

T T
7 N\N2/1\*/5\° 715
2,2,3) = ) (2) (2) =22 ~003. *
Px(2,2,3) (223)(7> (7> (7> 21213177

e Esercizio 3. Data la v.a. assolutamente continua X con fir.



Fx(z) = ®(z)?,

dove @ rappresenta la f.r. di una v.a. con legge NV(0, 1), si verifichi che effettivamente Fy ¢ una fir.
& Soluzione. La fr. ¢ assolutamente continua dal momento che Fx(z) = [*_fx(u)du, dove la
versione della d.p. puo essere scelta come

fx(x) =28 (x)¢(z) .
In effetti, F'x ¢ una f.r. dal momento che 0 < Fx(x) < 1, essendo 0 < ®(x) < 1, ed inoltre

L Fx(r) = 22(2)(x) > 0,

essendo ¢(z) > 0. &
v Ulteriori rilievi. Si osservi che X = max(Z;,Z,), dove Z; e Z, sono v.a. indipendenti e

ugualmente distribuite con legge A (0, 1). In effetti, se Z; e Z5 sono v.a. indipendenti, si ha in generale
che la fir. della v.a. X ¢ data da

Fx(z) = P(max(Z,7Zy) <z)=P(Z1 <z,Zy <x)=P(Z; <x)P(Zy < x).

Ancora piu generalmente, se X = max(Zy,...,Z,) dove (Zi,...,Z,) ¢ un v.v.a. a componenti
marginali indipendenti, si ha

Fx(x) = P(max(Zy,...,Z,) <z)=P(Z1 < x,....Z, <x)=[[P(Z < 2).

Dunque, se le componenti marginali sono ugualmente distribuite con f.r. Flz, si ottiene

Fx(z) = Fz(x)". .

e Esercizio 4. Si consideri le successioni di v.a. (X,),>1 e (Y},),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (€2, F, P), dove X, L x per n — oo e la v.ia. X ¢ distribuita con legge Gamma

G(0,1,1), mentre Y, Ly per n — oo e la v.a. Y ¢ degenere nel valore 2. Si determini la fir. della
v.a. Z acui converge in legge la successione di v.a. (X, + Y},),>1 per n — oc.
A Soluzione. Per il Teorema di Cramér-Slutsky si ha

X, +Y, 5Z2=X+2.

Dal momento che X ¢ distribuita con legge Gamma G(0, 1, 1), ovvero con legge Esponenziale ridotta,
allora Z ¢ distribuita con legge Gamma G(2, 1, 1), ovvero con legge Esponenziale con parametro di
posizione pari ad 2 e parametro di scala pari a 1. Dunque, la f.r. della v.a. Z ¢ data da

Fz(z) = (1 — 6_(2_2)) 1]2700[(2) . L)

e Esercizio 5. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)scjo] €d il p.a. M = (My)scfo,| tale che

M, = B3t Tenendo presente che se X & una v.a. con legge Normale A (0, 0?) risulta E[e*] = e,
si verifichi che M ¢ una martingala.

A Soluzione. Per ogni ¢ si ha
E[|M,|] = B[le® || = e ¥ E[e®] =1 < 00.

Inoltre, dalla definizione di martingala si ha



E[M; | | = E[eBF%t*BSJFBS Fi| = eBS*%tE[eBﬁBS Fi
_ BrétE[eBﬁBs] _ BBS—%te%(t—s) _ eBS—%s '

Quindi M ¢ effettivamente una martingala. £
v Ulteriori rilievi. Si osservi che il p.a. M ¢ un moto Browniano Geometrico ridotto e quindi per le
proprieta dell'integrale di It6 si pud immediatamente concludere che M ¢ una martingala. .

e Esercizio 6. Dati i processi di Itd X = (X;)ier € Y = (Y})ser, si determini d(X; + 2Y;).
A Soluzione. Dalla formula di It6 per trasformate bivariate si ha

d(X, +2Y;) = dX, + 2dY; . *

e Esercizio 1. Un macchinario produce pezzi difettosi con probabilita pari a ﬁ. Inoltre, se il
macchinario produce un pezzo non difettoso, la probabilita che questo pezzo sia di alta qualita ¢ pari a
%. Se viene scelto casualmente un pezzo prodotto dal macchinario, si determini la probabilita che il
pezzo sia di alta qualita.
A Soluzione. Si indichi con E I'evento che il pezzo prodotto sia difettoso, mentre sia E» l'evento che
il pezzo prodotto sia di alta qualita. Si ha P(E)) = ; e P(E{)= 25, Inoltre, risulta
P(E, | E{) = 3. Tenendo conto che E, C EY ¢ applicando la definizione di probabilita condizionata,
si ottiene
: : . 72
P(Ep) = P(Ex N EY) = P(Ep | EY)P(EY) = 155 - -

e Esercizio 2. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

1

fX(ajl,.CCQ) e 2_ 6_2(7:%4‘1‘%) ’
™

si determini la d.p. della v.a. R = /X7 + X3.

a Soluzione. Si osservi che il v.v.a. X ¢ distribuito con legge Normale bivariata N5(0, I5) e che le
componenti del v.v.a. X sono indipendenti con legge AN(0,1). Dunque, tenendo presente la
definizione della legge Chi-quadrato, la v.a. trasformata Z = X7 + X3 ¢& distribuita con legge x3.
Quindi, Z ammette d.p. data da

1 .,
fz(z) = 5 e 2 1]0700[(2) .

Dal momento che g(z) = /z ¢ una funzione biunivoca su [0, co[ e che la v.a. Z ¢ assolutamente
continua, allora la v.a. trasformata R = \/E ammette d.p. data da

1

fr(r) = 5 e 20 Ly oo (r) = re

1]0700[(7“) . L]

v Ulteriori rilievi. Al fine di ottenere una soluzione alternativa, si consideri la trasformata in
coordinate polari Y = (Y, Y5)! = g(X), dove g (y) = (yicos(y2), y1sin(y2))T. Tenendo presente
che [J(g7'(y))| = y1, si ha

1 1

fr(y) = o yre 2 110,00 (Y1) 110,271 (y2) -



Dunque, ¢ immediato verificare che le v.a. Y] e Y5 sono indipendenti e che la d.p.m. di Y; ¢ data da

2
1 1,2 _ 1,2
r(y) = / on J1€ 2 g oo (Y1) dya = y1e” 2% Lo oo (y1) -
0

Dal momento che R = Y}, si ottiene di nuovo la d.p. della v.a. R vista in precedenza. Inoltre, se U; e

U, sono v.a. indipendenti con legge Uniforme su ]0, 1], si noti che Y} £ v/ — 2log(Uy) e Ys £ 21U,
da cui si ottiene che

X, £ 2log(Uy)cos(2mUs)

X, £/ = 2log(Uy)sin(27Us) .

Questa trasformata ¢ detta di Box e Muller. *

e Esercizio 3. Si consideri la v.a. assolutamente continua X che ammette d.p. data da

1 T 2

k—1
fx(z) = bR (g) e 7 Lo () ,

dove b € ]0,00[ e k € |0, oo e si verifichi che ¢ infinitamente divisibile.
A Soluzione. La v.a. X ¢ distribuita con legge Gamma G(0, b, k). Dunque, la f.c. di X ¢ data da
©ox(t) = (1 — ibt)~*. Dal momento che perognin = 1,2, ... siha

T\ — a2\ —E\n n
px(t) = (1—ibt) ™" = ((1—ibt) )" = px,(8)",
la legge ¢ infinitamente divisibile, ovvero la v.a. X ¢ equivalente in legge alla somma di n v.a.
indipendenti con legge Gamma G (0, b, %) perognin =1,2,.... *
e Esercizio 4. Si consideri le successioni di v.a. indipendenti (X,),,>1 e (Y},),>1 per cui le leggi delle
v.a. X, e Y, sono entrambe Poisson P(n). Si determini la legge della v.a. Z, tale che
X,+Y,—2n ¢

z
Vo

per n — oo.
A Soluzione. Per le proprieta della legge di Poisson, la v.a. X, 4+ Y], ¢ distribuita con legge di Poisson
P(2n) e dunque si ha E[X,, + Y] = 2n e Var[X,, + Y;,] = 2n. Inoltre, dal momento che

G,y () = ()",

n

per le proprieta dell f.g. risulta X, = >""" | V;, dove le v.a. V; sono indipendenti con legge di Poisson
P(2). Dunque, per il Teorema Centrale del Limite di Lindeberg-Lévy, la v.a. Z ¢ distribuita con legge
Normale N (0, 1). *

e Esercizio 5. Si consideri una successione di v.a. (X,,),>1 a componenti indipendenti tale che
E[X,] = 1 per ogni n e il p.a. M = (M,,),>o tale che

Mn - ﬁXk 5
k=1

dove { My = 1} q.c. e (F,,)n>0 ¢ la filtrazione naturale. Si verifichi che M ¢ una martingala.



& Soluzione. Tenendo presente le assunzioni fatte sul p.a. M, per ogni n si ha E[|M,,|] < oo. Inoltre,
sihagq.c.

E[M, | Fn-1] = E[X, M1 | Fru1]l = M, 1E[X,] = M, .
Inoltre, per la Proprieta della torre, si ha q.c.
E[E[M,, | Fa] | Froz] = E[My, | Fo]
e quindi dalle precedenti relazioni sussiste q.c.
E[M,, | Frn-z] = E[My—1 | Fa] = My .

Procedendo in modo iterativo, si ha infine {E[M,, | F,,] = M,,} q.c. per m € N con m < n, ovvero il
p.a. M ¢ una martingala. £

e Esercizio 6. Dati i processi di Itd X = (X;)ier ¢ Y = (Yi)ser tali che dX; = ax dt + BxdB; e
dY;f = O!Y’tdt + ﬁyﬂgdBt, si determini d(Xt + Y;g + XtY;g)
& Soluzione. Dalla formula di Itd per trasformate bivariate, posto g(x,y) =  + y + xy, si ha

AdX: +Y+ X Y) = (1+Y,)dXy + (1 + Xy)dY; + Bx Oy dt . &

e Esercizio 1. Dato lo spazio probabilizzato ({2, F, P), si consideri i due eventi F, £y € F. Se
P(El) = P(Eg) = % eP(E1 | Eg) = P(Eg), si determini P(El N Eé)
& Soluzione. Si ha

P(E\NEy) = P(E, | E3)P(Ey) = P(Ey)? = — .

Dunque, risulta

: 3
P(ElﬂEé):P<E1)—P(E1nE2):E *
v Ulteriori rilievi. Si osservi che P(FE; | Ey) = P(E;) = P(E;). Quindi, E; e E, sono eventi
indipendenti. Dunque, anche E; e ES5 sono indipendenti. Di conseguenza, si ottiene in modo
alternativo
3

P(E\N E5) = P(E\)P(ES) = P(B)(1 - P(By)) = 1 - .

e Esercizio 2. Da un gruppo di 10 persone (composto da 5 donne e 5 uomini) ugualmente qualificate
vengono selezionate in modo indipendente 3 persone per 'assunzione ad un impiego. Se le 3 persone
selezionate sono uomini, si determini la probabilita di questo evento e si discuta se vi ¢ stata
discriminazione di genere.

A Soluzione. Sulla base delle assunzioni, il numero di uomini selezionati per 1'impiego ¢ descritto da
una v.a. X distribuita con legge Ipergeometrica Z(3, 5, 10) e dunque si ha

(¥) 12

pix—g - DO 1

Dunque, anche se questa probabilitd non ¢ estremamente bassa, si potrebbe comunque sospettare la
presenza di discriminazione di genere. )



e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx(z1,m2) = Lo q(21) L (22) ,

si determini la covarianza Cov[Y7, Y] dove Y = (Y1, Y3)T = (X1 X5, X? + X3)T.
A Soluzione. Si noti che X; e X, sono v.a. indipendenti ed ugualmente distribuite con legge
Uniforme su |0, 1. Inoltre, per » = 0,1, ..., si ha

! 1

Dunque, risulta

E[Y1] = E[X1X,] = E[X,]E[X,] = % ,E[Y3] = E[X? + X?] = E[X?] + E[X3] = g :

E[Yi¥3] = E[X,Xo(X] + X3)] = E[X{JE[X.] + E[X,JE[XF] = |

ovvero Cov[Yy, 5] = % »

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X5, X3)T che ammette la seguente f.c.m.

—t}—t3— 13— tita—tits—tats

ox(ti,ta,t3) =€ ,

se ne determini la legge.
A Soluzione. Posto t = (t1,t,t3)T e tenendo presente la forma quadratica all'esponente, la f.c.m. @ x
puo essere espressa come

px(ti to, ty) = e 2051
dove
2 1 1
=11 2 1
1 1 1
Dunque, il v.v.a. X ¢ distribuito con legge Normale Multivariata A3(0, X). *

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che X, ¢ una v.a. discreta con f.p. data
da

1

an (33) - 5 1{,na7na}(a:) N

) e ) . .. ) ) L2 P
dove a € R. Si determini l'insieme dei valori di a per cui si ha rispettivamente X,, — 0 e X,, — 0 per
n — 0.
a Soluzione. Si osservi che E[| X,|*] = n?®. Quindi, se a < 0, si ha

limE[|X,|?] = limn** =0,

L? .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Inoltre, se a < 0 e fissato € > 0, esiste un valore n. tale che per n > n.
siha P(|X,,| >¢) =0, dacui



lim P(|X,| >¢) =0,

P
ovvero X, — 0 pern — oo. )

e Esercizio 6. Sia dato il moto Browniano B = (Bi);cjor ed il p.a. M = (M;)e,r tale che

M; = (2 — B;)(1 4+ B;) + t. Calcolando il differenziale stocastico di M, si verifichi che questo p.a. ¢
una martingala.

A Soluzione. Dalla Formula ridotta di Itd con dX; = dBy e g(x,y) = (2 —z)(1 + =) + y, si ha
th = dg(Bt,t) = (]_ - 2Bt) dBt .

Dunque, M ¢ un processo di It6 con o = (at)icjor) € B = (Bt)tep,r) dove ap =0e B =128,
ovvero ¢ una martingala dal momento che il p.a. o ¢ identicamente nullo, mentre 3 € M2 essendo
(Bt)ieo,r) € M7 %
v Ulteriori rilievi. Si osservi che in generale (B}" )i € M7 dove m € {1,2,...}. In effetti,
risulta

2'T(m +4) .,

VT
da cui
T 2T (m + 3
Lo =TI s
0 (m+1)y/7
In particolare, la precedente espressione fornisce i valori %T 2 T3, 14—5T 4 21T% perm = 1,2, 3, 4. *

e Esercizio 1. Un esame ¢ basato su vari test a risposta multipla con 5 possibili scelte. Per ogni

singolo test uno studente conosce la risposta corretta con probabilita % o sceglie casualmente una

delle 5 alternative. Se la risposta ad un singolo test ¢ stata corretta, si determini la probabilita che lo

studente conosca effettivamente la risposta. Se l'esame ¢ basato su 10 test a cui si risponde in modo

indipendente, si determini inoltre la probabilita di rispondere correttamente ad almeno 9 test.

A Soluzione. Si indichi con F; l'evento relativo alla conoscenza della risposta da parte dello studente,
3

mentre sia E l'evento relativo alla correttezza della risposta. Si ha P(E)) = & e quindi P(Ef{) = .

Inoltre, P(E | E1) =1 ¢ P(E | Ef) = 1. Dal momento che gli eventi F; ¢ Ef costituiscono una
partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

19
P(E) = P(E | E\)P(Ey) + P(E | EY)P(EY) = ¢ .
Considerando inoltre la Formula di Bayes, si ha
P(E | E))P(E 35
P(El‘E): ( | 1)(1)__20.92.

P(E) - 38

Sulla base delle assunzioni, il numero di risposte corrette nei test ¢ descritto da una v.a. X distribuita
con legge Binomiale B(10, 32) e dunque si ha

P(X >9)=P(X=9)+P(X =10) = (190) (%)Y%) + (%)m ~0.27. »



e Esercizio 2. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

fx(z1,m2) = €772 19 oo[x)0,00[ (T1, T2)

Xi

YQ.

A& Soluzione. Si osservi che le componenti marginali del v.v.a. sono indipendenti e ugualmente
distribuiti con legge Esponenziale ridotta. Dall'espressione della d.p. della v.a. rapporto risulta

si determini lad.p. dellav.a. Y =

fr(y) = / e e g 1o (1) Lo f(ay) de |

ovvero
Fr) = Vo) [ e e = s t) [ we e = o Lo (y).
0 (1+y)? 0 (1+y)?
tenendo presente che foooxe_xdx =I2) =1 *

e Esercizio 3. Data la v.a. assolutamente continua X con fir.
Fx(z) =1—(1—H(z))?,

dove H ¢ una frr. assolutamente continua tale che - H(z) = h(z) > 0, si verifichi che effettivamente
Fx ¢unafr.

& Soluzione. La fr. ¢ assolutamente continua dal momento che Fx(z) = [*_ fx(u)du, dove la
versione della d.p. puo essere scelta come

(o) = - Fx(a) = 2(1 ~ H(@))h(z) .

Dunque, Fx ¢ una fir. dal momento che 0 < F'x(z) < 1, essendo per ogni
0<H()<1=0<1-H@)<1=0<(1-H@)*<1=0<1-(1-H(@)*<1,

mentre %Fx(x) > 0. -
v Ulteriori rilievi. Si osservi che X = min(Z;,Z,), dove Z; ¢ Z, sono v.a. indipendenti e
ugualmente distribuite con f.r. H. In effetti, la f.r. della v.a. X ¢ data da
Fx(x) = P(min(Zy,25) <z)=1— P(Zy > x,Zy > x)
=1-P(Z, >2)P(Zy >2)=1— (1 - H(x))*.
Ancora piu generalmente, se X = min(Zy,...,7,) dove (Z,...,Z,) € un v.v.a. a componenti
marginali indipendenti, si ha

Fx(z) = P(min(Zy,...,Z,) <z)=1-— ﬁP(Zi > x) .

i=1
Dunque, se le componenti marginali sono ugualmente distribuite con f.r. H, si ottiene

Fy(z)=1—(1— H(z))" . .

e Esercizio 4. Data la v.a. discreta X con f.g.



1
Gx(t)=5— -

seil v.v.a. (Xq,..., X,,) possiede componenti indipendenti ed equivalenti in distribuzione alla v.a. X,
si determini la legge della v.a. somma Y = > " | X,.
& Soluzione. Dal momento che

la v.a. X ¢ distribuita con legge Binomiale Negativa BA/(1, ) OVVEro con legge Geometrica. Per le
proprieta della f.g. la v.a. Y ¢ distribuita con legge Binomiale Negatlva BN (n, 3). &

e Esercizio 5. Sia (X,,),,>1 una successione di v.a. tale che

e

per n — oo, dove la v.a. Z ¢ distribuita con legge Normale A/ (0, 1), mentre A\ > 0. Tenendo presente
il Metodo Delta, si determini la trasformazione stabilizzatrice della varianza g : R — R, ovvero la

trasformazione tale che /n(g(X,) — g())) Lz per n — oo.

& Soluzione. Se g ¢ una funzione continua e differenziabile tale che ¢'(\) # 0, per il Metodo Delta si
ha

q( n_()‘)ﬁz
ANV

per n — oco. Dunque, per quanto riguarda la trasformata stabilizzatrice della varianza, si deve avere

'(A)VA = 1, ovvero g(A) = 2¢/A. *

e Esercizio 6. Dato il moto Browniano B = (B;)c(o.1), si consideri il p.a. M = (M;),cjo 1) tale che
M; = B3 — 3tB;. Calcolando il differenziale stocastico di M mediante la formula ridotta di Itd, si
verifichi che questo p.a. ¢ una martingala.

a Soluzione. Dalla Formula ridotta di 1t con dX; = dB; € g(x,y) = x® — 3xy, si ha

dM; = dg(By,t) = 3(B? — t)dB; .

Dunque, M ¢ un processo di Itd6 con a = (at)té[oﬁT] e 3= (ﬁt)te[o,T} dove oy =0 e 3 = S(Bf — 1),
ovvero ¢ una martingala, essendo il p.a. « identicamente nullo, mentre § € ,/\/l% dal momento che
(B/")tefor) € M7 conm € {1,2,... }. ®

e Esercizio 1. Alla fine di un semestre accademico vengono tenuti tre esami relativi a tre
insegnamenti di un corso di laurea. La probabilita che uno studente superi uno qualsiasi dei tre esami ¢
data da 4 la probabilita che superl due qualsiasi dei tre esami ¢ data da 2 e la probabilita che superi
tutti e tre gh esami ¢ data da . Si determini la probabilita che lo studente supen almeno un esame.

A Soluzione. Si indichi rlspettlvamente con Iy, Fy e E3 gli eventi relativi al superamento del primo,
del secondo e del terzo esame. Dunque, la probabilita richiesta ¢ data da P(FE; U Ey U E3). Si ha

P(E)) = P(Ey) = P(E3) = % ,P(ExNEy)=P(EyNE3;)=P(EyNE;) =—



2
P(E, N BN Ey) = & .

Quindi, dalla Formula di Inclusione ed Esclusione risulta

P(E,UEy,UE3) = P(E,)+ P(Ey) + P(E3) — P(E,NEy)) — P(E,NE3) — P(ByNE3) &
+P(EyNE;NE;) =1.

e Esercizio 2. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx (21, 29) = 4x129 L) 1((71) 130,17 (72)

si determini la d.p. dellav.a. Y = X; Xo.
A Soluzione. Dall'espressione della d.p. della v.a. prodotto risulta

<y y
fr(y) = /OC 4 - 1]0,1[(35)1]0,1[(5)1]0,1[(y) dz,

OvVvero

| 1
fr(y) =4y 1]0,1[(y) /0 . 1}y,oo[(33) dx =4y 1}0,1[(3/)/ . dx = — 4dylog(y) 1}0,1[(9) . *
Y

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X considerato nell'Esercizio 2 si determini media
e varianza dellav.a. Y = X7 + Xo.
& Soluzione. Si osservi che

1
fx, (21) = 4, 1]0,1[($1)/ Ty dxy = 21 1y91((71)
0

e quindi per simmetria si ha

Ix,(22) = 229 L9 4((22) ,
ovvero X £ Xs. Dal momento che fx(z1,x2) = fx,(z1)fx,(x2), le v.a. X; e X, sono indipendenti.

Inoltre, per r = 1,2, ... risulta

2

1

da cui E[X;] = E[X,] = 2 e Var[X] = Var[X,] = ;. Quindi, si ha
1
E[Y] = E[Xl] + E[XQ] = g , Var[Y] = Var[Xl] + Var[XQ] = § . *

v Ulteriori rilievi. Si osservi che le v.a. X; e X, sono distribuite con legge Beta ridotta
BE(0,1,2,1). N
e Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X5)T che ammette la seguente f.c.m.

142 142
— sty —=st5—4tt
Ox(ti,ty) = e 21207 R



si determini le leggi delle due componenti marginali. Si verifichi inoltre se le due componenti
marginali sono indipendenti.
A Soluzione. Per le proprieta della f.c.m. si ha
L2 _ 142
px, (t1) = px(t1,0) = e 21, px, (1) = px(0,12) = e 2.
Dunque, le v.a. X7 ¢ X, sono distribuite con legge Normale A(0,1). Le due componenti marginali
non sono indipendenti in quanto wx (t1,t2) # x, (t1)ex, (t2). )

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>o tale che X, ¢ una v.a. con f.p.
data da

1 1

pi(o) = 3 L)+ (5= 3 ) 1y(e) + 2 1 (o).

Mediante 1'uso della f.g. si determini la legge della v.a. X tale che X, £ X pern — oo.
A Soluzione. Si osservi che

1 1 1 1
Gy (t)==+[=—=)t+—1t"
x,(t) 2 + (2 n) * n
e, tenendo presente che ¢ € [0, 1], si ha
1 1
IimGy (t) ==+ =t.

La precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X distribuita con legge di Bernoulli di parametro
1

5 *
e Esercizio 6. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)icjor ed il p.a. M = (M;)icor tale che
M, = *P:=2 Calcolando il differenziale stocastico di M, si verifichi che questo p.a. ¢ una martingala.

A Soluzione. Dalla Formula ridotta di Ité con dX; = dB; e g(x,y) = €**72Y, si ha
th = dg(Bt,t) = 282Bt72t dBt .

Dunque, M ¢& un processo di Itd con o = (a)efor] € 3= (Bi)iepor) dove oy =0 ¢ By = 2?57,
ovvero ¢ una martingala dal momento che il p.a. o ¢ identicamente nullo, mentre 3 € M2 essendo
(eBt)te[o,T] € Mj. *

e Esercizio 1. In un incontro di un torneo di biliardo aperto a ogni tipo di partecipante, un giocatore

ha probabilita 13—0 di vincere contro un professionista, probabilita 1% di vincere contro un amatore e

probabilita % di vincere contro un principiante. Se la probabilita di incontrare un professionista & 1,

quella di incontrare un amatore ¢ }‘ e quella di incontrare un principiante ¢ %, si determini la
probabilita che il giocatore vinca l'incontro.

A Soluzione. Si indichino rispettivamente con FE;, Ey e F3 gli eventi relativi ad incontrare un
professionista, un amatore e un principiante, mentre sia £ l'evento relativo alla vittoria dell'incontro.
Dunque, si ha P(E)) = i, P(E,) = 1 e P(E3) = {, mentresiha P(E | Ey) = 3, P(E | E») = 4

=1 10° 10 ©
P(E | E3) = 3. Quindi, risulta

P(E) = P(E | E\)P(E\) + P(E | E))P(E,) + P(E | E3)P(E3) = % = 0.375 . *



e Esercizio 2. Un dado bilanciato viene lanciato 10 volte in modo indipendente. Si determini la
probabilita che nei 10 lanci si verifichi 2 volte la faccia contrassegnata da un punto e 3 volte la faccia
contrassegnata da due punti.

A Soluzione. Se la v.a. X rappresenta il numero di volte che si verifica la faccia contrassegnata con
un punto, la v.a. X5 il numero di volte che si verifica la faccia contrassegnata con due punti e la v.a.
X3 il numero volte che si verificano le rimanenti facce, si consideri il v.v.a. X = (X7, X, X3)T. In
questo caso, X ¢ distribuito con legge Multinomiale di parametri 10 e (%, %, %)T Se px ¢ la fip.c. del

v.v.a. X, la probabilita richiesta ¢ data da
10 \ /1\?/1\*/2\°> 1015
2,3,5) = (=) (2) == ~0.04. -
px(2,3,5) (235) (6> (6> (3> 213151610

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

1 a—1

fX(xlv x2) = W X (iL’Q — .7131)6_16_3;2 1]0700[(.'131)1]0700[({132)1]0700[(332 — 331)

con a,b € RT, si determini le d.p.m. delle due componenti marginali.
A Soluzione. Operando il cambio di variabile xo = z + x1, si ha

1 > a— -1, —=
le (:El) = F(a)l"(b) /x1 L1 1(332 o :Bl)b le N 1]0,00[(331) dzs
1 4 > b1~ (z4a1)
_ a—19 _ 1) g
T (@) 27 1o of(21) /0 (z+x1—x1)" '€ z
1 1 - = b1 - 1 1 -
_ a 11 Zdy = a 711
F(a)F(b) xr; € ]0,%[(x1>A < € < F(a) I, e ]0700[(‘1"1> s

dove si ¢ tenuta presente la definizione della funzione Gamma di Eulero. Inoltre, operando il cambio di
variabile 1 = xsu, si ha

fx,(x2) = m /OIQ$?1($2 — 1)’ e Ly oo (22) dy
= m e 19 o[ (T2) /Ol(xQU)“_l(mQ — 2ou)’ iy day
= m gyl 190 o0((2) /Olual(l — )l da,
- ﬁ xg e Lo cof(22) -

dove si ¢ tenuta presente la definizione della funzione Beta di Eulero.
v Ulteriori rilievi. Si osservi che la v.a. X; ¢ distribuita con legge Gamma ridotta G(0, 1, a), mentre
la v.a. X, ¢ distribuita con legge Gamma ridotta G(0, 1, a + b). .

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. discreto X = (X1, X5, X3)T con f.g.p.
Gx(t,ta, t3) = 372(t, +tg + 13)°,

si determini la relativa matrice di varianza-covarianza.
& Soluzione. Dal momento che



1 1 1\’
Gx(t1,t2,t3) = (5 t + 3 to + §t3> ,

il v.v.a. X ¢ distribuito con legge Multinomiale di parametri n =5 e p = (%, %, %)T Dunque, la
matrice di varianza-covarianza ¢ data da

Nell V]
O O

I
ot
I
O

¥ = n(diag(p) — pp")

Nel| W]
I

O O
|

Rellog
O

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>; tale che X, ¢ una v.a. con f.p.
data da

1 1
px, (z) = (1 - ﬁ) 1gy(z) + 3 1y () .

. ) I
Si verifichi che X,, — 1 per n — oo.
a Soluzione. Si osservi che

-1

n
BIX, - 1) =,

da cui
IimE[| X, — 1]] =0,

L]
ovvero X, — 1 pern — oo. )

e Esercizio 6. Si consideri I'equazione differenziale stocastica
dX, =€ dt+2dB,

con condizione iniziale Xy = 1 g.c. e se ne determini la soluzione. Si calcoli inoltre E[X;] ¢ Var[X].
A Soluzione. Dalla definizione di processo di Ito si ha

t t
Xt:1+/68d8+/2st:€t+QBt.
0 0

Inoltre, per le proprieta del moto Browniano si ha

E[X;] =€ +2E[B] = ¢

Var[X;| = 4 Var[B;] = 4t . *

v Ulteriori rilievi. Per le proprieta del moto Browniano, la v.a. X; ¢ distribuita con legge Normale

N (e, 4t). .

e Esercizio 1. Si consideri 2 urne che contengono palline bianche e nere, in modo tale che la
probabilita di estrarre una pallina bianca ¢ 2/3 dalla prima urna e 1/3 dalla seconda urna. Se l'urna da



cui estrarre la pallina viene scelta con un ulteriore esperimento aleatorio che seleziona la prima urna
con probabilita 1/3, determinare la probabilita di ottenere una pallina bianca al termine
dell'esperimento aleatorio complessivo.

A Soluzione. Si indichi con E; I'evento relativo alla selezione della prima urna, mentre sia £ I'evento
relativo all'estrazione di una pallina bianca. Si ha P(FE;) = % e quindi deve essere P(EY{) = % Inoltre,
P(E | Ey) =% e P(E | Ef) = 1. Dal momento che gli eventi E; ¢ E{ costituiscono una partizione
dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

: c 4
P(E) = P(E| E\)P(E1) + P(E | E)P(EY) = 3 - -
e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
1 —T
fX(a:) - 5 (l‘ - 2)2 e 1}2,00[(37) >
si calcoli E[X] e Var[X].
A Soluzione. Considerando la v.a. trasformata Y = X — 2, si ha
1 —1
fr(y) = 3 Yy’ eV 1y o((2)
ovvero,perr = 1,2,...,si ha
r 1 > r+2 — 1
E[Y'] = = y e Vdy==-T(r+3).
2 Jo 2
Dunque, risulta E[X] = E[Y + 2] = 5 e Var[X] = Var[Y + 2] = 3. *
¥ Ulteriori rilievi. Il risultato era immediato osservando che la v.a. X ¢ distribuita con legge Gamma
ridotta G(2, 1, 3). .

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

[x(x1,20) = 2 $11]o,1[(x1)1]0,1[($2) >

si determini il valore atteso condizionato E[ X | X1 = z].
a Soluzione. Si ha

1 [t 1
Ix (21) = 5/ w1 Lo 1((21) dzo = 5 o1 Lyg1(21) ,
0
da cui
! 1
EXy | X1 =21] = / T2 1yg 1(22) day = 3 *
0

v Ulteriori rilievi. Si osservi che fx(xi,22) = fx,(z1)fx,(z2) e quindi le v.a. X; e X5 sono
indipendenti. Banalmente, si ha dunque che E[ X, | X; = x1] = E[X}3]. .

e Esercizio 4. Si consideri le successioni di v.a. (X,),>1 e (Y},),>1 definite sullo stesso spazio
probabilizzato (€2, F, P), dove X, L x per n — oo e la v.ia. X ¢ distribuita con legge Gamma

G(0,1, k), mentre Y, LN Y pern — oo e lav.a. Y ¢ degenere nel valore 3. Si determini la legge della
v.a. a cui converge la successione di v.a. (X, + Y},),>1 per n — oo.



A Soluzione. Per il Teorema di Cramér-Slutsky si ha

X, +Y, 5 7=Xx+3.

Dal momento che X ¢ distribuita con legge Gamma G(0, 1, k), allora Z ¢ distribuita con legge Gamma
G(3,1,k). *

e Esercizio 5. Data la v.a. discreta X con f.g. data da

Gx(s) = eV1—e=vi-es ,

dove ¢ € ]0, 1], si determini E[X]. Si discuta inoltre il caso particolare ¢ = 1.
a Soluzione. Si ha

V() = d eV 1—e—V1-es _ _cGx(s)
X dt 2v/1—cs

da cui si ha E[X]| = G&l)(l) = —F#—. Dal momento che

2y/1-c’
) c
lim ——— = o0,
=17 2y/1—c
il valore atteso della v.a. X non ¢ finito per ¢ = 1. )

e Esercizio 6. Dato il moto Browniano (Bi)y, si determini la legge dell'integrale stocastico
I= folcos(27rt)dBt.

a Soluzione. Si noti che I ¢ un integrale di Wiener e che fol(cos(27rt))2dt = 3 < 00. Dunque, I ¢ una
v.a. con legge Normale N (0, 3). -

e Esercizio 1. Un dado bilanciato viene lanciato indipendentemente per due volte. Se E; rappresenta
l'evento che la faccia contrassegnata da un punto si ¢ verificata al primo lancio e F, rappresenta
l'evento che la somma dei punti ottenuta nei due lanci ¢ pari a 7, si determini se i due eventi sono
indipendenti.

A Soluzione. Lo spazio fondamentale relativo ad un lancio del dado risulta 2 = {1,2,3,4,5,6}.
Quindi, lo spazio fondamentale relativo all'esperimento ¢ dato da €22, i cui eventi elementari sono
coppie cartesiane del tipo {(j,k)} con j,k=1,...,6. Sulla base di quanto specificato riguardo
all'esperimento si assume 'assegnazione di Laplace, ovvero si assume che gli eventi elementari di 2
siano equiprobabili con P({(j,k)}) = 5 perj,k=1,...,6.Siha

El = {(17 1)7 (17 2)7 (1a 3)7 (17 4)7 (17 5)7 (17 6)}

E2 = {(176)7 (275)7 (374)7 (473)7 (572)7 (67 1)} >

mentre By N E> = {(1,6)}. Dunque, risulta P(E;) = P(E,) = ¢ ¢ P(E1 N E») = 5. Dunque, se si
assume l'assegnazione di Laplace, gli eventi E; e F, sono indipendenti dal momento che
P(El N EQ) = P(El)P(EQ) L)

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.



1

fx(z) = 3 Lj2((7)

si consideri la v.a. trasformata Y = cos(7.X) e si determini E[Y].
& Soluzione. Si ha

1 2
E[Y] = 5/0 cos(mx)dr = 0. &

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx(x1,29) = 6(1 — 21 — 22) L) 1(21) 10,17 (22) Ly, (21 + 22)

si determini il valore atteso condizionato E[ X | X; = z].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X ¢ data da

1*.1‘1
le (331> = / 6(1 — T — IL‘Q) 1]071[(IE1) dwg = 3(1 — $1)2 1}071[($1) .
0

Dalla definizione di valore atteso della v.a. X5 all'evento { X7 = x;}, per z; € ]0, 1] si ha

1—%1—$g)d$ _1—%1
9= ——.

o’
3(1— )2 3

1—.’1}] 6
E[XQ | X1 = ZL'l] = / i) (
0

v Ulteriori rilievi. Si osservi che il v.v.a. assolutamente continuo X = (X7, Xo,1 — X7 — Xg)T e
distribuito con legge di Dirichlet D(«), dove o = (1, 1,2)". .

e Esercizio 4. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>; tale che X, ¢ una v.a. con f.p.
data da

bx, (37) =e" 1{—n} (.’E) + (1 - 26_n) 1{0} (.’E) +e" 1{n} (.CC)
e si verifichi che X, i 0 per n — oo.
4 Soluzione. Si ha E[X,,] = 0 e Var[X,,] = 2n%e". Dal momento che

lim Var[X,,] = lim2n%e ™ =0,
n n
si ottiene la convergenza in probabilita richiesta. £

e Esercizio 5. Dato il moto Browniano (By);c[g [, assumendo che s < ¢, si calcoli Cov[Bz, By.
a Soluzione. Si ha

Cov[B?, B)] = E[B!B,] — E[BZJE[B,] = E[B:(B; — B, + B,)| — E[BZ|E[By]
= E[B?(B; — B,)] + E[B?] — E[BE|[B]

Per le proprieta del moto Browniano, risulta
Cov[B?, B;| = E[BZE[B, — B,] + E[BY] — E[BZJE[B,] = 0,
dal momento che E[B?] = 0, E[B;] = 0 ¢ E[B; — B;] = 0. *

e Esercizio 6. Dato il moto Browniano (B;)jy 1, si determini la legge dell'integrale stocastico

11
I: Ol_-Q—tdBt'



A Soluzione. Si noti che I ¢ un integrale di Wiener e che fo (e +t —zdt = 5 < oo. Dunque, I € una v.a.
con legge Normale \(0, 3). *

e Esercizio 1. In una certa sessione, uno studente sostiene due esami. La probabilita di sostenere con
successo almeno un esame ¢ data da - 15> mentre la probabilita di sostenere con successo entrambi gli
esami ¢ data da 1 3- Si determini la probabilita di sostenere con successo esattamente un esame.

A Soluzione. Si indichino rispettivamente con E; e Es gli eventi relativi al successo nel sostenere il
primo ed il secondo esame. La probabilita richiesta ¢ data da

9 1 2
P(E1UEy)) —P(EANEy) = — ——-=—. *
(BrUE) = PIEINEL) = 35 =5 = 3
e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
1
fx(z) =35 e,
si determini la d.p. della v.a. trasformata Y = /| X|.
& Soluzione. Dal momento che la funzione y : © — /|z| ¢ decrescente in By = | — 00, 0] e crescente
in By = |0, 00|, allora
2
fry) = (fx@*) + fx(=¥°) 20 Lp oo (y) = 2y ™" Ljooo(y) - *

v Ulteriori rilievi. La legge relativa alla v.a. X ¢ detta legge di Laplace, mentre la legge relativa alla
v.a. Y ¢ detta legge di Rayleigh ed ¢ connessa alla lunghezza aleatoria di un v.v.a. con legge Normale
multivariata. .

e Esercizio 3. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
15
fx(z) = T 2 (1 =) 1y y(z)
si determini le probabilita P(— 1 < X < 1)e P(X > 1).
A Soluzione. Dal momento che

I\le

Fx(x) = - 22(5 — 3z) Ljg1(() + 1j1.00((2)

1
2

le probabilita richieste sono date da

1 1 17 1 1 47
p( <X<4> FX<4) Fx(~1) 64,P(X>4) FX(4) Ta

v Ulteriori rilievi. Si osservi che la v.a. X ¢ distribuita con legge Beta ridotta BE(0, 1, %, 2). *

e Esercizio 4. Data la v.a. discreta X con f.g.

1

o =71"5

seil v.v.a. (Xq,..., X,,) possiede componenti indipendenti ed equivalenti in distribuzione alla v.a. X,
si determini la legge della v.a. somma Y = > " | X,.
A Soluzione. Dal momento che



la v.a. X ¢ distribuita con legge di Binomiale Negativa BA/(1, i) Dunque, per le proprieta della f.g. la
v.a. Y ¢ distribuita con legge Binomiale Negativa BN/ (n, 1). &

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>; tale che la f.p di X, ¢ data da

n—1 1

px,(z) = -

Si verifichi che la successione di v.a. converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata su 0, ma
non converge in media quadratica.
A Soluzione. Per ogni ¢ > 0 si ha

. .1
lim P(|X,| >¢) =1lim— =0,
n nomn
P .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Dal momento che E[| X,,|?] = n, si ha
limE[| X,,|?] = limn = oo,
n n
ovvero la successione di v.a. non converge in media quadratica. £

e Esercizio 6. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)cjor ed il p.a. M = (M;)epr tale che
M, = eBrtst, Calcolando il differenziale stocastico di M , s verifichi se M ¢ una martingala.
a Soluzione. Dalla Formula ridotta di Itd con d.X; = dB; e g(z,y) = e""2Y, si ha

dM, = dg(B;,t) = eP 1 dB, + ePrat dt .

\ C oA 1
Dunque, M ¢ un processo di It6 con o = (it )scfo,r] € B = (Bt)reo,r) dove ay = B = eBrtat| ovvero

non ¢ una martingala dal momento che il p.a. o non ¢ identicamente nullo. )
v Ulteriori rilievi. Il p.a. M ¢ un moto Browniano geometrico con ;t = 1 e o0 = 1. Affinché un moto
Browniano geometrico sia una martingala deve sussistere la relazione . = 0. .

e Esercizio 1. Dato lo spazio probabilizzato (2, F, P), si consideri i due eventi £y, Ey € F tali che

P(E,) = 2 ¢ P(E») = 3. Tenendo presenti le proprieta della probabilita, si verifichi che

1 1
— < P(EyNEy) <=
12 = (Bl 2)—3

A Soluzione. Da due classiche disuguaglianze per la probabilitd, nel caso di due eventi si ha

P(E1NEy) <min(P(Ey), P(Ey)) e P(E1NEy) > P(Ey) + P(E,) — 1. Sostituendo i valori di
P(Ey) e P(E»), si ottiene la relazione richiesta. *

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
3
fx(x) = cx2(1 —x)1yp () ,

si determini il valore della costante ¢ > 0.



A Soluzione. Considerata la struttura di fx, si evince che la v.a. X ¢ distribuita con legge Beta ridotta

B£(0,1, 3,2). Dunque, deve risultare

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. X = (X1, X3)T che ammette la seguente f.c.m.

12 —t1ty

42
ox(ty,ty) = e iz ,

se ne determini la legge e la varianza generalizzata.
A Soluzione. Posto t = (t1,%2)" e tenendo presente la forma quadratica all'esponente, @ x pud essere
espresso come

ex(ti,t2) = e !t

2 1
(2 1)
Dunque, il v.v.a. X ¢ distribuito con legge Normale Multivariata N5(0, ), mentre la varianza
generalizzata ¢ data da det(X') = 1. &

dove

e Esercizio 4. Si consideri la v.a. X tale che X = Z:Zle, dove la legge della v.a. Y ¢ Binomiale
B(n,p), mentre le Z; sono v.a. indipendenti e identicamente distribuite come la v.a. Z con legge di
Bernoulli B(1, 7). Tenendo presente i risultati per le leggi composte, si determini la legge della v.a. X.
& Soluzione. Le f.g. delle v.a. Y e Z sono Gy (t) = (1 —p+pt)" e Gz(t) =1 — 7 + wt, da cui

G)((t) = Gy(Gz(t)) = (1 —pr +p7Tt)n .

Si deve concludere che la v.a. X si distribuisce con legge Binomiale B(n, pr). &

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, possiede f.r. data da

Fy, (z) = " 1}0,1[(33) + 1[1,00[(56) .

Si determini la legge della v.a. X per cui X, L x .
& Soluzione. Banalmente, per ogni x € | — 00, 0] si ha lim,, Fx, (x) = 0 e per ogni x € [1,00][ si ha
lim,, F’x, (z) = 1. Inoltre, per ogni « € |0, 1] si ha

lim Fy, (z) = limz™ =0 .

Dunque, FY, (z) converge a Fix(x) = 1{; o[() per ogni punto di continuita di Fx e quindi X,, — 1. %
¥ Ulteriori rilievi. Dal momento che la convergenza in distribuzione verso una v.a. degenere implica

. cen P
la convergenza in probabilita, si ha anche X,, — 1. .

e Esercizio 6. Se B = (B;);co,rj € un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X{)co 7 con

X = fot sd B;. Tenendo presente che X; ¢ un integrale di Wiener e se (X) ¢ l'integrale stocastico di
Ito, si calcoli E[I(X)] e Var[I(X)].
& Soluzione. Dal momento che X; ¢ un integrale di Wiener si ha E[X;] =0e



t t3
E[X?] = Var[X;] = / stds = —
0 3

Per le proprieta dell'integrale di It6 si ha dunque E[I(X)] = 0, mentre

VarlI(X)] = /O Bt — % . *

e Esercizio 1. In una famiglia vi sono due adolescenti ed ¢ noto che almeno uno dei due ¢ una
femmina. Assumendo che il genere sia equiprobabile, si determini la probabilita che entrambi gli
adolescenti siano femmine.

a Soluzione. Codificando i due eventi elementari relativi al genere con i simboli f e m, lo spazio
fondamentale relativo ad un singolo adolescente ¢ dato da Q = {f,m} e quindi lo spazio
fondamentale prodotto relativo ai due adolescenti risulta

Q= {(fa f)v(fvm)v (m> f)a(mam)}

Per le assunzioni fatte, ogni evento elementare in 22 ha probabilita 5. Inoltre, E; = {(f, f)} ¢ l'evento

che entrambi gli adolescenti siano femmine, mentre Fy = {(f, f) (f,m),(m, f)} ¢ l'evento che
almeno un adolescente sia femmina. Dunque, la probabilita richiesta ¢ data da
P(EyNEy) 1
PE, | E) = ————>=-. *
(B | B) P(E,) 3

v Ulteriori rilievi. Si osservi che il probabilista ingenuo ¢ portato a pensare che la probabilita
richiesta sia data da % .

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
fx(@) = 1p,(2)

si consideri la v.a. trasformata Y = cos(27.X) e si calcoli E[Y] e Var[Y].
& Soluzione. Si ha

1 1
1
E[Y] = / cos(2mz) dz = 0, B[Y?] = / cos(2ma)? dr =
0 0

da cui Var[Y] = 3. &

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T con d.p.c.

—r1—

fx (@, @2) = @177 1y 0[]0 00( (%1, T2)

si determini la d.p. della v.a. somma Y = X; + Xs.
A Soluzione. La d.p. della v.a. Y ¢ data da

fry) = fX(:U,y—a:)da::/ xe‘yl]()oo[( )1]000[( —z)dx -

¥ Ulteriori rilievi. Si osservi che si ha



fx (@1, 29) = 217" Lyg oop(1) €72 1y o[ (22)

per cui il v.v.a. X possiede componenti marginali indipendenti, rispettivamente distribuite con legge
Gamma G(0, 1,2) e legge Gamma G(0, 1, 1). Dunque, dal momento che la legge Gamma ¢ additiva
rispetto al parametro di forma, la v.a. Y ¢ distribuita con legge Gamma G(0, 1, 3), come risulta
immediato verificare dall'espressione di fy. .

e Esercizio 1. Una lotteria ¢ basata su un'estrazione da un'urna che contiene palline numerate con i
primi cento numeri naturali. Una pallina viene estratta dall'urna in modo equiprobabile e i partecipanti
alla lotteria vincono se il numero della pallina ¢ divisibile per due o per cinque. Si determini la
probabilita di vittoria.
a Soluzione. Codificando gli eventi elementari mediante 1 primi cento numeri naturali, lo spazio
fondamentale relativo all'esperimento aleatorio ¢ dato da 2 = {1,2,...,100}. Se E; ¢ l'evento che sia
stato estratto un numero divisibile per due e F; ¢ l'evento che sia stato estratto un numero divisibile
per cinque, allora si ha F; N Ey = {10,20,...,100}. Sulla base di quanto specificato riguardo
all'esperimento si assume l'assegnazione di Laplace e risulta

1

P(ElﬁEQ):E L]

e Esercizio 2. Si consideri la v.a. X che ammette d.p. data da

1

fx(z) = 3 1)1 (x)

e si determini la d.p. dellav.a. Y = — log(| X]).
# Soluzione. La trasformata g(z) = —log(|xz|) non ¢ biunivoca per z € ] —1,1], ma si puod
esprimere come somma di funzioni biunivoche su una partizione, ovvero

9(z) = 91(z) + g2(x) ,

dove gi(x) = —log( — x)1)_1 g/(z) e g2(z) = — log(x)1}o((x). Dunque, si ottiene
—1 d -1 -1 d -1
fr(y) = fx(g0 W) |~ g1 W) + fx(g2" () |7~ 92 (¥)|
dy dy
ovvero, essendo g7 1 (y) = —e Y egy'(y) =e ¥, siha
fr(y) = e pui(y) - *

v Ulteriori rilievi. In modo alternativo, si pud considerare inizialmente la trasformata Z = | X| con
relativa d.p.

fz(2) = 2fx(2)1pno(2) = Lpq((2)
e successivamente la trasformata monotona Y = — log(Z) con relativa d.p.

fr(y) = fz(e?)e™? = e 1j(y) - ¢

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

fx (@1, 22) = 632 Ljg 1((21)L)0,1((2) Ljo 1 (21 + 22) ,



si determini il valore atteso condizionato E[ X | X1 = z].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X ¢ data da

1*581
le(:L‘l) = / 6332 1]071[(.’,6‘1) d:Ug = 3(1 — $1)2 1}071[(561) .
0

Dalla definizione di valore atteso della v.a. X5 all'evento { X7 = x1}, per z; € ]0, 1] si ha

1= 6.’E2 2

E[Xy | X1 =x1] = ———dro=—-(1—x). *
(X2 | X1 = 2] /0 L2 31— 21)2 L2 3 ( 1)

v Ulteriori rilievi. 11 v.v.a. (X, X5,1 — X; — X5)T ¢ distribuito con legge di Dirichlet D() dove

a=(1,2,1)7. .

e Esercizio 4. Si consideri la v.a. X; con f.g.

ox 0= (52)

G, () = (%)

Si determini la legge dellav.a. Y = X7 + Xo.
a Soluzione. La v.a. X ¢ distribuita con legge Binomiale Negativa BN/ (2, %), mentre la v.a. X5 ¢
distribuita con legge Binomiale Negativa BN/ (5, %) Dal momento che la legge Binomiale Negativa ¢

additiva rispetto al primo parametro, risulta immediato verificare che la v.a. Y ¢ distribuita con legge
Binomiale Negativa BN/ (7, ). *

elav.a. X, confg.

e Esercizio 5. Si considerino due successioni di v.a. a valori positivi (X,,),>1 € (Y5)n>1 tali che

VX,

Y,
A Soluzione. Dal momento che la convergenza in distribuzione verso una v.a. degenere implica la

P
— X pern — o0.

X, 5 4eY, £ 1 per n — oo. Si determini la legge della v.a. X tale che

convergenza in probabilita, si ha anche X, il 4eY, il 1. Inoltre, per il Teorema della Trasformata

continua si ha /X, Loe quindi dal Teorema di Cramér-Slutsky risulta ‘/YX— 5 2. Dunque, si ha
VXu

infine che 35— 5 2, ovvero la v.a. X ¢ degenere con P(X = 2) = 1. *

e Esercizio 6. Sia B = (B;)c|o,r] un moto Browniano. Se I(B) = fOTBtdBt, si calcoli E[I(B)] e
Var[I(B)].

& Soluzione. Per le proprieta del moto Browniano, si ha E[B;] = 0 e E[B?] = Var[B,]| = t. Inoltre,
per le proprieta dell'integrale di It6 si ha E[/(B)] = 0, mentre

Var[I(B)] = /0 TE[Bf] dt = T; : &

e Esercizio 1. In un circolo sportivo in cui vi sono N iscritti, due responsabili vengono scelti
annualmente mediante un'estrazione effettuata in modo equiprobabile. Si determini la probabilita che
un iscritto ricopra una delle due cariche in un certo anno. Se l'estrazione viene ripetuta con le



medesime modalita, si determini inoltre la probabilita che 1'iscritto ricopra una delle due cariche in due
anni consecutivi.

& Soluzione. Dal momento che vi sono (
N

N
2

-1 . o .
) . Dal momento che le estrazioni sono indipendenti, la

) modi di selezionare due responsabili fra gli /V iscritti, la

prima probabilita richiesta ¢ data da (2

U . )
seconda probabilita richiesta ¢ data da () . &

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
fx(x) =c(1— xQ)% 1y91() ,

si determini il valore della costante ¢ > 0, eventualmente considerando la legge della v.a. trasformata

Y = X2
o 1 5 C 1 1 5
/ fX(a:):c/ (1—x2)5dqr:—/ x 2(1—x)2de.
—00 0 2 0
Dal momento che

A Soluzione. Si ha
Lo s 1 7 F(l)F(Z) 5.3, 1 F(l)2 5
S de=pg(s L)yt \e) 37557 5) O
/Ox H(1—a)2 da (2’ 2) T(4) T(4) 16 °

deve essere ¢ = % In effetti, la v.a. Y ¢ distribuita con legge Beta ridotta BE(0, 1, 5, %) )

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx($1,332> = 2(1 — X1 — To + 2$1£U2) 1}071[(.%1)1]071[(332) R

si determini il valore atteso condizionato E[ X | X; = z].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X ¢ data da

1
le(a:1> = / 2(1 — T — Ty + 2$1£U2) 1}071[(.%1) dIL'Q = 1]071[(IB1) .
0
Dalla definizione di valore atteso della v.a. X5 all'evento { X7 = x;}, per z; € ]0, 1] si ha

(1—|—.’L‘1) L]

1
1
E[XQ | X1 = .7131] = / xIo - 2(1 — T1 — X9 —|—2£L’1.’132) diL’Q = g
0

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X)T che ammette la seguente f.c.m.

ox(ty,ts) = eit1+t1t2—tf—t§
) 9

si determini le leggi delle due componenti marginali e si verifichi se sono indipendenti.
A Soluzione. Per le proprieta della f.c.m. si ha

it —t? t2 _

ox, (t1) = ox(t1,0) = e , ox,(t2) = ©x(0,t2) = e~

Dunque, la v.a. X ¢ distribuita con legge Normale N (1,2), mentre la v.a. X, ¢ distribuita con legge
Normale N(0, 2). Le due componenti non sono indipendenti in quanto px (t1,t2) 7# @x, (t1)px,(t2).%

e Esercizio 5. Dato il moto Browniano B = (Bi)icjoy ed il p.a. M = (M) tale che
M; = B; + B? — t, si verifichi che M ¢ una martingala, tenendo presente I'espressione mediante
l'integrale di Ito delle v.a. B; e B2



& Soluzione. Dal momento che
t
B? :t+2/BSdBS,
0
allora risulta
t t t
M, = / dB, + 2/ B.dB, = / (1+2By)dB; .
0 0 0

Quindi, M ¢ un processo di Itd con o = (at)scjor] € B = (Bt)ep,r) dove ap =0 e B =1+ 2B,
ovvero & una martingala dal momento che il p.a. o ¢ identicamente nullo, mentre 3 € M3 essendo

(1+ 23t>te[0,T} € M% &
v Ulteriori rilievi. Risulta immediato verificare che M ¢ una martingala, dal momento che i p.a.
(Bt)ieor] € (Bf — t)iepo,r] sono martingale e che la somma di martingale ¢ una martingala. .

e Esercizio 6. Si consideri l'equazione differenziale stocastica
dX; = t*dt + dB,

con condizione iniziale Xy = 0 g.c. e se ne determini la soluzione. Si calcoli inoltre E[X;] e Var[.X/].
A Soluzione. Dalla definizione di processo di It6 si ha

t t t3
Xt:/ sts+/st:—+Bt.
0 0 3

Inoltre, per le proprieta del moto Browniano si ha

t3 3

EIX] = = +E[B] = % , Var[Xy] = Var[Bi] = t. *

v Ulteriori rilievi. Per le proprieta del moto Browniano, la v.a. X; ¢ distribuita con legge Normale

N(E,1). .

e Esercizio 1. In una popolazione viene considerata un'indagine relativa ai comportamenti rispetto al

fumo e al genere. La probabilita di selezionare un fumatore nella popolazione ¢ pari a %. Inoltre, la

probabilita di selezionare un uomo dato che il soggetto ¢ fumatore ¢ pari a 1—70, mentre la probabilita di

selezionare un uomo ¢ pari a % Si determini la probabilita di essere fumatore dato che si ¢ selezionato
un uomo.

A Soluzione. Si indichi con E; I'evento di essere fumatori, mentre sia £ I'evento di essere uomo. Si ha

P(E)) = 1, mentre P(E | Ey) = % e P(E) = 3. Considerando la Formula di Bayes, la probabilita

di essere fumatore dato che si € selezionato un uomo risulta

P(E, | E) = P& BDE(};)P(E” = % . *

e Esercizio 2. Si considerino le v.a. indipendenti X; e Xy distribuite rispettivamente con legge di
Bernoulli di parametro % Si determini la legge condizionata della v.a. X; all'evento { X; + Xy = 1}.

A Soluzione. Tenendo presente la Formula di Bayes, la f.p. condizionata della v.a. X; all'evento
{X; + Xy =1} ¢datada



P(X1+X2:1|X1:{131)P(X1:£L'1)
P(X;+ Xy =1)

Px x4x=1(T1) = P(X1 =21 | X1+ Xo =1) =

P(Xg =1- $1)P(X1 = 561)

- Lony (@) = 3 Loy (1)
B P(X1+X2:1) {0,13 (1 ~ 9 {0,13{%1) »

dal momento che P(X, =1 — 1) = P(X; = 1) = § per 21 € {0,1}, mentre la va. (X; + X,) ¢
distribuita con legge Binomiale B(2, {) e quindi P(X; + X, = 1) = 1. &

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx(w1,2) = 21 1(21) 0,11 (72) Ly, (21 + 22)

si determini E[Y;Y5] dove Y = (Y7, Y3)T = (X1, X1 Xo)T.
a Soluzione. Si ha

1 pl-z 1
E[Y1Ys] = E[X%Xg] = / / l‘%fl]g - 2dx1dze = / x%(l — 1) dx; = = —. )
0o Jo 0

e Esercizio 4. Date le v.a. indipendenti X7, X5 ¢ X3, rispettivamente con legge di Poisson P(1), P(2)
e P(3), si determini la legge della v.a. Y = X + Xy + X.
A Soluzione. Per le proprieta della f.g. si ha

GXg (t) = -1

e

Gy(t) =

1=1

Dunque, la v.a. Y ¢ distribuita con legge di Poisson P(6). &

e Esercizio 5. Data la v.a. assolutamente continua Z che ammette f.r.

2

Fz(z) = (1 =€) 1jo0((2)

si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che X,, = n~1Z. Si verifichi che la successione di v.a.
converge in probabilita ad una v.a. degenere concentrata su 0.
A Soluzione. La fir. della v.a. X, ¢ data da

2.2

Fy () =(1—e"") 1),
da cui

liTan Fx,(r) = 1y o((7) ,

c e
ovvero X,, — 0 per n — oo. Dal momento che la convergenza in distribuzione verso una v.a.

o . cen P
degenere implica la convergenza in probabilita, si ha anche X,, — 0. *

e Esercizio 6. Sia X = (B7);cjo1) dove B = (B)iep.7] € un moto Browniano. Se I(X) ¢ l'integrale
di Ito, si calcoli E[1(X)] e Var[I(X)].
A Soluzione. Per le proprieta del moto Browniano, si ha

E[X?] = E[B}] = / Pl e gy / AL g

—00 AV 27t 00 \/%

Inoltre, per le proprieta dell'integrale di It6 si ha E[(X)] = 0, mentre



Var[[(X)] = /0 TE[XE] dt =T° . &

e Esercizio 1. Tre monete equilibrate vengono lanciate contemporaneamente in modo indipendente.
Se almeno due monete mostrano la faccia contrassegnata dalla testa, si verifichi che la probabilita di
avere testa anche per la terza moneta ¢ pari ad %. Al fine di risolvere l'esercizio, ¢ conveniente
descrivere opportunamente lo spazio degli eventi, prima di considerare la probabilita condizionata
richiesta.

A Soluzione. L'esperimento aleatorio considerato ¢ equivalente a tre lanci ripetuti di una singola
moneta. Codificando i due eventi elementari relativi ad un singolo lancio con 1 simboli ¢ € ¢, lo spazio
fondamentale ¢ dato da Q2 = {t, ¢} e quindi lo spazio fondamentale prodotto relativo all'esperimento
aleatorio considerato risulta

Q3 = {(t,t,1), (L, t,c), (t,c,t), (c,t,1), (¢, c,c), (c,t,c), (c,c,t), (c,c,c)} .

Per le assunzioni fatte, ogni evento elementare in 2* ha probabilita 3. Dunque, se By = {(t,t,t)} e
Ey ={(t,t,t), (t,t,c), (¢, c,t), (c,t,t)}, la probabilita richiesta ¢ data da
P(E1NEy) 1
P(E) | Ey) = ————F = —. *
(B | B) P(Ey) 4
v Ulteriori rilievi. Il problema considerato ¢ anche detto paradosso di Galton (Francis Galton, 1822-
1911, uno dei padri fondatori della statistica), in quanto il probabilista ingenuo ¢ portato ad affermare
che la probabilita richiesta sia pari a % .

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.

Fr(e) =5 (=) 1),

si determini la d.p. della v.a. trasformata Y = | X]|.

A Soluzione. La trasformata g(x) = |z| non ¢ biunivoca per z € | — 1, 1], anche se si puo esprimere
come somma di funzioni biunivoche su una partizione, ovvero g¢(z)= gi(z)+ g2(x) con
g1(z) = — 1)y /(z) e g2(x) = 21);((). Tenendo presente che

frly) = fx(91'(v) ‘d% gfl(y)‘ + fx(92' () % ggl(y)‘
ed essendo g7 (y) = —yegy'(y) =y,siha

fry) = - (1—27) 1.4((y) - *

N W

e Esercizio 3. Si consideri la v.a. assolutamente continua X; con d.p.
Fxi (1) = Lpo(a1) -

Data la v.a. trasformata Y = /X, si determini Var[Y].
A Soluzione. Perr = 0,1,... siha



, b 2
E[Y"] :/aﬁrd:c: ,
0

r+4+2
da cui
1
Var[Y] = E[Y?] - E[Y]? = 5 *

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. discreto X = (X1, X5, X3)" con f.g.p.

1 1 1\
Gx(t1,t2,t3) = (6 t + 3 to + 5753) ,

si determini Cov[ X7, X3].
& Soluzione. Si ha

8GX (t17 t27 t3)

2
BIX,] = — 2 Exy _ 9,
atl t1,ta,t3=1 3 8t3 t1,t,t3=1
€
E[X; X5] = DG b s) =1
e atlat3 t1,t2,t3=1 '

Dunque, risulta Cov[ Xy, X3] = — 1. >

v Ulteriori rilievi. Il v.via. X ¢ distribuito con legge Multinomiale di parametri n =4 e

p= (3,3, 3)". Quindi, si ottiene immediatamente che Cov[ X1, X3] = — npips = — 3. .

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>; tale che X, ¢ una v.a. con f.p.
data da

@) = (1= 1) 1)+ 2 1)

. P P P, :
Mediante 1'uso della f.g. si verifichi che X,, — 1 per n — oo. Si verifichi inoltre che la successione
non converge in media quadratica ad 1.

& Soluzione. Si osservi che

1 1
Gx, (1) = <1 — —)t+ — ¢t

n n

e, dal momento che ¢ € [0, 1], si ha

lim Gy, (t) =t.

Tenendo presente che Gx(t) =t implica che P(X =1) =1, si ha X, £ per n — oo e quindi

P )
X, — 1 pern — oo. Inoltre, risulta

limE[(X,, — 1)?] = limn = oo

n

e quindi la successione non converge in media quadratica. £

e Esercizio 6. Si consideri l'equazione differenziale stocastica



dXt - - 2Xtdt + 3dBt 5

con condizione iniziale Xy = 0, e se ne determini la soluzione.

& Soluzione. Risulta semplice verificare che il processo X = (X{)c(p[ ¢ un processo di It6. Si
consideri I'ulteriore processo di Itd Y = (Y})c(o o[> dOVe Y; = et & un processo deterministico. Dalla
formula di integrazione per parti, si ha

d(X:Y;) = e*d Xy + 2e* Xydt = *'( — 2X;dt + 3dBy) + 2¢* X;dt = 3e*'dB; ,

OVVero
t
e X, = / 3¢*dB, .
0
Dunque, la soluzione X = (X})c(o,1; dell'equazione differenziale stocastica ¢ tale che
t
X; =3¢ / e**dB; .
0

La soluzione poteva essere ottenuta immediatamente riconoscendo che l'equazione differenziale
stocastica ¢ quella relativa ad un processo di Ornstein e Uhlenbeck con i =2 e o = 3. &

v Ulteriori rilievi. Si osservi che fot 25dB, ¢ un integrale di Wiener e quindi, essendo
Jye*ds = L(e* — 1), ¢ una v.a. con legge Normale A(0, 1 (e* — 1)). Quindi, la v.a. X; ¢ distribuita
con legge Normale A(0, §(1 — e~)). ¢

e Esercizio 1. Un'urna contiene 20 palline rosse, 40 palline nere e 40 palline verdi. Una prima pallina
viene estratta dall'urna e viene accantonata senza osservarne il colore. Se una seconda pallina viene
estratta dall'urna, si determini la probabilita che sia rossa.

a Soluzione. Si indichi con F; l'evento relativo alla prima estrazione di una pallina rossa dall'urna,
mentre sia F l'evento relativo alla seconda estrazione di una pallina rossa. Si ha P(E;) = % e
P(E) = 2. Inoltre, P(E | Ey) = ¢ P(E | E{) = 2. Dal momento che gli eventi By ¢ Ef
costituiscono una partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si

ottiene

P(E) = P(E| E)P(E) + P(E | E\)P(E) = ; -

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
1
fx(z) = 5 el ,

si determini la d.p. della v.a. trasformata Y = X?2.

A Soluzione. Data la funzione g(z) = 22, I'immagine di R ¢ data da R*, ovvero g( ) = R*. Inoltre,
limmagine inversa dell'intervallo [0, y] ¢ l'intervallo [ —  /y, | /Y], ovvero g~ = [~ /¥ /Y

In questo caso, dal momento che la v.a. X ¢ assolutamente continua, si ha

Fy(y) = P(Y <y) = — VU VYD L0001 (¥) = (Fx(\/¥) = Fx( = /¥)1j0.00[(%) »

ovvero la v.a. Y ammette d.p. data da



1

2./i

1 —1/1
fr(y) = (Fx(Vy) + fx(= /) m Lj,o((y) = e Vg (y). -
e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
Fx (1, 22) = 602322150 1((21) L0 1((@2) Lpo 1 (w1 + 32)

si determini il valore atteso condizionato E[ X5 | X7 = x4].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X; ¢ data da

1—.’1}]
fx,(x1) = / 60xTxs 1o 1((21) dws = 3027 (1 — 1) L9 1((21) -
0
Dalla definizione di valore atteso della v.a. X, all'evento {X; = 1}, per z; € |0, 1] si ha

1= 29 2
EXo | Xy =2 = = dry = - (1 — . &
[Xa | X1 = 4] /0 x2 1= 1) T2 =3 (I—m)

e Esercizio 4. Si consideri la v.a. X tale che X = Zi;le, dove Y ¢ una v.a. distribuita con legge di
Poisson P(\), mentre le Zj, sono v.a. indipendenti e identicamente distribuite come la v.a. Z con
legge di Bernoulli B(1, p). Tenendo presente i risultati per le leggi composte, si determini la legge
della v.a. X.

a Soluzione. Le f.g. delle v.a. Y e Z sono Gy (t) = )Y e G4(t) = 1 — p+ pt, dacui

G)((t) = Gy(Gz(t)) = ePMt-1) |

Si deve concludere che la v.a. X si distribuisce con legge di Poisson P(p)). &

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>; tale che X, ¢ una v.a. con f.p.
data da

px,(z) = <1 - %) 1y (z) + % 1y ().

Mediante 1'uso della f.g. si determini la legge della v.a. X tale che X, £ X pern — oo.
A Soluzione. Si osservi che

1 1
Gx, (t) = (1 - —)H— — "

n n

e, tenendo presente che ¢ € [0, 1], si ha

lim GXn(t) =t.

. . . c
La precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X degenere nel valore 1, ovvero X, — 1. *

e Esercizio 6. Dato il moto Browniano (Bi)jy 1, si determini la legge dell'integrale stocastico

_rl
I—fomdBt

A Soluzione. Si noti che I ¢ un integrale di Wiener e che



|
/ dt =log2 < o0 .
01+Jf

Dunque, I ¢ una v.a. con legge Normale N (0, log2). *

e Esercizio 1. Una urna contiene 5 palline bianche e 3 palline rosse. Le 8 palline hanno la stessa
probabilita di essere estratte. L'esperimento aleatorio consiste nell'estrarre una pallina, che viene
reinserita nell'urna insieme a due palline del colore che non ¢ stato estratto. Successivamente, viene
estratta una seconda pallina dall'urna con 10 palline che hanno la stessa probabilita di essere estratte.
Se la seconda pallina estratta ¢ rossa, determinare la probabilita che la prima pallina sia rossa ¢ la
probabilita che la prima pallina sia bianca.

A Soluzione. Si denoti con F; I'evento che la prima pallina estratta sia rossa e con F, l'evento che la
seconda pallina sia rossa. Dunque, risulta P(E;) =2 e P(E; | Ey) = 5, mentre P(E{) =3 ¢

10° 8
P(E, | Ef) = 3, da cui per la Legge delle Probabilita Totali si ha

34

P(Ep) = P(Ez | E1)P(E1) + P(Bz | BY)P(Ef) = o .

Per il Teorema di Bayes risulta dunque

P(E; | EV)P(E) 9 : P(E, | EY)P(EY) 25
P(E) | Ey) = = — ,P(E]| Ey) = = —. )
(By | E2) P(E,) 31 DB E2) P(E,) 34
e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
fx(x) = e Ljgo0)()
si consideri la v.a. trasformata Y = cos(X) e si calcoli E[Y] e Var[Y].
A Soluzione. Si ha
! - 1 2 ! 2 —z 3
E[Y]= [ cos(z)e*dx == ,E[Y?] = [ cos(z)e "de=—,
0 2 0 5
da cui Var[Y] = L. *

20

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T con d.p.c.

1
fx(x1,20) = 7. € 2

(w1 +3)

si determini la d.p.c. del v.v.a. Y = (¥3,Y2)T con V1 = (X; + Xo)/V/2 e Yo = (X1 — X2)/ /2 e si
verifichi che le corrispondenti componenti sono indipendenti.

a Soluzione. Si ha la trasformata Y = g(X) dove ¢~ 1(y) = (31 + 12)/V/2, (y1 — y2)//2)T. Dal
momento che |J (g~ (y))| = 1, la d.p.c. & data da

1 1 1 1, 1 _1
fy(yl,y2) = % € FWi+) — \/? € W € W — le(?Jl)sz(yQ) .
™

\ 2T
Dunque, Y; e Y5 sono indipendenti. £
v Ulteriori rilievi. Si osservi che il v.v.a. Y ¢ distribuito con la stessa legge del v.v.a. X. In
particolare X e X5 sono v.a. indipendenti ciascuna distribuita con legge Normale A/ (0, 1). .



e Esercizio 1. Si consideri sei lanci indipendenti di un dado equilibrato e si determini la probabilita di
ottenere piu di una volta la faccia contrassegnata da due punti.

A Soluzione. Se la v.a. X rappresenta il numero di volte in cui si € ottenuta la faccia contrassegnata da
due punti nell'esperimento aleatorio, allora la v.a. X ¢ distribuita con legge Binomiale B(6, %)
Dunque, la probabilita richiesta ¢ data da

5\° /5\° 12281

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
fx(z) =1p (),

si determini la d.p. della v.a. trasformata Y = 4X (1 — X)).
a Soluzione. Considerata la funzione g(z) = 4z(1 — z), I'immagine dell'intervallo [0, 1] ¢ l'intervallo
[0, 1], ovvero g([0, 1]) = [0, 1]. Inoltre, 'immagine inversa dell'intervallo [0, y] ¢ data dall'unione degli

intervalli [0, y1] U [ys, 1], dove y; = 5(1 — /1 —y) e yo = 3(1 + /1 — y). Dal momento che la v.a.
X ¢ assolutamente continua, si ottiene

Fy(y) = P(Y <y) = (1 - P(X € Jy1,%20) 11— (9) ,
ovvero
Fy(y) = (1= Fx(y2) + Fx(¥1)) 1—ooj(¥) = (1 = /1 = 9) Lo 1) (y) + 110 (¥) »

per cui la v.a. Y ammette d.p. data da

1
= —1 . &
fr(y) o/l—u ” [0,1] (y)
v Ulteriori rilievi. Si osservi che g ¢ una funzione biunivoca sui due elementi B; =] — oo, %] e

B, =13, 00[ della partizione di R. Essendo g7'(y) = 3(1 — /1 —-y) e gz (y) = 5(1 + /1 —y), si
ha dunque equivalentemente

) = fx(g7'(v)) ‘j—y gfl(y)‘ + fx (92" () L (y)‘ = 2\/%—2/ L1 (y) - *

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

3
fx(z1,22) = 3 Ljo.0y (1) g2 gy (22)

si determini il valore atteso condizionato E[ X | X1 = z].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X; ¢ data da

(1- 95%) 10,1 (21) .

DN W

1
3
fx, (1) = /2 5 Loy(e1) dze =

Dalla definizione di valore atteso della v.a. X5 all'evento { X7 = x1}, per z; € [0, 1] si ha



dzy = (1+£U%). &

! 1 1
E[X2|X1:£L'1]:/2{132( 5

1—1x2)

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X5)T che ammette la seguente f.c.m.

it,—2t2—t2—t,t
ox(t1,ty) = e TR

se ne determini la legge.
a Soluzione. Posto t = (t1,t5)" la f.c.m. px ¢ data da

px(tr,ty) = eI
dove u = (1,0)T e
4 1
v = <1 2) |
Dunque, il v.v.a. X ¢ distribuito con legge Normale Multivariata N5 (p, X). &

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X, ),>1 tale che X,, ¢ una v.a. discreta
con f.p. data da

n—1 1
1{0}(1‘) + 5 1{n2}(ZL‘) .

px,(z) = -

Si verifichi che X,, 2> 0 per n — oo.
& Soluzione. Si ha

1
lim P(|X,| >¢)=1lim— =0,
n n n
P
ovvero X,, — 0 per n — oo. L)

e Esercizio 6. Se B = (B;):cr+ ¢ un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X});cr+ dove
t
X, = / eP dB, .
0

Tenendo presente la formula per l'integrazione stocastica per parti, si determini un'espressione
alternativa per il precedente integrale stocastico.
A Soluzione. Dall'espressione della formula per l'integrazione stocastica per parti con h(t) =1 e

g(x) = e” siha
t . 1 t 1 t
/eBsdBSZGB”0——/63”d8:€Bt—1——/€B'“'d8. *
0 2 Jo 2 Jo

v Ulteriori rilievi. Si noti che X ¢ una martingala, essendo un processo integrale di It6. Dunque,
risulta E[X;] = 0, da cui

1 t
E[e®] —1— 2 / E[e®]ds =0.
2 Jo

Si ponga f(t) = E[e?]. Al fine di determinare questo valore atteso ¢ sufficiente risolvere l'equazione
differenziale f' = 5 f con condizione iniziale f(0) = 1, che fornisce la soluzione f(t) = e2'. Dunque,



risulta E[e?] = e%t, un risultato coerente con il fatto che la v.a. e ¢ distribuita con legge Log-
Normale con parametri dati da 0 e \/E In generale, questa tecnica viene molto spesso adoperata per
ottenere media e varianza dello stato X; di un p.a. X = (X;)scr+ tale che

dXt = CL(Xt, t) dt + b(Xt, t) dBt

cona,b € Mry. In effetti, si ottiene
t
E[X:] = E[C] +/ Ela(Xs, s)] ds
0

e posto f(t) = E[X}], si ha l'equazione differenziale f'(t) = E[a(X},t)]. Questa equazione fornisce
banalmente soluzioni esatte nel caso in cui a(Xy,t) = ¢(t), ovvero E[X;] = E[C] + fo s)ds. Nel
caso in cui a(X¢,t) = ¢1(t) Xt + ¢2(t), 'equazione differenziale si riduce a f’(t ) = cl(t)f(t) + co(t)
con soluzione

E[X/] = AW (E[C] + /te_A(S)CQ(S) ds)

dove A(t) = [Jci(s ¢

e Esercizio 1. Uno studente puod accedere a due differenti corsi di laurea magistrale mediante esame di
ammissione. La probabilita di sostenere positivamente l'esame del primo corso ¢ pari a 0.6, la
probabilita di essere respinti all'esame del secondo corso ¢ pari a 0.2, mentre la probabilita di essere
respinti ad almeno uno dei due esami ¢ pari a 0.3. Determinare la probabilita che lo studente sia
accettato ad almeno un corso di laurea.

A Soluzione. Si denoti con E; l'evento che lo studente sia accettato al primo corso e con Fs I'evento
che lo studente sia accettato al secondo corso. Si ha P(FE;) =0.6 e P(E;) =1— P(ES) = 0.8,
mentre P(E{ U ES) = 0.3. Per la relazione di De Morgan si ha E{ U E{ = (E; N Ey)° e risulta

P(EyNEy)=1—-P(E{UES)=0.7.
Dunque, la probabilita richiesta ¢ data da

P(EyUEy) = P(E)+ P(Ey;) — P(E1NE,) =0.7. *

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.

fx(@) = 1py(2)
si consideri la v.a. trasformata Y = — log(X) e se ne determini la d.p.
a Soluzione. Dal momento che la trasformata g(x) = — log(z) ¢ una funzione misurabile biunivoca
con g (y) = e ¥ e che g([0, 1]) = [0, o[, si ha
fr(y) = e Lp(y) - *

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T con d.p.c.

™

si determini la media della v.a. Z = (X2 + X2):.



& Soluzione. Si ha

o o 1 .
E[Z] = / / (z3 + x%)% o o~z (@i+a3) deidxs .

Tenendo presente la trasformata in coordinate polari (21, 22)" = (y1cos(y2), y1sin(y2))T, dal momento
che [.7(g~(y)) = y1, si ha

1 00 p2T ) 711/2 1 00 ) 7ly2
E[Z] = o o s yre 2N dyidy, = 3 yie idy; =
—00

v Ulteriori rilievi. Considerando la trasformata in coordinate polari Y = (Y1, Y5)", si ha

N
;)

1 1
Ty (Y1, y2) = 5, b€ i 10,00 (1)L j0,20((42)

e, dal momento che Z = Y7, lad.p. di Z ¢ data da

2m 1 1, 1,
fz(z) = /0 o 267 L aol(2) dys = ze 2 1 ogi(2) -

Dunque, la v.a. Z ¢ distribuita con la cosiddetta legge di Rayleigh e di nuovo si ha

E[Z] = / e i dy = |~ .
0 2

e Esercizio 4. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, si distribuisce con legge

Esponenziale G(0, (n + 1)/n,1). Si verifichi che X, £ x per n — oo, dove X ¢ una v.a. che si
distribuisce con legge Esponenziale G(0, 1,1).
A Soluzione. La fir. della v.a. X, ¢ data da

Fy,(z) = (1 —e 1) 1 ((2)
da cui

lim Fx, () = (1 — ™) 1 o/(@) ,
c
ovvero X, — X per n — oo. *

e Esercizio 5. Dato il moto Browniano B = (Bj)scjo| €d il p.a. M = (M;)ico0 tale che
M, = B; — at dove a € R, si determini la costante a in modo che M sia una martingala.
A Soluzione. Per ogni ¢ si ha

[2t
E[|M:|] = E[|B: — at|] < E[|Be| + |at|] = E[| B[] + |at| = 4/ — + |alt .

Dunque, deve essere a < oo. Inoltre, dalla definizione di martingala si ha

E[M, | 7s) = E[B; — B; + B | 5| — at = E[B, — Bs | 5] + E[Bs | Fs] — at
=E[B;— Bs|+ Bs —as—a(t—s) = Mg+ a(t—s).

Quindi, affinche M sia una martingala deve risultare a = 0. *



e Esercizio 6. Dato il moto Browniano (B;)jy 1, si determini la legge dell'integrale stocastico

[ = [ t3dB,.
A Soluzione. Si noti che I ¢ un integrale di Wiener e che foltﬁdt = % < 00. Dunque, I ¢ una v.a. con
legge Normale N (0, 1). *

e Esercizio 1. Un atleta di una disciplina sportiva viene selezionato per il controllo antidoping. La
probabilita che un atleta di questa disciplina faccia uso di doping ¢ pari a 0.07, mentre il test per il
controllo del doping fornisce un risultato positivo con una probabilita pari a 0.96 se un atleta ¢
effettivamente dopato e con una probabilita pari a 0.05 se un atleta non ¢ dopato. Se il controllo
antidoping per l'atleta selezionato fornisce un risultato negativo, si determini che l'atleta abbia
comunque fatto uso di doping.

A Soluzione. Si indichi con F; I'evento che un atleta della disciplina faccia uso di doping, mentre sia
E T'evento che il test abbia fornito un risultato negativo. Si ha P(E;) = 0.07 ¢ P(EY) = 0.93. Inoltre,
risulta P(E | E;) =1— P(E°| E;) =0.04 e P(E | Ef) =1— P(E°| E{) = 0.95. Dal momento
che gli eventi I/} e Ef costituiscono una partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge
delle Probabilita Totali si ottiene

P(E) = P(E | E\)P(E)) + P(E | E{)P(EY{) = 0.8863 .
La probabilita richiesta ¢ quindi data da

P(E | E1)P(E)
P(E)

P(E, | E) = ~ 0.0032 . »

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con d.p.
fx(z) =1p (),

si determini la d.p. della v.a. trasformata Y = min(X, 1 — X).
a Soluzione. Considerata la funzione g(z) = min(z, 1 — ), l'immagine dell'intervallo [0, 1] ¢ data

dall'intervallo [0, ], ovvero g([0,1]) = [0, 5]. Inoltre, l'immagine inversa dell'intervallo [0,y] ¢

I'unione di due intervalli [0, y] U [1 — y, 1], ovvero g~1([0,%]) = [0,1] \ ]y, 1 — y[. In questo caso, dal
momento che la v.a. X & assolutamente continua, si ha

Fy(y)=PY <y)=(1-PX ey, 1 —yD)L_ () =1 - Fx(1—y)+ Fx(y) L1 (®),
ovvero la v.a. Y ammette d.p. data da

fr) = (x(L=y) + fx(®) 1 yy(y) = 21 4 (y) -
Dunque, la v.a. Y ¢ distribuita con legge Uniforme su [0, 3]. *
e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx (w1, 29) = 4x1229 119 1) (1) 10,17 (22)

si determini P( Xy < Xj).
& Soluzione. Si ha

L prx 1 1
P(XQ < Xl) = / / 4$1$2 dxldxz = 2/ x? d:,zjl = 5 . KX
0 JO 0



¥ Ulteriori rilievi. Si osservi che
1 ZTo
P(XQ > Xl) = / / 4$1$2 d$2d$1 = P(XQ < Xl)
0 JO

e dal momento che gli eventi {X> < X;} e {Xs > X} formano una partizione di R?, deve risultare
necessariamente P(X, > X;) = P(X, < X1) = 3. .

e Esercizio 4. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>4 tale che X, ¢ una v.a. con f.p. data da

1 1 1 1 1
px,(z) = 1 1ioy(x) + 3 1y (x) + (Z - ﬁ) 1ig) () + - 1,y ().

Mediante 1'uso della f.g. si determini la legge della v.a. X tale che X, £ x per n — oo.
A Soluzione. Si osservi che

1 1 1 1 1
GXn(t):Z-i-it-i-(Z—E)tQ-f‘ﬁtn

e, tenendo presente che ¢ € [0, 1], si ha

1 1 1
li t)=-+t+-t.
im G x,(t) 1T ott g
La precedente espressione fornisce la f.g. di una v.a. X distribuita con legge Binomiale 5(2, %) *

e Esercizio 5. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)cjor) ed il p.a. M = (M;)epr tale che
M, = eP . Mediante la formula di Ito, si verifichi se M & una martingala.
& Soluzione. Dalla Formula di It6 con g(z) = e”, si ha

1
dM, = deP* = P dB, + 3 eBrdt .

Dunque, M ¢ un processo di Itd con a; = e’ e 5, = % eP, ovvero non & una martingala dal momento

che il p.a. & = (aut)sefo,7) non € identicamente nullo. *

e Esercizio 6. Si consideri l'equazione differenziale stocastica
dX; = cos(t)dt + 2d B;

con condizione iniziale Xy = 0 g.c. e se ne determini la soluzione. Si calcoli inoltre E[X;] ¢ Var[X].
A Soluzione. Dalla definizione di processo di Ito si ha

t t
X = / cos(t) ds + 2/ dB; = sin(t) + 2B; .
0 0
Inoltre, per le proprieta del moto Browniano si ha

E[X;] = sin(t) + 2E[B;] = sin(t) , Var[X;] = 4Var[B;| = 4t . *

e Esercizio 1. Dato lo spazio probabilizzato (2, F,P), si consideri gli eventi indipendenti
El, EQ, E3 € F tali che P(El) = P(EQ) = P(Eg) = % Si determini P(E1 U E2 U Eg)
A Soluzione. Si ha



P(EyUE;UE3)=1—P((E1UEyU E3)°) .
Dalla relazione di De Morgan e dall'assunzione di indipendenza risulta inoltre

2

3
e | , 19
P(E\UEy,UE;)=1—P(ESNESNES) =1— P(ES)P(ES)P(ES) =1— (-)

=—. &
27

3

e Esercizio 2. Un algoritmo di “antispam” classifica come “sospetti” 1 messaggi di posta elettronica
che contengono certe parole chiave. Al fine di allenare l'algoritmo, si genera messaggi che sono
“spam” con probabilita pari a % Inoltre, la probabilita che un messaggio spam sia sospetto ¢ pari a 1%,
mentre la probabilita che un messaggio non spam sia sospetto ¢ pari a ﬁ. Si determini la probabilita
che un messaggio sospetto sia effettivamente spam.

A Soluzione. Si denoti con E; I'evento che un messaggio sia spam e con Fs I'evento che un messaggio
sia sospetto. Dunque, si ha P(E;) =32 e P(E{) =2, mentre risulta P(E,|E) = ¢

10
P(Ey | Ef) = 7. Per la Legge delle Probabilita Totali si ha

100°
: , 68
P(E2) = P(Ex | E)P(E) + P(Bz | F)P(E;) = 00 = 0.544.
Per il Teorema di Bayes si ha dunque
P(Ey | E1)P(E 135
P(E | By) = (Bz | E)P(EY _ 135 ) 9096 *

P(Es) 136

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx (@, m2) = €777 L oo (1) 1jp,00( (22)

e considerata la v.a. trasformata Y = (X7 + X5)(X; — X3), si determini E[Y].
& Soluzione. Si osservi che

fx(@i,@2) = fx,(21) fx,(22) 5
dove fx,(z1) =e " 1((71) € fx, = fx,. Le v.a. X; e X sono dunque indipendenti con legge
Esponenziale G(0, 1, 1). Dal momento che

B[X? :/O 226 day = T(3) =2,

si ha
E[Y] = E[X} - X3] = E[X}] - E[X}] = 0. *

¥ Ulteriori rilievi. Si osservi che il risultato poteva essere immediatamente ottenuto dal momento che
X; £ X, e quindi X2 £ X2, da cui E[X2] = E[X2]. ¢

e Esercizio 1. In una famiglia vi sono due bambini. Assumendo che i1 generi siano ugualmente
probabili, si determini la probabilita che entrambi i bambini siano maschi. Inoltre, se un bambino ¢
maschio, si determini la probabilita che anche I'altro bambino sia maschio.

A Soluzione. Indicando con M e F' rispettivamente 1'evento elementare che un bambino sia maschio o
femmina, si ha lo spazio fondamentale 2 = { M, F'}, da cui si ottiene lo spazio fondamentale prodotto



QQ:{(M,M),(M,F),(F,M),(F,F)}.

Si assuma l'assegnazione di probabilita di Laplace su 2. Indicando con E; l'evento che uno dei
bambini sia maschio e con E5 1'evento che anche 1'altro bambino sia maschio, si ha

P(E/ N By) = P({(M, M)}} = ;.

Inoltre, si ha
P({(M,M)}} _ /4 1

PUE B = 50t a0y U (0L ) U((F.a0)) 3/~ 3" *

e Esercizio 2. Un'urna contiene palline di quattro colori, ovvero bianco, nero, rosso e giallo. Se le
palline dei vari colori sono in uguale proporzione nell'urna ed estraendo con reinserimento cinque
palline, si calcoli la probabilita che due palline siano bianche e una pallina nera.

A Soluzione. Se la v.a. X rappresenta il numero di palline bianche estratte, la v.a. X5 il numero di
palline nere estratte e la v.a. X3 il numero di palline estratte dei restanti colori, si consideri il v.v.a.
X = (X3, X5, X3)". Quindi, X ¢ distribuito con legge Multinomiale di parametri 5 ¢ (§, 1, 5)". Se px
¢ la f.p.c. del v.v.a. X, la probabilita richiesta ¢ data da

- (L) O -5 :

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
1
Ix(z1,22) = 93_2 1]0,;1;2[(331)1}0,1[(372) )

si determini il valore atteso condizionato E[ X5 | X7 = x4].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X; ¢ data da

1
1
fx, (z1) = / = 1((z1) doy = —log(z1)1)01((21) -

Dalla definizione di valore atteso condizionato della v.a. X, all'evento {X; = 1}, per x; € ]0,1] si
ottiene

1 d 1—x
To = — .
—log(x1)) log(z1)

1
E[Xg ‘ X1 :l'l] = / T9

Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X5, X3)T che ammette la seguente f.c.m.

@X(tb t27 t3> — eiétTEXt )

dovet = (t1,t2,t3)7 €

si determini le leggi dei v.v.a. Y = (X1, Xo)T e Z = (Xy, X3)T.
A Soluzione. Per le proprieta della f.c.m. si ha



_ 1.7
©y(51,52) = px(s1,82,0) = e 2% 7%
gOZ(Sl’ 82) = (pX<07 S1, 82) = e_%STEZS )

10 1 -1
we(o )= (400)

Dunque, il v.v.a. Y ¢ distribuito con legge Normale N5(0, Xy ), mentre il v.v.a. Z ¢ distribuito con
legge Normale N5 (0, X'). *

dove s = (s1,59)T e

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. (X,,),,>1 tale che X, ¢ una v.a. con f.p. data da
an (aj) = (1 - e_n) 1{0} (aj) + e_n 1{TL} ('CC)
2
e si verifichi che X, N 0 per n — oo.
4 Soluzione. Si ha E[X,,] = ne " e E[X?] = n%e ™", da cui

limE[X,] = limE[X?] =0,
n n
ovvero si ottiene la convergenza in media quadratica. &

Esercizio 6. Si consideri il processo di It6 X tale che d.X; = 2dt + dB;. Inoltre, si consideri la
funzione g(z) = 3. Si determini l'espressione di dg(X;).
A Soluzione. Si osservi che

t t
0 0

Dalla formula di It6 si ha dunque

dX} = 3X}dX; + 3X;dt = 3(1 + 4t + 2B;)dt + 3(2t + B;)*dB; . &

e Esercizio 1. Si consideri un mazzo ordinario di carte da gioco composto da 52 carte, da cui vengono
estratte carte ad una ad una, senza reinserimento e in modo casuale. Si determini la probabilita di
estrarre 3 o piu carte dal mazzo prima di ottenere un asso.

A Soluzione. Si indichi con E; l'evento che la prima carta estratta non sia un asso e con Fs I'evento

che la seconda carta estratta non sia un asso. Si ha P(Ey) = 35 ¢ P(E, | Ey) = 3. La probabilita
richiesta ¢ dunque
188

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con fir.
P}
Fx(z)=(1—-¢€e")1)u(z),

si verifichi che effettivamente F'y ¢ una fir. e si calcoli E[X].



a Soluzione. La fir. Fy ¢ assolutamente continua dal momento che Fx(z) = [*_ fx(u)du, dove la
versione della d.p. puo essere scelta come

.3

fx(z) = 3xde™™ 1}0700[(35) )

In effetti, F'y ¢ una f.r. dal momento che 0 < Fy(z) < 1le %F x () > 0. Inoltre, risulta
> 3 _—ab > —— 4
EX]=3 ] z’¢® dax= xie "dr=T-|. *
0 0 3

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx (21, 29) = L9 11x)0,1 (71, 2) ,

si determini media e varianza della v.a. Y = log(X; X5).
& Soluzione. Dal momento che

Ix (21, 22) = Lo 1(21) Lo 1)(22)

allora X; e X5 sono v.a. indipendenti e ugualmente distribuite con legge Uniforme su [0, 1]. Inoltre, si
haY = log(X;) + log(X32). Dunque, dal momento che

1
Ellog(1)] = Ellog(X2)] = [ logla)dz = —1.

siha E[Y] = — 2. Inoltre, si ha

Eflog(X))2] = Eflog(X,)?] = /0 log(z)? da = 2

e Var[log(X)?] = Var[log(X2)?] = 1, da cui Var[Y] = 2. *

e Esercizio 4. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, possiede f.r. data da

FXH(:E) = (1 - (1 - w/n)n) l}O,n[(x) + 1[n,oo[(x) :

Si determini la legge della v.a. X tale che X, £ x .
& Soluzione. Per ogni = € | — 00, 0] si ha banalmente lim,, F'x, (x) = 0. Inoltre, per ogni = € ]0, 0o si
ottiene

liTanFXn (z) = 1i7an(1 —(I=2/n)")=(1-e")1g(z) .

Dunque, Fy, (z) converge alla fr. Fx(z) = (1 —e™")1j (7). Quindi, la legge della v.a. X ¢
Esponenziale ridotta. £

e Esercizio 5. Dato il moto Browniano (B;);c[o,oc[, assumendo che s < t, si calcoli E[By(B; — By)].
A Soluzione. Per le proprieta del moto Browniano, risulta

E[Bs(B; — Bs)| = E[BsJE[B; — B;] =0,
dal momento che E[B;] = E[B; — B;] = 0. £



e Esercizio 6. Tenendo presente la generalizzazione del moto Browniano integrato, se B = (By)cr+
¢ un moto Browniano, si consideri il p.a. X = (X}):cg+ con

t
X = / 2sB,ds .
0

Si determini la legge relativa alla v.a. Xj.

a Soluzione. Dalla definizione di generalizzazione del moto Browniano integrato con f(s) = 2s, si
ha

¢
h(t) :/23ds:t2,
0

da cui
/Ot(h(t) — h(s))?ds = /Ot(t2 — %2 ds = 1 0.

La v.a. X; ¢ dunque distribuita con legge Normale N\ (0, %) &

e Esercizio 1. Si considerino due urne, tali che la prima urna contiene tre palline nere e una rossa,
mentre la seconda urna contiene una pallina nera e una rossa. Si determini la probabilita di ottenere
una pallina nera, selezionando casualmente un'urna e successivamente estraendo una pallina. Se la
pallina ottenuta ¢ nera, si determini la probabilita che provenga dalla prima urna.

A Soluzione. Si indichi con E; I'evento relativo alla selezione della prima urna, mentre sia £ I'evento
relativo all'estrazione di una pallina nera. Si ha P(E;) = P(E{) = 1. Inoltre, P(E | E;) =2 e
P(E | E{) = 5. Dal momento che gli eventi £y ¢ Ef costituiscono una partizione dello spazio
fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

P(E) = P(E| E)P(E) + P(E | E)P(E) = -

Inoltre, dal Teorema di Bayes si ha

P(E, | E) = P& |PE(1E)§D(E1) = g *

e Esercizio 2. Data la v.a. discreta X che ammette la seguente f.p.

1/ 2
px(z) = ;( )1{—2,—1,0,1,2}(1’) )

]

si determini Var[X].
& Soluzione. Si ha

per cui



Var[X] = E[X?] = _i;; (é‘) _ % | -

e Esercizio 3. Si consideri il v.v.a. assolutamente continuo X = (X, X5)T. La v.a. X ¢ distribuita
con legge Esponenziale ridotta, mentre la d.p. condizionata della v.a. X, all'evento {X; = x;} ¢ data
da

fX2|X]:£L'] (':CQ) = xle_m]w? 110500[(:1:2) :

Si determini la d.p. della v.a. X5.
A Soluzione. La d.p. della v.a. X; ¢ data da

fxi(@1) = €7 Ly (1)
e quindi la d.p.c. del v.v.a. X ¢ data da
fx(z1,m2) = 21”7 1y o ((21) 10 00 (T2) -

Dunque, la d.p. della v.a. X, ¢ data da
1

71)2 1]0700[(.%2) . *

Ix, (w2) :/0 rie T g o (w2) doy = o T

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. X = (X1, X5, X3)T che ammette la seguente f.c.m.

142 42 42 .
_ — = (t5+t5+t5)—2t1to+ 31t
(Px(tl,tg,t3)_e 5 (HHE3+83) —2tita+ its

si determini la legge della v.a. trasformata somma Y = X; + Xy + Xj.
A Soluzione. Per le proprieta della f.c.m. si ha

Py (t) = px(t,t,t) = 73
Dunque, la v.a. trasformata somma Y ¢ distribuita con legge Normale A/ (3, 6). &

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>; tale che la f.p di X, ¢ data da

n—1 1

px, () = —
Considerata l'ulteriore successione di v.a. (Y},),>1 tale che Y,, = X,/ \/ﬁ, si verifichi che Y, il 0.
A& Soluzione. La f.c. della v.a. X, é data da

-1 1 .
ox, () = —= 4 = eVn,
n n

da cui per le proprieta della f.c. si ottiene
-1 1 .
py, () = px, (t//n) = — + et

n

Dunque, risulta

lim @y, (t) =1 ,
n



ovvero, dal momento che la precedente espressione fornisce la f.c. di una v.a. degenere concentrata sul
. c e
valore 0, si ha Y,, — 0 per n — oo. Dal momento che la convergenza in distribuzione verso una v.a.

T . dey P
degenere implica la convergenza in probabilita, si ha anche Y,, — 0. )

e Esercizio 6. Sia dato il moto Browniano B = (Bi);cjor ed il p.a. M = (M;)epr tale che
M, = %Bf’ — tBy;. Calcolando il differenziale stocastico di M, si verifichi che questo p.a. ¢ una
martingala.

# Soluzione. Dalla Formula ridotta di Itd con dX; = dB; e g(z,y) = 32° — 2y, siha

dM; = dg(B;,t) = (B? —t)dB; .

Dunque, M ¢ un processo di Itd con o = (au)icjor) € B = (Bt)icjor) dove ay =0 e [ = B? —t,
ovvero & una martingala dal momento che il p.a. « ¢ identicamente nullo, mentre 3 € M2 essendo

T T o7
E[fy (B} —t)* dt] =/ E[(B? —t)7] dt:/ 22 dt = = <. *
0 0

e Esercizio 1. Si consideri I'esperimento aleatorio che consiste nel lanciare un dado equilibrato 8 volte
in modo indipendente. Si determini la probabilita di ottenere almeno una volta la faccia contrassegnata
da 6 punti.

A Soluzione. Se la v.a. X rappresenta il numero di volte in cui si € ottenuta la faccia contrassegnata da
6 punti, allora X ¢ distribuita con legge Binomiale 3(8, %) La probabilita richiesta ¢ data da

8
P(XZl)zl—P(X:())zl—(%) ~ 0.7674 . *

e Eisercizio 2. Data la v.a. mista X con fi.r.
T
Fx(x) = 3 Lo1(2) + L o)

si determini E[X].
A Soluzione. La f.r. F'x puo essere scritta come

Fy(z) = g Fy(z) + % Foo(a).,

dove
Fy(r) = 1[1700[(1:) s Fue() = xl[o,l[(l’) + 1[1,:>c[(l’) .

Dunque, si ha

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx(x1,m2) = 429 1) oo (21)1)0 i [(T2)

si verifichi che fy ¢ effettivamente una d.p.c.



A Soluzione. Si ha fy(x1,12) > 0 per ogni (z1,22) € R%e

/ / fx(z1,29) dridxy :/ / 4ay dz1dTs :/ 2e i dr, =1.
—00J —00 0 0 0

Quindi, fx ¢ una d.p.c. -

e Esercizio 4. Dato il v.v.a. discreto X = (X1, X3)" con f.g.p.

2 1 2 \"
GX(t17t2at3>:(g+gtl+gt2> ,

si determini la legge della v.a. trasformata Y = X; + Xo.
A Soluzione. Dal momento che

Gy (t) = Gx(t1) = (% + §t> v

lav.a. Y ¢ distribuito con legge Binomiale di parametrin = 10 e p = % )

e Esercizio 5. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>2 definite sullo spazio probabilizzato
(Q, F, P), tale che la v.a. X,, ammette f.d. data da

n
an(:E) = 5 1}1—1/n,1+1/n[($) .
Si verifichi che X,, = 1.
a Soluzione. Si ha
) 1+1/n ) 1
E{(X, —1)7 = 1V Zde = —
(X, — 1)) // (o175 dr= o
Dal momento che
limE[(X, — 1)?] = lim B :
n n 3n2

. .. . . - P
si ha la condizione sufficiente per la convergenza in probabilita ad una v.a. degenere, ovvero X,, — 1.

La convergenza in probabilita implica la convergenza in distribuzione e dunque si ha X,, — 1. *

e Esercizio 6. Dato il moto Browniano (By)( 7, si determini l'espressione di d(t*B;).
A Soluzione. Applicando la formula semplificata di integrazione stocastica per parti, ovvero

A((1)g(B)) = P (D)g(By) b+ h(1)g (B) By + 3 h(0)g'(By)di

con h(t) =t* e g(x) = x,siha
d(t*B;) = 2tB, dt +t*dB; . &

e Esercizio 1. Una sperimentazione clinica ha verificato che un vaccino ¢ efficace contro un primo
virus con probabilita 0.55 e contro un secondo il virus con probabilita 0.65. Inoltre, il vaccino si ¢



dimostrato efficace contro almeno uno dei due virus con probabilita 0.80. Si determini la probabilita
che il vaccino sia efficace contro entrambi 1 virus.

A Soluzione. Si assuma che FE; rappresenti I'evento che il vaccino sia efficace contro il primo virus e
che FE5 rappresenti l'evento che il vaccino sia efficace contro il secondo virus. Dunque, risulta
P(Ey) = 0.55, P(E3) = 0.65 ¢ P(Ey U Ey) = 0.80. La probabilita richiesta ¢ data da

P(ElmEQ) :P<E1)—|—P(E2) —P(E1UE2) =0.40. -

e Esercizio 2. Un dado bilanciato viene lanciato 10 volte in modo indipendente. Si determini la
probabilita che nei 10 lanci si verifichi 2 volte la faccia con un punto, 1 volta la faccia con due punti, 3
volte la faccia con tre punti punti, 1 volta la faccia con quattro punti, 2 volte la faccia con cinque punti,
1 volta la faccia con da sei punti.

A Soluzione. Se la v.a. X}, rappresenta il numero di volte che si verifica la faccia con k punti, si

consideri il v.v.a. X = (X1,..., Xg)T. Dunque, il v.v.a. X ¢ distribuito con legge Multinomiale di
parametri 10 e (%, e %)T. Se px rappresenta la f.p.c. del v.v.a. X, la probabilita richiesta ¢ data da
10 1\" 10! 175
2,1,3,1,2,1) = — = = ~ (0.0025 . &
px(2,1,3,1,2,1) (2 1312 1) <6) 2ITI3II2I11610 — 69984

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

2
1+z+ 2

fx(z1,20) = (

)3 1}0,oo[><]0700[<371, ‘/'UQ) D

si determini il valore atteso condizionato E[ X5 | X7 = x4].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X; ¢ data da

00 P 1
fx, (1) :/o 0% 1 2a) L) 00((71) d2 = RETRE Ljg,00((21) -

Dalla definizione di valore atteso della v.a. X, all'evento { X; = x4}, per 21 € ]0, oo] si ha

2(1 +331)2
142+ 332>3

E[X2|X1:{131]:/ .7132( drs =1+ xq . -
0

e Esercizio 4. Si consideri la successione di v.a. (X,,),>1 tale che la v.a. X, possiede f.r. data da

[na?

Fx, (z) = Lyg1p(x) + L oop()

dove |z | denota il piu grande numero intero minore o uguale a . Tenendo presente la definizione di

convergenza in legge, si determini la legge della v.a. X, tale che X, L x per n — oo.

a Soluzione. Si osservi che per ogni x € | — 00, 0] si ha lim, Fx () = 0 e per ogni x € [1, 00 si ha
lim,, Fx, (x) = 1. Inoltre, risulta 0 < nz? — |nz?] < 1, da cui

lnz?] 1

< —
n n

0< P
e perogni x € ]0,1[ si ha

2
lim Fy (x) = lim 229 — 42
n n n



Dunque, si ottiene infine che
Fx(z) = #°Lj91((z) + 11 ()

ovvero la v.a. X ¢ distribuita con legge Beta BE(0, 1,2, 1). *

e Esercizio 5. Dato il v.v.a. X = (X1, X5, X3)T che ammette la seguente f.c.m.

px(ti, ta, ts) = e i —ti=2htmit
si determini la legge della v.a. trasformata somma Y = X; + X, + X5.
A Soluzione. Per le proprieta della f.c.m. si ha

oy (t) = px(t,t,t) = e 71

Dunque, la v.a. trasformata Y ¢ distribuita con legge Normale A/( — 1, 22). *

e Esercizio 6. Si consideri l'equazione differenziale stocastica
dX; = sin(t) dt + 2dB;

con condizione iniziale Xy = 0 g.c. e se ne determini la soluzione.
A Soluzione. Dalla definizione di processo di Ito si ha

t t
X = / sin(s) ds —1—/ 2dB; = —cos(t)+2B;. *
0 0

e Esercizio 1. Un'urna contiene cinque palline rosse e quindici palline nere. Una pallina viene estratta
casualmente e ne viene osservato il colore. Successivamente la pallina estratta viene di nuovo inserita
nell'urna insieme a cinque palline dello stesso colore. Infine, una pallina viene estratta dall'urna con la
nuova composizione di palline. Si determini la probabilita che questa pallina sia rossa.

A Soluzione. Si indichi con F; I'evento relativo all'osservare una pallina rossa alla prima estrazione,
mentre sia £ l'evento relativo all'osservare una pallina rossa alla seconda estrazione. Si ha P(F;) = i
e quindi P(EY) = 2. Inoltre, P(E | E1) = 2 ¢ P(E | Ef) = +. Dal momento che gli eventi By e E
costituiscono una partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si
ottiene

P(E) = P(E | B\)P(Ey) + P(E | E)P(Ef) = ;. »

e Esercizio 2. Data la v.a. assolutamente continua X con fir.

3
Fy(z) = 1(372 —2*/3) L gi(2) + 1 ef(2) ,
si verifichi che effettivamente F'y ¢ una fir. e si calcoli E[X].

a Soluzione. La fir. Fy ¢ assolutamente continua dal momento che Fx(z) = [*_ fx(u)du, dove la
versione della d.p. puo essere scelta come

3

fx(z) = 2 (2z — .732) 1}072[(33) )



In effetti, F'x ¢ una fir. dal momento che 0 < Fy(z) <1, ¢ %Fx(&?) > 0 in quanto 2z — 22 > 0 per
x € )0, 2[. Inoltre, risulta

E[X]:/Ooox—(2m—x2)dx:1. *

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

1

fx(ar, @) = 5 e dtd)
™

e 2 ,

Xi+Xo X1-Xy )T

si determini la d.p.c. del v.v.a. trasformato Y = (Y3, Y3)" = (2522, =45
a Soluzione. Siha Y = (Y1,Y3)" = g(X), dove g ¢ dato dal diffeomorfismo g(z) = (852, “5%)T.
Dal momento che g~ ' (y) = (y1 + y2,y1 — y2)", allora si ha

1 1
w(t 1)z

1
Fr(yr,y2) = — e~ Witud) | o
T

(g~ ()] =

Dunque, si ottiene

e Esercizio 1. Un test ematico rivela correttamente una patologia con probabilita pari a 0.95. La
proporzione di persone che soffre di questa patologia in una certa popolazione ¢ pari a 0.01. Se una
persona scelta casualmente effettua il test, si determini la probabilita che il test sia positivo alla
patologia.

a Soluzione. Si indichi con E; l'evento relativo all'osservare una persona che soffre della patologia,
mentre sia F l'evento relativo alla positivita del test. Si ha P(E;) = 0.01 e quindi P(E{) = 0.99.
Inoltre, P(E | Ey) = 0.95 ¢ P(E | Ef) = 0.05. Dal momento che gli eventi E; e E{ costituiscono
una partizione dello spazio fondamentale, applicando la Legge delle Probabilita Totali si ottiene

P(E) = P(E | E\)P(E,) + P(E | ES)P(E) = 0.059 . *

e Esercizio 2. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.
fx (21, 29) = L9 11x70,1 (71, 2) ,

si determini la varianza della v.a. Y = X3 X3.
& Soluzione. Dal momento che fx(z1,29) = fx(z1)fx(x2), le v.aa. X7 e Xy sono indipendenti e
distribuite con la stessa legge Uniforme BE(0, 1,1, 1). Inoltre, per € N si ha

1

EIX]] = ELX = — .

da cui
1
E[Y] = E[XJE(XE) = - .

e quindi



Var[Y] = E[X9)E[XY] — E[Y]® = % . *

e Esercizio 3. Dato il v.v.a. assolutamente continuo X = (X1, X5)T che ammette la seguente d.p.c.

fx (@1, 22) = 1023w 1) 1(21) Lyg 4, (22)

si determini il valore atteso condizionato E[ X5 | X7 = x4].
A Soluzione. La d.p. della v.a. X; ¢ data da

fx (1) = / 1033%:@ Ly oof(z1) dTo = 5x% 10 o0f(Z1) -
0

Dalla definizione di valore atteso della v.a. X5 all'evento { X7 = x1}, per z; € ]0, 1] si ha

102229 2 .
Ty = - T7.
Sri 2737

E[XQ ’ Xl = $1] = / )
0

e Esercizio 4. Si consideri la successione di v.a. indipendenti (X,,),>1 tale che X,, ¢ una v.a. discreta
con f.p. data da

n?—1

1

) e 1 P ) e g . .
Si verifichi che X,, — 0 e X, <0 per n — oo. Si verifichi anche che X, non converge in media
quadratica a 0.

a Soluzione. Si ha

. o1
1ITIZHP(|X”| >¢g) = hrrlnﬁ =0,

P .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Inoltre, si ha

o0 [e.e] 1
P(IXu >e) =Y = =¢(2) = < oo,
=1

T

q.c. . .
ovvero X,, — 0 per n — oo. Tuttavia, risulta

e?n
limE[X?] = lim — = oo,
n n n

e dunque X, non converge in media quadratica a 0. £

e Esercizio 5. Dato il moto Browniano (By)e[o [, assumendo che s < ¢, si calcoli E[B,B}].
a Soluzione. Si ha

E[B,Bf] = E[B;(B; — B, + B,)’] = E[B,(B; — B,)* + 2B;(B; — B;) + B] .
Per le proprieta del moto Browniano, risulta
E[B,B] = E[BJJE((B, — B,)’] + 2E[B(JE[B, — B,] + E[B]] = 0,
dal momento che E[B;] = E[B3] = 0, E[(B; — B;)?] =t — se E[B; — B, = 0. *



e Esercizio 6. Sia dato il moto Browniano B = (Bi)icjor) ed il p.a. M = (M;)icoq tale che

M, = e%tsin(Bt). Calcolando 1l differenziale stocastico di M, si verifichi che questo p.a. ¢ una
martingala.

a Soluzione. Dalla Formula ridotta di Itd con dX; = dB; e g(z,y) = e2¥sin(z), si ha
th = dg(Bt, t) = G%tCOS(Bt) dBt .

Dunque, M ¢ un processo di Itd con o = (¢ )scpo,r) € 8 = (Bt)iejo,r) dove ay =0 e B = e%tcos(Bt),
ovvero ¢ una martingala dal momento che il p.a. « ¢ identicamente nullo, mentre 3 € M3 essendo

T T
E[[!er'cos(By) dt] = / Elez'cos(B;)] dt < / et dt =2(e?’ —1) < 00. *
0 0



