1 — INTRODUZIONE

Viene presentata una forma compatta di rappresentazione e calcolo per deri-
vate seconde di funzioni composte. Si applica tale forma al calcolo delle derivate suc-
cessive di funzioni definite implicitamente mediante una equazione o un sistema di e-

quazioni, nonche al calcolo del differenziale secondo di tale tipo di funzioni.

2 —NOTAZIONI E RICHIAMI PRELIMINARI

Lettere minuscole: x indicano valori o variabili reali, lettere maiuscole: X
indicano vettori o variabili vettoriali.
Dati i vettori X = (z1,22,...,2,) € R" e Y = (y1, 92, ..., ¥p) € R?, indi-

cheremo con (X|Y) il vettore (z1, X2, ..., T, Y1, Y2, -y Yp) € R

Data f:R — R,z — y si indica con D(f(z)) = g—z = y'(x) la derivata
della funzione y = f(z).

Data f: R — R",z — Y siindica con D(f(z)) = % =Y'(z) la deri-
vata del vettore Y(z) = f(z).

Data f:R™ — R, X — y si indica con D(f(X)) = % = Vf(X) il
vettore gradiente della funzione y(X) = f(X).

Data f:R" — R, X — Y si indica con D(f(X)) = % = J¢(X) la

matrice Jacobiana della funzione Y(X) = f(X).

) ) ) . oY oy, Y2, -.-
La matrice Jacobiana viene indicata anche con (X> = (Y1, 92 Ip )

a( ) a(xhx?:"'axn) ‘




Si consideri una generica funzione composta:

f g [

Y=fX)=fgm),R" Zre Lre T4 x Ly
T = (t1, b2, o tm); X = (21, @25 o0y @0 ); Y = (Y1, Y25 s Yp)
X = g(T) - (QI(T)a ey gn(T)) = (gl(th -y tm)a - gn(tla -y tm)) 5
Y = f(X) = (fl(X)> 33 fP(X)) = (fl(xh "'737”)’ ) fp(xh "'7xn)) .
Nelcaso m=n=p=1: R L g iy,y:f(g(t))
risulta D(f(g(x))) = f'(g9(x)) - g'(x).
Nelcasom=n=1,p>1:RERL R+ % 2L v v = (g0
risulta: D(f(g(t))) = %Z(t))) =Y'(z(t)) - 2'(t).
Nelcaso m=p=1,n>1: RiR”iR,thiy,y:f(g(t))
risulta: D(f(g(t))) = @ =Vf(X(t)) -X'(t).
Nelcasom=1,np>1:RER Lot S x L v v= r(o))
risulta: D(f(g(t))) = % = JH(X(t) - X'(t).
Nelcaso m. np>1:R* SR Lrer Sx Ly y= £(g(T))
risuta: D (o() = “5 T = 7y (1) = 7y (D) - ().

3 — DERIVATE SECONDE DELLE FUNZIONI COMPOSTE

Sia R 2 R? LR,tiXZ (21, x2) iy,yzf(g@))-

Sia g derivabile due volte e sia f differenziabile due volte.
dy 8f d:L' 1 3f d 1)

—= risulta:

Da
dt 8:11' 1 dt 8:(72 dt



d%y B O*f dxy O*f  dxp\ dzy  Of d’xy
@—%aa‘wmga)a+£iﬁ
0*f de, 0*f dxo dze Of d’zy

dt * 6332 dtQ

2 2 2 2 2

_ O (dn T, O dndry | 07 (dr)t
Oxy \ dt 0x10xy dt dt Ox; \ dt

8f d2$1 + 8f dQZCQ

8901 dtQ 8ZE2 dt2 )

In notazione abbreviata I'uguaglianza precedente puo essere scritta come:
N

' = flL (@) + 2 fly @b+ f (xh)° + flal + foaly ed anche:
' =yl (@)’ + 20y 7 @b+ iy (h)” + o) 2l + bl
d(X d2(X
Da X = (21, 72) segue X = Q = (2}, 7)) e X" = (X) = (27, 23),
dt dt?
ed essendo Vf(x1,22) = (f1, f3) = (¥}, 92) e

v n fh
Al =l el =l 7
espressa anche come:

Y’ =X(t) - H(F(X(2) - (X' (1)) + VFAX(E)) - X"(8),
dove X/(¢),X"(t), VF(X(t)) € R* e H(f(X(t))) & una matrice 2 x 2.

, la precedente uguaglianza pud essere

SiaRﬂRniR,thiy,yzf(g(tD-

Sia g derivabile due volte e sia f differenziabile due volte.

Con calcoli analoghi ai precedenti si ottiene ancora:
2

%gZXW%HG®®»%X@f+VﬂX®yXWL

dove X'(t),X"(t), Vf(X(t)) € R" e H(f(X(t))) & una matrice n X n .

saRER LRt S x Ly v = pou)).
Sia g derivabile due volte e sia f differenziabile due volte.
Con calcoli analoghi ai precedenti si ottengono p uguaglianze:
dQQz‘ T .
gz = X0 -H(fiX@®)) - X(1) + VX)) X)), 1<i<p

dove X'(t),X"(t), Vf(X(t)) € R" e H(f;(X(t))) & una matrice n x n.




sarR" LR LR TS x Ly v = fg(my).

Possiamo generalizzare quanto visto con il:

Teorema 1 : Date le due funzioni:

g:R™ = R", (t1,te, ey tm) — (T1, X2, ooy Tp) 4

fiR" = RP (21,29, ..., ) — (Y1,Y25 -5 Yp) , OVVEIO:

Y = f(X(T)) = (f1(X(T)), ... f(X(T))) = f(9(T))

ambedue differenziabili due volte, vale la seguente formula generale:
&y, OX(T X(T)\" O*X(T
(%Jgtk = 8; ) CH(f(X(T))) - (%}C)) + VAi(X(T)) - o, ét: :

2

1<i1<p,1<j,k<m,costituitada p-
OX(T) O*X(T)
ot;  Ot;oty,

uguaglianze, dove:

,Vi(X(T)) € R" e H(f;(X(T))) ¢ una matrice n X n.

4 — DERIVATE SECONDE DELLE FUNZIONI DEFINITE IMPLICITAMENTE
DA UNA EQUAZIONE

I Caso: Equazione f(z,y) = k: funzione implicita R — R

Esistenza e proprieta della funzione implicita sono stabilite nel seguente:

Teorema 2 (U. Dini) : Sia f : R> — R una funzione continua con derivata y’ conti-
nuain A C R?;sia f(zo,y0) = k esia fy(xo,90) #0.

Allora esistono un intorno J(xy) e un'unica funzione continua y = y(z), tale che
Yo =y(xo) e f(z,y(x)) =k, Ve ().

Se poi anche f, ¢ continua in A, allora y(x) & derivabile in J(x() e risulta:
!/

dy
/ _ 7 _ _Jz ~
y(:z:)—dx fé, Ve J(xg).

La funzione 3/(z) infine & continua V x € J(xo) .



Funzione implicita R — R: Derivata prima

Posto w = f(z,y) = k,sia f € C'(A), A C R?,
Nell'ipotesi f, (xo,%0) # O sia definita implicitamente y = y(z).

Dalla composizione di funzioni:

R—)RQLR,ZE—> (z,y(z)) Lw:f(m,y):k si ha:

dw _ d(z,y) _ (0F OF\ (dv dy\ _ ., . oo
e quindi si ricava:

dy fi
/ _ 2 _Ja

Funzione implicita R — R : Derivata seconda

Nell'ipotesi f, (zo,y0) # 0,sia f € C*(A), A CR”.

Dalla composizione di funzioni:
R DR (ay(e) D= fa) = b

w . . . .
eda — = f/+ f y' -1/ = 0, derivando ancora rispetto a z si ottiene:

) dz
d“w ‘
a2 fow 200y + fy ) + fy-y" =0 dacui:
2
= vw T 2f0 Y+ [y (V)

fy
Applicando il Teorema 1, da X = X(z) = (z,y), da cui X'(z) = (1,9) e
X"(x) = (0,y"), si ha:

d*w )
Y — ¥(@) B @) - (K@) + VK@) - X (2) =0 dacui
1/ 1/
WLy || ] ‘ yl’ + (f;,f;) -(0,y") = 0 da cui si ricava:
12 J22
LA L)
1y



II Caso: Equazione f(z,z5,y) = k: funzione implicita R — R

Da f(X|y)=k, keR,sia f(Xo|yo) =k e feC'(A), ACR?, con
'(Xo|yo) # 0 per cui, per il Teorema del Dini, risulta definita implicitamente

y=y(X), R* > R in J(Xp).
Funzione implicita R?> — R : Derivata prima

Posto w = f(X|y) = k,sia f € C'(A), A CR®.
Nell'ipotesi f, (Xo| yo) # 0 sia definita implicitamente y = y(X).
Dalla composizione di funzioni:
R R LR X (X|y) Low=r(xiy) =+,
posto yr =i, fr o = = f!, risulta:
Ow ow . OXl|y) = 0 da cui otteniamo:

ox) (X| y) 09X

1 0
= X . 1|l = :
H 9 8:02 ‘ ViX|y) 0/ / 0 ovvero
Y1 Yo
ax (flaf? f) (17079/1):f1/+fy/'y/1:096
8w
8(17 (flanaf) (Oalvyé):f2,+fg;yl2205
/ !/
dalle quali otteniamo: (v}, v5) = (— f—l/, —% e quindi:
y y
H&Xy) £ Xly)
Vy(X) = | — ,— .
y(X) ( L&) &y

Funzione implicita R*> — R : Derivate seconde

Nell'ipotesi f, (Xo| yo) # 0, sia f € C*(A), ACR’.
Dalla composizione di funzioni:

R? — LR X—>(X|y)iw:f(X|y):k,

" " .
posto: ym =Yi;» fr ., = [ij ed essendo:



(X (X 0?(X
(Xly) ( ’9)2(0,1,yg)e (Xly)
0xy 0xo Ox; 0x;

applicando il Teorema 1 otteniamo:

02 (X O(X T S ,
(9%’ (;Uﬂfj B (&Jiy) H(f(X‘ y)) (%T‘)) " (fl’f%fy) ‘ (O’O’yij) =0

:<1707y,1)9 - (050 y”)a

» i

J
che permette di ricavare le derivate parziali seconde:

., Oy 1 _a<X|y>_HG(XW)),(&XW))TJSZ-JSQ.

yi'j N 6:1:1 6:1:J- - f_:; 61‘1 8£Ij'j
Esplicitando:
1 T AT
yi’1=—7~|ll 0 yull-|| /2 S fou|[-]| O[>
/
sty sy gl 1o
1 (AT
y/I/QZ_F'Hl 0 will-||fla f faoll-|| 1],
/
y sty gy fll s
1 AT
y’z’2=—7-l|0 Lol || e fo Jo |- 1
v Tty fay Tl 1%

Funzione implicita R*> — R : Differenziali I° e II°

Nell'ipotesi f, (Xo| yo) # 0, sia f € C*(A), ACR?.

Dalla composizione di funzioni:

R R LR X (X|y) Low= r(x]y) = k.

differenziando si ha:
dw = f{dz; + fydzy + f, dy = 0, e da questa ricaviamo:
dy = — S dz; — f2 dxs , nell'ipotesi f, # 0.
5T y
Differenziando nuovamente otteniamo:
EIXly)

Pw=Ef(X|y) + /) d*y = 0, da cui ricaviamo d*y = — 7
y



III Caso: Equazione f(z1,xs,...,x,,y) = k: funzione implicita R" — R

Da f(X|y) =k, ke R, X e R",sia f(Xo|yo) =k, sia f derivabile con
derivate continue con f,(Xo|yo) #0, per cui risulta definita implicitamente
y=yX):R" - R.

Funzione implicita R" — R : Derivate prime

Posto w = f(X|y) = k,sia f € C'(A), A CR"!,
Nell'ipotesi f, (Xo| yo) # 0 sia definita implicitamente y = y(X).

Dalla composizione di funzioni:

R Rt LR x o x)y) Low= r(x)y) = k.

derivando rispetto alla generica variabile z; si ha:
o OX|y) _of _0f oy

. . — — ,I / .
ox; VIXly) ox; oz; * Jy Ox; fitty
/

C Oy f;
da cui ricaviamo: = _ _Z/,
Gx,' fy

oy
Bazi N

0,

1<1<n.

Funzione implicita R" — R: Derivate seconde

Nell'ipotesi f, (Xo| yo) # 0, sia f € C*(A), A C R,
Dalla composizione di funzioni:
R LR x ) D w= ) =k,
derivando si ha:

0(X]y) )
= .. 1i)"7 yYi) o
oz, 0,.., 0, ;)

ovvero un vettore avente le prime n componenti nulle eccettuata 1'i-esima uguale a 1,

e la (n 4 1)-esima uguale a y, , dalle quali otteniamo anche:

2
O"(Xly) = (0,..,0,y};) , e quindi, applicando il Teorema 1, avremo:
Gxi 8:(:]- J

aQw _ a(X| y) 8(X| y) ! / !/ !/ n\ __
620z, ~ o U ( oz, ) (oo i £3) 0, 0903) =0



che permette di ricavare le derivate parziali seconde:
Oy 1 9(X|y) a(X|y)\"
i = = T 7 -H(f(X N—F) ,1<4,j<n.
Yii O0z; 0x; O, (fX[y)) B <i,j<n

Yy J

Funzione implicita R" — R : Differenziali I° e I1°

Nell'ipotesi f, (Xo| yo) # 0, sia f € C*(A), A CR",

Dalla composizione di funzioni:

R" — R"*! i R: X— (X|y) L w = f(X]y) = k differenziando otteniamo:
dw = fidz; + fydey + .. + f; dz, + f, dy = 0, da cui ricaviamo dy, e differenzian-
do una seconda volta, otteniamo :
C d?f(X
d?f(X|y) + £ d?y = 0 da cui ricaviamo d’y = — —f;/ 1Y) :
y
5 — DERIVATE SECONDE DELLE FUNZIONI DEFINITE IMPLICITAMENTE
DA UN SISTEMA DI EQUAZIONI

I Caso: Sistema @y, 10) = Fy : funzione implicita R — R?
g('ma yby?) = k:2

flx,Y)=k

Dato il sistema: {g(x Y) = k; , ki1, ko € R, vale il:

Teorema 3 : Siano f e g, R = R, f,geC'(A), A CR?, sia (29| Yy) un punto
a(f,9)(wo| Yo)
a0Y) #0.

Allora esiste un intorno J(zo) nel quale & definita una funzione implicita R — R?,

che soddisfa il sistema, e risulti infine

x — Y(x), che risulta continua e derivabile Vx € J(xy).



Funzione implicita R — R?: Derivate prime

w1 :f($;Y) =k
() :g(ﬁfyy) =ky’

A(f, g)(@o| Yo)
a(Y)
Dalle composizioni di funzioni:
R—>R3LR, r — (x|Y)i>w1 :f(I|Y) :krl,e
R — R? iR, x— (2| Y) gwg = g(z|Y) = ko,

derivando rispetto a x, essendo w; e ws costanti, otteniamo il sistema:
( dwy d(x|Y)

Posto siano f,g € C'(A), A C R,

Nell'ipotesi # 0 sia definita implicitamente Y = Y(z).

¢ L che risulta un sistema lineare di due equazioni
dws V(x| ) (x| Y) 0
— €T . prmnd
\ dx g ox
nelle due incognite y] € ys, € pud essere scritto in forma matriciale come:
?;1 .7//2 . y/l — f a/:
!/ / !/ - / ’
9y, Gy, Y2 9

ed anche, utilizzando le matrici Jacobiane, come:

8(fag) 8(y17y2) _ a(fvg)

3(y1,y2)' ax) (z)
Applicando il teorema di Cramer avremo la soluzione:
‘ vl _0wuye) || 09 || 0Uhe) || S 1,‘ f;H
Ys o(z) (y1,92) d(z) 9y Y 9o ||

Funzione implicita R — R? : Derivate seconde

9(f,9)(@o| Yo)
a(Y)
Dalle composizioni di funzioni:

RHRSLR,x—>(x|Y)i>w1:f(x|Y):k:1, e

R-R LR z— (2]Y) % wy = g(a|Y) = ke,

derivando rispetto a x si ha:

d(x]Y) d?(x]Y)
“dr (1, 41,95) € “az 0,91, 93)

dalle quali otteniamo, per il Teorema 1:

Nell'ipotesi #0,siano f,g € C*(A), ACR?.

10



2w, d(z]Y) d(z| Y)\"
i = S ) () 4 (g ) Ot =0
2wy, d(z]Y) d(z| Y)\"
W= ds 'H<g<x|Y>)'<T) + (9hs 9ls 91) - (07, 93) = 0
ovvero il sistema, nelle incognite y{ e 1/5:
d(z| Y) d(z| Y)\'
oot + S = = S el (24
d(z] Y) d(z|Y)\'
o+ 1 = = S gt 1) - (X,
la cui soluzione puo essere formalmente espressa mediante la:
d(z] Y) d(z[Y)\"
_ CH YY) -
)= -2 | o sl (45
yr il |10y, ) d(z]Y) d(z| Y)\ T
CH YY) -
Gl (T5)

Funzione implicita R — R?: Differenziali I° e I1°

O(f,9)(wo| Yo)
a(Y)
Dalle composizioni di funzioni:

Nell'ipotesi #0,siano f,g € C*(A), ACR?,

R LR 2 (o] V) Lo = a1 v) = . e
R-R LR, o (2]Y) L ws = (2] Y) = ke,
differenziando una prima volta otteniamo:
dwy = fydz + f, dy1 + f,,dya = 0 . . . .
; ; ; , ovvero un sistema lineare di due equazioni
dwy = g, dz + g, dy1 + g,,dy2 = 0

nelle due incognite dy; e dys che ha per soluzione:
—1

dy || _ || 9Us9) || || frde
dy, I(y1,y2) 9y dz
Differenziando ancora, analogamente al caso di una sola equazione, avre-
mo:

dPwy = & f(z, 1, 92) + £, 01 + f,,d%2 =0
d*wy = d*g(z, y1,92) + ¢,y + g,,d*y2 =0’

11



ovvero un sistema lineare di due equazioni nelle due incognite dy; e d*y, che ha per

soluzione:
ey || _ ||t (de)? :_Hw,w _1,‘d2f(:c|Y)H
d*y Y3 (dz)? Ay, y2) d2g(x|Y) ||

II Caso: Sistema F @122, 91, 10) = h : funzione implicita R? — R?
9(w1, T2, Y1,Y2) = ko

FX]Y) =k
gX|Y) = ko’
soddisfa, se f e g¢g sono entrambi derivabili con derivate continue, se

9(f,9)(Xo| Yo)
o(Y)
to X, di una funzione implicita R? — R? X — Y(X).

Dato il sistema { ki,ke € R, se il punto (Xg|Yy) lo

# 0 il Teorema del Dini assicura I'esistenza, in un intorno del pun-

Funzione implicita R> — R?: Derivate prime

Wy = Q(X| Y) = ko
A(f,9)(Xo| Yo)
o(Y)

Dalle composizioni di funzioni:

R2—>R4LR,X—>(X|Y)iw1:f(xw):k1, e

R SRR X = (X]Y) 2w = g(X]Y) = k»

derivando rispetto a x; € x9, otteniamo il sistema:

Posto ,siano f,g € C'(A), A CR*.

Nell'ipotesi # 0 sia definita implicitamente Y = Y(X).

( X|Y
00 vieey) - 280
1 1
o0~ e v)- 28
S gill 9 gg]ly) che puo essere scritto come:
Owy oX|Y)
\ (9:[32 N Vg(X' Y) (9332 =0

12



5_f of O Oy of of

%y; %y; : gi; gzj = — %:Zl %@2 e, mediante le matrici Ja-
8_y1 Oy Oy 0xy 3_331 3_502
cobiane, come: of,9) . Oy1, v2) = — M , che ha per soluzione:
y1 yz d(x1,x2) d(x1,x2)
-1
yl Y2) o H ‘ (f 9)
(w1, x2) O(y1,12) (55‘1,902)

Funzione implicita R*? — R?: Derivate seconde

a(f, 9)(Xo| Yo)
a(Y)
Dalle composizioni di funzioni:
IWHR“iRX—%KY%im:fKWQ:hm
R SRR X (X|Y) 2wy = g(X|Y) = ks,
OX|Y) _ (10,00 O  OXY) _( O Oy
0z, "0x, Oxy 0z " 0z’ Oxo )
derivando nuovamente si ha:
82(X|Y) _ 82(X|Y) 0 0 8 MmN (9 Yo
dx; Oz dx; Ox; " Ox; Oz’ Ox; O
ma 1, otteniamo 4 sistemi di 2 equazioni in 2 incognite, che si riducono a 3 sistemi di
d%ys, _ Pyp
6:1% 6:1:j 6111']' 8:152 '
Pw  IX|Y) A(X|Y)\ " 9*(X]Y)
= -H(f(X]Y)) - X|Y) - =
Pwy  AX|Y) AXIY)\" 9*(X]Y)
= -H(g(X|Y)) -

1 <4,7 < 2, le cui soluzioni sono esprimibili in forma compatta come:

#0,siano f,g € C*(A), A CR*.

Nell'ipotesi

essendo

> ,dalle quali, applicando il Teore-

2 equazioni in 2 incognite dato che

=0

V(X[ Y)-

9%y, d(X|Y) A(XIY)\ "

pron | oy | o B/ ) (2510 )

0%ys (y1,Y2) O(X|Y) I(X|Y) ’

Ox; Ox; ox; H(Q(X|Y))( Ox; )
1<4,j<2

13



Funzione implicita R?> — R?: Differenziali I° e I1°

0 Xo|Y
Nell'ipotesi (f’ga)((y)d 0) +£0,siano f,g € C*(A), ACR.
Dalle composizioni di funzioni:
R? —>R4LR X — (X|Y)i>w1 = f(X|Y) =k ,e

R SR DR, X - (X|Y) 2w = g(X|Y) = ks,

differenziando una volta si ha:
{ dw1 f/ diL‘l -+ f;z dZL‘Q + flj dyl -+ fzjzdyg = O

dwy = ¢, dzy + g}, dzs + g, dy1 + g;,dy> =0’
ovvero un sistema lineare nelle due incognite dy; e dy, che ha per soluzione:
Of.9) || || f dwa + i, day
A(y1,y2) 9, dz1 + g, d

Differenziando una seconda volta avremo:

d2w1 = de(X‘ Y) + f;1d2y1 + f;2d2y2 =0

d*wy = d*g(X]Y) + g;, d*y1 + g;,d*y2 =0~
ovvero un sistema lineare nelle due incognite d?y; e d?*y, che ha per soluzione:
d2y1 X| Y
d?y, d2 (X]Y)

dy:
dys

H y17y2

6 — DERIVATE SECONDE DELLE FUNZIONI DEFINITE IMPLICITAMENTE
DA UN SISTEMA DI EQUAZIONI - CASO GENERALE

Sistema di /m equazioni in n 4+ m incognite: funzione implicita R" — R

fl(ill'l,-fUQ, <oy Ty Y1, Y2, ---;ym) = kl
fQ(xlaan) <oy Ty Y1, Y2, ~~~;ym) = k2 Vale il:

f7n(x17x27 "'7a:n7y17y27 "'7?/771) — km

Sia dato il sistema:

Teorema 4 : Sia Py = (X;|Y() un punto che soddisfa tale sistema, siano le funzioni

o(W)(P
W@, o
a(Y)

fi derivabili con derivate continue in un intorno di Py, e sia inoltre

14



Allora il sistema definisce, in un intorno di Xy, una funzione implicita, continua con
derivate continue: R" — R™ X — Y, con Y = Y(X), la cui matrice Jacobiana ¢
data da:

O(Y) (W)
ax) H oY) ‘

Funzione implicita R" — R™ : Derivate prime

wp = fl(X‘ Y) = kl

Wy = fg(X| Y) = kZQ

(W) (Xo| Yp)
a(Y)

Dalla composizione di funzioni:

R" — R"™ L R™, X — (X]Y) L W = f(X|Y) = cost., otteniamo:
ow) _ o(m) oY)
X T aXY) o)

Il secondo termine puo essere riscritto come:

Posto ,siano f,g € C'(A), A CR"™™,

Nell'ipotesi # 0 sia definita implicitamente Y = Y(X).

(W) W) | % _
H o(X) ‘ oY) H o ||
%)

La matrice di sinistra ¢ una matrice (m, n + m) divisa in due blocchi, il pri-
mo (m,n) ed il secondo (m, m); la matrice di destra ¢ una matrice (n + m,n) divisa
in due blocchi, il superiore (n,n) e l'inferiore (m,n).

Operando per blocchi, dall'uguaglianza otteniamo:

(W) O(W) oY) _
o) T a(Y) T a) ~
da cui poi:

oW) oY) _ oW)
oY) ox) 0X)

e quindi:
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(Y) A(W)
300 =~ o

Funzione implicita R" — R : Derivate seconde

O(W)(Xo| Yo)
oY)

Dalla composizione di funzioni:

R - R R x (X]Y) Low= F(X|Y) = cost.,

generalizzando quanto visto nei casi precedenti, applicando il Teorema 1, otteniamo

n®+n

Nell'ipotesi #£0,siano f; € C*(A), A CR"™ .

sistemi di m equazioni in m incognite, le cui soluzioni sono esprimibili in

forma compatta mediante le:

OXIY) Lo sy (OEIDY
oY) Ha(w)‘l Ox; (AXIY) ( Ox; )
O 0. - _ W T it
OXIY) o a<xw>)
(fm(X[Y))
8113‘1' 6:1:J-
1<i,j<n,
| men: (20)
dove 881:(2){) [« v v sono vettori colonna ad
) (x| ¥)\"
oz, 'H(fm(XW))‘(a—xj)

—‘ € una matrice m X m.

Xo| Y

Nell'ipotesi (Wg((y(;‘ 0) #£0,siano f; € C*(A), A CR"™™
wp = fl(X| Y) = kll

Da{ 27 HX|Y) =k e dalla composizione di funzioni:

Wy, = fm(X’ Y) == km
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R R L g x (X]Y) Jw = F(X|Y) = cost.,

differenziando si ottiene un sistema di m equazioni nelle m incognite dyi, ..., dy,,

esprimibile come:

d
Tt 2
che ha soluzione: s _H%‘_l. ‘%H.

Differenziando una seconda volta si ottiene un sistema di m equazioni nelle

m incognite d?y, ..., d*y,,, esprimibile come:

d2w1 d2f1 X‘ Y d2y1
= H_H - ||=0
d*w,, X| Y) d%y,,
che ha per soluzione:
d U1 H ‘ -1 del(X| Y)
& (X] Y)
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