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Si fornisce un'ampia rassegna di condizioni sufficienti per I'uniciti del Tasso Interno di Rendimen-
to di un dato progetto, riconducendo la maggior parte di queste ad un’unica procedura, della quale si
fornisce 1a formulazione pili generale.

In tema di criteri per la scelta degli investimenti, un posto di rilievo spetta in-
dubbiamente a quello del Tasso Interno di Rendimento (T.LR.) ed a questo argo-
mento, negli ultimi trent’anni, molti Autori si sono dedicati, per esaminarne la
sua applicabilita e validitd. Lo scopo della presente nota ¢ quello di esaminare
le sempre pill generali condizioni sufficienti per I’esistenza e I'unicita del T.L.R.
che via via sono state fornite ed a questo scopo, ampliando quanto fatto in [65],
daremo una rassegna di esse, raggruppandole in filoni di appartenenza basati sui
criteri e sulle procedure usate, e fornendo, in molti casi, le relazioni di dominanza
esistenti mediante argomenti pil semplici degli originali.

Per quanto concerne I'utilizzazione del T.L.R. come valido criterio per la scelta
degli investimenti, e riguardo al fatto che la sua unicita sia sufficiente per assi-
curare una scelta corretta, non entreremo in questa nota nel merito di tale proble-
ma, limitandoci a segnalare al lettore interessato gli articoli ai numeri [1], [5],
[6), 191, [11}, [12], [16], [19], [20], (23], [24], [25], [28], [30], [31], [36], [38],
[391, [53], [54], [55), [64], [68), [72], [74], [79], (82}, [91], [116],[120], [122],
[128], [130], [131] della bibliografia, sia per questo problema che per le modi-
fiche proposte al criterio medesimo. Sempre per limitare ’argomento della trat-
tazione, non esamineremo quei filoni della letteratura che si occupano di unici-
ta del T.I.R. mediante il cosiddetto «Teorema del Troncamento», per il quale il
lettore interessato potra vedere ai numeri [2], [3], [35], [37]), [42], [45], {461,
[47), [49], [63]), [69], [84], [87], [107], [110], [114], [115], [129],{132]della
bibliografia, né il cosiddetto Criterio T.R.M. e sue modifiche (vedi (7], [73],
[75], (761, [77], [78],[81], [118], [119], [125], [126], e neppure altre procedure
([8), [21], [22], [43], [85], [88], [108], [109], [127]).
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Assegnato un progetto A mediante il vettore dei suoi flussi di cassa (“o' agy ey
a,), per il quale il generico elemento a, si intende esigibile o disponibile all'epoca
t, =k 0<k<n,con ty = 0 origine dell’'operazione e t, = n termine della
stessa, associamo ad esso la corrispondente D.P.V.:

n
Fo. )= ) o -(Q+mk
k=0 ‘ )
—1<r<+ o0,

Dicesi T.L.R. del progetto A ogni valore r* che sia radice della sua D.P.V. (1),
ovvero tale che F(r*,A)=0con - 1 <r* < + oo, :
Imporremo, nel seguito, per i flussi di cassa (ag, a, . . ., a,) le seguenti condi-
zioni: .
a,<0
{9 #0 )
a;>0 peralmenouni : 0<i<n.

Ponendo nella (1): 1/(1 4 r) = x otteniamo la:

F¥x;A)= i a, x*
k=0 (3)
0<x<+o
per la quale, ancor pil precisamente:
—1<r<0e=1<x<+o0 ¢
0<r<+ocoem0<x<]l.

E’ utile infine notare che:

F*(0;A)= lim F(r;A)=ay; é4)
P4
n
F*(1,4)=F0; )= ) o (5)
' k=0
~ lim F*(x;A)= lm F(;A)=o0o,conilsegnodia_. 6)
X4 pr—1* n

Viste le (2), (4), (5) e (6), se abbiamoa, <0 e kzo a, > 0, ¢ assicurata Pesi-

stenza del T.I.R. perr € ]— 1; o[, ma & impossibile la sua unicita; é ancora assi-

n n
curata Pesistenza se a, > 0 sia per > a, > 0 che per kgo a, <0, ma in questi

due casi non & garantita I'unicita; non & infine garantita I’esistenza nel caso
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n
a,<0e kzo a, <0, per il quale, se vi fosse un T.LR. questo pud essere unico

solo se € una radice non semplice di molteplicita pari perla F(r; 4) = 0.

Nel 1958, in {104]), Pitchford e Hagger, assicurata I’esistenza di almeno un
T.L.R. mediante le condizioni:

ay<0;a,>0; NG

davano una prima condizione sufficiente per la sua unicita in r € ]— 1; co[ median-
te la: S . :

4, >0 Vk:1<k<n, ®)

condizione che garantisce ad F*(x; A) di essere funzione strettamente mono-
tona crescente in 0 < x < + o0, ma che pill facilmente si giustifica mediante la
Regola dei Segni di Cartesio (vedi [113], pag. 496).

Da notare come, nella condizione di Pitchford e Hagger, venga trascurato

n
il valore di kzo a,, somma, o cumulata, dei flussi di cassa non scontati, quantita
che sara spesso usata da altri Autori.
n
Viste le (7) e (8), detto r* il TIR,, se Z a
n kn_ 0
kZO a, <0=r*€]-1;0[, se infine, si ha che kzo a,

x > 0 = r* € ]0; oof; se
=0=r*=0.

La condizione (8) puo benissimo essere estesa alla:

a,>0; Vk:1<k<n, 8"
purché 'uguaglianza non valgaVk : 1 <k < n.

Nel 1959, in [117], C.S. Soper, sempre nell’ambito — 1 < r < oo, assicurata
I’esistenza mediante le (7), e supposto di aver determinato una radice x* del-
la F*(x, A) = 0, impone al quoziente f(x) = F*(x; A) : (x — x*) di non avere
radici x > 0 e questo accade, per la regola di Newton, ([123] pag. 97) se f(0) e
le prime n derivate di f(x) in zero hanno lo stesso segno, ovvero se:

i . ’
Y g " <0Vi0<i<n -1, 9)
k=0 :

le quali, sostituendo ¢ moltiplicando per (1 + r*Y sono esprimibili anche nella
forma: :
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{ k
Y a1 +rY-k<ovii0<i<n—1. (9a)
k=0

Dopo aver notato che quella di Soper & I'unica condizione di unicita che coin-
volga esplicitamente il T.LR. trovato: r* = (x*)~! — 1, ¢ bene notare come la
condizione originale (9) possa essere estesa alla:

i
Y a1 +r*F<0; Vil <i<n—1;4,<0; (9b)
k=0
purché I'uguaglianza non sia valida Vi : 1 <i<n — 1, come si pué vedere in
[44], [47] e [49] e che un’altra condizione di unicita del T.L.R. pud essere formu-
lata, mediante la Regola dei Se_ggi; di Cartesio applicata al quoziente f(x), me-
diante la: VRIS A

. s
Y g, %> 0; vi:0<i<n - 1;4,>0.
k=0

Anche se criticata per la ristretta classe di progetti a cui assicura 'unicita del
T.LR., la condizione elaborata da Soper, vista alla luce del significato economico
datole da Bernhard, Gronchi ed altri Autori (vedi [6], [9], [10], [12], [13], [16],
[44], [47), [49], [57] e [122]), rappresentando le (9b) i Saldi del progetto al
termine di ciascun periodo, individua una classe di progetti dotati di un T.I.R.
unico e dal chiaro significato economico. Si vedano, a questo proposito, i numeri
[47], [48), [49], [69] e [132] della bibliografia.

Utilizzando per gli investimenti la definizione data in [74], si dimostra, vedi
E. Levi in [66] e [68], 'unicita del T.I.R. positivo quando si tratti di progetti di
investimento «in senso stretto», ovvero di investimenti per i quali, vedi anche
[122], i costi precedono i ricavi, condizione facilmente dimostrabile ove si con- -
sideri che per questi progetti il vettore dei flussi di cassa presenta una sola varia-
zione.

Per gli investimenti «in senso lato», ovvero per quei progetti per i quali la sca-
denza media dei costi preceda, a qualsiasi tasso, la scadenza media dei ricavi, si
dimostra che l'unicitd del T.I.R. positivo é garantita quando la scadenza media
aritmetica dei costi precede la scadenza del primo ricavo.

Sostenendo la possibilitad di difficoltd nel calcolo del T.I.R. e l'influenza che
un valore approssimato ma non esatto potrebbe avere nella verifica delle (9), in
una nota del 1965, [61], S. Kaplan. propone 'uso del Teorema di Sturm-per
avere il numero esatto delle radici della (3).

La differenza tra il numero delle variazioni della successione di Sturm (vedi
{113], [123], [124]) nello zero ed all’infinito ci fornisce esattamente il numero
delle radici 0 < x < + oo della (3), contando per una sola ogni eventuale radice
multipla. Indipendentemente dalla complessitd dei calcoli che essa richiede,
pur sempre affidabili ad un elaboratore ([40], [52], [62], [70], [80], [90]), que-
sta & forse la condizione che, meno di tutte, ¢ collegabile ai flussi di cassa del
progetto, ed anche se, mediante essa, avessimo garantita I'unicita del T.L.R. per
un dato progetto, potrebbero pur sempre sorgere problemi per un uso corretto
del criterio del T.I.R. (vedi [10]).
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Ricorrendo invece al Teorema di Budan ([113]) W. Jean, nel 1968, in [58],
determina alcune classi di progetti per le quali & garantita I'unicita de! T.L.R.
Anticipando quello che faranno molti altri Autori in seguito, ed accusando di
opportunismo matematico gli Autori precedenti, egli limita la ricerca del T.LR.
ai soli valoi 0 < r < + oo. Assicurata I’esistenza di almeno una radice della (3)
nell’intervallo 0 < x < 1 mediante le:

n
a,<0 e Z a, >0; (10)
k=0

applicando il Teorema di Budan nello stesso intervallb, egli assicura Punicita
del T.L.R. per quei progetti per i quali:

< a, >0 Vk:0<k<m e

11
a, >0 Vi m+1<k<n, 1<m<n-1, an

ed involontariamente, dato che I’Autore in [58] esprime in forma dubitativa
un’esistenza che invece & assicurata dalle (10), anche per i progetti per i quali:

a,<0
a,>0 Vk:l1<k<m (12)
ak<0 VEem+1<k€<n, 1€<m<n—-1.

Dopo la critica di J. Hirshleifer, [56], W. Jean in [59] considera anche i pro-
getti per i quali valgano le:
n
ay, < 0 e Z a, < 0;
k=0
ma questa volta, usando le stesse procedure, non determina alcuna classe per la
quale sia assicurata Punicita del T.LR. Risultati analoghi a quelli forniti in [58]
¢[59] si possono trovare in [41).

Un’applicazione del Teorema di Budan all’intervallo 0 <x <+ oo, poi, & facile
vedere che garantirebbe 'unicita del T.LR. solo alla classe dei progetti (1 1), ma
per questi, avendo la sequenza dei flussi di cassa una sola variazione, basta appli-
care la Regola dei Segni di Cartesio.

Alterando l'ordine cronologico della trattazione, é bene dare ora notizia della
condizione, cosiddetta «flessibile», data da C. De Faro e L. Soares in [34] nel
1978, vista la sua estraneitd procedurale con il filone che si sviluppera in seguito.
I due Autori impongono, sotto le condizioni (10), alla (3) di avere derivata stret-
tamente negativa ogni qualvolta la (3) stessa assuma valori maggiori o uguali a
zero, e dimostrano che questo ¢ possibile se si riesce a determinare almeno un
intero k: 1 < k € n, tale che:

k(k—l)Mk+(n—k)-(n—k+l)mk<2k|a0|

conM, em, definiti rispettivamente dalle:
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M, =max{0; max g}e
1<i<k-1

m, =—min{0; min a]}.

k { ‘k+1<i<n i

Simile a questa nella procedura é un’altra condizione che i due Autori otten-
gono, sempre in [34], per garantire la stretta convessitd della (3) e poter cosi
adoperare il metodo di Newton-Raphson per la determinazione dell’'unica ra-
dice.

Con la nota del 1972, [86], di Norstrgm, inizia quel filone della letteratura
che, spesso senza occuparsi dell’uso corretto del T.I.LR. come criterio di scelta
tra investimenti, né del suo significato economico, si occupa solo della ricerca
di condizioni sufficienti sempre pil ampie per la sua unicitd. Lo strumento
usato dagli autori che seguiranno, anche se ad esso, spesso, non viene fatto espli-
cito riferimento, ¢é il Teorema di Vincent, e pil precisamente il metodo di inda-
gine che detto Teorema suggerisce (vedi [124] pag. 127 e segg.), anche se risul-
tati simili si possono ottenere mediante procedure diverse.

E’ quindi opportuno, a questo punto della trattazione, descrivere tale Teorema
¢ le sue piv utili conseguenze.

Il Teorema di Vincent afferma:
Siano dai dei valori interi: ¢; € Z; se un’equazione ha solo radici semplici,
operando sulla sua incognita una serie di sostituzioni del tipo:

1
X 156+ —,conxy=x, (13)
i
dopo un numero finito di queste sostituzioni, indipendente dalla scelta dei valori
interi c,, si perviene ad una equazione trasformata i cui coefficienti presentano
al piu una variazione.

In concreto, il metodo di indagine per la ricerca delle soluzioni positive della
(3) che possiamo dedurre dal Teorema, come detto anche in [50], é il seguente:
nella F*(x; A) = 0 operiamo anzitutto le sostituzioni:

Tozx=1+x1, e
1

T :x=

L X = .
I +x, 4

Se ’equazione ottenuta mediante la prima sostituzione presenta nessuna o una
sola variazione nei suoi coefficienti deHa nuova incognita x,, allora per la
F*(x; A) = 0 ci saranno nessuna o una sola soluzione x* : 1 < x* < + oo; si-
milmente, se i coefficienti dell’equazione ottenuta mediante al seconda trasfor-
mazione presentano nessuna o una sola variazione, ci sard un numero uguale di
soluzioni della F*(x; A) = 0 nell'intervallo: 0 <x < 1.

Se una trasformazione conduce ad una equazione con un numero di variazioni
maggiore o uguale a due, per la Regola dei Segni di Cartesio, non siamo ancora in
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grado di formulare una risposta. In questo caso, come suggerito in [65] e detto
in [50], si prosegue componendo, mediante uno schema ripetitivo ad albero, in
tutti i possibili modi, due e pid trasformazioni del tipo To efoT » combinazioni
che sono esprimibili anche nella forma delle (13).

Componendo, ad esempio, due trasformazioni, avremo le:

1+x,

2+x,
.

2+x,

Tu:x=

T01 X =

2+ x, _
Tm:x= —_— 3
1+Jc2

-Too:x =2+x2,

mediante le quali, per 0 < Xy <+ oo, in base al numero di variazioni nei coef-
ficienti delle trasformate, potremo ricavare informazioni sulla presenza di radici
della (3) negli intervalli 1/2 <x < 1;0 <x<1/2;1 <x<2e2<x< oo rispet-
tivamente. Se I’equazione (3) non ha radici multiple, dopo un numero finito di
tali composizioni, i coefficienti delle trasformate presenteranno nessuna o una
sola variazione.

La laboriosita dei calcoli necessari ad eseguire le varie trasformazioni e le loro
composizioni & fortemente diminuita mediante il calcolo di particolari tabelle,
1a cui costruzione richiede esclusivamente addizioni.

Se la trasformazione & la T,, la prima riga della tabella & formata dai coeffi-
cienti dell’equazione in ordine di indice decrescente:a,,a, _,, ..., a;, ;.

1l primo elemento della seconda e di ogni altra riga successiva & a,, ed ogni ele-
mento della tabella ¢ dato dalla somma dei due elementi che gli stanno, rispetti-
vamente, a sinistra e sopra nella tabella. Se, con notazione matriciale, denotiamo
con a; I’elemento della tabella che si trova sulla i-esima riga e j-esima colonna,
quanto precedentemente detto pud essere formalizzato mediante le:

ao'/=a”_l, 0<j<n;

4, =a,, oO<i<n+1; | (14)

1,0
ai'/=a,_l'l+a“_l, l<i<n; l<j<n-

I coefficienti dell’equazione trasformata sono gli elementi della diagonale:
{8y 41,00 Fn1> Bn—1,2 - * > Fgp_ 13 a, ,}» ovvero gli elementi a; tali che:i +j =
=n+1,1Ki<n+1,0<j<n.

Similmente per una trasformazione T, con Iinversione, perd, della prima riga,
ovvero si dispongono i coefficienti in ordine di indice crescente:ay, a,,....a, _
a.
" In questo caso, la formalizzazione del procedimento ¢ data dalle:
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G0y =4 0<j<n;
a0 = > 0<i<n+1; (15)
a =4 15t ; 1 1€i<n 1Kj<n. '

Descrizioni del procedimento si possono trovare anche in [30], [32], [47],
[65], [98], [99], [100], {106], [124].

Da rilevare anche un’interessante relazione tra gli elementi di una tabella ed
i termini della prima riga della stessa, vedi {13], [15] e [32], ovvero si ha che:

(i+]— —1) . . :
a,,= ‘a,, ippl,j>»1.
M= j-k 1 F

Per gli elementi della diagonale finale, dovendo per essi, come gia detto, va-
lere la relazione i + j =n + 1, avremo anche: .

. n+l-i n— +1-
a = a, 1<i€<n+1.
hn+1-i ,;0 (n+l—1— ) Z_.: (1-—1 ) k

Ovviamente il numero delle variazioni presenti nella diagonale finale é una
limitazione superiore al numero delle radici, ed esistono varie proprieta che con-
sentono un risparmio di calcoli per la determinazione di questa limitazione.
Come si pud vedere anche in [15], [32], [65], [98], [99], [1001], esse sono le se-
guenti:

P.1) Ogni riga ha un numero di variazioni minore o uguale a quello della prece-
dente;

P.2) Non occorre calcolare tutti gli elementi di una riga, basta arrestarsi a quello
che appartiene alla diagonale;

P.3) Se gli elementi dell’i-esima riga, da a0 fino ad O ne1—1 non presentano va-
riazioni, allora il numero delle variazioni degli elementi della diagnonale coincide
‘con quello della sequenza: {a; , . 1 _:38;_ 1 p42_ 13+ 281381 0}5

P.4) Se gli elementi dell’i-esima riga, da a fino ad a, , 4 1 Presentano una so-
la variazione, e gli elementi gia calcolati della diagonale (a,_ Lna2_ir “1,;.)
hanno lo stesso segno di & mi1-r anche gli elementi della diagonale presenteran-
no una sola variazione.

Alla luce delle proprieta esposte, & facilmente dimostrabile la condizione for-
mulata da C. Nostrém in [86] nel 1972, che consiste nell’imporre che la seconda
riga della tabella della trasformazione T, operata sulla (3) presenti una sola va-
riazione. Questo in quanto I’Autore limita la sua ricerca a T.I.R. positivi, ovvero
a soluzioni x : 0 <x < 1 perla (3).

Definite le cumulate non scontate dei flussi di cassa come:
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k
4,=) a, «\ - (16)
=%

avendosi 4, = a, il T.LR. & unico e positivo se Am,0Sm<n:
A,<0 perO< k<m;
A, >0 perm+1<k<n—-1; amn
4,>0.

La condizione 4, > 0 discende dall'imporre A, # 0, per escludere che x*=1
e quindi r* = 0 siano radici della (3) e della (1) rispettivamente. Visto che la
ricerca ¢ rivolta solo a T.LR. positivi, la condizione (17) sara confrontata solo
con quella di Jean. E’ ovvio che sotto la condizione (10) sia i progetti (11) chei
progetti (12) soddisfano anche alle (17). Per questi ultimi, perd, & bene notare che
Pessere @, < 0 e a, < 0, comporta, nell’ambito pid generale — 1 <r <eo,perla
(10), l’esistenza di due T.I.R., uno positivo € uno negativo. Come detto in [12],
{30] e [31], non ¢ possibile stabilire relazioni di dominanza tra la condizione di
Norstrom e quella di Soper. '

Una generalizzazione della condizione di Norstr¢m, perd per flussi di cassa nel
continuo e non nel discreto, é stata data nel 1975, in [92], da L. Peccati, usando
la «funzione cumulativa dei margini», S(¢), definita, continua a destra ed a varia-
zione limitata in ogni intervallo del semiasse positivo ¢, mediante la quale é garan-
tita I'unicita del T.I.R. positivo sotto le condizioni:

a)S(0)<0;
b) 'lim S >0;

c) Jt*€]0;+00f : SO VE<t*eS{H)>0 V> 1*,;
d) lim e % -S(@)=0 v6>0;

t—> oo

t
e)ft.e-u.s(t) dr esiste Vi€ ]0;+ oof.
0

Ammettendo che le (16) possano cambiare di segno anche piu di una volta,
detti T, T PRI T _ gli istanti in cui avvengono le variazioni, D. Aucamp e W.
Eckardt in [4], nel 1976, generalizzano la condizione di Nostrém, sviluppando,
come condizione sufficiente per V’esistenza di un T.L.R. ancora positivo, la se-
guente:

m=2k+1; ke N*,

A,>0;
(18)
Ty -1 T,-1
> 4= 3T 40
i=0; i=T1
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dove con A,+ sono indicate le sole cumulate di segno positivo.
La forma (18) in cui qui & stata espressa la condizione di Aucamp ed Eckardt
non ¢ quella originale, [4], dove si suppone che il progetto abbia vita illimitata

(4, va sostituito da: 4 = Z ,), situazione che per le (2) esula dalla nostra
trattaznone

" A causa del numero dxspan di variazioni nella sequenza delle cumulate, da
A, < 0 segue A > 0, strettamente, al solito, per escludere il T.LR. 7* = 0;la
terza delle condizioni (18) significa semplicemente che, formata la tabella della
trasformazione T, per la (3), gli elementi iniziali negativi della seconda riga (le
cumulate di Norstrom), hanno in valore assoluto, una somma maggiore della
somma di tutte le cumulate positive precedenti l'ultima variazione di segno,
di modo che la terza riga della tabella presenterd al pit una variazione, e dato
che 4, <0 e A, >0, per la proprieta P4, la diagonale finale avra una sola varia-
zione. E’ ovvio qumdx che questa condizione ¢ pntx generale di quella di Norstrom,
la quale corrisponde al casom = 1.

L’'imporre direttamente che la terza riga della tabella della trasformazione T
presenti una sola variazione ¢ la condizione che De Faro, in [32), presenta nel
1978, sotto il nome di «criterio della {-successione». Questa condizione, come
dimostrato da Bernhard in [14], domina quella cosiddetta flessibile ed ovviamente
domina la (18), ed ¢ a sua volta dominata da quella che, sempre in [32], De Faro
ottiene imponendo, ancor pil direttamente, che la diagonale finale della tabella
della trasformazione Tl abbia una sola variazione di segno. Mantenendo la sim-
bologia degli originali avremo, per la «¢-successione»:

* la sequenza {A;‘: },0 Kk <n — 1 presenti una sola variazione;
A,>0,

e per la diagonale finale:

{Ap+1-1}, 0 <i<n presenti una sola variazione; %
(1
A,=Al>0
avando definito gli -A: nel modo seguente:
Al=ay, I<h<n+1;
k .
A=Y o,  O<k<n; (20)
=0

Ah =4k +A%-L1<h<n 1<k<n

La formalizzazione (20) coincide con la (15), basta osservare che a4, = A;

Sempre in [32] De Faro, contemporaneamente a G. Olivieri in [89] e A. Pi-
stoia in [98], estendono I'uso del procedimento anche alla ricerca di eventuali
T.LR. r € ]—1; 0]. I risultati che essi ottengono possono essere formalizzati,
come .condizione sufficiente per unicitad del T.ILR. della (1) in ]— 1; + oo[,
usando le notazioni (14) e (15), nel seguente modo:
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Date le sequenze:

50 e,y _ri) 0<Kk<n, @1
con gli 4, definiti dalle (14) e la: ' v
S ey, _xa)r 0<Kk<n, (2)

con gli 4, definiti dalle (15), il progetto avente per D P.V. la (1), sotto le con-
dizioni:

4,<0,4,>0,a,,+0,

ammette un T.LR. unico in J— 1, + o[ se: _
le sequenze (21) e (22) presentano rispettivamente una e zero variazioni (ed il
T.I.R. r* € ]- 1; 0[) oppure presentano rispettivamente zero ed una variazione
(nel qual caso il T.LR. r* € ]0; + oo[).

Considereremo nel seguito 'ipotesi ay ,= 0.

Lo spunto a De Faro per {32] & stato fornito da un lavoro di J. Hammond,
[51], del 1974, nel quale I'Autore, considerando flussi di cassa nel continuo, di-
mostra come una limitazione superiore al numero delle radici della (1) in
]0; + oof sia fornita dal numero delle variazioni di segno della funzione del tempo

t:
t,q a, t

G"(t)=ff f f(q,,)dq,,dq"_,g-dqff Gy 1) 44
0/0 (i} 0

dove f(¢) rappresenta il «flusso di cassa» e:

. t q
G, = f f @) da,
0“0

potendosi dimostrare che la D.P.V.:
P(%) = f e~8f.f(t)dt, &=1log(1 +r),
' 0

cambia di segno al massimo tante volte quante G,(¢). Opportunamente ricon-
dotta al caso discreto, G,(f) non ¢ altro che la «cumulata» iterata n + 1 volte,
dei flussi di cassa del progetto, ¢ quindi questa condizione di J. Hammond con-
siste nell’ampliare la tabella della trasformazione T, aggiungendo quante righe
si vogliono dopo I'ultima, sempre generando gli elementi con le regole date dalla
(15).

Il numero delle radici della D.P.V. r € ]0; + [ non supera il numero delle
variazioni in una qualunque riga di questa tabella «ampliatax.

Proseguendo quanto fatto in [51], ed in base ai risultati pubblicati da J.W.
Pratt nel 1979 in [105], sempre nel 1979, in [106], J. Hammond e J.W. Pratt
formulano delle condizioni sufficienti per 'unicita del T.LR. positivo nel caso
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di flussi di cassa nel discreto, in base ad altre proprieta, molto utili dal punto di
vista del calcolo pratico e pit ampie delle P.1), .. ., P.4), atte a limitare superior-
mente il numero degli zeri della (3) appartenenti all’intervallo ]0; 1[. Anche se i
risultati esposti da J.W. Pratt in [105] consentono una analisi dei T.I.R. nell’am-
bito pil generale — 1 < r < + oo, i risultati riportati in [106] riguardano solo
T.LR. positivi. E’ comunque semplice I’estensione ai T.LR.:- 1 <r <+ oo,

Le proprieta sopramenzionate sono le seguenti:

P.5) Formata la tabella della trasformazione T, operata sulla (3) completando le
righe oltre 'elemento della diagonale, il numero degli zeri positivi della D.P.V.
(1) non supera il numero delle variazioni presenti negli elementi che stanno nel-
I’ultima riga e nell’ultima colonna; -

P.6) La tabella pud essere ampliata aggiungendo quante colonne si vogliono,
sempre calcolando gli elementi in base alle (15), e ponendo in esse a;,; = 0,
Vi >n. La proprieta P.5) vale anche per queste tabelle.

P.7) Considerando le variazioni di segno negli elementi che si trovano su di un
cammino che parta da un qualunque elemento nella prima colonna e termini al-
I'ultimo elemento della seconda riga (quella delle comulate), il loro numero ¢
ancora una limitazione al numero delle radici positive della (1). (I cammini piu
utili, in vista di un risparmio nel numero dei calcoli sono quelli formati da spo-
stamenti orizzontali — da sinistra a destra — e diagonali — dal basso verso ’alto).

P.8) Formate le prime tre righe della tabella, anche con un numero di colonne
p > n, se gli ultimi elementi delle tre righe: a, p* 2,p €43, SONO tali che:

a,° a2:p< Oe
2:8), 03,20, @,+a,)

il numero delle variazioni ottenuto mediante la P.5) pud essere diminuito di 2.

P.9) Considerando percorsi come nella P.7), se da un percorso ad un altro vi &
un decremento di variazioni, questo ¢ sempre per un numero pari. Incontrando
in un percorso nessuna o una sola variazione, otteniamo quindi delle limitazioni

esatte.
n

Questo non ¢ perd vero se 4, = Z a, =0, cioé se la cumulata dei flussi

di cassa & nulla; in questo caso, r* = 0 ¢ T.LR. del progetto, e le variazioni, da
un cammino ad un altro successivo, possono diminuire anche di un numero di-
spari, per cui non ¢ detto che, avendo in un cammino una sola variazione, questa
fornisca una limitazione esatta.

In ritardo rispetto a De Faro, anche R. Bernhard presenta, in [13], una sua con-
dizione sufficiente per 'unicita del T.I.R. positivo, definendo le quantita:

166



t o n—j :
B‘=Z( )'als °<'<nv

[rto t_]
ed imponendo che esista almeno un m:0 < m < n, per il quale:
B,<0;
B, <0, Vi:1<t<m;
) o ' (23)
B,>0, Vi:m+1<t<n-1;
B,>0.

Lo stesso Bernhard dimostra in [13] che:
n n
Z a1 +ry-l = Z Bt
j=0 t=0

dando cosi una immediata interpretazione,inbase alla Regola di Cartesio, della
sua condizione: se la sequenza dei B, presenta una sola variazione, ci'sard una
sola soluzione r* > 0. Ma, ponendo al solito (1 + r)~! = x, avremo anche che:

’ n n
A+ Y Bt =+ ™) a1 4ryl=

t=0 =0
n n
Z a1 +r /= Z apl:
j=0 /=0

ovvero i B, altro non sono se non i coefficienti che si ottengono operando sulla
(3) una trasformazlone del tipo 7', ed ovviamente coincidono con la (19) di
De Faro, nonché con le analoghe condizioni di G. Olivieri ¢ A. Pistoia ([89)] e
[98]).

Questa coincidenza tra la condizione (23) e la (19) di De Faro viene ricono-
sciuta dallo stesso Bernhard in [15], dove, applicando il Teorema di Vincent non
alla (3) ma-alla:

i t=0

operando sia una trasformazione del tipo T, che una To, fornisce delle condizioni
sufficienti per 'unicitd del T.L.R. positivo che possono essere formalizzate nel

seguente modo:
se:
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{

B,<0;

§
) B,<0, Vs:l<s<p-1,(1<p<n-—1)
t=0

14
‘:bBt>0;
t=

B,>0, Vi:p+1<tg<n—1;
B,>0;

allora il T.L.R. & unico e maggiore di uno;

se:

B,>0;

§
Y B, 20, Vs:1<s<p-1, A<p<n-1)
t=0

Zp: Bn—t<'0;
t=0

B,_,<0, Vi:p+l<t<n-—1,;

n

B,<0;

allora il T.I.R. & unico e compreso fra zero e uno.
E’ facile vedere il legame tra queste condizioni e la proprieta P.4).

Le ultime e pil ampie condizioni sufficienti per 'unicita del T.LR. si trovano
infine in [99] e [100], del 1979, di A. Pistoia. Proseguendo gli studi svolti in
[93], [94], [95], {96], [97], [98], dopo aver definito in [98] le:

ele:

k
Skq = ;,-Zos"""" q>1,0<k<n+1-g;

Sk,0=ak, 0§k<n;

k
SEe= ) Ste-p 421, 0<k<n+1-g;
h=0

S;‘,0=an_k, 0<k<n;

che altro non sono se non le tabelle relative, rispettivamente, ad una trasfor-
mazione T, ed una TO, operate sulla (3) ovvero le (15).e (14) di questa nota
(si osservi come, contrariamente alla notazione da noi usata, in S,g e S;: @ ke
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indice di colonna e ¢ di riga), estende i risultati ottenuti in [98] introducendo
le:

k
st = ;.Zo S0 -1 O<k<n+l-g, peN;.

SiO‘Sn—kkn’ 24)
Sg-k,k+1=ak’ 0<k<n;

ele:
Ske = Z Sha-1» 0<k<n+1-gq;mpeN;
SPT = SEn i1 . 25)
sg:n—k+l=sg,n—k+1’ 0<k<n.

Avendosi:

-1
= Z SR a1t Shg-1=Sk_1g +Sher®
h=0

k-1
SPr =) SPI S =SEM L+ STy

si pud notare come le (24), per un indice p generico, altro non siano se non le
tabelle del Teorema di Vincent che otteniamo iterando p volte, sulla (3), una
trasformazione del tipo T'; le (25), invece, corrispondono anch’esse a tabelle
del Teorema di Vincent, ma sono ora quelle che otteniamo iterando inizialmente
* p volte sulla (3) una trasformazione del tipo T, e facendo seguire a queste m tra-
sformazioni del tipo T

Consideriamo allora le sequenze:

SP:{SE_yx+1PEN, O0<k<ne (26)
SPm S ke1MPEN, 0Lk <Sn. 27

Ponendo allora:
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(28)

1+v

p
p=1
A = )"
p= L] @

potretno scrivere la (3), rispettivamente mediante le (24), (25) e (28), come:

.

n
. = . ik
F(r,A)—)\p E Sﬁ—k.k+1 iz, e
k=0

n
Fir;A)=1,- kz SPM ey Gy —m)
=0

dalle quali A. Pistoia deduce, mediante le solite proprieta P.1), . . ., P.4), tra gli
altri, i seguenti risultati:

(29) Il numero degli zeri della (1) che appartengono all’intervallo i > 0 non su-
pera il numero delle variazioni della sequenza (26); se in detta sequenza i termini
non presentano variazioni, senza essere tutti nulli, dello stesso segno, nello stesso
intervallo, & 1a D.P.V. (1).

(30) I numero degli zeri della (1) che appartengono all’intervallo i, > m non su-
pera il numero delle variazioni della sequenza (27). Se in detta sequenza i termini
non presentano variazioni, senza essere tutti nulli, dello stesso segno nello stesso
intervallo & la D.P.V. (1). ’ :

Come in [98], anche in [99] ’Autore estende 'uso del Teorema di Vincent
dallo studio del segno della D.P.V. (1) allo studio della sua monotonia e della
sua convessitd, costruendo le opportune tabelle relative, rispettivamente, ad
F'(r; A) e F"(r; A). Per 1a costruzione di queste tabelle basta sostituire, nelle
(14) e (15), al generico coefficiente a, del polinomio, le espressioni ka, e
k(k — 1) a, rispettivamente.

In [100], sempre del 1979, infine, mediante le:
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¢ k

Rp, = h; RP _,» OK<k<n+l-g;

Rpo=RE; L., O0<k<n
Rok,n—k-i—l:an-k’ 0<k<n;
ele:
( . k

Rp™ = ;.Z RET ,, OKk<n+1-gq;

RRO =RY mk,—kl+ 10 0<k<nm
‘ RE y i1 =RE 44y O<k<n;

considera le sequenze:
RP:ARD_,4.1}; PEN; 0<k<n; 3D

RP™ {RR™, 4 1iPn mMEN0KEkLn; (32)

che altro non sono se non i coefficienti del polinomio ottenuto iterando sulla
(3), rispettivamente, p trasformazioni del tipo T le (31) e p trasformazioni del
tipo T, seguite da m del tipo T, le (32).

Medlante i segni dei termlm di queste sequenze otteniamo, al sohto una limi-
tazione superiore al numero degli zeri della (3) in opportuni intervalli.

Il procedimento pili generale di utilizzazione del Teorema di Vincent, come
illustrato anche in [50] e [70], pud essere formalizzato, partendo dalla
n
Z apey =0, 3)
nel seguente modo.
Osserviamo anzitutto che ogni composizione di quante si vogliono (in numero,
ad esempio, di k) trasformazioni T, efoT. ) Pud essere espressa nella forma:

a+ bxk
Xo=
c+ dxk
che noi identifichiamo con la:
a+ bx
(@, c; b d)= .
¢ +dx

Avremo quindi che:
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Tyixg=1+x2(1,1;1,0) 33)
T, :x, = 2(1.1,0,1)
1°70 l+xl

ed inoltre:
To[(a, c;b,d)l=(@a+bc+d;b,ad)

T,l@,c;b,d)]=(a+b,c+d;a,c) B4

Se, componendo un numero k di trasformazioni qualsivoglia, T, ¢/o T, abbia-
mo ottenuto la: '
X = ak + bkx k
0= ———
ot dpx,
calcolando i due limiti, per x, - 0* e perx x> + oo, avremo I'intervallo:

a4 by by ay
— <x,<— oppure — <x,<— , 35)
Cx d d Ck

a seconda che il numero delle trasformazioni T, operate sia pari o dispari.

Il numero delle radici della (3) contenute nell'intervallo definito dalle (35)
non supera il numero delle variazioni di segno negli elementi della diagonale
finale della tabella del Teorema di Vincent relativa alla composizione effettuata.

Detta {a";,jfll,‘o; a’;"l‘; e a;; 1 al", —1} 1a diagonale finale della tabella rela-
tiva alla composizione delle prime (k — 1) trasformazioni, quanto detto in pre-
cedenza pud essere formalizzato mediante le:

k _ k-1 . : .
Qo =+ 1 -1 0<j<n;
a§0=a,’f:{,o, O0gigsn+1; (14%)
a€j=a:‘_1'/+a§1_l, 1<i<n 1<j<n;

se la k-esima trasformazione operata ¢ 1a T, e le

aﬁ'i= a;‘:lfn_j, 0<j<n;
af o =afl, 0<i<n+1; (15%)

k _ -k k . . .
af;=a;_y;+a;_y, 1<i<n, 1<j<n
se la k-esima trasformazione operata éla 7.

La formalizzazione data dalle (34) consente di precisare gli intervalli a cui si
fa riferimento in [99] pag. 13 R/4), nonché in [100] pag. 2 R/1), intervalli in cui
valgono le limitazioni superiori al numero degli zeri della (3) fornite dalle se-
quenze (26), (27), (31) e (32).
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Componendo p trasformazioni del tipo T, gli estremi dell’intervallo (35) si
ottengono risolvendo il sistema di equazioni alle differenze finite (vedi le (34)):

a’,=a’,_l+bp_l

cp=cp_1+dp_l
by=a,_,

dp =Cp_y
con le condizioni iniziali, ottenute dalle (33):
(ao, Cos bo' do) =(0,1;1,0) e

(@, 4304, d))=(1,1;0,1).

Tramite la soluzione delle equazioni:

ap—ap_l—ap_2=0 e

cp——cp_l—cp_2=0

- si perviene alla soluzione, data dalle:

(

(1 +VEP -1 =V5P)

a =

Poop s

1
- . Viy+1_ (1 — Vsy+!
abweny MRS OATEAO MY

) 36)

1
b= ——— -[(1 + V5P-1-(1 —V5p-1
b= e 10+ VEPTi-a-Vey
1
d = [ +V3EP - (1 =V5Y]
P op.\f5
da cui otteniamo: :
a, A+ V5P - - Vsy
c, 1+ VEPrio(—Vsp+!
b, 1+ Vsp-1-(a-Vsp-t
= =2 , p=1,2,....
d, (+ V5P - —Vsy

Similmente, componendo inizialmente p trasformazioni del tipo T, seguite da
m trasformazioni del tipo T, o siamo condotti alla soluzione del sistema:
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ram+p=am—l+p+bm-l+p
'cm+p=cm-l+p+dm-l+p
4 bm+p=bm-l+p
 Im+p=m-14p
- con la condizione iniziale (ap, Cps bp, dp) espressa dalle (36), che si trasforma in:
_'bvn+p=bp
‘ dmﬂ)""dp
am+p£am-l+p+bp
Cm+p=Cm-14p+dp

dal quale si deduce facilmente come Qpsp © Cms altro non sono se non pro-

......

e ¢, (vedi (36)), mentre le b, | p® d,. p SOmo successioni costanti uguali rispet-
tivamentea b _ed. .

Per cui avremo, per gli estremi dell’intervallo (35):

a ; A+ V5P —( = V5P +2m-[(1+ V521 _(1 — V5p-1

m+p

= €
Cmep (L +VEPHI_(-VEP*it2m-[(1+ V5P -1 -V5¥]
bt p 1+ V5p-1-(1 —V5p-! pe1.2
Aoy a+vsy—a-vsy 7

Considerando le (31), vedi {100}, avremo invece il sistema:

(ap=ap_l+b0
cp=d’,_l-i-d0
<4
b‘,=b0
d,=do
che, per le (33), ci fornisce le:
(8, =a,_,+1
‘ €p=Cp_y
bp=
d=0
. .\ P
ovvero la soluzione
Vap—-p
1 cp=l
bp=l
‘dp=0
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che genera gli intervalli: p <x < + oo.
Per quanto concerne infine le (32), avremo il sistema:

ap+m =ap+m—l+bp+m-l
Corm=Cpem-

bp+m p+m-1

con le condizioni iniziali:
(a,,.c,;b,,.d,)=(p,l;l.0) e
(ap+ 1S40 bp+ 1 dp+ l) =@+1,1;p, 1)

la cui soluzione sara:

(
g% (A +VE 1= (1 =VE (1 +VEm - (1 -V

RALIRVAIPS
1
= — +1 __ - +1
pem= T mri [+ VB i1 —V5ym+ )
| . tp [ + V5" — (1 V5" 1+
Prem = T m1 12 T

+Q+VEr-1_(1 —V5ym-1

1
d = [(1 + V5" = (1 = V5]
ARV R 1 |

1a quale conduce, riguardo alle (35), alle:

% [ 4VEY I (1 —VEY 4+ (1 +VE - (1 —Viw‘

m+p =

Cm+p (A + VEm+i_(1 - V5!

€

, ;-’21-[(l+\/3)"'—(1—.\/5_)’"]+(l+\/§)”'“—(l—\/§)"'"'
prm _ o,

dyim 1+ V5 — (1 - V5ym

conm=1,2,....

La revisione delle bozze mi ha consentito un ampliamento della bibliografia,
rispetto a quella originale, che ha permesso di segnalare lavori pubblicati su que-
sto argomento negli ultimi anni e non considerati nella precedente stesura del-
I'articolo. Ulteriori condizioni sufficienti per I'unicita del T.I.R. si possono tro-
vare ai numeri [17], [18], [29], {33), [50], [60), [70], [71], [111] e [112] della
Bibliografia.
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