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 Sunto: Viene fornita una classe di modelli descrittivi della forza d'interesse, a tre para-
metri, che estendono le proprietà dei modelli a suo tempo forniti in 1  e 3 , consenten-   
do il calcolo di Attualizzazione e Capitalizzazione mediante medie ponderate ad 8  "  pesi.
 Di questi, il modello a quattro parametri presentato in 2  viene visto come loro caso 
generale, e di questo stesso modello si presenta un nuovo modo di utilizzazione.
 Si studiano infine le relazioni intercorrenti tra i valori dei parametri dei vari modelli
presentati in questa nota, e le relazioni tra questi e quelli del modello presentato in 2 . 
 Il modello che viene proposto in questa nota per la descrizione di , forza$ >
d'interesse all'istante , e quindi per la determinazione del tasso annuo d'interesse > 3>
(vedere 1  e 2 ), è il seguente:   
   1  $ > œ :  8 †

=

"  5 † /=>

con ,  ed  parametri reali da determinare, ed  valore assegnato.: 5 = 8 − 

 Il modello fornito da Stoodley, descritto in 1  e 2 , corrisponde chiaramente al caso   
8 œ " .

 Il modello fornito 1  estende la proprietà di quello di Stoodley, 1 , e di quello fornito   
in 3 , consistenti nel poter calcolare Attualizzazione e Capitalizzazione come medie 
ponderate a due e tre pesi rispettivamente.

 Con il modello 1 , Attualizzazione e Capitalizzazione vengono calcolate invece me- 
diante medie ponderate ad  pesi. 8  "

 Osserviamo infatti che:

  $   > œ :  8 † œ :  8=  œ
= 5= † /

"  5 † / "  5 † /=> =>

=>

  log .œ :  8=  "  5 † /
.

.>
    => 8

 Usando la stessa simbologia di 1  e 2 , indicata con  l'Attualizzazione di  al     / > "
tempo , avremo:>

  / > œ / œ / œ > .>  :8=  "5†/ .>        
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4  84 =: >  

da cui:
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e posto:
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possiamo scrivere la 2  come: 
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ovvero:
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 Indicata poi con  la Capitalizzazione di  da  a , essendo:E > ß > " > > " # " #
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avremo anche:
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da cui:
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Avendosi poi:

  ,$w #
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=> #
   > œ  8 † = †

5 † /

"  5 † /

essendo , avremo che  è funzione crescente per  e decrescente per8 − > 5  ! $ 
5  ! .

 Inoltre, se , il grafico di  cambia concavità o convessità nel caso in cui sia=  ! >$    5  " >, sia per  crescente che decrescente, altrimenti è sempre convesso.o sempre$
concavo.

 Per quanto riguarda la determinazione dei parametri ,  ed , osserviamo anzitutto: 5 =
che essendo:



  ,$     
> œ :  8 † œ :  8=  8 †

=  =

"  5 † / "  † /=> "
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senza perdere in generalità, possiamo limitarci al caso .=  !

 Useremo, per la determinazione dei parametri, tre condizioni:

$ $ $ $ $ $     ! œ > œ >  ! > œ! " " " ∞
>Ä∞

, , con  tempo assegnato, e , valore a cuilim

tende  quando  diventa sempre più grande.$ > >

 Avremo quindi:
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da cui, posto , si ha:$ $ α! ∞ œ
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 Infine:
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8=

"  5 † /
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dalla quale, posto  e sostituendo mediante la (7) e la (8), otteniamo:$ $ "" ∞ œ

     9  .L = œ † 8=  † /  8=  œ !8
=>" α α α""

 Ora:

   10  L ! œ   œ !8 α" α"

    11  
se 
se 

lim
=Ä∞

8L = œ
∞  !
∞  !

"
"

e

  L = œ † / † 8  8=  † >  88
w =>

"    " α α"

dalla quale ricaviamo che:

    perL =  !8
w  

   12   ." " α α8> =  8  >  8 † /" "
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 Esaminiamo separatamente i due casi di  funzione decrescente o crescente.$ >
 Se  è decrescente, allora .$ α " >   !

 Il termine di sinistra della (12) è una retta, con , per cui, come illustrato"8>  !"

nelle figure:



  ha, per le (10), (11) e (12) una sola soluzione positiva .L = œ ! =8 
 Inoltre, per la (8),  se , cioè se .5  ! 8=   ! = 

8
α

α

 Ma  e quindi , per cui .L œ   ! =  5  !
8 8

8
# α α

α" α

 

 Se invece  è crescente, allora .$ α " >   !

 Ora, nella (12), si ha  ed ." α8>  ! 8  !"

 Se vale la condizione:

  , cioè se:" α α† 8  >  8 "
  ,>  8 †


"

" α

α"

avremo, come illustrato nelle figure, sempre per le (10), (11) e (12):

e quindi  ha una sola soluzione positiva .L = œ ! =8 
 Dalla (8),  se , cioè se .5  ! 8=   ! = 

8
α

α

 Ma ora , e quindi .
α α

8 8
 ! = 



 Riprendendo la (9), osserviamo come questa, una volta assegnati i valori  e , defini-α "
sca  come funzione implicita di : .= > = œ = >" " 
 Nel campo A  sono soddisfatte le ipotesi del Teorema del Dini;À !  > ß  =

8
 "

α

avendosi:

    
13  ,
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œ † 8=>  >  8 † /  8

8
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è facile vedere come la funzione  e la sua derivata fatta rispetto ad  siano conti-L = =8 
nue nel campo A, è presente il punto P:  tale che P  (  non è altro che la   =ß > L œ ! =" 8

soluzione unica di ) ed in questo punto è diversa da zero la derivata (13),L = œ !8 
potendosi questa derivata annullare in P solo nel caso particolare , im-> œ 8 †


"

" α

α"
possibile se  è decrescente, con la soluzione non accettabile , se  è cre-$ $   > = œ ! >
scente.

 Sempre per il Teorema del Dini, la funzione implicita così definita, , è con-= œ = > "
tinua.

 Riprendendo in esame la (2):

  ,/    
 > œ † 5 † /
"  5
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4

8
4  84 =: >  

scelto , con , per evitare valori negativi dei tassi d'interesse, possiamo7 − = † 7  :‘
anche scrivere:
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per la quale, posto: ,/ œ "  3  87< =:
<"

avremo:
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e, in modo analogo per la Capitalizzazione:
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 In questo modo, rimanendo inalterato il valore di  e di , possiamo/   > E > ß >" #

ottenere dei valori per i tassi annui d'interesse  che più si avvicinano a quelli noti; At-3<
tualizzazione e Capitalizzazione vengono ora calcolate mediante medie ponderate ad 8  " / / pesi, e quindi moltiplicate per i fattori  ed .7=> 7= > > # "



 Sarà anche:

  "  3 œ / † "  3<" 4"
7=  

da cui:
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 Il procedimento precedente può essere iterato, questa volta scegliendo un , con4 ‘−

4 
: 7=

:
, mediante il quale possiamo scrivere la (14) come:
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dalla quale, posto , avremo:/ œ "  3    87< = " :
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e, per la Capitalizzazione:
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 Avremo anche:

  3 œ / † 3  /  "=
4 4

" <"
 :  :

e, per la (15):

  .3 œ / † 3  /  "=
4 4

" 4"
 7= :  7= :   

 Una classe di modelli, del tutto equivalenti ai precedenti, la possiamo ottenere dalla
(1) mediante la trasformazione:

  ,: œ 7 8 † =   4

ottenendo:
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per la quale ancora:
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dove ora:

  .3 œ /4"
74 =  4



 Il modello fornito da Stoodley in 1  corrisponde al caso (18), con  ed ,  7 œ ! 8 œ "
per cui , e:4 œ :  =

  $ > œ :  =  = † œ : 
 5 † / =

"  5 † / "  5 † /

=>
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mentre il modello fornito in 3  corrisponde al caso (18), con  ed , da cui  7 œ " 8 œ #
4 œ :  = , e:

  .$ 4 > œ  = † œ :  = †
"  5 † / #
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 Considerando la (9) in due casi distinti,  ed , rispettivamente con i dati ,  e ,8 7 >α "8 8 "

α "7 7 # " !,  e , avremo, nel primo caso:> œ >  >

  L = œ † 8=  † /  8=  œ !8 8 8 8 8 8
=>   " α α α ""

dalla quale ricaviamo:
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"
=

e similmente, usando nel secondo caso  al posto di  per distinguere le soluzioni:5 =

  L œ † 7  † /  7  œ !7 7 7 7 7 7
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uguagliando le quali otteniamo:
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la quale definisce, una volta assegnati i valori di , , ,  e ,  come funzione>! 8 8 7 7α " α " 5
implicita di .= À œ =5 5 
 Scelto infatti il campo A  , la funzione  e la sua de-À  =ß  L =ß

8 7
   α "

5 5
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rivata fatta rispetto a :5
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nel campo A, con il punto P , dove  e  sono le soluzioni, rispettivamente, del-À =ß = 5 5
la  e della , soddisfano alle condizioni del Teorema del Dini.L = œ ! L œ !8 7   5
 In tal modo, una volta noti i valori dei parametri di un modello della classe (1), sotto
le condizioni , , , possiamo da questi ricavare i valori dei parametri di ogni altroα "8 8 ">
modello della (1), anche sotto dati ,  e  diversi.α " >"

 Nel caso particolare ,  e , avremo la forma più semplice:α α " "8 7 8 7 !œ œ > œ !
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 I modelli generati, al variare di , mediante la (1), non sono altro che casi particolari8
del modello a quattro parametri presentato in 2 : 
   19  ,$ :

;
> œ 

;
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quando si assuma .; œ 8 † =

 Questo modello, una volta assegnate le quattro condizioni:

$ $ $ $ $ $ $ $       ! œ > œ > œ >  > > œ! " " # # # " ∞
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, , , con  e ,lim

potendoci limitare al caso , risulta crescente per  e decrescente per5 ; ! ; †  !
; †  !; .

 Ha una sola soluzione positiva per il parametro  ottenibile dall'equazione:5
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dove , , , sotto la condizione, valida sia nel ca-α $ $ " $ $ # $ $œ  œ  œ ! ∞ " ∞ # ∞

so di  crescente che decrescente:$ >
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 Per uno studio completo del modello e della determinazione dei suoi parametri, si
vedano 2  ed anche 3 .   
 Per gli altri parametri, abbiamo anzitutto:

 22  .: $œ ∞

 Riguardo a  e , è facile ottenere:; ;

  ,;
α "

" α
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dalla seconda delle quali otteniamo:

  " α α "† ;  † /  † ;  œ !   5 >"

che non è altro se non la (9).

 Quindi, come già visto,  con .; œ 8 † 8 −5 ‘

 Se , allora il modello generato dalla (19) coincide con uno dei modelli generati8 − 
dalla (1), come meglio vedremo in seguito.



 Tornando alla (20), nel caso particolare , si perviene in modo semplice alle> œ #># "

due soluzioni che sono:

  e log .5 5
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 La prima di esse non è accettabile, mentre dalla seconda otteniamo:
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 Come si può vedere in 2 , utilizzando questo modello si hanno le: 
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 E' semplice vedere come la (2) e la (5) siano casi particolari delle (23) e (24), ottenuti
ponendo  .; œ 8 † 5

 Una volta assegnate le quattro condizioni e determinati i valori dei parametri della
(19), ponendo, in (23) e (24):

 25   con  ed ,
;

œ 8  2 8 − 2 −
5

 ‘

  possiamo anche scrivere:

  /   > œ / † œ
"  5 † /

"  5
 8  2 >

> 82 : 5 5
5

  œ / † † / † œ
"  5 † / "  5 † /

"  5 "  5
 8 >  2>

> >8 2 : 5 5
5 5   

  œ / † †
"  5 † /

"  5 "  5

† 5 † /    
  >

> 2

4œ!

8 8
4

4  84  >

8
5

5
5 :  

e ponendo, al solito:

 26  / œ "  3  84 
4"

5 :

avremo:

            
27  / > œ † œ

"  5 † /

/ † "  5 "  5

† 5 † "  35

5

>

>

2

4œ!

8 8
4

4
4"

>

8

ed analogamente:



     
    
    28  .E > ß > œ / † †

"  5 † /

"  5 † /

† 5 † "  3

† 5 † "  3
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> >
>

>

2
4œ!

8
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4
4"
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4œ!

8
8
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4
4"

>

5
5

5
 # "

"

#
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 Anche qui, come per le (16) e (17), possiamo calcolare Attualizzazione e Capitalizza-
zione mediante il prodotto di una funzione di  per fattori ottenuti mediante medie pon->
derate ad  pesi. 8  "

 Potremo, ad esempio, come è stato fatto per (16) e (17), anche scrivere, scelti 7 − ‘

con , e tale che :7 †  − 
7

5 : 4 ‘ 4
: 5

:

        /        
> œ † / †

"  5 † /

/ † "  5 "  5

† 5 † /5

5
5 4:

4 : 5>

>

2
 7  >

<œ!

8 8
<

<  "  87< >

8
      

dalla quale, posto:

  ,"  3 œ /<"
"  87<    4 : 5

da cui:

  ,3 œ / † 3  /  "<" 4"
 7   7    5 4: 5 4:

avremo:

  /         > œ † / †
"  5 † /

"  5 "  5

† 5 † "  35
5 4:

> 2
 72  >

<œ!

8 8
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<
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>

8
  

e

 .E > ß > œ † / †
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† 5 † "  3

† 5 † "  3
   
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>

2
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5
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"
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 Cerchiamo infine la relazione che esiste tra la soluzione per il parametro  di un mo-=
dello (1), sotto le condizioni: , , , con , e$ $ $ $ α $ $ " $ $! " " ∞ 8 ! ∞ 8 " ∞ > œ œ  œ 
la soluzione per il parametro  del modello (19):5

  ,$ :
;

 > œ 
;

"  † /5>

sotto le condizioni: , , , , con ,$ $ $ $ $ $ α $ $! ! " " ! # # ∞ ! ∞   >  > œ >  > œ œ 

" $ $ # $ $œ  œ " ∞ # ∞, .

  Dalla (9) avremo:

  log ;> œ †
" † 8= 

= † 8= 
!

8 8

8 8
   α "

" α

e pervenendo alla (20), invece:

  ,K œ †  † /  †  † /  †  œ !       5 # α " " # α α " #5 5   > > > >! # ! "



per la quale otteniamo:

  log> œ †
" † 

†  † /  †  † /
! > >5 # α " " # α

α # "     5 5# "

e quindi l'equazione:

 H 5
α " α # "

" α # α " " # α
             =ß œ  œ !

† 8=  † 

† 8=  †  † /  †  † /
8 8

8 8
> >

" "
=

# "5 5

5

che permette di esprimere, in forma implicita, una volta soddisfatte le ipotesi del Teore-
ma del Dini, il parametro  di (1) in funzione del parametro  di (19):  e vice-= = œ =5 5 
versa.

 Imporre poi l'equazione:

  H =ß = œ !

equivale a vedere sotto quali condizioni, ad esempio per quale valore di , la soluzione>#
per il parametro  di (1) ha lo stesso valore della soluzione per il parametro  di (19).= 5

 Otterremo allora:

  
α " α # "

" α # α " " # α
8 8

8 8
=> =>

† 8=  † 

† 8=  †  † /  †  † /
œ

        # "

la quale, risolta rispetto a , conduce alla condizione:>#

  log .> œ †
" † 8=  †   † 8=  †  † /

= † 8=  † 
#

8 8 8 8
=>

8 8
           α" α # " "α " # α

α # " α "

"

 Se poi:

 , ,  e ,α α " " $ $8 8 " ∞ ∞œ œ > œ ! œ

l'equazione  assume la forma:H 5 =ß œ !

  H 5
α " α # "

" α # α " " # α
             =ß œ  œ !

† 8=  † 

† 8=  †  † /  † 

" "
=

#5>

5

e se, come prima, imponiamo l'equazione:

 H =ß = œ !

otteniamo:

  
α " α # "

" α # α " " # α

† 8=  † 

† 8=  †  † /  † 
œ

        =>#

che conduce alla:

  # " " #† 8=  † / œ † 8=    =>#

e quindi alla condizione:

     29  log .> œ †
" † 8= 

= † 8= 
#

" #

# "

 Se nella (20) sostituiamo a  il valore:>#



  log>  †
" † 8= 

= † 8= 
!    " #

# "

e poniamo , , con semplici calcoli otteniamo la> œ > = œ! " 5

  " α α "† / † 8=  œ † 8= =>"    
ovvero la (9), ma anche la

  ,8= œ œ ;
† /  "

† / 

α"

" α

 =>

=>

"

"

e dato che:

  ,;
α

œ  "
;

avremo anche:

  ;
α α

α
œ  " œ œ 5

8= 8= 

e quindi, se i valori di  e , a parità di dati comuni, coincidono, sotto la condizione= 5
(29) il modello (1) coincide con (19).

 ! 

 Nelle Tavole che seguono, (da I a VI ), vengono calcolate  e , rispettivamente/ $   > >
per  e , relativamente ai dati riportati in ogni tavola." Ÿ > Ÿ #! ! Ÿ > Ÿ "!!

 Nella parte A della Tavola viene calcolata  usando il modello (1) nei casi/ >
8 œ "ß #ß ÞÞÞß ' >, mentre le ultime due colonne si riferiscono al calcolo di  mediante il/ 
modello (19), con gli stessi valori per , , ,  e , ma con valori diversi per .$ $ $ $! " ∞ " # #> >

 Analogo procedimento nella parte B, questa volta relativo al calcolo di .$ >
 I valori al di sopra di ogni colonna sono i valori, nell'ordine, di  e  per i modelli (1),= 5
di ,  e  per i modelli (19).5 ; ;

 Nella Tavola VII (A e B) viene fatto lo studio della funzione  per i modelli= œ = > "
(1), con , per i casi , secondo i valori dei  riportati nelle" Ÿ > Ÿ #! 8 œ "ß #ß ÞÞÞß &" $
Tavole.

 ! 
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