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IM1)Se z = e(cosa +isenc), sapendo che ¢! ™3 - z = 277 determinare .
. _ 2+ _ _ .
el =T o = ~—5; = e2Hi—(1=30) — o1+di — (cos4 +isend).
e

Quindi a = 4.

LY
, ———  (z,y) # (0,0 :

[ M 2) Data la funzione f(z,y) =< +/a?+y? (=9) 7 ), determinare se tale fun-

0 (z,y) = (0,0)

zione risulta differenziabile nel punto (0, 0).

Anzitutto controlliamo la continuita della funzione in (0, 0).
Passando a coordinate polari avremo:

) Ty . o0’cos¥sen?
)00 Vi +y? - 0
La convergenza ¢ uniforme in quanto | o cos¥send| < o .
Quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

= lirr(l)gcosﬁsenél =0.
0—)

g(O,O)zlimf(0+h’0)_f(0’0)zlim A—O -lzlimO:O;
Ox h—0 h =0\ /h2+0 h  h—0

— . 1
g(O,O)zlimf(O’O—{—h) f<0’0):lim &—0 -—=1lim0=0.
oy h—0 h h—0 \ /0 + h2 h  h—0

Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(:l:,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:E—O,y—())

(r=(00 V=02 + (-0

lim i L _ m %y
(@9)—00) /22 + 2 22+ 2 @y)—00) 22+ 3

0? cos ¥ sen?

= (0 ovvero se:

Passando a coordinate polari si ha: lim
0—0 0?

0 solo per particolari valori di ). Quindi la funzione non ¢ differenziabile in (0, 0).

= cos ¥ sen}, e quindi il risultato vale

I M 3) Data l'equazione f(x,y) = ze? % — ye®¥ = 0, soddisfatta nel punto (0,0), verifi-
care che con essa ¢ possibile definire una funzione implicita * — y (x) e calcolare quindi le
derivate prima e seconda di tale funzione in z = 0.

La funzione ¢ palesemente una funzione differenziabile. Calcoliamo V f(z, y) ed avremo:
Vi(z,y) = (e —zel™" - yelTY xeV T — Ty — ye“y) OVVero
Vi(z,y)=((1-z)eV " - yer Y zeV™ — (14 y) eIer) = Vf(0,0)=(, —1).
Dato che f,(0,0) = — 1 # 0 ¢ possibile definire una funzione implicita z — y (=) ed avre-

mo poi: d—y(O) =-—3= 1. Passando al calcolo della derivata seconda, essendo:
a:‘ —



H(z,y) = (z—2)eV™% —yety (1—2)e¥ % — (1+y)e*tY
Y7 = (1—x)e¥™% — (1 +y)erty ze¥ T — (2 +y) ety

2

—2 0 v 2 0+ fy (V)

e quindi:

H(0,0):H 0 _QH.Dalla y' = — 7 si ha:
2
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IM 4) Data f(z,y,2) =xyz—x+y—z ed il versore v del vettore (1,1,1) si calcolino
Dof(1,1,1) e Dy, f(1,1,1).

La funzione ¢ palesemente una funzione differenziabile almeno due volte. Quindi:
D,f(1,1,1) =V f(1,1,1)-v e Divf(l, 1,1) = v-H(1,1,1) - v" . Calcoliamo V f(z,v, 2)
ed avremo: Vf(z,y,2) = (yz — l,zz+ 1,2y — 1) dacui Vf(1,1,1) = (0,2,0).

1 1 1 1 1 1 2

Essendo v = (%7—37—3> si ha va(17171)2(07270) (%7 37% = \/g

0 2z wy 0 1 1
Risulta poi H(z,y,2) =1| 2z 0 x| dacui H(1,1,1)= |1 0 1||.Quindi:
y x 0 1 1 0
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Max/min f(z,y) =z —y
I1 M 1) Risolvere il problema ’ :
) P sveyr—1<z<1
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, e quindi possiamo applicare il Teorema di Weier-
strass. Sicuramente la funzione ammette valore massimo e valore minimo.



Per risolvere il problema utilizziamo le condizioni di Kuhn-Tucker.
Max/min f(z,y) =z —y
Scriviamo il problema nella forma Jyr—2-1<0
’ { r—1<0
Formiamo la funzione Lagrangiana:
Az, y, \) :x—y—)\l(QQ—x—l) — Xz —1).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :

A =1+#0

N =—1#0

2?/ 7 = nessuna soluzione .
y—x—1<0

r—1<0

2)caso A\ # 0, =0 :

A =1+X\=0 A= —1<0
A;:—1—2)\1y:0 y:§

2 = 1 _ 3
r=y" -1 x_Z_l__Z
z<1 ~-3<1



. 31 .
essendo Ay = — 1 < 0 il punto (— 7 5) potrebbe essere di minimo.

3)caso Ay =0, #0 :

N =—1#0
scy— . 7 = nessuna soluzione .

P —rx—-1<0

4)caso A\y £ 0, #0 :
AN, =14+ A —-X=0
A, = —1—2)\1y:0:

AN, =14+XA—X=0
Ay= —1-2xy=0 _

r=1 r=1
:C:y2—1 y2:
r=1 rx=1
L ly=V2 uly=-V2 ,
1+A =X =0 1+ — X =0
—1-2\y=0 —1-2\y=0
(
=1
y=2
y=2 L= V2 = =<0
1-1-)\1—)\2:0 1+)\1—)\2:0 2\/5
—1—2)\1:9:0 —1—2\/5)\1—0 )\2:1+)\1:2\2/§;1>0
\
1 2¢/2 -1
Essendo \j = — ——= <0 e \g = —— >0 il punto (1,\/5) non ¢ né punto di
2v/2 2v/2

massimo n¢ punto di minimo.

. (=1
r=1 T =
y= -2

y=—V?2 L u=-V2 =AM =2=>0

1+A =X =0 14+XA =X =0 2\/5

—1-2\y=0 —1+42/2X =0 _ _ 2V241

1 \>\2—]—+>\1— 2\/5 >0
2¢/2+1
Essendo \j = —= >0 ¢ )\QZL > 0 1l punto (1, —\/5) potrebbe essere punto
24/2 24/2

di massimo.

31
4’2

(1, _ \ﬁ) ¢ il punto di

Avendo pero trovato due sole soluzioni, per il Teorema di Weierstrass, il punto (
31
4’2

massimo, con f(l, — \/5) =1+ \/5

5 .
= — — mentre il punto

¢ il punto di minimo, con f( — 1

r_
IT M 2) Risolvere il sistema omogeneo di equazioni differenziali: { ; B y_ .
=y ¥ —y=0 D -1 x| |0 D -1 B
T bt R 1 B U R G




= (D*+1)(z)=2"+2=0.
Da 2’ 4+ x = 0 otteniamo \* + 1 = 0 e quindi le soluzioni A\; =4,y = — i , da cui la so-
luzione generale dell'equazione omogenea per z(t) che sara: z(t) = ¢; sent + co cost.
Dalla prima equazione ricaviamo y = z’ e quindi: y(t) = ¢; cost — ¢y sent.
x(t) = cysent + ¢y cost

Quindi la soluzione generale { y(t) = e cost — cysent °

2
) Tty
II M 3) Risolvere il problema di Cauchy: { ¥ = T
y(1) =0
2
Da 3y = Tty =1y =+ LN y — LA equazione differenziale lineare del primo
xr Xz xr

ordine non omogenea, con p(z) = — ¢ ¢(x) = x. Avremo quindi:
X

lI —lqj —
y Zefwd -(/xe fz¢ d:v+k) = elogT . (/xe logxd:l:+k) =
1
#w-(/x;dac-i—k) :>x-(/dx+k‘> =2z (r+k)=2"+kx.

Da y(1) =0 otteniamo 1+ %k =0= k= —1 e quindi la soluzione particolare del
problema di Cauchy: y = 2% — .

II M 4) Calcolare //:z:yd:vdy,doveQ:{(x,y)eIRZ:l—xgy;x2+y2§1}.

Q
=4
Avremo:
1 1—a2 1 /q 1—2?
//ajydxdy:/ / xy dy dx:/ (—y2 cxdr =
g 0 \Ji-z 0 \2" [1—2

1 1 1 1 1
:—/ (1—1‘2—(1—1')2)£Ed$:—/ 2:1:2—2x3d:1::/x2—:1:3dx:
2Jo 2Jo 0






