COMPITO di ANALISI MATEMATICA 16/9/2021

I M 1) I numeri complessi 2; € z2 hanno ambedue modulo pari a 1, mentre il primo ha per ar-

T : T . : D
gomento 1 mentre il secondo ha per argomento 3 Si deducano da queste informazioni i

7
valori del coseno e del seno di 1—; .

) T . s s . T s s
Risulta 21 - 29 = (cos— +zsenZ) . (cos— —Hsen—) = | cos— +isen —

4 3 3 12 12

in quanto % + T_ 7—7T . Ma:

_ f f V3 f f V2 V6
2129 = —I—z— —_—— —+—

2 2
7 7 2—-+/6 2 6
e quindi cosl—;T + 7sen l;r = \/—4 \[—ki \/_+f da cui:
T \/5— \/6 T \/54-\/6
COSE = T mentre senﬁ = T .
x?seny 0.0

I M 2) Data la funzione f(z,y) = z2 + 32 (,y) # (0, ), determinare se tale funzione

0 (z,9)=1(0,0)

risulta differenziabile nel punto (0, 0).

Anzitutto controlliamo la continuita della funzione in (0, 0).
2

o x” sen
Dovendosi verificare: 27‘7; — 0| < e, essendo:
ety
2 2 2
x”°seny x”seny
——— — 0| = |55 |= |5 3| Iseny| <1 [seny|
e +vy ¢ty ¢ty
, x?seny . . . . :
risulta | — T 0| <|seny| < e che risulta verificata in un intorno di (0, 0), basta pren-
2?4y

dere |y| < 6 con ¢ = arcsene.
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

3f<00) . f(0+h0)—f(00) Hm(ﬂ_O)%:hmO:O;

Ox h—0 h—0 \ h?+0 h—0
of . (00+h) f(0,0) . 0-senh r o
ay (00 = lim =i\ o ) R T ImO =
Quindi Vf(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:

lim f(‘ray) - f(0,0) - Vf(0,0) ) (:U -0,y — 0) — 0 ovVvero se:
(z,y)—(0,0) \/(.CC _ 0)2 + (y . 0)2

x?seny 1

lim :
@y)—00 22 +y* /22 +?
. 0? cos? Y¥sen (o sent}) _ lim w Csend - cos? ¥ —
0—0 93 0—0 1Y Sel’l19

= 0. Passando a coordinate polari si ha:




=1-sen? - cos’> ¥ = sen® - cos> ¥, e quindi il risultato vale 0 solo per particolari valori di
Y. Quindi la funzione non ¢ differenziabile in (0, 0).

I M 3) Data l'equazione f(z,y) = e ¥ + e/ —2e"™ 2 =0 ed il punto P = (1,1) che
la soddisfa, si determina una funzione implicita  — y(x) ; di questa funzione calcolare deri-
vata prima e seconda nel punto opportuno.

La funzione f(z,y) = e* ¥ + ™% — 257972 ¢ differenziabile V(z,y) € R2.
Inoltre f(1,1)=1+1—-2 =0.Da:

Vfi(z,y) = (ex_y -V -2 ex+y_2; —e" VeV -2 e$+y_2)

otteniamo: Vf(1,1)=(1-1-2; —1+1-2)=(—-2; —2).

Dato che f; # 0 ¢ possibile definire una funzione implicita * — y (x). Si ha poi:
eTTY L YT _ 9 €x+y—2 P TR Tl ) €:B+y—2
_eTTY QYT 9 ex+y72 eTTY L VT _ 9 €x+y72
0 —4 H

H(.ﬁlﬁ,y) =

dacui H(1,1) = H

2
ve T 2100 + 10 )
, :
Y

Per il calcolo della derivata seconda useremo la "’ = —

Ny dy fo(1,1) -2
Sara quindi, nel punto (1, 1): @(1) = — 7L 0) = -5 = —1le
04+2-(=4)-(=1)+0(=1)
FCRPELES N ET HEDEL IE0

I M 4) Data la funzione f(z,y,2) = ze? * +ye® 7, calcolare D, f(1,1,1), dove v & il ver-
sore del vettore che dal punto (1,1, 1) va al punto (1,2, 2).

La funzione f(x,y,z) =xe¥ * +ye® * ¢ differenziabile per cui D, f(Fy) = Vf(R)-v.

Da Vf(z,y,2) = (¢ " +ye" #,zeV " +e" % —we* —ye' %) siha:

Vi1,1,1)=(2,2, —2).

Il vettore che dal punto (1,1,1) va al punto (1,2,2) ¢ V= (1,2,2) — (1,1,1) = (0,1,1) e
1 1

1 1
uindi v = | 0, —=, —= | percui D,f(1,1,1) = (2,2, = 2)- [0, —=,—= | =0.
q ( \/5\/§>p (1,1,1) = ( )( : 2)

Max/min f(z,y) =zy
II M 1) Risolvere il problema 22 —2x—y <0 .
S.V.
y—x <0



La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, e quindi possiamo applicare il Teorema di Weier-
strass. Sicuramente la funzione ammette valore massimo e valore minimo.

Per completare la soluzione del problema utilizziamo le condizioni di Kuhn-Tucker.
Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, A, X)) =2y — M (2° — 22 —y) — Aoy —2).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :

AN =y=0 x=0
22 —2r—y<0 0-0-0<0
y—x <0 0-0<0
Essendo H(a;,y):H(0,0):H(l) (IJH da |Hs| < 0 segue che (0,0) ¢ un punto di sella.
2)caso Ay # 0, =0 :
A;:y—2>\19§‘—|—2)\1:0 .1,‘:—)\1 .I':—)\l
Ay=z+M =0 _JyEdaan=0_ Jy=-2¢-2)n
y=a?—2x y=a?—2z 2M7 + 20 + AP+ 20 =0
y—x <0 y—x <0 y—x <0
_ 4
x:_)\l aj:—)\l €Tr = .CE—3
y= —2X\ —2)\ y= —2X\ —2X) y= Yy= "%
= = = U
3)\%4—4)\1:0 )\1(3)\1+4):0 )\120 )\1:_%
— — <
y—xz <0 y—x <0 0<0 —%—%SO



Conosciamo gia la natura del punto (0,0) mentre (%, — g), dato che A\ = — % < 0 po-

trebbe essere un punto di minimo.

3)caso Ay =0, #0 :

AN =y+X=0 T = A9 z=0
AN =x—-X=0 Y= — Ao y=20
y

Yy=2x = )\2:—)\2 = )\2:
22 -2z —y <0 22 -2z -y <0 0<0

Conosciamo gia la natura del punto (0, 0).

4)caso A\y #£ 0, #0 :

{y:w2—2x:>{:c2—3x:0:>{yzou{y:3'

'A;L.:y—2>\193+2)\1+>\2:0 (201 4+ Xy =0 r=0
< 2‘1/::036+A1 e =170 - yf:oo

=0 =0 X =0
>Z//\%:y—2)\1:c+2)\1+)\2:0 >g—6)\1+2)\1+)\2:20 r=3
) iy:ngrM_M:O = ?:;;J;A?,l_bzo = §1:=32‘
\y:?) \y:?) Ao =5

Conosciamo gia la natura del punto (0,0) mentre il punto (3,3), essendo A\ > 0, 2 >0
potrebbe essere un punto di massimo.

Avendo trovato solo due soluzioni, una per il massimo ed una per il minimo, queste sono le

soluzioni del problema, con f(3,3) =9 e f(%, — g) = — z—i
: oo . D . [ =y—x
II M 2) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: , .
y=x—y+t
I ! o — _
ac/—yx :>ac+ac/y0 D+1 1.95':0:>
y=z—y+t —xz+y ty=t -1 D+1 Y t
D+1 -1 |10 =1 9 B
‘ _1 DH(:;:)_ ; DH‘:(D +2D+1-1)(z)=0+t=
= (D*+2D)(z) =t =2" +22' =t.
Da z” + 22/ = 0 otteniamo A% + 2\ = 0 e quindi le soluzioni A\; = 0,\s = — 2, dacuila

soluzione generale dell'equazione omogenea per z(t) che sara: x(t) = ¢; + cye .

Passando alla soluzione dell'equazione non omogenea, dato che D?(t) = 0, dobbiamo ipotiz-
zare una soluzione particolare del tipo g = at® + bt + ¢ = x|, = 2at + b = z{ = 2a e so-

1
= a = 7
stituendo nella z” + 22" = ¢ otteniamo 2a + 4at + 2b =t = { ;la+ b 1_ 0= { 4

1 1
Sara quindi z(t) = ¢; + cpe 2 + ) t? — 1 t . Dalla prima equazione ricaviamo:

1 1 1 1
y =2+ x equindi: y(t) = —2026_2t—|—§t—1 +Cl+026_2t+1t2—1t OVVEro:



1 1 o .
c1 — —) —cpe M ¢ 1 t* + 1 t e quindi la soluzione generale:

t:c +coe” 24 1 t2 lt
yt)=(a— 1) —c —2t+4t2+§t'

A
II M 3) Risolvere il problema di Cauchy: { g (1_) %l(())g v

1
Da ¢y = ylogx = Q y = logz, posto y # 0 : equazione differenziale a variabili separate.

Osserviamo comunque che la y = 0 ¢ soluzione del problema.
Avremo quindi, integrando per parti:

1 1 1
/;y’dx:/ady:/logxdx—i—k:logw]:ajloga:—/x;dx-i-kﬁ

= logly| =xzloge —x+ k= |y| = prlogr—at+k _ rlogz ,—x k

ev.
xr
Posto eF = m, m € R, dato che e* logz _ (elog”) = ¥, avremo infine la soluzione ge-

nerale del problema: y = maz®¥e .

Dalla y(1) = 0 otteniamo 0 = m1e~! = m = 0 e quindi la soluzione y = 0.

11 M 4) Calcolare //:c —eVdzrdy,dove Q = {(z,y) ER*:0<z,2 <y <2—2z}.
Q

(3]

y=2-r

Avremo:

1 2—x 1
//x—eydxdy:/ (/ x—eydy> d:c:/ (wy—ey\i_xdw:
3 0 T 0

1 1
:/ (2$—$2—627I) (a: —e)dx—/ 2 —22° — e T 4 e dx =
0 0

1

2
= <x2 — §:1:3 +e* " +e"

2 2
:(1——+e+e>—(0—0+e2+1):2e—e2——.
0 3 3



