COMPITO di ANALISI MATEMATICA 30/11/2021

Prova intermedia

I M 1) Calcolare un valore di z se e* = 3\/5 — 3.
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e _6<7—§z) _6(005 (Ew+2k7r> + i sen <€7r+2k;7r>>.
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I1 valore principale ¢ quindi e* = 6 (cos Eﬂ' + ¢ sen Ew) .

Da e” =" =¢” . e = e” . (cosy +iseny) siha:

. . 3 1. L
Risulta e* = 3\/§ —3i= 6(£ ~3 z) e quindi:

e’ =6=x=1logb o 11
11 e quindi z = logb6 + 17— .
y=74m 6
x|yl
—  :(x, 0,0 .
I M 2) Data la funzione f(z,y) = ¢ /a2 + 12 (z,9) # ( ), determinare se la fun-
0 H(z,y) = (0,0)

zione, nel punto (0, 0), risulta continua e poi se risulta differenziabile.

Calcoliamo  lim f(z,y) = lim zly passando a coordinate polari:

(2,5)—(0,0) Y (2,9)—(0,0) \/x? + 3>

2
) ) cos [sen
lim 7]yl = lim 9 2| ‘

(x,y)H(O,O) \3/ 372 + y2 0—0 Qg

uniforme in quanto |cos ¥ [sen¥}|| < 1 e quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

= lil’l’(l) v o*cos¥ [send| = 0,la convergenza ¢
g*)

97 0,0y = lim LOELO = FO0 o 100 g — o,
Ox h—0 h h—0 Y/ p2.p  h—0

y (0,0) = ilg(l) h hsd Sz h b0
Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:

f(z,y) — £(0,0) = Vf(0,0) - (x— 0,y — 0)

lim = 0 ovvero se:
(z,y)—(0,0) \/(w . 0)2 +(y— 0)2

. x|y 1 . . .

lim . = 0. Passando a coordinate polari otteniamo:
(@y)=(0.0) /22 + 12 /22 + 3>

2 cos ) ) 3
lim 2]yl = lim 2% 5|sen | = lir% 0’ cos¥|send| = 0.
5 o

La convergenza ¢ uniforme in quanto |cos ¥ [sen?|| < 1 e quindi la funzione risulta differen-
ziabile in (0, 0).
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IM 3) Data f(z,y) = 2* +y* edivettori V= (1,1) e W = (1, — 1), detti rispettivamen-
te vewiversoridi Ved W,se D,f(xo,y) = V2 e Do f(xo,10) = 2v/2, determinare le
coordinate del punto (g, yo) e calcolare poi Diw f(xo,90) -

La funzione f(x,y) = 2® + %> & un polinomio e quindi sempre differenziabile, per cui sara:
D, f(wo,y0) = V [ (20, y0) - v € Dy f(z0,30) = Vf(l“o,yo) -w . Essendo:

Vi(z.y) = (2x;2y), v= 5 % \/_ \/_> avremo allora:
Dy f (o, y0) = (223 2y) - ( 12) =2
Duf(ao,p0) = (23:20) - (L5, — 3 ) =22

{fx-l—fy—f {x-l—g; ;:{xoi%_l.
Yo = 5
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V2z—2y=2V2

Essendo poi Dg’wf(:co, yo) = v - H(xo,yo) - w” , essendo H(zg, yy) = sara:

0 2|’

D2, f (o, 30) = | —0.
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I M 4) Con l'equazione f(x,y,2) = 4xz — 3y* — 2° + > — > = 0, soddisfatta nel punto
P = (1,1,1), verificare, mediante il Teorema del Dini, 'esistenza di una funzione implicita
(z,y) — z(x,y), della quale calcolare le derivate prime nonché I'equazione del piano tan-
gente alla superficie di tale funzione implicita nel punto considerato.

La funzione f(x,y,z)=4xz — 3y — 2’ + e — 3, essendo un polinomio, & differenzia-
bile V(z,v,2) € R®.Inoltre f(1,1,1)=4—-3—-14+1—1=0.Da:

Vi(z,y,z) = (42 — 3z — "% — 6y — 3y’ da + e ™)

otteniamo: Vf(1,1,1)=(4—-3—-1; —6—3;4+1) = (0; — 9;5).

Dato che f. # 0 & possibile definire una funzione implicita (z,y) — z(z,y).

Sara quindi, nel punto (1,1):

0z Ly 0
WY = ~rarn - 570
0z ALY -9 9
EJLD_ f(1,1,1) 5 5

L'equazione del piano tangente alla superficie di tale funzione implicita nel punto (1, 1) sara:

Z_l:f;(lal,l)'(55_1)‘*'10@;(17171)'(9—1):0'(56—1)—}—%-(3;—1) oVVvero

9
=2 (y=1)+1.
z 5(y ) +

3

_ 3 3 3
[ M 5) Dato il sistema F(@,y,2w) = 2w —y°z +I:Ef gzﬂ ! soddisfatto nel punto
g(x,y,z,w) =xy —zw+e"F —e" V=0

P =(1,0,0,1), determinare una funzione implicita con esso definibile e di questa calcolare
le derivate prime nel punto opportuno.

Le funzioni f(x,y, z,w) e g(z,y, z, w) sono funzioni differenziabili. Inoltre:



. Calcolando la matrice Jacobiana avremo:

f(1,0,0,1)=1-04+0-0=1
9(1,0,0,1)=0—-0+e—e=0
af,9) _ 3r2w+ 2 =3Pz —wd — P+ 3222 2’ — 3y
oz, y, z,w) y+e* x+e Y —w—e"% —z—e"Y
. J(f,9) 3 =1 0 1
daCUl W(I,0,0,l)— 1+6 _1_e e
Essendo _ 10 . _16 =14 e # 0 ¢ possibile definire una funzione implicita:
(z,y) — (2(z,y); w(z,y)) le cui derivate saranno date da:
3 1
%(1’0):_ e —e :_—Be—e: 4e ;
ox 0 1 1+e 1+e
—1—e —e
—1 1
%(1,0):— l1+e —e :_e—l—e: 1 ;
Jy 0 1 1+e 1+e
—1—e —e
’ 0 3
ow —1—¢e e 3+ 3e
—(1,0) = — = — = —3;
8:6( ) 0 1 1+e
—1—e —e
‘ 0 -1
0 -1 1+ —-1-
S0 = — e -
oy 1+e




