COMPITO di ANALISI MATEMATICA 11/1/2022

I M 1) Data l'equazione 2 — 42> + 62 — 4 = 0, determinare le radici cubiche della sua solu-
zione complessa situata nel quarto quadrante del piano.

Se x = 2 risulta 8 — 16 + 12 — 4 = 0 e quindi il polinomio ¢ divisibile per z — 2.
Usando Ruffini avremo:

‘1-46-4
2l 3 4
[4' 2 20

e quindi 2° — 42° + 62 — 4 = (z — 2) (2” — 22+ 2).

Da 22 — 22 4+2 =0 segue z = 14v/1 —2 = 14/ — 1 = 144

Quindi la soluzione complessa situata nel quarto quadrante del piano¢la x =1 — 4.

\Lf —1 %) = \/5 (cos ZW + i sen ZW) risulta:
2T 2T
vV1—i= f(cos(lw+k—)+zsen(lw+k3)),0§k§2.

Essendo 1 — ¢ = \/5

12 3 12
Per k=0 : \/5 coslﬂ—l—zsenlﬂ :
N 12 127 )

Per b =1: %(cos%w-l—isen%r) :\“/§<_%_i%>;

23 23
Per k=2 : \Vi(cosﬁw+zsen—7r) .
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I M 2) Data la funzione f(x,y) = ¢ 3 + zy2 , determinare se la funzio-
0 (z,y) iz =0
ne, nel punto (0, 0), risulta continua e poi se risulta differenziabile.
Icol I li il d d I

Calcoliamo im x im ——— passando a coordinate polari:

(,y)—(0,0) J(wy) = (x, ) 0, 0) 3+ :1:y2 P P

x?y? _ o0* cos? ¥ sen® ¥

li 7~ =1 =i Usen’9 =0, 1 -
(x,y)lLI%O,O) x3 + xy? glg(l) o3cos ¥ (cos? ¥ + sen? ) 9111(1) e cosusen a conver

genza ¢ uniforme in quanto |cos ¥ sen’ 19| < 1 e quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

O 0 o) — tim f(0+h0)—f(00)_. h%-0—0

a: 00 = = o) a0 =0
h —

97 0,0) = tim 100+ ) J0.0 i 920 im0 —o.

dy h—0 h—0 h h—0

Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(:l:,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:E—O,y—())

(,9)—(0,0) \/(m —0)* + (y— 0)°

= (0 ovvero se:




xq? 1
lim

@)-00) 20+ 2y’ /22 + 1P

2202 4 o2 2
. cos” ¥ sen
Y = lim e

li .
particolari di 9 e quindi la funzione non risulta differenziabile in (0, 0).

= 0. Passando a coordinate polari otteniamo:

— cos®¥sen’®) = 0 solo per valori

I M 3) Data l'equazione f(x,y,z) = 22> +19° — 2> —22y2 =0, ed il punto P = (1,1,1)
nel quale ¢ soddisfatta, si verifichi che con essa ¢ possibile definire una funzione implicita
z = z(x,y), della quale calcolare poi i differenziali totali primo e secondo, dz e d?z.

La funzione f(z,y, z), essendo un polinomio, ¢ differenziabile V (z,y, z) € R®. Avremo poi:
Vfi(z,y,z) = (63@2 — 2z 3y° — 2xz; — 32° — Qxy) equindi Vf(1,1,1) = (4;1; — 5).

Essendo f/(1,1,1) = — 5 # 0 ¢ possibile definire una funzione implicita z = z(z,y).
Sara quindi, nel punto (1,1):
0z f’(l, 1, ) 4 4
1,1 - ===
A A T ) R Rl
1,1 1 11
92 1 1y = LLLY 1 1
dy Cff(1,1,1) =5 5
4
Sara quindi dz = R dz 4+ — 5 dy .
122 -2z —2y 12 -2 =2
Avremo poi : H(z,y,2) = —2z 6y —2z| =H(1,1,1)=| -2 6 —2
-2y —2x —6z -2 -2 -6
d2
Sappiamo che d’*z = — M e quindi:
12(dz)? 2 ? — 4dwdy — 4dzdz — 4
d?z = — (dz)” + 6(dy) 6(dz() 5 dedy — 4dzdz - ddyd= nella quale poi dobbiamo

4 1
sostituire dz = R dx + R dy ed avremo: d’z =

12(dz)* + 6(dy)? — 6(2 dz + L dy)” — 4dady — 4dz (L do + L dy) — 4dy (2 de + L dy)
5
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~ 125 To5(40)" + 125 To5 (@) - 125374y

I M 4) Data la funzione f(z,y) = e""¥ —e” — ¢¥, determinare tutti i punti (x,y) nei quali
risulti D, f(x,y) = 0, dove v ¢ il versore di (1, — 1). Tra tutti questi punti determinare quel-
lo in cui risulta Dz Jxy) = —1.

La funzione f(x,y) = " —e” — ¥ ¢& sempre differenziabile, per cui sara:
D,f(x,y) = Vf(x,y) - v. Essendo:

1 1
Viz,y)= (" —e";e"V —¢¥), v= —, — —= | avremo allora:
flz,y) = ( ) (\/5 \/§>
Dyf(w,y) = (e"" —e"e"™ —¢) - 7

Dof(a,y) = —= (" — " — & 4 ¢¥) =

S
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(Y —e")=0sex=y.
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6x+y —e7 €$+y 2z T 2x

. : e’ —e e
Risulta poi H(z,y) = e ety || H(z,z) = o2 020 _ ot
Dato che la funzione f(x,y) ¢ differenziabile due volte sara:
1
2x T 2x 7=
2 11 et —e e 2 ||
Dv,vf(w:y) = H V2 NZ) H ’ e2x et _ ot _ LQ ‘ -
1 2 _ x 2z
oA LI L N YR : \=
2 e T e T eac —1
1 eQx — et — €2$ 1 — et
R EEE TN St R TR T i =
1
— 5-(—e"’:—ef‘?) = —¢"=—-1sex=0=y=0= (0,0) ¢il punto cercato..

Max/min f(z,y) = 2 — >
II M 1) Risolvere il problema v z? <y
V2 < e

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care 1l Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

1

Max/min f(z,y) = 2* — 3>
Scriviamo il problema nella forma: v 22—y <0
"1y —2<0

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, A ho) =22 —y* — M (2° —y) — (v — ).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :

2 —y <0 0-0<0"
v —x <0 0-0<0
Essendo H(a;,y):H(0,0):‘g _02 da |Hs| < 0 segue che (0,0) ¢ un punto di sella.

Teniamo comunque presente che (0, 0) sta sulla frontiera della regione ammissibile €.

2)caso A\ 0, A =0 :



AN, =2z -2z =2x(1-X)=0 =0

N = —-2y+X\ =0 =0
Y Yy x -
y = 22 = A =0 (gia visto) U
v —z <0 0-0<0
(
1
(A =1 NG
1y -1 1
y=3M=35 _ Jy=1%
U < 1 = < 2 (forse P. Max ?) U
.’E2:§ AM=1>0
2 < l_ 1 .
Ly —2 <0 \4 ﬁgo.vera
(= _ 1
=~
_1 1 1
y_
U ¢ 2 - —, = £.
A =1>0 ( \/§2>§/é
1 1
-+ —= < 0: falsa
(4 V2

Conosciamo gia la natura del punto (0,0) mentre ( ! , %), dato che A\; =1 > 0 potrebbe

S

essere un punto di Massimo.

3)caso Ay =0, #0 :

A;.:Zl’—f—)\g:o y=20 r=0
A,:—Qy—2A2y2—2y(1+)\2):0 =0 =0

y Y P
= = )\2:—2:0:0:> )\QZO(glawsto)U
2> —y <0 0-0<0 0<0

r (=1

A= —1 r=3
usg , 21 = < V2 (forse P. Min ?) U

2> -y <0 1L <0:vera

\ \4 \/5

xr
y=—— 11

u 2 S| ¢E.
Ao= —1<0 (2 \/§>¢
1
1

Conosciamo gia la natura del punto (0, 0) mentre (%, %), dato che Ay = — 1 < 0 potreb-

be essere un punto di Minimo.

4)caso A\y £ 0, #0 :

y =22 D (x> —1) =0 z=0 r=1
2 =9 .2 = _ = —oYYy=1"
y=z \y=z ly=+z y=0"ly=1



(A/IIQLE—Q)QZC—F)\Q:O

=0
(y=0
(N, =22 -2 Nz + X =0

AN = —2y+ X —2Xy=0
y Y+ A 2y N

(X =0
A =0
\ =0
y=20

\
(

2—2X\1+X=0 2—4—4)y+ X9 =0

A;:—2y+)\1—2)\2y:0 —2—{—)\1—2)\2—0 A =242
9 = 9
r=1 rz=1 z=1
(y=1 (y=1 y=1
(3h = —2 AN=2-3=2>0
— _ 2
AL= 2420 Az= —3§<0 . Dato che A\; >0e X = <0 il punto (1,1)
z=1 r=1
\yzl y:1

non ¢ n¢ punto di Massimo n¢ punto di Minimo.
Per il Teorema di Weierstrass, avendo trovato un solo candidato sia per il punto di Massimo

1 1

che per il punto di Minimo, avremo che (\%, %) con f( —) = i ¢ il punto di Massi-

1

11 1 1. o
mo mentre (2, \/5> con f( %> == ¢ il punto di Minimo.

II M 2) Data una funzione derivabile f(x), si definisce l'elasticita di tale funzione come:

_af
&(f) = 7

. Determinare tutte le funzioni tali che y = £(y) .

o

Si tratta di risolvere 1'equazione differenziale y = Ty che, posto y # 0, equivale alla:

y* = x -1/, ovvero un'equazione a variabili separabili per cui avremo:

1 1 1
— 1/ = — dalla quale integrando /— y dr = /— dy = /— dx + k e quindi:
y? x 2 x
1 .
—— =logr+k=-=m-loge=y= che rappresenta la soluzione gene-
Y Y — logx

rale dell'equazione.

/
. oo . L i = Jdxr — t
II M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali { a:, 3 =6y +

o= — 3y 2 sotto le condizioni
{x(O) =1
y(0)= —1°

' =3x—6y+t :1:’—3:1:+6y:t:> D -3 6 zl| ||t N
y = — 3y —t? Y + 3y = —t 0 D+3 yll ~ | = ¢
D-3 6 ot ) -
0 D+3‘(:c)—‘_t2 D+3‘;» (D* = 9)(z) =1+ 3t+6t° =

= 2" — 9z =1+ 3t +6t°.
Da 2" — 9z = 0 otteniamo A\> —9 =0 e quindi le soluzioni A\, =3, s = — 3, da cui la
soluzione generale dell'equazione omogenea per z(t) che sara: z(t) = c;e® + cp e .
Passando alla soluzione dell'equazione non omogenea, dato che D? (1 + 3t + 6t2) =0, non
essendoci annichilatori in comune con 'equazione, possiamo ipotizzare una soluzione partico-



lare del tipo : g = at® + bt + ¢ = x), = 2at + b = x| = 2a dalla quale, sostituendo nella
2" — 9z = 1 + 3t 4 6t* otteniamo:
2a —9(at’ + bt +¢) =1+ 3t +6t° = — 9at® — 9bt + 2a — 9c = 1+ 3t + 61>

— _2
—9a=6 T
=< —9%=3 ={b=—3 .
26 —9c =1 1 _1 4 _ 7
c=5(2a-1) 9( 3 1)‘ 27
o ‘ 1 7 . . L
Sara quindi z(t) = c1e¥ + ey e 3t — 3 t2 3 t— 77 Dalla prima equazione ricaviamo:
1 1 - 1t ndi
= —x— -2 + =t equindi:
e 6 6- " 1 1 7 2 1 1
€1 3t ©2 3t 2 €1 3t C2 3t
t) = — - —ctt—=t—— — = — t+ — + —t ovvero:
ylt) = 5e +21e 3 6 5 2 T3¢ Tt TElow
y(t) = cye ™ — 3 t* + 5 t — 77 © quindi la soluzione generale:
2(t) = cre® + e ¥ — 2152— Tt— &
y(t)ZCQe’?’t—%tQ—k—t 27
7 7 _ 99
= c1+c — 55 = co =14 55
Da {:1:(((()))) B 1_ 1 otteniamo { 22 27 dacui { ' 27 2725
Y - Cg—ﬁ:—l C_—1—|—27 — 97
x(t) = 59e3t—@ S L T
e quindi la soluzione particolare 27 27 ) 2 27
yt) = — _3t—§t+ b —o7
IIM 4) Data Q = {(z,y) € R*: 0<z;x<y<24<a’ +y2} , calcolare:
/ / xy dx dy mediante opportuna sostituzione in coordinate polari.
Q
Vista la regione di integrazione:
2 =2
operando la sostituzione in coordinate polari,da y = 2 = psen =2 = o = 3 e
sen

quindi otteniamo:
2

s 2 s

2 [send 2 [send
//a:ydxdy:[f/ QQCosﬂsenﬁ-ngdﬁ:/f/ 0 cosUsen ) dp dv) =

T /2 zJ2

Q 4
(1,
(70

sen ¢

cos¥sen v dv = /2 1 (l—i3 - 16) cos¥sen ¥ d =
T 4 \ sen*

2

a—



4
———cosYy —4sendcosIdd =4
sen? 9




