COMPITO di ANALISI MATEMATICA 8/2/2022

I M 1) Determinare le radici dell'equazione z° + z* + 2> + 1 =0.

Daa’+az'+2°+1=2a"(z"+1)+2°+1= (2" +1)(z" +1) =0

otteniamo x =V — 1l e x =/ — 1. Essendo — 1 = cos7 + isen7 avremo:
2
v - :ﬁ(cos(g+k§)+isen(§+k—)) 0<k<1dacui
Per k = 'l(cosg-l—zseng):i;
er k=1 l(cos(w%— )+'sen(7r—|— ))—cos37r—|—'sen37r— )
p = 5 ™ 1 5 T = 5 1 5 = 7.
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4 4 4 4
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Per k=0 : + 7 sen —+i—;
°% 1 /5 \/5
I (7r+ )+ ( +7r) 37T+ 3 1 1
er k = cos | — 7sen — 0s— +dsen — = — — + 17—
P 4 D 4 4 /2 \/5’
I (7r+ )+ (7r+ 57r+ 5% 1 1
erk=2:cos|—+m isen T 0S— +isen— = — — — ——;
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(z,y) = (0,0)

- y
I M 2) Verificare che la funzione f(x,y) { N (z,y) # (0,0) puod, mediante
V (z,y) € R?, determinando poi se essa risulti

un opportuno valore di k, essere resa continua
anche differenziabile in RZ.

P
Calcoliamo  lim f(x y) = lim

(,y)—=(0,0 (29)=(0,0) \/x? + 32
-y 05 cos ¥ /sen? ¥
lim sci = lim ” cos XY _ 11m v/ 0%cost) Vsen2 ¥ = 0;
(@y)=(00) /22 +y> 00 0—0
la convergenza ¢ uniforme in quanto ‘cos ¥ V/sen2 9| < 1 e quindi la funzione ¢ continua in
(0,0)se £k=0.
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

97 0,0y = fjm L0 E10 = F(0.0) _ lim he¥/0-0 1 _ 6oy,

passando a coordinate polari:

ox h—0 h 0 /h2+ h  h—0
97 (0,0) = 1im £ (00+h) /O, ):nmo4vh_0 L imo=o0.

oy h—0 h—=0 /0 + h? =
Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:

L fy)~ (0,0 - V0,0)- (2 -0,y ~0)

(,9)—(0,0) \/(m —0)*+ (y— 0)°

= (0 ovvero se:




L 3/0,2 1

lim T VY. = (. Passando a coordinate polari otteniamo:
(@y)=(0.0) /22 + 12 /a2 + 1>

. W/ 0° cos ¥ v/ sen? 1 . cos¥ v/sen2 v

lim 5 = lim ————
(25)—(0,0) 0 00 N
solo a denominatore, non sara uguale a 0 e quindi la funzione non risulta differenziabile in
(0,0).

che certamente, vista la presenza del o

flx,y,z,w) =xeV —ye* —ze +we* =0
g(z,y, z,w) = xyz — yzw — rzw + ryw = 0
esso si puo definire una funzione implicita in un intorno del punto Py = (1, — 1,1, — 1).
Se tale funzione esiste se ne calcolino le derivate prime.

I M 3) Dato il sistema { determinare se con

Le funzioni f(z,v, z,w) e g(z,y, z,w) sono chiaramente differenziabili V (x,y, z,w) € R*.

Avremo poi:
_of9)  _ e/ +we” re¥ —e* —ye —e" —ze’ + e
oz,y,z,w) ||yz—2w+yw xz—zwtasw TY—yw—TW —YZ—TZ+TY
. O(f, 1., 1_ _1 1
daculﬂ(l,—l,l,—l): e ¢ eT¢ 67 7%
O(z,y, 2, w) 1 I |

In questa matrice Jacobiana la prima e la seconda colonna sono uguali tra loro, cosi come
sono uguali tra loro la terza e la quarta colonna. Ma prima e seconda colonna sono 1'opposto
della terza e quarta colonna, quindi la caratteristica della matrice Jacobiana ¢ pari a 1 e non si
puo trovare un minore di ordine 2 diverso da 0. Non sono soddisfatte le ipotesi del Teorema
del Dini e quindi non ¢ garantita l'esistenza di una funzione implicita R? — R?.

I M 4) Data la funzione f(x,y) = 2> +y* — 2°y*, sia v il versore di (1, 1). Determinare i
punti Py nei quali D, f(Py) =0 e Dg,vf(Po) =2.

La funzione f(z,y) = x> + 3> — 2° >, essendo un polinomio, ¢ ovunque differenziabile due
volte, per cui sara: D, f(Py) = Vf(Py) v e D%,Uf(Po) —v-H(Py) - v .

. ) ) 2 -2y  —dxy
Essendo: Vf(z,y) = (2z — 2zy°; 2y — 22°y) , H(z,y) = H —dzy 2 — 222

ev=— ) , avremo allora:

11
V2 /2
D, f(x,y) = (2x— 2xy?; 2y — 2x2y) i (%, %) - LZ (2x + 2y — 2zy(x +y)) =0 e

quindi D, f(x,y) = \/E(x +y)(1 —2y) = 0. Poi

1
2 -2 —dzy V2
quwf(PO):H% %HH 20 | L || —
—dzy 2 -2 7
_1_”1 - 2 -2 —day L —1-H1 - 2—2y% —day ||
2 —dry 2 -—22° | 2 2 — 222 —dxy||
1
:5-(2—2y2—4xy+2—2x2—4a:y):2—:1:2—y2—4a:y:2$:c2+y2+4a:y:0.

(z+y)(1—-2y) =0

22412 + 4y = 0 dal quale otteniamo:

Abbiamo quindi il sistema {



r+y=20 L jy=-—= N =0

2+ y? + 4y =0 2’ + 22— 42’ =0 y=20
1

{1—:1:y:0 y—x,posto:z;;«ré():> y=1 |

ot 4+ 422 4+1=0

2 +y? +4ay =0 2+ 5 +4=0

e anche

Ma z* 4+ 42> +1 =0, in quanto somma di termini tutti positivi, non ammette soluzioni e

quindi I'unico punto soluzione ¢ P; = (0,0).

II M 1) Risolvere il problema {s.v.: 42?4 < 4

Max/min f(z,y) = 22 + o>

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto (ellisse), il vincolo ¢ qualificato, e quindi possiamo
applicare il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione

ammette valore massimo e valore minimo.

1

-2

Scriviamo il problema nella forma: {

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, M, Xo) = 22 + 1 — )\(4302 + 97 — 4).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A =0 :
42?7 +y* <4 0+0<4

Essendo H(z,y) = H(0,0) = H(Q) (Q)H . {

minimo.

2)caso A # 0 :

H,|=2>0
|H2|:4>O

Max/min f(z,y) = 22 + y>
svodr? +y*—4<0 '

segue che (0,0) ¢ un punto di



A =2x—8\z=2x(1—-4)\) =0 =0
A, =2y—2 y=2y(1-A)=0 =< y=0 gia visto oppure

4a? + 97 =4 0+0<4
x=0 z=0 r=0
A=1 =< y=2 Uc y= —2 (forse P. Max ?) oppure
' =4 A=1>0 A=1>0
y=20 rz=1 r= —1
)\:% = {y ugy=0 (forse P. Max ?).
2 =1 A= i >0 A= i >0
A=1
Ilcaso ¢ A = i non ha ovviamente soluzioni.
4 +y* =4
Studiamo la funzione sui soli punti del vincolo.
Scrivendo 1'ellisse in coordinate polari { T = cost avremo:
y = 2sent

f(z,y) =2 +y* = f(t) = cos’t +4sen’t = f'(t) =2cost( —sent) + 8sentcost =
= f'(t) = 6sentcost > 0. Essendo :

T 3T .
sent > 0 per 0 <t < 7 mentre cost 20per0§t§§ U 7§t§27rrlsulta:
i 3m
0 2 T o 2T
sent X
cost /
P

Per cui i punti (0,2) e (0, —2), con f(0,2) = f(0, —2) = 4 risultano punti di massimo co-
me indicato dal segno dei moltiplicatori, mentre i punti (1,0) e ( — 1,0) risultano di minimo
ma solo relativamente ai punti della frontiera di £ e quindi non sono né¢ di massimo n¢ di
minimo.

Il punto (0,0), con f(0,0) = 0 risulta il punto di minimo del problema.

Si sarebbe potuto anche, da 422 + > = 4 ricavare y* = 4 — 42° da cui sostituendo:

flx,y) =2 +y* = f(x) =2 +4—42° =432 = f'(x) = — 62> 0perz <0

che avrebbe portato alle stesse conclusioni (vedere frecce in figura).

I M 2) Analizzare la natura del punto stazionario della funzione f(z,y) = e* =ty

La funzione ¢ chiaramente una funzione differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine

I -9 ry—a—y? — _ — —
si ha: Vf(a:,y) =0 = fr (y ,T)e . 0 = Yy 2z 0 . X 0 '
fo=(x—=2y)e™ "V =0 r—2y =0 y=0

((y =20 =2) e~ (L4 (y = 20) (& — 2y)) eV

‘ (1+ (y —22)(z — 2y)) eTY—1 =y’ ((a: _ 2y)2 _ 2) TY—a 1 ‘
da cui otteniamo H(0,0) = —2 per cui da H;|= —2<0 segue che (0,0) &
1 2 IH,| =3 > 0
_ | =

un punto di massimo.



IT M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali { x,/ —rtytl sotto le condizioni
y = —3x+ Sy
{:1;(0) =0
y(0)=1"
¥=x+y+1 ¥—r—y=1 D-1 -1 x| |1
Yy = — 3z + 5y {393+y—5y—0 ‘ 3 D—5H' y _HOH:>

D -1 -1 1

3 D -5 () = ‘ 0 D-5
=12"—-62'+8x= —5.
Da 2" — 62’ + 8x = 0 otteniamo \* — 6\ + 8 = (A —2)(A —4) = 0 e quindi le soluzioni
AL =2, )\2 =4, da cui la soluzione generale dell'equazione omogenea per xz(t) che sara:
z(t) = cre® + ey e
Passando alla soluzione dell'equazione non omogenea, dato che D( — 5) = 0, non essendoci
annichilatori in comune con 1'equazione, possiamo ipotizzare una soluzione particolare del
tipo: zg = k = x; = x5 = 0 dalle quali, sostituendo nella z” — 6z’ + 8z = — 5 ottenia-

= ‘;» (D*—6D+8)(z) = — 5=

5 5
mo: 8k = —5=k= — 3 Sara quindi z(t) = c1e* 4 ¢y e — S
Dalla prima equazione ricaviamo y = 2’ — x — 1 e quindi:

2t

5
y(t) = 2c1e® + dcy el — cre? — cp et + S 1 ovvero:

3 C .
y(t) = cre® + 3¢y et — g€ quindi la soluzione generale:

2(t) = cre® + cpett — %
(t) C1 €2t + 302 6

3
P 5 5
ci+c —35=0 cr+ecp =3
Da (0) =0 otteniamo ! 2 8 OVVero ! 278 da cui:
) 3 11

y(o 1 ci+3cs —5=1 C1+302—§
5 5 5 3 1
CL=3 — C €1 =g — C €1 =3 )
5 = 6 = 3 e quindi la soluzione par-
§_62+302 :1§ 202:§ Cg—g
x(t2162t+%64t—g
ticolare 1 o . 9 a3
y(t) =€ +g5e" — 3

1
I[IM4)Data Q = {(x,y) eR* 1< 2?4+ SQ,%:cgyg \/gx},calcolare:

2
/ / PR dx dy mediante opportuna sostituzione in coordinate polari.

Vista la regione di integrazione:

1
@Z{(%wGRZ: 1§5’32+92§2,%$§y§\/§x}



y=io

T = p cost}

y = o sent

// Y dxdy—/ / COS 19sem9 -ododd = / / 0% cos® ¥senvdp dy =
Q

3/1 3\/5
gAH

6

:;(2 2—1)
- -y avE )l - - (avE- ) -2 -
(

operando la sostituzione in coordinate polari { otteniamo:

wl:!

cos2z9$em9d19:/ —( )cos Ysenddy =

1
3

cos? ¥send d = — ( )(——cos 9 .
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