COMPITO di ANALISI MATEMATICA 14/3/2022

I M 1) Se una delle tre radici cubiche di un numero z risulta z; = 1 + ¢, determinare modulo
ed argomento delle altre due radici cubiche e determinare poi il numero z.

™ .
+ 7sen Z) , considerato che le tre

1 1
Datoche z; =1+ = \/5 —ti— | = \/i(cosE
V2 /2 4
radici cubiche formano i vertici di un triangolo equilatero, se il primo argomento ¢ dato da

2 11 4 19
, 11 secondo sara dato da % + ?W = 1—; ed il terzo da % + % = 1—; . Il modulo sara

per tutti uguale a \/5 Se z1 =1+4+1i= \‘72 sara infine z = (1+14)” e quindi:

= (V) (s (50 5) isen(3:5)) =23 (- i) = -2
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[ M 2) Verificare se la funzione f(z,y) = /22 + 12 (@) # (0,0) puo, mediante un
k (z,y) = (0,0)

opportuno valore di k, essere resa continua V (z,y) € R?. In caso di risposta affermativa, de-
terminare poi se essa risulti anche differenziabile in R?.

2

. . ) Ty
Calcoliamo  lim r,y) = Ilm ———
(ﬂﬁvy)ﬂ(Oﬂ)f( v) (€,9)—(0,0) \/x? + y?

2 3 2
. ) cos 1 sen” ¥
lim ok :hmg = lim p?cos¥sen’ ¥ = 0;

(@y)—00) \/z2+y> =0 0 0—0

la convergenza ¢ uniforme in quanto |c0s19$en 19| <1 e quindi la funzione ¢ continua in

passando a coordinate polari:

(0,0)se k=0.
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:
h,0) — h-0— 1
O (,0) = i OHRO SO0 o B00 1y
h—0 h h—0 \/h2 1 0 240 h h—o0
of f(0,04+h) — £(0,0) i O h2—0 1

= lim =1lim0=0.
ay( 0) = hl—>0 h h—>0 \/m h hll,%o 0
Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(x,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:U—O,y—O)
(z,y)—(0,0) \/(.CC _ 0)2 + (y . 0)2

2
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= (0 ovvero se:

Ty 1

@)= 00) /T a7+
03 cos ¥ sen’ ¥

= 0. Passando a coordinate polari otteniamo:

lim 5 = lim pcos¥sen’y = 0;la convergenza ¢ uniforme in quanto
(x,y)—(0,0) 0 e—0

|cos ¥ sen® 9| < 1 e quindi la funzione ¢ differenziabile in (0, 0).

I M 3) Data lequazione f(z,y,z) =xe’+ye’—2ze® =0 soddisfatta nel punto
Py = (0,0,0), verificare che con essa si puo definire una funzione implicita (x,y) — 2z e di
questa calcolare dz e d?z.



La funzione f(z,y, z) ¢ differenziabile due volte V (z,v, z) € R®. Avremo poi:
Vi(z,y,z) = (e —2ze";xe’ + e*;ye® —2€”) equindi Vf(0,0,0) = (1;1; —2).

Essendo f7(0,0,0) = — 2 # 0 ¢ possibile definire una funzione implicita z = z(z,y).

Sara quindi, nel punto (0, 0):

0 ’(0,0,0 1 1

% 0,0) = — f( 0 _ L 1

oz 7(0,0,0) —2 2

o 0,0,0 1 1

Z2(0,0) = ,0.00) - 1 _ 1

oy (O 0,0) 2 2

Sara quindi dz = — dm + = dy
—2ze" €Y —2e€" 0 1 2

Avremo poi : H(z,y,z) = ev xeY e* = H(0,0,0)=1{ 1 0 1
—2e® € ye* -2 1 0

&f(z,y,2)

Sappiamo che d’z = — e quindi:

!
0 (dz)® + 0 (dy)? +f6 (dz)? + 2dady — 4dzdz + 2dydz
) X (—2)
mo sostituire dz = 2 dx + 3 dy ed avremo:
2dxdy — 4dz (3 dz + §dy) + 2dy (5 dz + 5dy)
2

d?z = — nella quale poi dobbia-

1 1
d?z = — (dz)? + da;dy + = (dy) .

I M 4) Data la funzione f(z,y) = 2° —4°, siano v e wi versori di (1,1) e ( — 1,1). Deter-
minare i punti Py nei quali Dy, f(Py) = 3.

La funzione f(z,y) = 2® —1°, essendo un polinomio, & ovunque differenziabile due volte,
per cui sara: D, f(Py) = Vf(Py)-v e D;,,f(Py) =v-H(Py) - w’

. 6x 1 1
Essendo: Vf(z,y) = (3z%; — 3y?) da cui H(z, :‘ ‘ ev=|—47,—f4=1,
fla,y) = ( V) @)=y _g 73 /s
w = (— 7 7) avremo allora:
6 0 _%
I A B kS H'l a |
0 —6y 7
1 6x 0 -1 1 — 6z
=—.1 1- . —— .1 1Il- _
g It 1l ‘ —GyH H 1 H 3 11 1 H—Gy
1
:__(6x+6y):3:>x—}—y:—1:>y:—x—1
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II M 1) Risolvere il problema { Max/min f(z,y) = =y

svoxl—1<y<az+1°
Max/min f(z,y) = zy
Scriviamo il problema nella forma: . { 2 —y—-1<0.
T ly—z—-1<0
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-



care 1l Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

Formiamo la funzione lagrangiana:

A(z,y, A1, A2) ny—)\l($2—y—1) —Xa(y—x—1).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :

AN =y=0 r=0
A;J::EIO y=20
22 —y—1<0 -1<0°
y—x—1<0 -1<0

0 1

1 0
Teniamo comunque presente che (0, 0) sta sulla frontiera della regione ammissibile €.

Essendo H(x,y) = H(0,0) = ‘

H da |Hs| < 0 segue che (0,0) ¢ un punto di sella.

2)caso Ay £ 0, =0 :

A;,:y—Q)\lLU:O :c:—)\l (I:—Al
Ay=2+XA =0 y:?)\lx:—Q)\%:<y:2)\1x:—2)\% N
y=a2>—1 —oNZ =21 32 =1
y—x <1 y—x <1 ly—x <1
( 1 ( 1
xT= ——7 = —r
T= A 2\/5 ﬁz
N y:2)\1x:—2)\%:><y:—§ U<Z/: 3
2 _ 1 1 _ L
y—r= _2 1 _2_ 1
1 2 1 . .
Il punto [ — %, —3 ,con A\ = —3 > ( potrebbe essere un punto di Massimo mentre
) 1 2 1 o
il punto %, —3 ,con A\ = — —3 < 0 potrebbe essere un punto di minimo.
3)caso Ay =0, 2 #0 :
— _1
A;:y—k)\z:O T =N\ T = Ay x ) 2
A, =2—-X=0 y= — N y= —XA N R
y=x+1 — A = )\2+1 20 = —1 )\2:_%.
2> —y<1 r?—y<1 P —y<1 11y
4 2 —
11 1
I1 punto (—5,5),con Ay = —3 < 0 potrebbe essere un punto di Minimo.
4)caso A\y # 0, #0 :
_ 2 21 _ 2_ . _9_ _
y==x 1:> x 1_x—{—1:> Tt - 2—O:> x 1U x 2'
y=x+1 y=x+1 y=x+1 y=20 y=3



Ny=y—20z+X0=0 (204+X=0 [(2+3%=0 [M=3>0

A,: —_ = — — — _ 2

" T+ A —A=0 N AL — A9 1 N A1 1+)\2:> )\2__§<0

y=20 y=20 y=0 y=20

1 2 . L . .

Dato che A\; = 3 > 0 mentre \y = — 3 < 0 il punto ( — 1,0) non ¢ né punto di massimo
ne punto di minimo.

AL =y—2Mz+ X =0 3— A\ + A =0 3\ =5 AM=2>0

A;:$+)\1_)\2:O N 24N — X =0 N )\2:)\1+2:> )\2:%>0

=2 =2 T =2 z =9

y=3 y=3 y=3 y=3

5) 11 . . .
Dato che A\ = 3 >0e N\ = 3 > 0, il punto (2, 3) potrebbe essere un punto di Massimo.

Studiamo il comportamento sui punti della frontiera di £.
Se y =2° — 1 risulta f(z,2> — 1) =2 —2 = f'(z) = 32° — 1. Quindi:
1 1 1 2
fl(x)=32>-1>0perz < ——=U—=<z equindiil punto | — —=, — =] ¢ un
3 \/5
2

punto di Massimo mentre il punto ) ¢ un punto di minimo:

_3 =3

1 )
L o L
\/: 3 \//g

Se y =z + 1 risulta f(z,z+1) = 2* + 2 = f'(z) = 22 + 1. Quindi:

1 1
f'(x) =22 +1>0per — 3 < x e quindi il punto ( ) ¢ un punto di Minimo:

272
1

2

|———|+—.+T+++T |

T

1z con f S -2 ¢ un punto di mas-
V33 V33 3v/3

2,3),con f(2,3) =6 ¢ il punto di massimo assoluto.

Avremo quindi che il punto

simo relativo mentre il punto

/—\AA

1 1 2 2 \ . .
Il punto | —, — = | con —, — —— ¢ il punto di minimo assoluto mentre il
V3 J/3 3 3v/3
11 11
punto < 3 2) con f 5,5) = — Z ¢ il punto di minimo relativo.
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I M 2) Studiare la natura dei punti stazionari della funzione f(z,y) =2z + 3y — e* — .

La funzione ¢ chiaramente una funzione differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine
si ha: Vf(x,y):@:{fl" ¢ {6 :{SC IOgQU{x log 2

fl=3-32=0" =1 y=1 y=—1"
Da H(z,y) = H —Oex 6y otteniamo:
H(log2,1) = H _02 _06 per cui da { ;g;; i 1% 2><O 0 segue che (log2,1) ¢ un punto
di massimo;
H(log2, — 1) = H _02 2 per cui da |Hy| = — 12 < 0 segue che (log2, — 1) ¢ un punto
di sella.

o — e 2
IT M 3) Risolvere il problema di Cauchy { Z(O% B 193 1+y) .

Si tratta di una equazione a variabili separabili.

Day-y =x- (1 + y2) otteniamo ] f 5 y = z e passando ad integrare otteniamo:
(Y

/1fy2 .y’dxzflfy2 dy:/xdx+l<: e quindi:
2

%log(lerQ):%Jrk:”Og(lerQ) =l tm=s 1ty =" =

:>y2:e"’32+m—1:>y:i er’tm — 1,
Dato che y(0) = 1 dobbiamo scegliere la soluzione positiva ed avremo:

y(0)=vertm —1=1=e"-1=1=¢e"=2=m =1og2 e quindi la soluzione parti-
colare del problema sara y = V/e?*tlog2 — 1 = /2¢* — 1,

IIM4)DataQ:{(x,y)€R2: (9:—1)2+y2gl,Ogy},calcolare //xyda:dy.
Q

Vista la regione di integrazione:
Q= {(:E,y) cR*: (x— 1)2—}—y2 <1,0< y}



avremo:
2 —(p— 2
B 2 py/1=(z—1) B 2 /1 ) 1—(z—1) B
ry drdy = xy drdy = —y rdr =
K 0 Jo 0 \2° o

1 [ 2 1 3 2 L[* 2 3
= - (1—(w—1))xdw:— x—2’+ 2" —xder=-[ 22°—2°dx =
2.Jo 2.Jo 2Jo

1/2 1 L, 171 )
= (22— >z =2 —6—4 =-.
47 1, 2\3 3




