COMPITO di ANALISI MATEMATICA 27/6/2022

1 3 ..
IM1)Se z = 3”5 i, calcolare le due radici quadrate del numero 2.
1 3 5 5 5) 5)
Essendo z = 3~ %i: cosg —i—iseng sara z° = cos (3 . %) + ¢ sen (3 . g)
ovvero z° = cos5m 4+ isenbm = cosm +isenm = — 1 e quindi:

v 23 = cos (g~|—k7r) —|—z’sen(g—|—km), 0 <k <1 equindi:

k:O:cosg—i—isenE:i;

2
3
k= 1:cos§+isen§ = —1.
7x2 VY 0,0
I M 2) Verificare se la funzione f(x,y) = 22 + 92 (z,y) # (0,0) puo, mediante un
k (z,y) = (0,0)

opportuno valore di k, essere resa continua V (x,y) € RR? . In caso di risposta affermativa, de-
terminare poi se essa risulti anche differenziabile in R?.

Calcoli li f(z,y) li v ﬁ
alcoliamo im r,y)= lim ———
(2,y)—(0,0) Y (@.)—=(0,0) \/x? + y?
7
2 3 2 3 )

. x° Y, . ¥/ send) .4 A

lim 7@ = lim &2 MY _ lim 0” cos? ¥ v/sent = 0;
(@y)—00) \/z2+y> =0 0 0—0
la convergenza ¢ uniforme in quanto ‘0052 VR, senﬂ‘ < 1 e quindi la funzione ¢ continua in

(0,0)se k=0.
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

passando a coordinate polari:

2
— 0—0 1
97 0,0y = lim LOELO = FO0 W7 020 1 gy,
ox h—0 h h—0 \/h24+0 h  h—0
h) — vVh—0 1
g(O,O):limf(O’0+ ) f<0’0):1imw—0-—:1im0:0.
oy h—0 h h—0 /O+h2 h 0
Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0,0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(way) - f(0,0) - Vf(0,0) ) (l‘ -0,y — 0) — 0 ovvero se:
(z,y)—(0,0) \/(g; _ 0)2 +(y— 0)2
23 1
ﬂ = 0. Passando a coordinate polari otteniamo:

lim .
7
) 0’ cos? m
lim 5
(z,y)—(0,0) 0
quanto ‘cos2 VRV, senﬁ‘ < 1 e quindi la funzione ¢ differenziabile in (0, 0).

. P 3 \ . .
= lim \'ﬁCOSQ ¥ +vsenty = 0;la convergenza ¢ uniforme in
0—0



I M 3) Data l'equazione f(z,y) = log (2> +y* — 1) = 0 soddisfatta nel punto Py = (1, 1),
verificare che con essa si puo definire una funzione implicita * — y(x) e di questa calcolare
la derivata prima e la derivata seconda nel punto opportuno.

La funzione f(z,y) = log (z* +y*> — 1) ¢& differenziabile due volte V (z,y) € R?.

2 2
Avremo poi: V f(z,y) = (932 n ;2 o +yy2 — 1) equindi Vf(1,1) =(2,2).
Essendo f,(1,1) =2 # 0 ¢ possibile definire una funzione implicita y = y(z) .
Sara quindi, nel punto (1, 1):

dy AL .
)= - o 22 A :
dx( ) 71 0) 5 vremo poi
yr—a?—1 dxy
22 12 (22442—1)2 -2 -4
H(z,y) = (@ Z;r;y ) (52_32_1) = H(1,1) = H 4 —9 H
@41t T (@y-1)
:é:/zz+2 I// I f 2
Sappiamo che ¢’ = — yji / fuy W) e quindi:
y
—2-8(—-1)—-2(-1)°
/(1) = — (-D-2-1" _

2

I M 4) Data la funzione f(z,y) = (x —y)e” ¥ edil versore v = (cos «v, sen o) , determinare
i valori di v periquali D, f(1,1) = 0 e per questi valori calcolare poi Di’_v f(1,1).

La funzione f(x,y) = (x —y)e” ¥, ¢ ovunque differenziabile due volte, per cui sara:

D f(1,1) =V (1,1)-ve D}, f(1,1) =v-H(1,1)- (—v)".

Essendo: Vf(z,y) = ((z —y+1)e"¥;(y —x — 1) e*¥) avremo anche:

Vf(1,1)=(1; —1) equindi D,f(1,1) = (1; — 1) - (cos o, sen ) = cos v — sen «
5

e sara quindi D, f(1,1) =0 se cosa = sen ovvero se o = T esea= ZF .

(z—y+2)e"™ (y—z—2)e""

(y—x—2)e" Y (x—y+2)e" 7V

2 =2 H

Risulta poi H(z,y) = ‘

e quindi H(1,1) = H 9 9

Sea—zallorav— L e —v= L er cui:
1 NZRVG V2 ) P
1
2 Il 2 =2 V2|
san=5 Hl| 2 HH__ -
V2
1 2 -2 1 1 0
et B B H EEERIRTR H B
Sea—5—ﬁallorav— v e —v= I er cui:
4 V22 2 v2) P '
1
2 I R 2 -2 Ve _
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Max/min f(z,y) = xy
II M 1) Risolvere il problema 4+ -1<0.
S.V.:
y<z+1

Max/min f(z,y) = xy
Scriviamo il problema nella forma: ¢ { 2+ —-1<0.
T ly—x—-1<0
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che € un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, My o) =ay — M (22 +9° —1) = Xa(y—z —1).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso Ay =0, =0 :

24+ -1<0 -1<0°
y—xr—1<0 -1<0

Essendo H(x,y) = H(0,0) = H(l) éH da |H,| < 0 segue che (0,0) ¢ un punto di sella.

2)caso A\ # 0, =0 :

AN =y—-2\z=0 y—2MNr+zx -2 \y=(y+z)(1-2\)=0
A’:x—2)\1y:0 x—2)\1y:0
y
y<zx+1 y<z+1
_ 1 - _ 1
y:_x y:—aj L 21 L . 2
r—2My=0 r—2My=0 Y= —=7 Y=
= 942 — 1 =< 5 1 = 12 U 21
= =3 A= —3 A= —3
y<z+1 y<z+l 1l 1 S
ﬁ§ﬁ+1 \/ES 2+1
1 1 1 S
Ilpunto P, : [ —=, — —=],con A\ = — — < 0 potrebbe essere un punto di Minimo mentre
p 1 (\/5 \/5> 1 5 p p

. 1 1 . . e
il punto | — —=, —= | non appartiene alla regione ammissibile £.
p ( /2 \/5> pp g

Oppure:
1—-2X\ =0 A =3 y=uzx
xr—2My=20 x—1y=0 ;6—2)\13;:0:>

?+yf =1 - x2+y2:1$ 22° =1
y<z+l y<axz+1 y<az+1



— 1 N
x—2My=20 Y= Yy=—=7
) R - V2 U V2
y<z+1 11 B S I
viswvtl vis vl
11 1 . .
Il punto P : [ —=,—= |, con A\; = = > 0 potrebbe essere un punto di Massimo cosi come
p 2 (ﬁ \/5> 1=35 p p
. 1 1 1 : )
1 to P3: | ——, - —= A1 = = > 0 potrebb todi M .
il punto Pj ( 7 ﬁ) con A; 5 potrebbe essere un punto di Massimo
3)caso Ay =0, 2 #0 :
— _1
y 2
y=x+1 T) che=h+l T ) 2u= -1 T2 L
2 2 2 2 2 2
4y <1 - +y- <1 4y <1 %+%§1
1
Il punto P; : (—%,%),con Ay = — 2 < 0 potrebbe essere un punto di Minimo.

4)caso A\y # 0, #0 :
2, .9 _ 2, 2 _ _ _ _
{:c +yt =1 {:c + ~|—2:c—i—1_1${x(x+1)—0:{x—0u{x— 1

A/I:y—Q)qSU—F)\Q:O 1+X =0 A= —1 )\1:%>0
AN =x -2 y— X = - — Ay = = = -
y x >\1y Ao 0 - 201 — X9 0 N 21 1 . Ay = 1< 0.
x=0 x=0 x=0 z=0
y=1 y=1 y=1 y=1
1
Dato che A\ = 3 >0 mentre Ay = — 1 < 0 il punto (0,1) non ¢ né punto di massimo né
punto di minimo.
AN, =y—2Xz+ X =0 2A1 + A2 =0 2M\ =1 AM=3>0
AN = — _ — I — = — = —
y = 2M1Y — Ao 0 N 1— X 0 = Ao 1 N Ay = 1< 0
r= —1 r= —1 r= —1 r= —1
y=0 y=0 y=0 y=0
Dato che A\ = 3 > 0 mentre Ay = — 1 < 0 il punto ( — 1,0) non ¢ n¢ punto di massimo né

punto di minimo.

Studiamo il comportamento sui punti della frontiera di .
Se y=x+ 1 risulta f(z,z+1) =2+ 2z = f(z) = 2o + 1. Quindi:
1 o 11 11 .
! = > > = _ -z _ -2 = —Z -
fi(x)=2x+1>0perz> 5 e quindi il punto < 2,2> con f( 2,2> 7 1
sulta un punto di Minimo coerentemente con quanto visto nel caso 3).




T = cost 1 o
y = sent’ avremo f(t) = cost-sent = 5 sen 2t . Quindi:

3 5t T
fﬂ):am%pﬂOgtgZujggtg—fujggtSQW

Se 2”4 y* = 1, posto {
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Quindiipunti LL e _L _L Conf LL —f _L _L —l
V2 V2 V22 V2 V2 V2 oV2) 2
risultano punti di Massimo coerentemente con quanto visto nel caso 2).
1

1 1 1 1 . . ..
Il punto [ —, — —= | con —, — — ] = — = risulta un punto di Minimo coerente-
o (5= 3) e 17 75) = P

mente con quanto visto nel caso 2).
y=z+1

TP
\
\ €

PR | 0

I M 2) Determinare la natura dei punti stazionari della funzione f(z,y) = 2?4y — 2Py,

La funzione ¢ chiaramente una funzione differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine

o B fl=2r—-2ry=22(1-%)=0 z=0 r? =2

Abbiamo quindi tre punti stazionari: Py : (0,0), P : (\/5, 1) , Py ( — \/5, 1) )

2—-2y —2x

otteniamo:
— 2 2

Da H(z,y) =

2 o o (H=2>0 ‘ o
H(0,0) = H 0 2 H per cui da { H| = 4> 0 segue che (0,0) € un punto di minimo;

H(\/i 1) = 20\/5 B 22\/5 per cui da |Hy| = —8 < 0 segue che (\/5, 1) ¢ un
punto di sella;
H(—\/i,l) = 2\0/5 2\2/5 per cui da |Hy| = —8 < 0 segue che (—\/5,1) ¢ un

punto di sella.

¥ =x— 3y + e

II M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: { Y =1l—z—y



2t

¥ =x—3y+e* ¥ —x+3y=e* D-1 3 x e
i = ; : = =
y=1-x—y r+y +y=1 1 D+1 Y 1
D-1 3 e 3 2 o2, 2
‘ 1 D+1‘(m)— | D+1‘:>(D—1—3)(m)—26 +e' -3=

= (D* —4)(z) = 3e* —3 = 2" — 4o = 3e* — 3.
Da 2" — 42 =0 otteniamo \* —4 = (A —2)(A +2) =0 e quindi le soluzioni \; =2 e
Ao = —2, da cui la soluzione generale dell'equazione omogenea per x(t) che sara:
z(t) = cre® +cpe .
Passando alla soluzione dell'equazione non omogenea, dato che la soluzione e? risulta pre-
sente anche nel termine noto, generando un annichilatore in comune con l'equazione,
dobbiamo ipotizzare una soluzione particolare del tipo : xy = ae* + bte* + k.
Sara quindi z, = 2ae® + be* + 2bte* e x) = 4ae* + 2be* + 2be*' + 4bte™
da cui sostituendo: 4ae? + 4be + 4bte® — dae® — 4bte* — 4k = 3e* — 3 da cui:

= b:
4be* — 4k = 3e* — 3 da cui {4b 3 =>{

Ak — 3 e quindi la soluzione generale della

IS

3 3
non omogenea sara: z(t) = cie* +cpe ' + 1 te?t + 1

1
Dalla 2’ — z + 3y = e* otteniamo y(t) = 3 (z — 2’ + €*) e quindi:

1 3 3 3 3

y(t) = 3 (cle2t + e 1 te® + Y (261€2t —2c5e 2 4 1 e+ 5 te%) + eZt)
1 1

dacui y(t) = — 5016% +epe? — ) te* + D e + 2

e quindi la soluzione generale:

z(t) = cre® +epe ™ + 3te? + 2
y(t) = — %cle% + e — ite% + 1—12 et + i ’

IIM 4) Data Q = {(:c,y) eR: 22+ (y—17<1,0< :c},calcolare // xydzdy.
Q

Vista la regione di integrazione:
Q= {(x,y) eR”: 22+ (y—1)7° < 1,0§x}

—

0,1 Q

avremo:
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