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CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
VETTORIALI DI VARIABILE VETTORIALE

Sia R" lo spazio vettoriale di dimensione n, avente per elementi tutte le possibili n-uple di
numeri reali, o vettori, risultante dal prodotto cartesiano dell'insieme R per s¢ stesso n volte.
Una qualsiasi funzione f avra dominio e codominio contenuti in opportuni spazi vettoriali,
R" e R™,con n > 1 e m > 1; sia la variabile indipendente che quella dipendente potranno
allora assumere valori reali oppure vettoriali. Diremo allora:

f iR — R , funzione reale di variabile reale;

f:R — R" , funzione vettoriale di variabile reale;

f:R" — R , funzione reale di variabile vettoriale;

f:R" — R"™ | funzione vettoriale di variabile vettoriale.

TOPOLOGIA IN R"

Un elemento X = (x1,x9, ..., z,) € R" viene detto anche punto o vettore.

Dati due punti X, Y € R", X = (21,22, ..., %), Y = (y1,¥2, ..., Yn) , abbiamo la:
Definizione 1 : Dicesi distanza (Euclidea) tra X e Y il modulo della loro differenza:

n

dXY) = X = Y] = [Y (2 — ).

i=1
Molte sono le distanze che si possono definire in R"; qui useremo solo quella Euclidea.
Definizione 2 : Dicesi intorno del punto X, € R" di ampiezza ¢ l'insieme:
IXp,e) ={XeR": d(X,Xp) <e} ={XeR": X -X| <e}.
Un intorno J(Xy, €) in R? ¢ costituito dai punti interni ad un cerchio di centro X, e raggio ;
un intorno J(Xo, €) in R? ¢ costituito dai punti interni ad una sfera di centro X, e raggio .
Le definizioni topologiche dei vari tipi di punto in R" sono analoghe a quelle date in R; preso
un punto X, ed un insieme A C R" si hanno le seguenti:
Definizione 3 : Il punto X, ¢ detto di accumulazione per I'insieme A se un qualunque intorno
di X, ha intersezione con A non vuota e diversa dal solo punto X, ovvero se:
Ve>0: {3(Xo,a)/{Xo}} NA#0;
Definizione 4 : Il punto X, € A ¢ detto isolato per l'insieme A se esiste almeno un intorno di
Xy che non ha punti in comune con A, eccettuato il punto X, ovvero se:
de >0: 3(X0,8)QA: {Xo}
Definizione 5 : Il punto X, € A ¢ detto interno ad A se esiste almeno un intorno di X tutto
contenuto in A, ovvero se:
Jde>0: J(Xp,e) CA.
Definizione 6 : Il punto X, ¢ detto esterno ad A se ¢ interno a C(A), il complementare di A.
Definizione 7 : Il punto X, ¢ detto di frontiera per A se qualunque intorno di X, ha interse-
zione non vuota sia con A che con C(A), ovvero se:
Ve>0: JXp,e)NAZ£D e J(Xo,e)NC(A) #0.
Per essere punto isolato o punto interno per A, X, deve appartenere ad A; cid non ¢ invece ri-
chiesto per essere punto d'accumulazione o punto di frontiera.
Se un punto ¢ isolato per A allora esso ¢ di frontiera per A; se un punto ¢ interno ad A, allora
¢ di accumulazione per A.
Dalle definizioni topologiche di punto seguono quelle per gli insiemi:
Definizione 8 : Un insieme A C R" si dice aperto se tutti i suoi punti sono interni.
Quindi un insieme ¢ aperto se nessuno dei suoi punti di frontiera gli appartiene.
Definizione 9 : Un insieme A C R" si dice chiuso se il suo complementare ¢ aperto.
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Un insieme A C R" ¢ quindi chiuso se gli appartengono tutti i suoi punti di frontiera (o se gli
appartengono tutti 1 suoi punti d'accumulazione).
Un intervallo in R" ¢ dato dal prodotto cartesiano di n intervalli di R.

Se tutti gli intervalli sono chiusi : [33 x; } l'intervallo H xy 33 saré chiuso, se tutti gli in-
1=1

tervalli sono aperti : |27, 27|, l'intervallo H | sara aperto.
i=1
Definizione 10 : Un insieme A C R" si dice limitato se esiste un intorno J(Xo, €), di centro
un punto opportuno X, e di ampiezza opportuna ¢, tale che A C J(Xo,¢).
Definizione 11 : Un insieme A C R" che sia chiuso e limitato si dice compatto.

FUNZIONI VETTORIALI DI VARIABILE REALE f:R — R"

Si consideri un vettore X € R", ciascuna delle cui componenti sia una funzione R — R del-
la variabile reale ¢.

Scriviamo X(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) oppure f(t) = (f1(t), fo(t), ..., fu(t)) per indica-
re una tale funzione. Ciascuna delle funzioni z;(t) = f;(t) ¢ una funzione f;:R — R,
1 <i<mn. La funzione f:t— X(¢) ¢ detta funzione vettoriale di variabile reale, in
quanto associa alla variabile reale ¢ come immagine il vettore X(¢) € R". Una funzione di
questo tipo ¢ detta anche curva in R". Per questo tipo di funzioni il grafico coincide con il
codominio. La linea che si determina ¢ detta anche sostegno della curva. Il campo d'esistenza
¢ dato dall'intersezione dei campi d'esistenza delle n funzioni z;(t) = f;(t).

Esempio 1 : La funzione f; : R — R% ¢ — (cost,sent), ha per grafico la circonferenza di
equazione cartesiana 2 + 3> = 1, di centro l'origine e raggio paria 1.

La funzione f : [O, 27r[ — R?,t — (cos t,sen t), ha per grafico la stessa circonferenza, per-
corsa una sola volta in senso antiorario partendo, per ¢ = 0, dal punto (1,0), mentre la f;
percorre la circonferenza infinite volte, in senso antiorario, quando ¢ assume valori da — oo a
+ oc.

La funzione fj : [O, 27r[ — R%,t — (sent,cos t), ha per grafico la solita circonferenza, per-
corsa una volta in senso orario partendo, per ¢ = 0, dal punto (0, 1).

Come si vede da questo esempio, non basta descrivere geometricamente 1 punti di un grafico,
ma occorre anche vedere come, quante volte e in quale verso tale grafico venga percorso.
Esempio 2 : La funzione f;:R — R% ¢t — (t, t2) , ha per grafico la parabola y = 2°; la
funzione f,:R — R?*t — (t2, t4) , ha per grafico la sola parte destra della parabola
y = 2%, percorsa due volte, da destra a sinistra per ¢ < 0 ¢ da sinistra verso destra per
t>0. La funzione f3:R — R% t — (sen t, sen’ t) , ha per grafico la parte della parabola
y = x* compresa tra il punto ( — 1, 1) e il punto (1, 1), percorsa oscillando infinite volte tra i
punti estremi.

Esempio 3 : La funzione f: R — R3 ¢t — (cost,sent,t), ha per grafico un'elica che si av-
volge, salendo se t > 0, scendendo se ¢t < 0, lungo 1'asse della terza variabile.

Supponiamo di avere una funzione in forma cartesiana f : R — R, x — y = f(z);se esiste
una funzione F: R — R?, t — (x(t),y(t)), tale che y(t) = f(z(t)),Vt € Dy, si dice che
F(t) ¢ una rappresentazione in forma parametrica di y = f(x).



Se abbiamo una funzione F : R — R? ¢ — (x(t),y(t)), posto z = g(t)e y = h(t)
risulta invertibile, dalla = = g(t) otteniamo t = g~ '(z), e quindi y = h(g '(z))
ovvero si ottiene la rappresentazione cartesiana della funzione.
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Esempio 4 : La funzione f: R — R% t — (x4 pcost,yy + psent) ¢ una rappresentazio-
ne parametrica della circonferenza di centro (xg, yo) e raggio p > 0.

Esempio 5 : La funzione f:R — R? ¢t — (acost,bsent) = (z(t),y(t)),a,b € Ry & una

rappresentazione parametrica dell'ellisse di centro (0,0), assi paralleli agli assi coordinati, e
2 2 2 2
L . T acost bsent
semiassi a e . Infatti : — + vo_ ( ) + ( )
b? a? b?
La funzione f: R — RQ, t — (zg+acost,yp+ bsent) ¢ invece una rappresentazione pa-

rametrica dell'ellisse di centro (g, 3o), assi paralleli agli assi x e y, e semiassi a e b.

=1.

LIMITI E CONTINUITA' PER FUNZIONI f: R — R"
Data f: R — R", t — f(t) = (fi(t), fo(t), ..., fu(t)), sia ¢, punto di accumulazione per Dy.
Definizione 12 : 1l tlir?f(t) = tlir?(fl (), fa(t), ..., fu(t)) € definito come:

—10 —lo

tim £(£) = (Lim f1(2), lim fo(8), . lim £,(8))

t—to t—to t—to t—to

ovvero il limite di un vettore ¢ definito come il vettore avente per componenti i limiti, per
t — tg, di ciascuna delle componenti di f ().

La funzione f(t) ammette quindi limite per ¢ — ¢, se ciascuna delle sue componenti ammet-
te limite per t — t. Calcolare il limite di una funzione f: R — R" consiste quindi nel cal-
colare n limiti di funzioni R — R.

Definizione 13 : Diremo che th_)r% f(t)=£L€R", con t) € R, se:

Ve>036(e):0<|t—ty| <b(e) = |If(t) — Ll <e.
Definizione 14 : Diremo che tlign f(t)=L e R" se

Ve>036(e):t<b(e)=|f(t)— L] <e.
Definizione 15 : Diremo che tliin f(t)=£L € R" se

Ve>03d6(e):t>6(e)=|ft) - Ll <e.

Non trattiamo qui il concetto di limite infinito.

Sia ora ty punto d'accumulazione per Dy, con ty € Dy . Diamo allora la

Definizione 16 : La funzione f: R — R", ¢t — f(t) = (fi(t), f2(t), ..., fn(t)) si dice conti-
nua nel punto ¢, se tlirg)f(t) = f(to).

Questa definizione equivale a richiedere che sia:
tlir?fl (t) = fi(to), }ir?fg (t) = fa(to), - tlir?fn(t) = fu(to) , ovvero che ciascuna delle com-
—1o —1o —10

ponenti f;(t) sia continua in .

Avremo quindi, in forma metrica, che f(t) ¢ continua in ¢ se:
Ve>036(e):|t—to| <b(e)=||f(t) — f(to)] <e.

Se ¢y ¢ punto isolato per Dy, allora per definizione la funzione si dice continua in %,.

DERIVATA PER FUNZIONI f: R — R"

Data f:R—R"t— f(t) = (fi(t), f2(t), ... fu(t)) = X(t) = (21 (t), 22(t), ..., za(t)) . €
preso un punto ¢y € Dy, definiamo la derivata della funzione f(¢) nel punto ¢,. Vale la
Definizione 17 : Si dice che f(t) ¢ derivabile in ¢, se esiste finito il :

- f(t) — f(to)
lim ra— = f'(to) =X'(to).
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Dicendo che tale limite esiste finito intendiamo affermare che f'(to) = X'(¢y) € R™.

€ R mentre (f(t) — f(to)) € R", risulta:

Vista la definizione 12 di limite, dato che

—to

pim LU =L i (70— f00) =

= }gﬁﬁ (f1(t) = fi(to), fo(t) — fa(to), ..., fult) — fu(to)) =

_ <lim f1(t) = fi(to) fim f2(t) — falto) . hmfn(t) - fn(tO)) _
t—tg t — tO t—ty t— to t—to t— t()

Quindi una funzione f:R — R" risulta derivabile nel punto ¢, se ciascuna delle sue compo-
nenti f;(t) risulta derivabile nel punto .

Dal punto di vista del calcolo pratico, il risultato trovato ci dice che la derivata di un vettore &
ancora un vettore, avente per componenti le derivate delle componenti.

Esempio 6 : Data f: R — R* ¢t — (¢,¢*),siha: f'(t) = (1,2t).
Data f:R — R* ¢t — (t*,t"),siha: f/(t) = (2t,4¢").
Data f: R — R3¢t — f(t) = (cost,sent,t),siha: f'(t) = (—sent,cost,1).

Vale il

Teorema 1 : Se f(t) ¢ derivabile in ¢y, allora f(¢) ¢ continua in .

Dimostrazione : Vediamo che thr? f(t) = f(ty) ovvero che lim(f(¢t)— f(ty)) =0O.Ma
—t0

76) - f(to) -

— =0- f'(ty) = O, ovvero la tesi.e
— o

lim (£(t) ~ £(t0)) = Jim(t ~ to)

t—tp

La definizione di funzione derivabile nel punto £y puo essere scritta anche come:
. X(t) — X(t
1 () = X(to)

t—to t— 1y
curva X() nel punto ;. Tutto questo ha geometricamente senso purché risulti X'(¢y) # O,
vettore nullo, ovvero se non si annullano contemporaneamente in ¢, tutte le componenti di

X/ (to).

= X'(t9) ; il vettore X'(¢y) € R" prende il nome di vettore tangente alla

X(t)

Ko

Come illustrato in figura nel caso di una f : R — R?, se vogliamo scrivere l'equazione della
retta tangente alla curva X(¢) nel punto f(to) = X(¢¢), occorre anzitutto portarsi nel punto
di tangenza con il vettore X(¢y) per poi, moltiplicando per lo scalare ¢, generare tutti i punti
che stanno sulla retta avente la direzione di X'(¢y).

Otteniamo una funzione 7:R — R", ¢t — r(t) = X(¢o) + ¢ - X'(ty), ovvero una funzione

t = (filto), falto), -, fu(to)) + £+ (fi(to), f3(to), -, f,,(t0)) , che rappresenta appunto I'e-
quazione della retta tangente in .
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Esempio 7:Sia f:R — R’ f(t) = (t*,t°,¢') e sia ty=1. Si ha f(t)) =(1,1,¢),
f/(t) = (2t,3t*,¢") e quindi f'(ty) = (2,3,¢). La funzione che esprime la retta tangente in
ty ¢ allora la seguente: t — (1,1,e) +t-(2,3,e) = (1 +2t,1 + 3t,e +et).

Dato che il calcolo della derivata di una funzione vettoriale ¢ ricondotto al calcolo di n deri-
vate di funzioni R — R, indicata con Df(t) la derivata di f(¢), valgono i seguenti:

Teorema 2 : Se f(¢) e g(t) sono derivabili in ¢, allora D(f(t)£g(t)) = Df(t)£Dg(t).
Ovvero, la derivata di una somma (di una differenza) di funzioni ¢ uguale alla somma (alla
differenza) delle derivate.

Per quanto riguarda il prodotto, dato che ora le immagini sono vettori, dobbiamo considerare
due casi, quello del prodotto per uno scalare e quello del prodotto scalare; valgono i1 seguenti:
Teorema 3 : Siano f: R — R", t — f(t) = (f1(t), fo(t), ..., fu(t)) e g: R =R, t — g(t),
funzioni derivabili in ¢. Allora D(g(t) - f(t)) = Dg(t) - f(t) + g(t) - Df(¢t).

Esempio 8 : Siano f: R — R?, f(t) = (cost,sent,e’) e g: R — R, g(t) = ¢*. Allora:
g(t) - f(t) =t* (cos t,sent,e') = (t*cost,t*sent,t*e') . Risulta quindi:

D(g(t) - f(t)) = (2tcost —t*sent,2tsent + t*cos t,2t e’ + t* ') =

=2t (cost,sent,e’) +t* (—sent,cost,e’) = Dg(t) - f(t) + g(t) - Df(2).

Teorema 4 : Siano feg: R — R", funzioni derivabili in ¢. Allora:

D(f(t)-g(t)) =Df(t) - g(t) + f(t) - Dg(t).

Esempio 9 : Siano f: R — R’, f(t) = (t,sent,e’) e g: R — R’ g(t) = (£, €', 7).
Allora: f(t) - g(t) = (t,sent,e’) - (£*,e',t?) =1’ + €' sent +t* ¢’ . Risulta quindi:
D(f(t)-g(t)) =3t> +e'sent + e cost + 3t2 el +-tP el =

= (L,cost,e') - (%, €',t%) + (t,sent,e") - (2t,€',3t%) = Df(t) - g(t) + f(t) - Dy(t).

In ambedue i casi quindi, indipendentemente dal prodotto effettuato, vale la regola secondo la
quale la derivata di un prodotto si ottiene mediante la somma di due termini, ciascuno dei
quali ¢ il prodotto della derivata di un fattore per I'altro non derivato.

Per quanto riguarda la composizione di funzioni, possiamo per ora trattare solo questo caso:
Teorema 5 : Sia g: R — R, t — ¢(t) una funzione derivabile nel punto t e sia f : R — R",
t — f(t) = (fi(t), f2(t), ..., fn(t)) una funzione derivabile nel punto g(¢). Allora la funzione

composta, R IR i R", t — f( (1)) = (f1(g(t)), fo(g(t)), ..., fu(g(t))) €& derivabile in ¢ e

si ha: D(f(g(t))) = f'(9(t)) - 4'(t) .-
Dimostrazione : Dato che Df( (t) = (Dfl(g(t)) Dfa(g(t)), .. Dfn( (t))), avremo:

£))),
Df(g(t)) = (filg(t)) - g'(®), f5(9(1)) - g (), s fr(9(t) - g (1)) = f'(g(2)) - g () .0
Esempio 10 : Siano g: R — R, g(t) =t*,e f: R — R’, f(t) = (cos t,sent,e') . Allora:
flg(t) = (cos t* sen t2, etz) . Risulta quindi:
D(f(g(t))) = ( —sent?-2t,cos 2 - 2t, e’ - 2t) =
- ( — sen 2, cos t2,6t2> (2t) = f(g(1)) - (1)

Data la natura vettoriale del codominio, non ha senso parlare del reciproco e del quoziente per
funzioni R — R".

FUNZIONI REALI DI VARIABILE VETTORIALE f:R" — R
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Dato che ora il dominio ¢ dato da R" o da un suo opportuno sottoinsieme, la variabile indi-
pendente assume la natura di vettore, e per questo motivo le funzioni f : R" — R vengono
dette anche funzioni di piu variabili.

Verranno rappresentate nella forma y = f(X) = f(xy, z9, ..., x,), ©; € R. Se la dimensione
n ¢ piccola (n = 2 o n = 3) si usano anche notazioni del tipo z = f(z,y), per [ : R? > R,
mentre si usa scrivere w = f(x,v, z) per f:R> - R.

Per grafico di una funzione f:R" — R,y = f(X) = f(z1, 22, ...,Z,) , si intende il sottoin-
sieme di R" x R =R""! costituito dai punti (1,22, ...,2,,y) con y= f(x1,Zo,...,T).
Nel caso n = 2, essendo il dominio una parte di piano, il grafico di z = f(z,y) costituisce
una superficie bidimensionale giacente in R?, che pud essere rappresentata come nella figura
precedente, schiacciando, in prospettiva, il piano delle variabili indipendenti x e y.

Se n > 2 si dice che il grafico costituisce una ipersuperficie n-dimensionale in R" !,

11 campo d'esistenza di una funzione di due variabili & un sottoinsieme di R?, e pud quindi es-
sere rappresentato graficamente.

1
log (z —¢?)

Determiniamo e rappresentiamo il suo campo d'esistenza. Dovra essere

Esempio 11 : Sia f: R? — R, flz,y) =

-1 >0

log (z —y*) # 0
x> y2
r—yP A l=>a# 1+

Il campo d'esistenza della funzione ¢ rappresentato dalla regione scura della figura di sinistra,
ovvero dai punti a destra della parabola = = >, tolti i punti della parabola = = 1 + /*.

OVVEro
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Esempio 12 : Sia f: R* = R, f(z,y) = 10g(2 : _26”

x

) . Determiniamo e rappresentiamo

il suo campo d'esistenza. Dovra essere > (0, che risulta soddisfatta se

2—a22—y
y—e" >0 oppure se 4 ¢ <0 che sono rispettivamente equivalenti alla
2—2>—y>0 PP 2-2—y<0’ b !
T T
y=e , edalla y=¢ 2 -
y<2-—=zx y>2—x

Il campo d'esistenza della funzione data ¢ rappresentato dall'unione delle regioni scure; quella
centrale rappresenta la soluzione del primo sistema, le due rimanenti, quella a sinistra e quella
a destra, rappresentano la soluzione del secondo. I bordi delle zone sono tratteggiati in quanto
non appartengono al campo d'esistenza, dato che le disequazioni sono strette.

Esempio 13 : Sia f:R? = R, f(z,y) = . Determiniamo il suo campo d'esi-

sen (r — y)
stenza. Dovra essere sen (r —y) # 0, ovvero: z—y#krn=y#x—kn,VkeZ. Si
tratta quindi di togliere dal piano R? tutte le rette, parallele alla bisettrice iy = «, di equazione
y=x—kr.

Definizione 18 : Una funzione f: R" — R,y = f(X), si dice limitata in A C R" se esisto-
no due valori, y1,y2 € R, taliche: y; < f(X) <y, VX € A.

Definizione 19 : Un punto X; € R" si dice di massimo (di minimo) relativo se esiste un in-
torno J(Xo, €) nel quale si ha che f(X) < f(Xp) (f(X) > f(Xp)) VX € J(Xp,¢e) . Se tali di-
suguaglianze valgono per ogni X appartenente al dominio della funzione, allora il punto X si
dira di massimo (di minimo) assoluto. Si parla di massimo (di minimo) stretto (o forte), sia
relativo che assoluto, se le disuguaglianze valgono in senso stretto ( f(X) < f(Xy) oppure

f(X) > f(Xo)).

LIMITI PER FUNZIONI f:R" — R

Sia Xy € R" un punto di accumulazione per il dominio della funzione y = f(z1, 29, ..., T) .
Posto X = (z1,22,..., 7,) € Xo = (21,29, ...,2)),sia [ € R.

Definizione 20 : Si dice che:

Xlin}%f(a:l,xg,...,a:n) =lse:Ve>036(e):0< [X=Xp|| <= |fX) =] <e;

Definizione 21 : Si dice che:
Xlin}i flx1, 29, yzy) = +o00se:Vedo(e) : 0 < || X=Xp|| <6 = f(X) >¢;
N
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Definizione 22 : Si dice che:
Xlin;g f(z1,29,yxy) = —oose:Vedd(e) :0< [[X=Xp| <d= f(X) <e.
—a0

Per i limiti di funzioni f :R" — R valgono i Teoremi cosiddetti di unicita del limite, della
permanenza del segno e del confronto, gia visti per le funzioni R — R.

Dire che X — X, ovvero che X assume valori sempre piu vicini a X, viene espresso al soli-
to mediante l'appartenenza ad un intorno di centro X e raggio ¢; essendo Xy € R", questo
richiede, nella definizione di limite, 1'utilizzo della norma Euclidea || X — X ||, mentre non si
hanno variazioni per quanto riguarda il codominio, essendo questo contenuto in R.

Nei limiti di funzioni di una sola variabile l'avvicinarsi di z a xy lungo la retta reale puo avve-
nire al massimo in due modi : da sinistra e da destra, comportando cosi il calcolo del limite si-
nistro e del limite destro in xy. Questo non vale per le funzioni f : R" — R. Limitandoci, ad
esempio, alle funzioni R?* — R, quando diciamo che (z,y) — (¢, 1) intendiamo che que-
sto avvenga mediante tutti 1 possibili percorsi (o curve) continui (ovvero senza interruzioni o
salti) che da (z,y) portano in (xg,yo). L'eventuale risultato del limite deve essere sempre lo
stesso qualunque sia il percorso utilizzato per poter affermare che il limite esiste. Se percorsi
diversi portano a risultati diversi, la conclusione sara che il limite non esiste.

2

Esempio 14 : Calcoliamo  lim %
(z.y)—=(0.0)T° + Y

che a numeratore abbiamo un polinomio infinitesimo di 3° grado, mentre quello a denomina-

tore ¢ di 2° grado, ipotizziamo che il limite valga 0 e proviamo a verificarlo mediante la defi-
2

. La funzione ¢ definita in R*\ {(0,0)}. Dato

nizione. Dovra risultare | ——2— — 0| < ¢ in un intorno di (0,0).
x? + 12
2 2 2
ry Y . Y 2
Ma | ———|=l|z| ——— < |z|,inquanto —— < 1,V (z,y) € R 0,0)}.
S = lal S < el inquano T < 1, (,0) € B\ {(0,0))
2
Basta allora imporre |z| < € affinché risulti TY <.,
x? 4 y?

Ma |z| < e & —e < x < e, ovvero si determina una striscia verticale all'interno della quale
¢ sempre possibile ricavare un intorno di (0, 0): basta prendere 6 < ¢.

2
E' quindi verificato che  lim % =0
(2,y)—=(0,0) T + Y
1
rsen— :y#0
Yy
0 cy=20

Esempio 15 : Data f(x,y) = , studiamo  lim : f(x,y). Dato che x

(z,y)—(0,0

tende a 0, mentre sen — ¢ una quantita limitata, anche ora ipotizziamo che il limite valga 0,
Y

coerentemente, oltretutto, con il comportamento della funzione lungo l'asse x.

Verifichiamo allora che risulta :

1
xsen — — 0| < € inun intorno di (0, 0).
)

Ma = |x| - < 1. Imponendo che sia |z| < € tro-

1 1 .
xsen — sen —‘ < |z|, in quanto
Y Y

1
sen —
Y

viamo la soluzione come nell'esempio precedente. Per i punti che stanno sull'asse x avremo
invece : |f(z,y) — 0| =|0— 0| < €, che ¢ sempre verificata.

uindi  lim z,y) = 0.
Q (-'I:,y)—>(070)f( v)



2
Esempio 16 : Studiamo il  lim ——— . Dato che (z,y) — (0,0), usiamo come per-
(2.9)—(0,0) T2 + y?
corsi di avvicinamento le rette passanti per l'origine, di equazione y = m x . Studiare il limite
lungo questi percorsi significa, operata la sostituzione y = m x, calcolare :
2

1 1
lim S lim = . Il risultato dipende da m, variando al variare
J—>Oac2—|—m2w2 x—>01+m2 1+m2

2
della retta utilizzata. Quindi abbiamo che  lim ——— * non esiste.
(2.9)—(0,0) T2 + Y

2
Esempio 17 : Studiamo il  lim 2$— Operando come nell'esempio precedente, posto
(x,y)— (0 0) % + y*

x? 1 oL
y = mx, calcoliamo }gn P B g ;}Ho Tl 1. Quindi percorrendo una qual-
siasi retta passante per l'origine il limite vale 1. Da questo non ¢ assolutamente lecito dedurre
che lim R
(z,y)—(0,0) = + Y
Utilizziamo infatti percorsi diversi per avvicinarci a (0,0), quali le parabole aventi per asse
l'asse delle z, e quindi di equazione = = k1°.

k2 y4 ]{?2 kQ
Studiando il limite su queste restrizioni avremo : 1111_1}3 k:2—+y4 = !ljlir(l) 21 = 12 1
2
Variando parabola varia il risultato, e quindi  lim 2:1;— non esiste.
(2.9)—(0.0) 7% + y*
LIMITI ITERATI
E' bene infine notare come, per il calcolo del lim  f(z,y), non sia lecito ricorrere al

(@)= (0,90)

calcolo dei due limiti : lim lim f(z,y) e hm 11m f (x,y) . Questi due limiti, detti limiti ite-
T—To Y—Yo y—

rati, consistono nel calcolo successivo di due 11m1t1 di funzioni di una sola variabile, tenendo

l'altra come costante. Se anche ambedue esistessero e fossero uguali, questo non

consentirebbe comunque di concludere nulla sul ( )liI%l : f(xz,y). T due limiti iterati
T,Y)—Zo,Yo

corrispondono infatti a due modi particolari di far tendere (x,y) a (zg,yo), consistendo in

percorsi paralleli agli assi = e y. Se ( )lir(n : f(x,y) esiste e se i due limiti iterati esistono,
Z,Y)—Zo,Y0

allora hanno tutti lo stesso valore. Se anche fosse lim lim f(x,y) = 11m 11m f (x,y) =1,
T—To Y—Yo

non ¢ comunque lecito attribuire a lim  f(x,y) il valore trovato l .
(Iﬂ'/)a(xo’yo)

2

Esempio 18 : Si ¢ gia visto (Esempio 16) che  lim 2:1:— non esiste. Si ha anche:
, ) (2.9)—(0,0) 2% + Y

T T
hmhmﬁ = lim — = =liml=1;
r—0y—0 x° + Yy z—0 X z—0

2

.0 .
lim lim ——— = =lim— =1m0=0,
y—0z—0 22 + 2 y—0 1) y—0

coerentemente con la non esistenza del limite.

1

xsen— :y#0
Y

0 cy=20

Esempio 19 : Si ¢ visto (Esempio 15) che per f(z,y) = risulta:
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lim x,y) = 0. Eppure si ha che:
i (070)f (z,y) pp

. 1 . . . 1 . .
limlimzsen — = lim0 = 0, mentre invece lim limxzsen — non esiste. L'esistenza del
y—0x—0 Yy y—0 z—0y—0 Yy
( l)m% : f(x,y) non implica infatti l'esistenza del limite lungo tutti i possibili percorsi da
z,y)—(0,0

(z,y) a (0,0).
Esempio 20 : Applichiamo i limiti iteratia  lim 5 - Avremo:
(2,9)=(0,0) T + Y
o .0 .
lim lim 2337?; =lm— =1m0=0,e¢
z—0y—0 % + y2 1—0 2 z—0
0
limhm;j—y =lim - =1m0=0.
y—02—0 2% + y2 y—0 y2 y—0
2
Se usiamo le rette passanti per l'origine y = m x, si ha invece lim mT S e
’ IHOZEQ—{—mZLEQ 1_|_m2’

quindi il limite dato non esiste, anche se i due limiti iterati esistono ed hanno lo stesso valore.

LIMITI IN COORDINATE POLARI PER FUNZIONI f :R? — R

Puo essere utile, limitatamente perod al solo caso di funzioni di due variabili, passare da coor-
dinate cartesiane a coordinate polari per il calcolo di un limite. Ogni punto (z,y) € R? pud
x = x0+ pcos ¥
y=1yo+psend
Diremo queste le coordinate polari del punto (x, y) rispetto al punto (zg, yo)-

x = pcos v

y=psend

essere espresso, facendo riferimento ad un dato punto (z, yo), come: {

Se (zg,y0) = (0,0), si ha, come caso particolare,

(@, )

Operando allora la sostituzione, avremo:
lim  f(x,y) = limf(pcos J, psen ¥) = imF'(p, ).
(z.y)—(0,%) p—0 p—0
Il limite per (x,y) — (xo,yo) si trasforma in un limite nella sola variabile p, con p — 0 per
esprimere l'avvicinarsi di (z,y) a (o, yo), dato che p = ||(z,y) — (zo, yo)|| -
Ma il valore del limite non deve dipendere dal particolare percorso utilizzato, e questo si tra-

duce nella richiesta che liII(l)F (p, ), se esiste, non deve dipendere dalla particolare direzione,
p—

cio¢ da ¥); diciamo che la convergenza (o la divergenza) del lirr(l)F( p, 1) deve avvenire in mo-
p—

do uniforme rispetto a 1}, ovvero che la determinazione del § avviene in funzione di ¢, indi-

pendentemente da 1J.
Avremo quindi, usando le coordinate polari, le seguenti definizioni di limite:

Definizione 23 : Si dice che:
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lir%F(p,ﬁ):leRse:Va>036(s) V0<p<d=|F(p,v) -1l <e;
p—

Definizione 24 : Si dice che:
lin(l)F(p,ﬁ): +oose:Vedo(e):VI,0< p<d= F(p,9) >¢;
p—

Definizione 25 : Si dice che:
lin(l)F(p,ﬁ): —oose:Vedd(e) :VI,0<p<d=F(p,v) <e.
p—

L'uniformita ¢ espressa nella: Ve > 03 6(e) : Vo, che esprime appunto l'indipendenza da o
nella scelta del 6(¢). Se quindi lir%F (p,¥) =1 (0 + 00 0 — 00) uniformemente rispetto a ¥,
p—
allorasihache:  lim f(z,y) = lir%F(p, ).
p—

(@,9)—(20,90)

4

Esempio 21 : Studiamo  lim ZI— mediante passaggio a coordinate polari.
(2.9)—(0,0) T2 + y?

— 9)*
Posto {:c peos Y , avremo che lim (pcos V) = hmp cos’ ¥ =0.
y=psen?d =0 (pcos ¥)” + (psen¥)?  p—0

Vediamo ora se la convergenza a 0 del limite risulta uniforme rispetto a 1.

Per la definizione di limite dovra essere: |p? cos’ 9| < & in J(0, §(¢)).

Ma |p?cos* 9| < p?, in quanto cos* ¥ < 1, per cui, posto p? < e, cioe — /e < p < \/e,
(ovvero 0 < p < \/_ dato che p ¢ sempre positivo), posto (g) = \/g , risulta:
0<p<iée \/ = |p oS 19‘ < g, ovvero hmF(p,19) = 0 e la convergenza del limite

4

¢ uniforme. Quindi lIlm ——=
Q (z.9)—(0,0) 22 +

2

Esempio 22 : Studiamo  lim fiy mediante le coordinate polari.
2y)—(0,0) x4+ 32
2 3
x mzx mx
Usando le rette y = mx si ha: lim Y lm —— =1lim —— =0,
(z,y)— (00)x4+y =0 2t +m222 20 22 + m?
ma sappiamo che questo non basta a garantire I'esistenza del limite.
Posto { v =pcosv , calcoliamo allora:
y = psen
2 a2 2
p~cos” ¥ - psen ¥ ) cos” 1 - sen ¥ ) o
lim limp - =0, in quanto il primo fattore, p,
p—0 p*cos* ¥ + p?sen? p—>0p p? cos* ¥ + sen2 ¥ q P P
2
0s” v
tende a O mentre il secondo tende a . Quindi lin%F (p,¥) =0, ma non ¢ vero che
sen p—
2

lim f Y _o , in quanto la convergenza non ¢ uniforme. Infatti, per la definizione di
(z.9)—00) T4 + y?
limite deve risultare cos” V- sen 0 cos” ) - |sen V] < ¢. La non uni

ve risultare: |p - —0l=p- . uni-
P p? cos* ¥ 4 sen? ¥ P p? cost ¥ + sen? ¥

cos? 9 - [sen V|
p? cost ¥ + sen? ¥ puo assu-
mere valori arbitrariamente grandi, per valori di ¢ prossimi a 0 o a 7, quando p — 0; quindi
cos? ¥ - |sen V|
p? cos* ¥ 4 sen? ¥

formita della convergenza si spiega osservando che la quantita

non si puo trovare una maggiorazione per che risulti indipendente da 1.

2

uindi  lim —y non esiste, ¢ vedremo nel seguito un'altra procedura atta a giustifi-
(z.9)—(0,0) T+ + 8 P 8
0,0)z* + 12

carc questa conclusione.
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CURVE DI LIVELLO

Data y = f(x1,z2, ..., Z,) , sSe poniamo y = k € R, otteniamo f(x1, z3, ..., z,,) = k, ovvero
tutti i punti (x4, x9, ..., x,) del dominio in cui la funzione assume un dato valore costante k.
Un tale insieme viene detto curva di livello. Anche le curve di livello possono essere utilizza-
te per dimostrare la non esistenza del limite.

2 + 92

. . . _ y#0

Esempio 23 : Studiamo  lim f(z,y),con f(x,y) = :
(z,5)—(0,0) 0 —0
y =
Usando le rette y = m x, avremo:
_zt+m?a? . : :

hrr(l) ——— =0 per m # 0 mentre hn[l)O =0 per m =0, cio¢ se y = 0. Questo li-
r— max xr—

mite pero non esiste. Vediamolo utilizzando le curve di livello: posto y # 0, se imponiamo:
2 2

e +y
flz,y) =

=k € R, ricaviamo: z? +4* = ky, ovvero 2> + 1> —ky = 0.

Questa ¢ l'equazione di una circonferenza nel piano R? avente centro nel punto <O, 5) e

passante, questo ¢ importante, per (0, 0), cio¢ il punto verso il quale calcoliamo il limite. In

ogni intorno di (0, 0) ci sono infinite circonferenze, tutte passanti per (0,0), su ciascuna delle
2 | .2

quali la funzione f(z,y) = assume valore costante. Ma allora il valore del limite

dovrebbe essere uguale a k, e potendo la costante k£ assumere infiniti valori, per il teorema di

unicita del limite, si hache lim  f(«,y) non esiste.
(z.y)—(0,0)

172

Esempio 24 : Riprendiamo il  lim 4792 , ed usiamo le curve di livello per vedere che
(z.y)—(0,0) 2" + Y
2

tale limite non esiste. Posto % = k otteniamo: ky® — 2>y + k' = 0, che ha per so-
T )

luzioni zt (1 — 4k?) (1i 1_4k2) 2 2
uzioni: y = = x*=maz".
2 2k
, tale equazione rappresenta infinite parabole
2
x

passanti per il punto (0,0), sulle quali la funzione f(x,y) = ?yQ ¢ costante e vale k.
€ Y

<k<

N[ —
N | —

Se 1—4k220, cioé se —

$2

Data l'arbitrarieta di k, per il Teorema di unicita del limite si ha che  lim non e-

()~ (0,0) 1 + 12
siste.

LIMITI ALL'INFINITO

Data f:R" — R,y = f(X), essendo la variabile indipendente X un vettore, dobbiamo defi-
nire cosa significhi che un vettore X tende all'infinito. Intendiamo allora che || X[ — + oo,
ovvero che il modulo di X diviene illimitatamente grande. Avremo allora altre tre definizioni
di limite:

Definizione 26 : Si dice che:

}gi_g;of(X) =l€eRse:Ve>036(e): [[X||>6=|f(X)—1] <e;

Definizione 27 : Si dice che:
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Xlimf(X) = t+oose:Vedo(e): [[X]| >6= f(X)>¢;

Definizione 28 : Si dice che:
Xlimf(X) = —oose:Vedo(e): X >6=f(X)<e

Anche nei limiti per X — 0o possono usarsi le coordinate polari, purché sia f : R* — R.

—.’Ez—

Esempio 25 : Calcoliamo lim e ¥"  Verifichiamo che tale limite vale 0. Infatti:

X—o00
2

1
eV 0| <em eV <o (2 4y) <loge = o’ 4y > log
9

Ma 22 + 4% = ||X||?, e quindi, posto §(c) = 1/log é ,se ||IX]| > 6= ‘e*ILyQ‘ < €, ovvero
¢ verificato che il limite vale 0.

Se usiamo invece le coordinate polari { ;; : Z g:zg , avremo pETme_/’2 = 0, sicuramente
in modo uniforme in quanto nell'espressione F'(p, ¢) non compare ¥.

FUNZIONI CONTINUE
Analogamente al caso di f : R — R, anche per le funzioni f : R" — R diamo la seguente:
Definizione 29 : Sia X, € R" punto di accumulazione appartenente al dominio della funzio-
ne f(X); si dice che la funzione f(X) ¢ continua in X, se Xlir% fX) = f(Xo).

a0

3
Esempio 26 : Verifichiamo che  lim ——— v = 0. Infatti, essendo:
(2.9)—(0,0) T2 + y?

l’3

x? + 12

2 .fl?3

= |z -

< |z|,se|z| < 6 =¢e, segue - O‘ < €, e quindi il li-

.’132 + yQ

23

: - - - _ ) w0 (@y)#0,0)
mite vale 0. Possiamo allora definire la funzione f(z,y) 2 4y

0 (z,y) = (0,0)

Dato che ( l)irr%0 O)f(a:, y) = f(0,0) = 0, la funzione f(z,y) ¢ continua nel punto (0, 0).
x’y i bl

x? + 12

Per le funzioni continue f : R" — R valgono Teoremi analoghi a quelli stabiliti per le fun-
zioni continue di una sola variabile, ovvero:

- Sommando, sottraendo e moltiplicando funzioni continue si ottengono funzioni continue;

- Il reciproco ed il quoziente di funzioni continue (con denominatore non infinitesimo) sono
funzioni continue;

- Componendo funzioni continue si ottengono funzioni continue.

Vale anche il:

Teorema 6 : (di Weierstrass) Se f:R" — R ¢ continua in un compatto, allora ammette
massimo € minimo assoluti.

DERIVATE PARZIALI

Per una funzione f: R — R ha senso cercare di determinare la tendenza istantanea al cam-
biamento (ovvero la derivata) in un punto x, facendo assumere alla variabile indipendente x
valori sulla sinistra e sulla destra di x, visto che il dominio di f ¢ contenuto in R, spazio ad
una sola dimensione. Sappiamo che la derivata, indicata con f’(z), ¢ definita come il limite,
se esiste ed ¢ finito, del rapporto incrementale calcolato in x :
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L F@) = f@o) o+ h) = fo)
T—To T — Xy h—0 h

della retta tangente nel punto (¢, f(zo)) al grafico della funzione.

Per le funzioni f : R" — R, essendo il dominio contenuto in uno spazio n-dimensionale, co-
me gia visto per l'operazione di limite, preso X punto interno al dominio, occorrera scegliere
una tra le infinite direzioni (rette) che passano per il punto X, per poi determinare la tendenza
istantanea al cambiamento della funzione f nel punto X, relativamente alla direzione scelta.
Se il punto X ¢ interno a D sara possibile sviluppare tale analisi in ogni direzione, mentre
invece se Xy ¢ sulla frontiera del D questo sara possibile solo in alcune direzioni.

Quanto detto ci introduce alla definizione di derivata direzionale (o derivata in una direzio-
ne). Sia allora X, un punto interno a D ;. Abbiamo la:

Definizione 30 : Scelto un versore v € R" (||v|| = 1), si dice che la funzione f ¢ derivabile

Xog+tv) — f(X
in X, nella direzione v se esiste finito il limite: }ir%f( ot ? 1(X0) =D, f(Xp).

= f'(zy), e ci fornisce il coefficiente angolare

Notiamo che in questa definizione ¢t € R.
Dato che il grafico di f ¢ una (iper)superficie, essendo X, + ¢t v un segmento che, al variare
di ¢, partendo da X, porta nella direzione di v, la proiezione, mediante f, di tale segmento
genera una curva r(t), giacente sulla (iper)superficie rappresentante il grafico; a tale curva ¢
possibile tracciare la retta tangente nel punto (X, f(Xy)), che formera un angolo « con la
retta passante per Xg nella direzione di v. Risulta D, f(X() = tg a, ovvero ne rappresenta la
pendenza.

Nel caso particolare f:R? = R, z= f(z,y), ogni versore v € R? pud essere espresso
nella forma v = (cos a,sen ), con 0 < a < 27. La derivata direzionale D, f(Xy) puo
f(wo +tcos a,yo + tsen a) — f(xo, yo)

essere allora espressa come: D, f(Xy) = }irré " . Nella
figura viene illustrato l'unico caso rappresentabile, cioé quello di una funzione f : R*> — R.
F(o)
i
riE)

X

Nl e
S

Sia E = (ey, €9, ..., €,) labase canonica di R", dove e; ¢ il versore avente tutte le componen-
ti uguali a 0 eccettuata I'7-esima uguale a 1. Tra le infinite direzioni v queste ultime rivestono
un ruolo particolare; esse sono le direzioni parallele ad uno degli assi coordinati € sono
espresse da uno dei vettori di /. Esaminare la tendenza istantanea al cambiamento in una
delle direzioni e; conduce al concetto di derivata parziale fatta rispetto alla variabile z;.
Abbiamo quindi la

Definizione 31 : Scelto e; € F, si dice che la funzione f ammette in X, la derivata parziale

. ) ) ) Xo+te) — f(X of(X
rispetto alla variabile x; se esiste ed ¢ finito: %m(}f( 0 + et) /(o) = J(;( 0) .
Tale limite puo essere scritto per esteso, posto Xy = (x1, z3, ..., T, ) , anche come:
hmf(acl,mg, ey T+ Py ) — f(21, X9, ey Ty ey ) _ 01 (Xp)

h—0 h 8:171
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If(X
Si usano pure altre notazioni quali: % = f.(Xo) = f{(Xo) = Dy, f(Xo) = D; f(Xp) .

Muoversi in una direzione parallela ad uno degli assi significa incrementare una sola variabile
(quella relativa all'asse considerato) e mantenere tutte le altre costanti. Se consideriamo una
funzione di due variabili f(z,y), avremo due possibili derivate parziali nel punto (z, yo):

-la derivata parziale fatta rispetto a x, definita come:

h - 0
;llii%f(xo—i_ ,yo})l f(@o,y0) _ f(;t;?/o) — £/(z0,10)

-la derivata parziale fatta rispetto a y, definita come:
T f(xo,y0 +h) — f(xo,%0)  Of(x0,%0)
im =

h—0 h oy

purche tali limiti esistano finiti.

Per una funzione di tre variabili f(x,y, z) avremo tre possibili derivate parziali, definite co-

me:

= fy/(ajm yO)

f(zo + h,yo, 20) — f(x0, Yo, 20) _ df(x0, Yo, 20)

: — o rt

}LIE% ( f§ ( ) ( (9.7: ) - fx(x(]ayo;z())

. f(xo,y0+ R, 20) — f(x0, Y0, 20 O f(zo,yo, 20

fm i = OHES 20 = . )
n) —

}lLiE%f(on,yo,ZoﬂL }z f (o, yo, 20) _ 3f(3708,§0,2‘0) (20,90, 70) .

Per una funzione f :R" — R in un punto X; interno al dominio si possono quindi avere, se
esistono, esattamente n derivate parziali. Se in X la funzione risulta derivabile rispetto a tutte
le sue variabili, allora esiste un vettore, detto Gradiente della funzione, indicato con V f (X)),
che ha per componenti le derivate parziali della funzione calcolate nel punto:

ViXy) = (8 f(XO), 9 F () s 0 f(XO)) . Il simbolo V f si legge "del f".
0 x 0 xo 0x,

L'essere le derivate parziali definite mediante il limite di un rapporto incrementale nel quale
una sola variabile si incrementa mentre tutte le altre rimangono costanti ha un'importante con-
seguenza per il calcolo pratico delle derivate parziali: basta applicare le usuali regole di deri-
vazione stabilite per le funzioni di una sola variabile, quella rispetto a cui si deriva, trattando
tutte le altre variabili come costanti; potremo cosi calcolare sia le derivate parziali in un punto
che le funzioni derivate parziali.

Esempio 27 : Siadata f : R* — R, f(x,y) = 2¥. Avremo allora:

0 , ) ) . o

8_f = gy a1 (derivata di una potenza, in quanto x ¢ variabile e y & costante)
x

0 . . C o

8_f = zYlog x (derivata di una esponenziale, in quanto y ¢ variabile e x ¢ costante).
Y

Esempio 28 : Siadata f: R? — R, f(x,y) = warctg ¥ Avremo allora:
Y

af x 1 1
o=larctg—+2- ———— - —;
Ox y (m) Y
I+ |-
Y
of 1 ( 1

o 2
T ()
Y

Esempio 29 : Siadata f: R? — R, f(z,y) = y* ¥ . Avremo allora.



0

8_£ y* Y -logy (derivata di una esponenziale, in quanto x ¢ variabile e y ¢ costante)
0 —

a—‘; = Dy el—y)logy _ y Y ( —1-logy+ %) (derivata di una f(y)g(y)).

Esempio 30 : Siadata f: R® — R, f(z,y,2) = z — sen (:1:
gzO—cos (x—z). 2? =2z (x—2)

z
) . Avremo allora:
22

g:c x2 x4 ’

8_f =0 in quanto la funzione data ¢ costante rispetto a y ;
)

of x—z 1

—:1—cos( )— —1).

0z x? x? (=1

Esempio 31 : Data f:R? = R, f(z,y) = "™, calcoliamone la derivata direzionale nel
punto (z, y) nella direzione del vettore w = (1,1).

e quindi avremo:

1

ﬂ’%
_fxv

po (@) £ 1) — flay) ( f f ) -

. 1
Essendo ||w]|| = V2, risulta v = (—

t—0 t t—0
1 ' 2t
eac+\/§t+y+\/§t —€x+y :I-HJ( f )
= lim = lim =
t—0 t t—0 t
— ™.\ /2. limS = ? — \/2eHY

t—0 f 2t wHO

DERIVABILITA' E CONTINUITA'

Per le funzioni di una sola variabile sappiamo che la continuita ¢ condizione necessaria per la
derivabilita, e quindi anche che la derivabilita ¢ condizione sufficiente per la continuita.
Vediamo che questo legame non vale invece per le funzioni R" — R.

Esempio 32 : Data la funzione f(x,y) = {(1) iy ; 0’ calcoliamone le derivate parziali
nel punto (0, 0). Risulta:
9f(0,0) _ . f(O+h, 0) 10.0) _ it _y.
ox h—0 h—0
8f(0,0):li f(o, 0—|—h) f(o, )—hml_lz().
Jy h—0 h h—0

Quindi in (0, 0) la funzione ¢ derivabile (parzialmente) pur essendo palesemente discontinua,
visto che in ogni intorno di (0, 0) ci sono punti in cui f(z,y) =1 e puntiincui f(z,y) =0.

332y

Esempio 33 : Sia data la funzione f(z,y) = ¢ 24 + 2 (,y) # (0,0) . Di questa funzio-
0 (z,y) = (0,0)
ne ¢ gia stato calcolato il lim f (z,y), Esempio 22, e si ¢ visto che tale limite non esiste,

(z,y)—(0,0)
per cui la funzione non ¢ continua in (0,0). Vediamo comunque se in (0, 0) la funzione data
risulta derivabile in una qualche direzione v = (cos «, sen «) . Dovremo allora calcolare:
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f((0,0) +tv) — f(O,O)

f(tcosa,tsena) —0

lim = lim
t—0 t t—=0 t
1 t2cos? o - tsen « . t3cos? - sen v cos? o - sen cos? o
=lim— . —— Yeer? o M e 2 N 2 - ’
t—0t ticost a+t?sen® a  t—0¢3 (t2 cost o + sen? o) sen” « sen o

purché sia sen o £ 0, cio¢ o #0 e a # .
Se a =0 o a =, la direzione ¢ quella dell'asse z, quindi la derivata direzionale ¢ la deri-

0+1¢,0)— f(0,0 1 t*-0
vata parziale rispetto a x, per la quale risulta: limf( +40) — /(0,0) =lim- - —— =
t—0 t t—0t t44+0

Quindi la funzione dell'esempio 33 ¢ derivabile in ogni direzione pur non essendo continua
nel punto (0, 0). Non ¢ pit quindi necessario essere funzione continua per essere funzione de-
rivabile (parzialmente o in una direzione). Il legame trovato per le funzioni di una sola varia-
bile verra ristabilito con la classe delle funzioni differenziabili.

FUNZIONI DIFFERENZIABILI
Richiamiamo il concetto di funzione differenziabile per funzioni f : R — R, per estenderlo
alle funzioni f: R" — R.
Data f:R — R, e dato xy punto interno al dominio di f, la funzione f(x) si dice differen-
ziabile in z se esiste una costante o € R per la quale vale la relazione:
f(z) = f(xo) + a(z — o) + o(x — x0) .
Essere differenziabile significa essere approssimabile in modo lineare, ovvero mediante una
retta. Valgono alcuni importanti Teoremi:
-se una funzione ¢ differenziabile in x( allora & continua in x;
-se una funzione ¢ differenziabile in z allora ¢ derivabile in x, e risulta o = f'(xg) ;
-una funzione ¢ differenziabile in x( se e solo se ¢ derivabile in x.
Si puo quindi riformulare la differenziabilita in xy mediante ['uguaglianza:
f(x) = f(@o) + f(20) (z — 20) + o(z — 20).-
Essere differenziabile significa quindi essere approssimabile mediante la retta tangente al gra-
fico di f(z) nel punto x(, con un errore, o(x — x), che ¢ trascurabile rispetto all'incremento
T — T, ovvero tale che lim M =0.
T—=ro X — X
Passiamo ora alla differenziabilita per funzioni f : R" — R. Diamo la seguente:
Definizione 32 : Data f: R" — R, ¢ dato X, punto interno al dominio di f, la funzione si
dice differenziabile in X, se esiste un vettore a termini costanti K € R" per il quale vale I'u-
guaglianza: f(X) = f(Xo) + K- (X — Xp) + o(||X — Xy [) ,
dove il prodotto K - (X — X)) ¢ il prodotto scalare di due vettori di R".
L'errore commesso con tale approssimazione deve risultare trascurabile rispetto a || X — X,
modulo dell'incremento X — X, .
Vista la definizione di "o piccolo", la definizione di funzione differenziabile puo essere for-
mulata anche nella forma del lim fX) = f(Xo) — K- (X = Xo) =0.
X—X, IX — Xo|
Notiamo come K - (X — X)) rappresenti un'applicazione lineare R" — R.
Vediamo subito la relazione che intercorre tra la differenziabilita e la continuita, la derivabili-
ta parziale e quella direzionale. Vale anzitutto il seguente:
Teorema 7 : Se f ¢ differenziabile in X, allora f ¢ continua in Xj.
Dimostrazione : Essendo per ipotesi f differenziabile in X sara:
F(X) — £(Xo) = K- (X — Xo) + o(|X — X))
Dobbiamo far vedere che Xlir% f(X) = f(Xp), ovvero che Xlin;g f(X) = f(Xp) =0.
a0 a0

Ma Xlij% F(X) = f(Xp) (K- (X—=Xp) + o(| X —=Xg|])) = 0, in quanto:

= lim
X—Xp
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Xlin;g K- (X—=Xy) =0, dato che K ¢ costante mentre X — X;, mentre o(||X — Xy||) — 0
a0

in conseguenza della definizione di "o piccolo", e quindi il Teorema ¢ dimostrato.e

Essere funzione continua ¢ quindi ancora condizione necessaria per essere funzione differen-
ziabile. Vale poi il seguente:

Teorema 8 : Se f ¢ differenziabile in X, punto interno al dominio, allora f ammette in X,
tutte le derivate parziali, quindi esiste V f(Xj), e risulta K = V f(X) . Inoltre f ¢ derivabile
in X in tutte le direzioni v e risulta: D, f(Xy) = V f(Xp) - v.

Dimostrazione : Vediamo anzitutto che f ammette in X tutte le derivate parziali.

Poniamo K = (ky, ko, ..., k,) ed avremo:

O0fXo) _ . fRotte) - fRo) _ . K-teit+oftell) _
89@ t—0 t t—0 t
it LR By ) (0,0, L O + 0] feil) _ i+ o)
t—0 t t—0 t
t t
= lim (kl + M) = k; , in quanto limM = 0 per definizione.
t—0 t t—0 ¢
Dato che k; € R, ne segue che il limite esiste finito e vale k;, ovvero risulta 0f (Xo) =k e,
Ti

data l'arbitrarieta di 4, si ha pure che K = Vf(X).
Quindi la differenziabilita di f in X puo essere espressa come:

F(X) = f(Xo) + Vf(Xo) - (X =Xo) + o[ X = Xo]).

L'equazione y = f(Xo) + Vf(Xg) - (X = Xy) ¢ quella del piano (se f: R* — R) o dell'i-
perpiano (se n > 2) tangente alla superficie in (X, f(X)).

Essere differenziabile significa quindi essere approssimabile mediante il piano (o l'iperpiano)
tangente con un errore che risulta trascurabile rispetto a || X — X||.

Passiamo infine a calcolare la derivata di f in X, in una qualsiasi direzione v.

Dobbiamo calcolare:

Dy f(Xo) = }E%f(xo + “;) fXo) _ EE%K (Xo + tv —Xy) 1‘ o([[Xo +tv—Xof)) _

—tim 2D iy (9 700) 04 X ) = 9 00) 0 = Dop )
Quindi la funzione risulta derivabile in ogni direzione v, e vediamo anche che per calcolare
derivate direzionali non occorre operare il limite previsto dalla definizione, ma basta invece
eseguire il prodotto scalare tra il gradiente di f nel punto X ed il versore v; quindi basta co-
noscere le n derivate parziali di f in X,. Questo naturalmente se la funzione ¢ differenziabile
in X().O

SIGNIFICATO DEL GRADIENTE

Dalla formula di Schwarz sappiamo che XY = ||X]|| - || Y]] - cos o, dove a:0<a <,
rappresenta l'angolo compreso tra i vettori X e Y. Se f ¢ differenziabile in X, essendo v un
versore si ha: D, f(Xy) = Vf(Xy) -v=[|[Vf(Xo)] - |[v]| - cos a = ||V f(Xp)]| - cos cx.

Se a=0, allora cosa =1 erisulta D, f(Xy) = [|[Vf(Xy)]|, e questo ¢ il massimo valore
che D, f(Xp) puo assumere; ma o = 0 significa che V f(X;) e v stanno sulla stessa retta e
sono orientati dalla stessa parte; dato che v ¢ la direzione in cui si deriva, e dato che V f(X)
esprime la stessa direzione, possiamo concludere che V f(X,) esprime la direzione di massi-
mo accrescimento per f in X.

Analogamente, se o = 7, Vf(Xj) e v stanno sulla stessa retta ma sono orientati in direzioni
opposte, ed essendo cos a = — 1, abbiamo D, f(Xy) = — [|[Vf(Xy)]|, e questo ¢ il minimo
valore che D, f(Xj) puo assumere.

CONDIZIONI PER LA DIFFERENZIABILITA'
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L'esistenza del gradiente in un punto ¢ condizione necessaria, ma non sufficiente, ad assicura-
re la differenziabilita della funzione nel punto stesso.

La funzione f(z,y) = { Lo 2y =0 dell'Esempio 32 ci fornisce un esempio di funzione

0: zy#0
che in (0,0) ammette le derivate parziali, ¢ quindi il gradiente, senza essere continua, e
quindi, per il Teorema 7, senza essere differenziabile.

Esempio 34 : Vediamo se f(x,y) = +/|zy| risulta differenziabile in (0,0). Per prima cosa
calcoliamo V f(0, 0) ed abbiamo:

8f(0,0):hmf(0+h,0)—f(0 0) ~ lim |(0+h)~0|—0:0’
ox h—0 h h—0 h

8f(0,0) . f(0,0+h)—f(0 0) . ]0-(0+h)|—0
T S el ey el

Quindi V f(0,0) = (0,0). Se la funzione fosse differenziabile in (0, 0) dovra essere:
of(0,0 af(0,0
F,y) - £(0,0) = 2120 —0>+%-<y—0>+o<J<x—0>2+<y—0>2)

ox (=

. : |2y
ovvero dovra essere  lim

(2,9)—(0,0) /22 + 32

b V/|p? cos ¥ - sen 9|

p—0 \/?

chesia ¥ =k g . Anche se esiste V (0, 0), la funzione non ¢ quindi differenziabile in (0, 0).

= (0; passando a coordinate polari avremo:

= lirr(l)\/|cos ¥ - sen 9| = \/|cos ¥ - sen J|, che vale 0 solo nel caso
p—

Vediamo ora come l'esistenza con 'aggiunta della continuita delle derivate parziali in X, ri-
sulti sufficiente a garantire la differenziabilita della funzione in X;. Vale infatti il seguente:
Teorema 9 (del differenziale totale) : Se la funzione ammette in X tutte le derivate parziali,
ovvero se esiste V f(Xy), e se le funzioni derivate parziali sono continue in Xy, allora f ¢ dif-
ferenziabile in X.

Per Dimostrazione e controesempio vedere Appendice n.1

1 1
Esempio 35 : Data f(z,y) = e* ¥, calcoliamo D, f(0,0), con v = (75 , — %> :

La funzione ¢ data dalla composizione di una esponenziale con il polinomio = — y, quindi ¢

0 , of(z, :
continua e derivabile V (x,y) € R?. Essendo w =" e w = —¢e"Y, an-
T y
che le due funzioni derivate parziali sono continue V (z,y) € R*, e quindi la funzione data &
. e 9 af(0,0) 0f(0,0) :
differenziabile in tutto R“. Essendo 5 =1le “ou = — 1, otteniamo:
x Y

D, f(0,0) = V£(0,0) - (f f) <1,_1>.<%,_%>:¢5_

DERIVATE PARZIALI E DIREZIONALI SUCCESSIVE
Come visto negli esempi, se f : R" — R ¢ derivabile, essa ammette n funzioni derivate par-

0f(X)

X

: R" — R, che, se risulta derivabile,

. . . .. 0 (0f(X
puo essere derivata rispetto a ciascuna delle sue n variabili: — ( f;( )
T

a.ij

ziali, ciascuna delle quali ¢ ancora una funzione

) . Si ottengono co-
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2

si n® =n-n derivate parziali seconde che, nell'ipotesi di derivabilita, saranno a loro volta
derivabili rispetto alle n variabili, dando luogo a n® = n?-n derivate parziali terze e cosi
via.

Possiamo quindi comporre il seguente schema, valido per f : R* — R, (z,y) — f(z,y):
( ( (

Pfey)  Piley) .,
O f(x,y) VY or Oz 0x  0Ox? e
ox> Pf(,y) _ P,y _ L
of(x,y) N | Oz dxdy 0z Oy e
al‘ ( 83f(x,y) _m
M VAN ox Oy Ox ™"
oz oy Pfly)  Pflxy) L
L [ Oz Oy Oy ox Jy? oy
&)= ( (P flay) _Pfwy) _ .,
f(zy) ., Ny Oy O0x 0x  Oyox?  “¥°
oyoxr W Pflxy) .,
of (z,y) Ny { Oy Oz oy VW
3y ( 83f(a:,y) _ 83f(a:,y) e
0 f(x,y) VINY oy oy oxr  Oy2ox YT
0y? v Pf(x,y) _ Pf(z,y) _ L
( \ \ 9y Oy Dy 9y’ W
Si noti la diversa posizione dello pseudo-esponente 2: in % esso significa derivare 2

volte (9% f) la funzione f rispetto alla variabile 2 ambedue le volte (9z?), spiegando cosi il
diverso posizionamento.
Pf(z,y) = Pf(x,y)

a2 © 0y?

Le derivate fatte rispetto alla stessa variabile, , vengono dette pure,

Pfay) | O fy)
Oz Oy 0y Ox
dette miste. Tornando al caso generale, f : R" — R, analogamente alle derivate parziali del
secondo e degli ordini successivi, si possono definire le derivate direzionali del secondo e de-
gli ordini successivi. Se vogliamo introdurre formalmente una derivata parziale seconda la
dobbiamo definire come:
0% f(Xo) — lim 1 <8f(Xo +tej) B af(Xp)
8113‘1' 8$j N t—0 ¢ 8:152 6111'1
finito, del rapporto incrementale di una derivata parziale prima. Analogamente, una derivata
direzionale del secondo ordine viene definita come il limite, se esiste ed ¢ finito, del rapporto

incrementale di una derivata direzionale prima:

D, (%) = lim D E0 PN = PO _ (5 gy

Similmente si definiscono le derivate direzionali degli ordini successivi.
Pf(Xo)  Pf(Xo) 2 2
o 8xj - 81']’ or; , né che Dvwf(xo) - Dwv

mentre , quelle in cui cambia la variabile di derivazione, vengono

), ovvero come il limite, se esiste ed ¢&

In generale non ¢ vero che f(Xy), come
mostrato nel seguente:

2.2

xy.azQ—i—y? (I‘,y)#(0,0)

0 (z,y) = (0,0)
continua in (0, 0); infatti, usando le coordinate polari si ha:

Esempio 36 : Sia f(z,y) = . Vediamo che la funzione ¢
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2 2 2 can

_ p~cos” ¥ — p~sen” . 9 .

lim (p? cos 9 - sen ) - = lim cos ¥ -sen - cos 299) =0, in modo
p—0 (r ) p?cos? ¥+ p?sen? ¥ p—0 (p )

uniforme in quanto |,02 cos v - sen v - cos 219| < p*|cos ¥ - sen 19 - cos 209 < p*, per cui se
prendiamo p < 6(¢) = /e abbiamo la verifica del limite.
La funzione ammette poi le derivate parziali nel punto (0, 0); infatti:

2 2
(0+h)-0- w —0
91(0,0) _ . O+n+02 ~ . 0
Ox h—0 2h , h—0 h ’
0-(0+h)- w —0
8f(0,0):hm 02+ (0+h) —im 2 Z o
Ay h—0 h h—0 h '
Passando alle funzioni derivate parziali prime avremo:
of(x,y) % — P 2z (2% + 9?) — 2 (2 — %) B t — gyt + da%y?
o Ve (a2 +32)° T @)
of (w,y) _  a*—y —2y (@ +yt) -2y (@ —y’) ot -yl —da?y
oy .x2+y2+$y. (22 +12)° - (22 +92)°
Da queste ricaviamo infine:
#1(0,0 9f(0,0+h) 9f(0,0) h_O—h4+0_0
’ - ox ox - h4
dx Ay :ilzli% h :llzli% h = —le
If(0+h0)  f(0,0) L h-0-0
&*f(0,0) _ . Ay Ay T
Oy Ox :ilzli% h ) :}11133)2 h =+l
Quindi per questa funzione si ha che 9°f(0,0) , 9°£(0,0) )
Oz Jy 0y Ox

Vale perd il seguente:

Teorema 10 (di Schwarz) : Se f: R" — R ammette in un intorno del punto X, le derivate
*f(X) (X
8331' axj © 8:17j 8372
If(Xy)  9%f(Xp)

8:62- 81']' N a:Ej al‘l .

Si omette la dimostrazione di questo Teorema.

Esiste anche una forma piu generale di questo Teorema, le cui ipotesi prevedono esistenza e
continuita di una sola delle due derivate seconde miste; si dimostra allora che 1'altra derivata
seconda mista esiste, ¢ continua ed ¢ uguale alla prima.

seconde miste

, € se queste sono continue nel punto X, allora sono

uguali:

Esempio 37 : Sia f(z,y) = x e’ — ye®. Avremo allora:

" x
= —ye
/ Tz Yy
fxzey—yexj{ //:ey_ex
_ Y T Y S B "no__ el
f(a:,y)—xe —ye = //:ey_ex ,equmdl fxy_fyx .
fy=ze"—e" = o ”
yy:xe

Il Teorema di Schwarz esprime comunque una condizione sufficiente, e non necessaria, per
l'uguaglianza delle derivate seconde miste.
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Per una funzione di n variabili le derivate seconde sono in numero di n2. Dato che n sono

pure, saranno n? — n quelle miste, solo la meta delle quali dovra essere calcolata, se vale il

n—n n’4+n
Teorema di Schwarz, per cui le derivate seconde si riducono a n? — 5 =5

Osservazione 1 : Il Teorema di Schwarz non vale solo per le derivate parziali seconde, ma
vale per le derivate miste di qualsiasi ordine, dato che una derivata di ordine n ¢ pur sempre la
derivata seconda di una derivata di ordine n —2 : 9"f = 9?2 (8 n=2yf ) . Adeguando le ipote-
si del Teorema di Schwarz alla continuita delle derivate miste di ordine opportuno,
0" f(X)
Oz} dxf’
p+ g = m, per indicare la derivata parziale mista di ordine m, ottenuta derivando p volte
rispetto a ; e g volte rispetto a x;, con p + g = m, senza bisogno di specificare 1'ordine con
cui si ¢ derivato rispetto a x; € a x;, essendo questo ininfluente alla luce del Teorema di
Schwarz.

scriveremo allora, nel caso di derivazioni fatte rispetto a due sole variabili, con

Esempio 38 : Data f : R" — R, se le sue funzioni derivate terze sono continue, risulta:
X)X X))  PIX) X
O0x? Ox;  Ox; Ox; Ox;  Owm; Ox;Ox;  Owmj Om; Ox;  Ow; Ox?’

Osservazione 2 : Il Teorema di Schwarz non vale solo per le derivate parziali, ma per tutte le
derivate direzionali almeno del secondo ordine. Se D2, f(X) esiste ed ¢ continua in X, allo-
ra D2 f(Xo) esiste e risulta D> f(Xq) = D? ,f(Xo) . Analoghe conclusioni valgono per le
derivate direzionali degli ordini superiori.

DIFFERENZIABILITA' DEL SECONDO E DEGLI ORDINI SUCCESSIVI
Sia data f : R" — R e supponiamo che tale funzione sia differenziabile VX € A, A C Dy.

Esistono quindi in Xy € A le n funzioni derivate parziali % :R" — R. Diamo la se-
T

guente:

Definizione 33 : La funzione f(X) si dice differenziabile due volte in X, se ciascuna delle

0f(X)
8$2'

Essere differenziabile due volte significa quindi avere derivate prime differenziabili. E' facile

quindi estendere la definizione al caso di una funzione differenziabile k volte:

Definizione 34 : La funzione f(X) si dice differenziabile & volte in X, se ciascuna delle sue

funzioni derivate di ordine k£ — 1 risulta differenziabile in X.

Per le funzioni differenziabili due volte vale il seguente Teorema, che ci limitiamo ad enun-

ciare:

Teorema 11 : Se una funzione ¢ differenziabile due volte in X, punto interno a Dy, allora e-

sistono in X tutte le derivate direzionali del secondo ordine. Inoltre le derivate miste (parziali

2 2
TR _ 0T o pef(ka) = D2 (0).

xI; ox j ox j 8:152
Quest'ultimo Teorema fornisce un'ulteriore condizione sufficiente, e non necessaria, per l'u-
guaglianza delle derivate miste in aggiunta a quella stabilita con il Teorema di Schwarz.
Analogamente a quanto visto per la differenziabilita del primo ordine, non ¢ necessario, ma
solo sufficiente, che le derivate seconde siano continue affinche la funzione risulti differenzia-

sue funzioni derivate prime risulta differenziabile in X.

e direzionali) in X risultano uguali:
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*f(X) _ 0*f(X)
8331' axj n 8azj aCL'Z

bile due volte. Questo spiega le due diverse ipotesi che rendono

oppure

DIFFERENZIALI TOTALI DEL PRIMO E DEGLI ORDINI SUCCESSIVI

Abbiamo visto che 1'essere funzione differenziabile in X, puo esprimersi nella forma:

F(X) = f(Xo) + Vf(Xo) - (X =Xg) + o[ X = X))

In questa il termine V f(Xj) - (X — X) prende il nome di differenziale totale del primo ordi-
ne, e viene indicato anche con df(Xy) = V f(Xp) - (X — X).

0f(Xp) of(X of(X
Posto ¥ (Xo) = ( M) off) 2 0)) — (L (Ko), £ (Ko)s s F1(X0)) € posto
anche (X —Xy) = (z; — 2,22 — 29, ..., 3, — 2))) = (dz1,dzs, ... ,dz,), con queste nota-

zioni possiamo scrivere:
n

df (Xo) = (f{(X0), f3(Xo), e, [1(Xo)) - (dw1, dz, ..., dwy) = Y f{(Xo) - da .
i=1
Se non interessa specificare il punto Xy, potremo scrivere anche:

df = (f1,7f2/7"7f7;) ' (di[fl,dfl)'g,... 7dxn) = Z flldwl - fl/dxl +f2/dfl)'2 + ... + fy{dx’n

Quest'ultima espressione definisce il differenziale totale del I ordine per una funzione di n
variabili. Nel caso di f: R* — R, otteniamo df = f/ dx; + f, dz», se le variabili sono in-
dicate con z; € xo, oppure df = f)dx + fy’ dy, se invece le indichiamo con x e y.

Per una funzione di tre variabili f(x,y, z) avremo df = f, dx + f, dy + f, dz.

Passiamo ora a definire il differenziale totale del I ordine per f : R> — R. Avremo:

d?f = d(df) = E?df) dz + gd;) dy . Tenendo presente che f, e f, sono funzioni di z e di
y, mentre dz e dy sono invece costanti rispetto a x ed a y, otteniamo:
O(f)dx+ f/d O(fldx+ f/d
ox oy

= (f5de+ f,p dy) dz + (£}, dz + £,y dy) dy = £}, (dz)* +2 £, dz dy +f Z, (dy)*,
se supponiamo che la funzione sia differenziabile due volte, per cui fw

Nelcasodi f:R* = R analogamente otteniamo:
&f = £l (dz)” + £, (dy)” + f2 (d2)" + 2f;§, drdy +2f;. dvdz + 2f 1 dydz.

Per una funz10ne f IR” o R y=1rf (a:l, T2, - ) scriveremo invece, in forma compatta:
d*f = d%y .
! ; JZ: ox; 8$ Z 8:15Z 8:1:] i

Se la funzione ¢ differenziabile due volte ci saranno da sommare poi tra loro i termini uguali.
Si notino le analogie (non certo l'identitd) tra il differenziale secondo di una funzione di due
variabili ed il quadrato di un binomio, tra il differenziale secondo di una funzione di tre varia-
bili ed il quadrato di un trinomio, e cosi via per il differenziale secondo di una funzione di n
variabili, analogo con il quadrato di un n-omio. Queste analogie si ritrovano anche nei diffe-
renziali totali di ordine superiore al secondo, dovendosi pero allora parlare di potenza terza,
quarta ecc. di un binomio, trinomio, ecc..

Se calcoliamo infatti il differenziale totale terzo di una funzione f R? — R avremo:

& f = fli, (de)’ +3 f77, (do)* dy + 3f7’§,’y dz (dy)* + f,y, (dy)”.
E per il differenziale totale quarto di f : R*> — R sara:

dif = £ (de)! + 4f% (de)’dy + 6 £ (dz)*(dy)® + 415, dz(dy)’ + £5) (dy)*.
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Si usa formalizzare quanto detto scrivendo, per il differenziale di ordine m di una funzione di

n variabili : d"'f = ( dxz> (f(X)), che per quanto detto in precedenza ha solo

Ox;

un significato simbolico.

FORMA VETTORIALE-MATRICIALE DEL DIFFERENZIALE SECONDO

Il differenziale totale secondo di una funzione di un numero qualsiasi di variabili puo essere
espresso anche in forma vettoriale-matriciale, mediante la cosiddetta matrice Hessiana H.

La matrice Hessiana ¢ la matrice costituita dalle derivate parziali seconde, ordinate per riga

rispetto alla prima variabile di derivazione e per colonna rispetto alla seconda, e nel caso di
1 i 1

11 12 cee cee 1n

/! 1/ !

21 22 cee cee 2n
una funzione di n variabili assume la forma: H =

1A 1! 1A

nl n2 nn

Se valgono le ipotesi del Teorema di Schwarz oppure se la funzione ¢ differenziabile due
volte, la matrice Hessiana ¢ una matrice simmetrica. Eseguendo il prodotto vettore per
matrice per vettore, posto dX = ||dx;, dxo, ... ,dz, ||, si verifica la seguente uguaglianza:

11 In dz,
1 1/ 1
21 Jo2 2n dzy
df =dX -H-dX" = ||dz, dzy, ... , dz, || -
n Jad wn || || dn
Verificandola solo nel caso piu semplice, quello di una funzione di due sole variabili, si ha:
2 o fay dz e 9T+ fredy|| || dz
d&°f = ||dxadyH ) /l// = " y” ) ‘ =
yr  Jyy dy zy 4 + [y dy dy

J,{/x (dil'f) +2faj’l/dxdy+fyy( ) ‘
Non esiste invece la possibilita per i differenziali di ordine superiore al secondo di poter esse-
re espressi in forma vettoriale-matriciale.
Se una funzione risulta differenziabile due volte in X, sappiamo che esistono in X tutte le
derivate direzionali del secondo ordine. Con la matrice Hessiana, detti v = (v1,v9,...,v,) €
w = (wy, we, ...,w,) due generici versori di R”, per quanto riguarda il calcolo pratico di una
derivata direzionale del secondo ordine vale un risultato simile a quello trovato per le derivate
direzionali del primo ordine: D, f(Xy) = V f(X) - v. Vale infatti il seguente:
Teorema 12 : Sia f(X) differenziabile due volte in X;. Allora:
D}, f(Xo) = v-H(Xo) - w' = w-H(Xo) - o' = D}, f(Xp).

Esempio 39 : Sia f:R? — R, f(x,y) = " Y. Calcoliamo D’ f(x,y), mediante due pro-
cedure diverse, lasciando generici v, w e (z,y).

Posto v = (cosa,sena) e w = (cos 3,sen 3), vediamo come la funzione f(x,y) =€,
essendo composizione di una esponenziale e di un polinomio, che sono funzioni continue e
derivabili con derivate continue di qualsiasi ordine, sia differenziabile due volte in tutto R?.
Quindi Dgwf(wa y) =v- H((E, y) ~w'

Avremo allora:

8f — T 7Y, 8f — r=y. 82f __ LTy, 82f _ an 2f _ o x—y ..
o~ © "oy C Cox2 " U owoy oyow o T daew
v Y ey

Dgwf(ir,y) = ||cos @ sena| -

cosﬁH

—e"Y etV sen 3
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e YcosB— et Ysenf3
—e" YcosB+ e Ysenf

=e"YcosfB-cosa—e" Ysenf-cosaa—e" YcosB-sena+ e Ysenf-sena =

=" Veos(a—B) —e" Vsen(a+ 3) =e" Y (cos (o — 3) —sen(a+ 3)).
In alternativa, possiamo calcolare la derivata direzionale seconda come derivata direzionale
della derivata direzionale prima, e quindi avremo:

Dyf(z,y) = Vf(x,y) -v= (g—i, g—‘;) o= (", —e"Y) - (cosa,sena) =
=e"Yecosa—e" Ysena.

Calcoliamo ora V(D, f(x,y)) e poi calcoleremo V(D,f(x,y)) - w. Si ha:

(D f(z,y)) I(Dyf(z,y))

= ||cosa senal| -

=e" Yeosa—e"Vsenaw e ———"22 = — " Yeosa+e" Ysena.
ox dy
Quindi:
oD, f(x, (D, f(x,
D (o) = V(D f (o) w0 = ( AP PRI o 5 sen ) =

=(e"Ycosa—e" Usena; —e" Ycosa+e” Ysena) - (cos B, sen3) =
=e" Ycosa-cosB—e" Ysena-cosf—e" Ycosa-senfF+ e’ Ysena-senf,
ovvero lo stesso risultato ottenuto con l'altra procedura.

POLINOMIO DI TAYLOR E MAC LAURIN

Anche per le funzioni f : R" — R ¢ possibile fornire una approssimazione migliore di quella
ottenuta con la formula della differenziabilita, ovvero costruire un polinomio (in n variabili)
di grado m opportunamente scelto, per il quale valga l'uguaglianza:

F(X) = Pou(X, Xo) = of X — Xo|™).

Per una funzione f : R — R il Polinomio di Taylor nel punto x ha la seguente espressione:

(2, 20) = flz0) + (an) (2~ a0) + L) (@ g+ L2 o gy

Affinche esista il Polinomio di grado m occorre che la funzione sia derivabile m volte in un
intorno di (. Per una funzione f :R" — R vale invece il seguente:
Teorema 13 : Sia la funzione f(X), R" — R, differenziabile fino all'ordine m in un intorno
del punto X; allora esiste ed ¢ unico il Polinomio di grado m tale che:
X)) =P, (X,Xy) = o(]|X — Xy||"™) . Tale polinomio ha la seguente espressione:

2 3 m
B (X, Xo) = f(Xo) + df(Xo) + J;(?QO) 44 J;(?%) ot %(?g‘)) .
Come si vede, il Polinomio ¢ costituito mediante i differenziali totali, da quello del primo fino
a quello di ordine m. Se Xy = O, vettore nullo, il Polinomio ¢ detto di MacLaurin. Il
Polinomio di secondo grado pud essere espresso, per quanto gia visto, in forma vettoriale-
matriciale, ed avremo la seguente espressione:

Pa(X, Xo) = [(%o) + V(%) -dX + 7 dX - H(X,) - dXT

nella quale dX = X — X, e dXT ne rappresenta il trasposto, € quindi per la funzione f(X) ri-
sulta valida la seguente approssimazione:

FIK) = F(Ko) + V1 (Xo) - (K — Ko) + 3 (X~ X) - H(Xo) - (X~ Xo)" + (X — Kol]?).

Esempio 40 : Sia f(z,v,2) = 2?sen (y — 2) ; determiniamo I'espressione del Polinomio di

Taylor di secondo grado nel punto (1,1, 1).

Risulta anzitutto f(X¢) = f(1,1,1) = 0. Sara poi:
fl=2zsen(y—2)= f/(1,1,1) =0;

£ = 2%cos(y —2) = f(1L,1,1) =1;



fl= —z2%cos(y—2)= f/(1,1,1) = —1;
fx”x QSen(y_Z)jfx”x(Ll?l): ;
fo=—a’sen(y—z2) = f(1,1,1) =0;
fl=—asen(y—2) = f.(1,1,1) = 0;
fx/;—QZECOS(y—Z)éflf;( ,1,1) =2;
fx”z: —2LECOS(y—Z):>f3§;( .1 ): —2;
fr = z¥sen(y — 2) = f(1,1,1) = 0.

Avremo quindi, in forma analitica:
Py(X,(1,1,1)) =0+0-(z—1)+1-(y—1)—1-(2—1) +

+%(O~(93—1)2+0-(y—1)2—|—0~(2—1)2)+

—l—%(2-2(:1:—1)(y—1)—}—2(—2)(:6—1)(2’—1)4—2-0-(y—l)(z—l)):

=z—y+2zy—2x=z.
In forma vettoriale invece, ponendo dz =z — 1,dy =y — 1,dz = z — 1, abbiamo:
1 0o 2 =2 dx
Py (X, (1,1,1)) =0+ (0,1, — 1) - (dz,dy, dz) + 5 |de dy dz||-|| 2 0 O ||-||dy
-2 0 0 dz

FUNZIONI CONVESSE E CONCAVE

E' bene anzitutto notare come per le funzioni f : R” — R non sia definito il concetto di fun-
zione crescente o decrescente. Tale concetto potrebbe essere recuperato se si parlasse di cre-
scenza o di decrescenza in una certa direzione, ovvero riportandolo ad una analisi di tipo mo-
nodimensionale, che pero non ¢, in generale, utile per trarre conclusioni di tipo globale. Non
esistono, di conseguenza, criteri analoghi a quello dello studio del segno di f'(x), valido per
funzioni f: R — R. Rimane invece valido e utile per le applicazioni, principalmente per lo
studio dei massimi e dei minimi, il concetto di funzione convessa. Diamo anzitutto la
Definizione 35 : Un insieme A C R" si dice convesso se presi due qualunque punti X; € A,
Xy € A, il segmento che li congiunge ¢ tutto contenuto in A. In forma analitica:

VX,Xo e A:Vace [0,1] = Oé-X1+(1—()z)-X2 €A,

dove a-X; 4+ (1 — a) - Xy, o € R rappresenta la retta passante per i due punti X; e X.

Se un insieme A C R" non risulta convesso, allora viene detto concavo. Diamo poi la
Definizione 36 : Data f : R" — R, si dice epigrafico della funzione, relativo ad A C R",
linsieme: £(f) = {(X,y) e R"™" X e A: y> f(X)}.

L'epigrafico ¢ quindi la parte di spazio situata al di sopra del grafico, grafico compreso. Da
questa segue la:

Definizione 37 : Data f : R" — R, sia A C R" un insieme convesso; la funzione f si dice
convessa in A se il suo epigrafico (relativamente ad A) ¢ un insieme convesso.

Notiamo che la definizione di funzione convessa non viene data in un insieme qualsiasi, ma
solo in un dominio anch'esso convesso. Come per le funzioni R — R, contrariamente a quan-
to definito per gli insiemi, una funzione che non risulti convessa non viene detta concava.
Vale invece la:

Definizione 38 : Data f : R" — R, sia A C R" un insieme convesso; la funzione f si dice
concava in A se risulta convessa in A la funzione — f, opposta di f.
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convessd

Comloala

Le funzioni concave sono quindi le simmetriche, rispetto al (iper)piano delle variabili indi-
pendenti, delle funzioni convesse, ed esistono funzioni che, in un dato insieme, non sono ne
concave ne convesse, mentre invece per gli insiemi o si € concavi o si € convessi.

Limitandoci per ovvii motivi al caso di funzioni f : R> — R, vediamo in figura un esempio
di funzione convessa e uno di concava.

Enunciamo infine due Teoremi che legano la convessita di una funzione alla differenziabilita
del primo e del secondo ordine, nonche a considerazioni di tipo geometrico.

Teorema 14 : Sia f : R" — R differenziabile in A C R" insieme convesso. Allora f ¢ con-
vessain A seesolose VX, Xy € A: f(X) > f(Xy) + df(Xy), oppure, equivalentemente:
f(X) > f(Xo) + VI(Xp) - (X = Xp).

Questa formulazione ci permette di esprimere la convessita di una funzione differenziabile
come equivalente ad affermare che il grafico della funzione non sta al di sotto del (iper)piano
tangente in un qualunque punto X, € A,

Utilizzando il Polinomio di Taylor si puo poi provare che vale anche il:

Teorema 15 : Sia f : R" — R differenziabile due volte in A C R" insieme convesso. Allo-
ra f & convessa in A se e solo se d*f(X) > 0,VX € A.

Infatti, essendo f differenziabile due volte, risulta:

F(X) = f(Xo) +df(Xo) + %dgf(Xo) +o([X - X0||2) , da cui:

J(X) = [f(Xp) +df(Xp)] = %de(Xo) +o(|IX = Xo|*), e se d2f(Xo) > 0 segue che:

f(X) > f(Xo) +df(Xo).
Utilizzando invece la forma vettoriale, il Teorema precedente conduce alla:

FIK) — [F(K) + V£ (Ko) - (X~ Ko)] = 2 (X~ Xo) - H(Ky) - (X — Xo)T + 0| X — Xo|")

La quantita d’f(X,) = dX - H(Xp) - dX" = (X = Xp) - H(X,) - (X — X,)" rappresenta una
forma quadratica nelle n variabili dzy,dzs, ... ,dz, ; se d>f(Xg) > 0 (> 0) essa ¢ detta for-
ma quadratica definita (semidefinita) positiva. Lo studio della convessita e della concavita di
una funzione viene ricondotto allo studio del segno della forma quadratica d*f(X), e questo
argomento verra trattato nel seguito, all'interno della parte riguardante la ricerca dei punti di
massimo e di minimo relativi.

Se fosse f(X) > f(Xy) +df(Xy) oppure se fosse d?f(Xy) > 0, parleremo di funzione
strettamente convessa.

FUNZIONI f:R" — R™

Estendiamo 1 concetti fin qui svolti alle funzioni vettoriali di variabile vettoriale, ovvero alle
funzioni Y = f(X), con X = (x1,29,....,2,) ER", Y = (y1,y2, ..., ym) € R, cio¢ alle
funzioni che associano ad un vettore come immagine un altro vettore, anche appartenenti a
spazi diversi. Un primo esempio di funzione f : R" — R"™ ¢ costituito dalle Applicazioni li-
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neari, ovvero dalle funzioni esprimibili come Y = f(X) = A -X, dove A ¢ una matrice
m - n ad elementi costanti.

In caso di bisogno, la notazione Y = f(X) potra essere scritta in forma estesa come:

(Y1, Y25 oy Um) = (f1(T1, X2, ey ), 2 (T1, T2y ey Tp) g oney frn(T1, T2y oy T))

Quindi una funzione f : R" — R™ si puo vedere come una m-upla di funzioni f; : R" — R.
Bastera ripetere quanto fatto per le funzioni f:R — R™, adeguando la teoria alla luce di
quanto visto per le funzioni f : R" — R, per ottenere l'estensione delle principali definizioni
e proprieta relative alle funzioni f : R" — R .

LIMITI, CONTINUITA', DERIVABILITA', DIFFERENZIABILITA'

Definizione 39 : La funzione f:R" — R™,Y = f(X) ammette limite per X — X, con X,
punto di accumulazione per Dy, se ciascuna delle componenti f; : R" — R, 1 <1i <m, am-
mette limite per X — X .

Definizione 40 : Preso X, punto di accumulazione appartenente a Dy, si dira che la funzione
f:R" = R™ ¢ continua in X, se Xliﬂrgn f(X) = f(Xp), ovvero se ciascuna delle m compo-

nenti f; & continua in X, ovvero se Xlirg fiX) = fi(Xp),1 <i<m.
a0

Per quanto concerne la derivabilita, dato che ogni componente ¢ una funzione f; : R" — R,
possiamo definire le derivate parziali e le derivate direzionali.

Preso X punto interno a Dy, e preso un versore v € R", abbiamo la

Definizione 41 : La funzione f:R" — R™, Y = f(X), ammette in X derivata nella dire-

X - f(X
zione v se esiste finito il }ir%f( 0+t “;) f(Xo)

) X t — Ji X
che esistano finiti gli m limiti: %ingf( o+ 1;) fi(Xo)

delle m funzioni f; : R" — R risulti in X derivabile nella direzione v.

Anche le derivate parziali di f : R" — R™ vengono definite come le derivate parziali delle
componenti f; : R” — R. Una funzione f :R" — R risulta quindi derivabile rispetto alla
variabile z; se ciascuna componente f; risulta derivabile rispetto a x;. Si vengono cosi a de-
terminare m -n derivate parziali, derivando la funzione f;, 1 <7 < m, rispetto alla
variabile z;, 1 < j<n. Si rappresentano tutte le derivate parziali prime mediante la
cosiddetta matrice Jacobiana m - n:

= D, f(Xp) . Questo equivale a richiedere

= D, fi(Xy), ovvero che ciascuna

oh  Oh Oh
0z, Ors Oz,
ofs  0fy dfo
o a(fhf?a'--;fm) . e —_— , .
Ji(X) = D, 2o ) 0z, 0z Oz, ||, nella quale I'elemento di posto
Ofu O O
or, Ory Oz,

(i,7) ¢ dato dalla derivata parziale di f; fatta rispetto a z;. Notiamo anche come ogni riga
della matrice Jacobiana sia un gradiente: la riga i-esima ¢ infatti il gradiente V f;(X).

Per quanto riguarda la differenziabilita di una funzione f:R" — R"™, f = (f1, fo, s fin)»
possiamo seguire la procedura delle definizioni precedenti, ovvero:

Definizione 42 : La funzione f:R" — R"™, Y = f(X) si dice differenziabile nel punto X
se in tale punto risulta differenziabile ciascuna delle sue componenti y; = f;(X), ovvero se:
fz(X) = fz(XO) + K, - (X — Xo) + O(HX — X()H), con K; € Rn,VZ 1<t <m.
Equivalentemente, si puo chiedere che esista una matrice a termini costanti M, ,,, per cui val-
gala: f(X) = f(Xo) + M- (X = Xy) + o([|X = Xo]).

La matrice M ha per righe 1 vettori K;.
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Ma, per quanto visto per le funzioni f: R" — R, se f; risulta differenziabile nel punto X si
ha che K; = Vf;(Xy), e la differenziabilita di f; puo essere espressa come:

Fi(X) = £i(Xo) + V£i(Xo) - (X — Xo) + o(|X = Ko|)), Vi: 1< i < m.

Queste m uguaglianze possono infine essere compattate, osservato che M = J¢(X), nella:
F(X) = f(Xo) + J5(Xo) - (X = Xo) + o[ X = Xol]),

dove f(X), f(Xp) € R™, o(||X — Xp||) € R™ mentre (X —X,) € R" e J;(X() ¢ una matri-
ce (m-n).

Per calcolare D, f(X), se la funzione ¢ differenziabile in X, bastera calcolare J¢(X) - v
per ottenere il vettore (D, f1(Xo), Dy f2(Xo), ... , Dufin(Xo)) € R™.

La matrice Jacobiana esprime e sintetizza il concetto di derivata nel caso piu generale, cioe
quello di f: R" — R™, comprendendo come casi particolari tutti i tipi di derivate incontrati
finora.

Se f:R — R, laderivata f'(x) ¢ una matrice Jacobiana (1-1);se f:R" — R si hail gra-
diente, che ¢ una matrice Jacobiana (1 - n), ovvero una Jacobiana costituita da una sola riga.
Per le curve, ovvero per funzioni f: R — R", si ha il vettore tangente che, se visto come
vettore (n - 1), risulta una Jacobiana costituita da una sola colonna.

Esempio 41 : Se f:R" — R™ ¢ una applicazione lineare, Y = f(X) = A - X, ¢ facile ve-
dere che risulta J¢(Xy) = A, VX, € R".

Esempio 42 : Se f : R*? — R? esprime un cambiamento di coordinate, da cartesiane (z,) a
polari (p,9): f(p,9) = (xo + pcos?, yo + psent}), otteniamo:
Jor Ox
Oa,y) _||op 00
J ,19 — = =
op OV

costy — psend
sent  pcos? ||’

REGOLA DI DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI COMPOSTE
Scopo di questo paragrafo ¢ quello di formulare la regola di derivata di una funzione compo-

f

sta nel caso piu generale: R™ EN LR RP, T 9 x L Y, dove:
T = (t17t27 t )X (l’l,.fl?g, 7£En) Y_(yl,y27 '7yp);
X= g(T) (gl (T) ( )7 7gn(T)) (gl (tl, >tm> 92(t1, ) tm): 3] gn(tlp ) tm)) )

Y:f( ) (fl( ) ( )5 7fP(X)) (fl(xlv“" )7f2('r17"'737”)7"7fp(x17""$n))
per avere quindi Y = f(X) = f(g(T)).

Nel caso m =n =p=1 risulta D(f(g(x0))) = f'(g(x0)) - ¢'(w0), ciog la derivata della
funzione composta ¢ data dal prodotto di due numeri: f'(g(x)) per ¢ (x).

Nel caso R % R L R?, ¢ LA i Y,Y = f(g(t)), vedi Teorema 35, risulta:

D () = D (1)) o 1),

ovvero la derivata della funzione composta ¢ data dal prodotto del vettore tangente Y'(x(tg))
per lo scalare x/(¢).
f )

Determiniamo ora la regola nel caso R 5, R" SR t=>XSy,n>1.
Sia allora Y= f(X) = f(mla L2y eeey xn) = f(g(t)) = f(xl(t)a x?(t)a 7x’n(t)) . Valeil:
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Teorema 16 : Sia X(t) = g(t) = (x1(t), z2(t), ..., x5 (1)), R — R" derivabile in ¢t = t, e sia
y = f(X),R" — R differenziabile in X(¢y) = g(to). Allora la funzione y = f(g(t)) ¢ de-
rivabile in ¢ e risulta:

dy(t
D(f(ot0) = YA — w0 - X (00).
ovvero la derivata della funzione composta ¢ data dal prodotto scalare del vettore gradiente
Vf(X(tg)) per il vettore tangente X'(tg) = (x(to), 25 (o), ..., 7}, (o)) -
Dimostrazione : Applicando la definizione di derivata, avremo:

dy(ty) o) = flo(ts) _ . FOK() — f(K(t))
dt t—to t—tg t—to t—to '

Essendo f differenziabile in X si ha:

X)) = f(X(to)) = VF(X(t0)) - (X(2) = X(t0)) + o([IX() — X(t0)]) ,

dalla quale, sostituendo, otteniamo:
Lo SO = F(K(t)) _ VK () - (K(0) = X (ko) + (X () = X(to)])

T thj% ) oK) — X(to) & — Xt [\
. Xt—XtO . O Xt—Xto Xt—XtO
= Jim V&) =5 IR — X)) (iH - D

Ma V f(X(ty)) € un vettore costante, mentre
X(t) — X(¢ t) — xy(t L) =z, (t

lim W = Xto) _ (g m® anllo) - 2 = @alto))
t—ty t— 1o t—to t—1p t—to t— 1o

= (2 (to), w3 (t0), .., 77, (t0)) = X' (to)
in quanto per ipotesi la funzione X(¢) ¢ derivabile in (. Infine

- o([X(1) — X(to)])
=t || X(2) — X(to) |

= ( per la definizione di "o piccolo" mentre

X(t) — X(¢
tlir? w = ||X'(t0)|| , valore finito in quanto X(¢) ¢ derivabile in ¢y. Quindi
—to — 1o
dy(t
D(f(o(to))) = L) = v rx(an) X (1) o

Il risultato trovato puo essere espresso anche nella forma:

dy _(Of OF Of\ (du dry  dz,
-~ \ 971" 0z Oy, de ” dt 777 dt

dt
d aof d af d of dz, "\ Of dux;
dy_ Of dun | O dvy,  OF dia 5~ OF dni

) e quindi come:

dt Oz, dt @ Oz dt T Ox, dt

/ g [

Utilizzando questo risultato, passiamo al caso R g e L Re ,t =X > Y.
Saraora Y = (y1,%2, ..., Yp) , con y; = fi(x1, 22, ..., ,), 1 <@ < p,con z; = g;(t).
Supponendo che ciascuna f;(z1, z, ..., ;) = fi(X) sia differenziabile in X(¢) e supponen-
do X(¢t) = (x1(t), zo(t), ..., z,(t)) derivabile in ¢y, per quanto visto nel Teorema precedente
sara:
dy;(t

bilh) _ g1 (X(t)) - X' (to) ovvero:
dy;  0fi daz | Ofi day dfi  dxn

= + +ot o
dt Oxry dt Oxy dt Ox, dt
Queste p uguaglianze possono essere scritte in forma matriciale come:

, 1<i<p.
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dy, 9f  Oh Of dxy
dt Oxry Oxs ~  Oux, dr
dy2 % % 8f2 d$2
dt ||=1|| 0xy Oz 7 Oz, || || dt ||,ovvero come:
% % of OJp af, dip dw ULn
dt (9$1 6:13‘2 6:z:n dt

dY(X(to)) _ 0(f1, fo, - [p) (b))
Diflgto)) = —4— = e zn)
Y/(X(t)) = Iy (X(to)) - X' (t)
Il vettore tangente Y'(X(%y)) ¢ quindi dato dal prodotto della matrice Jacobiana J;(X(%y)) per
il vettore tangente X' (¢).

f 9« /f

Estendiamo quanto visto finora al caso generale R™ gL, e ,T=X=Y.Valeil
Teorema 17 : Siano T = (t1,t2, vy tm), X = (1, T2,00,T0)» Y = (¥1,¥2, ..., Yp) coON:
x; = gi(t1, to, «.ytm); yj = f](xl,xg, ey Tp)

Posto Yy = f(X ( 0)) = f(g(Ty)), sia X = g(T) differenziabile in Ty e sia Y = f(X) dif-
ferenziabile in X(Ty). Risulta allora:

D(f(g(TO))) a(ylay27' 7yp)(X(T0)) _ a(fl?f27"'7fp)(X(t0)) 3 a(ﬂfl,%Q,...,lL‘n)(T()) )

O(t1,t, wostm) Oz, 9,y T O(t1,t, woytm)
Risulta quindi:

J1()(To) = J;(X(Ty)) - J4(To), che, in forma generica, puo essere espressa come:
Oy, s 1) _ O, oy y) D, @2, ,)

8(t1,t2, ...,tm) a(.]fl,ib'g,...,&?n) a(tl,tQ, ...,tm)
Per esteso, in forma matriciale, avremo:

(to) ed anche :

oy Iy oy Oy1 Oy oy Oy Oy Oy
8t1 8t2 8tm (9$1 6:13‘2 6:Un 8t1 6t2 (9tm
Oy Oy Ay» dy2 Oy 9ys Ozy  Oxy Oy
8t1 8t2 8tm = (9$1 6:13‘2 6:Un : 8t1 6t2 (9tm
oy, Oy, oyp Oy, Oy oYy oxr, Oz, oz,
8751 8t2 8tm 8x1 83?2 8.23” 8751 8?52 8tm

E' facile ora verificare come tutti i casi di derivata di funzione composta incontrati in prece-
denza siano compresi nella Jy(,)(To) = J¢(g(To)) - J4(To), con Jy,(Ty) matrice p-m,
J¢(g(Tp)) matrice p-n, e J,(Ty) matrice n - m. Per una funzione R — R™ la matrice Jaco-
biana diviene un vettore colonna n - 1, ovvero il vettore tangente; nel caso di una funzione
R"™ — R la matrice Jacobiana diviene un vettore riga 1 - n, ovvero il vettore gradiente.

Se vogliamo evidenziare 1'espressione della singola derivata di f(g(T)) avremo:

= . . . 1<i<p1<5< he:
ot;  ox O, | Oz Ot o, ot — =P =J=T,0ane
Oy;  Oy; Ory  Oy; Oxo Oy; Oz,
875]' N 8561 815,7- 8:1:2 8tj 8a:n 8153

, 1 <i<p1<53<m.

Nel caso della composizione di tre funzioni: RF ﬁ R™ EN R" i RP W i T EN X i Y,
per avere le derivate di Y = f(g(h(W))) dovremo calcolare:

Jr(gn))(Wo) = J¢(Xo) - Jy(To) - Jn(Wo) = J¢(g(h(Wy))) - Jy(h(Wy)) - Jn(Wo) , ovvero:
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6(y17 Y2y ey yp) _ a(ylv Y2, .y yp) . a(xl, L2y eeey 'Tn) . 8(t17 t?) ooy tm)
O(wy,way .ywy)  O(x1,T2, .0y Ty)  Ot1,to, .y tm)  O(wi, wo, ..., wy)
Non essendo il prodotto tra matrici commutativo, ¢ bene sottolineare I'importanza del giusto
ordine di tale prodotto.

Esempio 43 : Sia z = f(z,y); operiamo un passaggio da coordinate cartesiane (x,y) a coor-
dinate polari (p, ) mediante la g(p, ) = (zo + pcosd,yy + psend). Otteniamo una fun-
zione composta z = f(g(p,?)) . Supponendo f differenziabile avremo:

0z 0z o(x .
Tt (ps0) = Jp(x(p,9),y(p, D)) - Jy(p, ), ovvero: 200.0) = el aép,’z; da cui:
Jxr Oz
H% % ‘_H% % ‘ 8_p 90 —Hz’ z/|| cos —psenﬁH_
op 0V || || 0x Oy oy oy || " send  pcos? ||
dp OV
= ||z, co8¥ + z;seny)  — z; psend + z, pcos V|| .

Esempio 44 : Siano g: R* — R,z = g(t1,ta,t3), f: R — R, (y1, 1) = (f1(=), fa(x))
funzioni differenziabili. Allora avremo: J¢(,)(T) = J;(g(T)) - J4(T), esprimibile come:
Oy1,92) _ O(y1,u2) Oz

8(t1,t2,t3) - 893 . 8(t1,t2,t3) equlndI:

9y Oy Oy Ay

ot ot ot .. ox ox ox ) )
8y; 5’y2 8y:; = 88;2 H 9% o, o6 ‘ da cui otteniamo:
ot Oty Oty or

oyr Oy Ou oy O0x Oy Oxr Oy Ox

Oya  Oyz O Oy O0x  Oy» Ox Oyp Ox

ot Oty Oty Ox Ot, Oz Ot Oz Ot

Esempio 45 : Siano g : R> — R®, (t1,t2) — (21,22, 23) = (21 — t3, 11 {2, 1;) e sia inoltre:
f : R3 — RQ, (SUl,.CCQ,.'Eg) — (yl, yg) = (331 + T2, X1 .]33) . Sara allora:
O(y1,v2) O(y1,y2)  O(x1,9,x3)

= . e quindi:
Atr,t2)  Own,wzyas)  Otnt)
oxry Ox
Oy Oy Iy Oy On ot Ot
(9t1 8t2 o oxq 0xo altg i % % . . .
% % =1 o, Oy Oy at, at, || da cui, sostituendo:
oty Oty 0z 0T 0xs % %
Oty Otsy
oYy oy
S 2 =2t
ot, Oty || _||1 1 0 ; SO 2t -2k
% % o T3 0 I 2; ! o 21‘3 + 2:E1t1 — 2933t2 o
ot, Oty !

sostituendo a x; e x3 le loro espressioni:
‘ 2419 ty — 2ts
613 — 2t1t3  — 23ty

DERIVATE SECONDE DELLE FUNZIONI COMPOSTE
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Iniziamo trattando, come caso introduttivo, il seguente:
Siano g: R — R%t — (x1,22) ¢ f:R* = R, (21, 22) — y, ovvero:
y = f(z1,22) = f(x1(t), z2(t)) . Supponiamo che g sia derivabile due volte e che f sia dif-

ferenziabile due volte. Posto X = (z,x9), da cui X' = — = (21, 25), per la regola di deri-

dt
vazione di funzione composta avremo:
d of d of d
d_?tJ = V(X)) - X’( ) = 8:1{1 % + 8—1{2 % Ora dobbiamo calcolare:
¢y d(dy af diBl of dap
dt2 dt dt 81‘1 85(32 dt
0
Ma 87f e . sono funzioni di x; € x2 e quindi, applicando ancora la regola di derivazione
1 2

di funzione composta, nonch¢ la derivata di somma e di prodotto, avremo:
d2 8f dl‘l 8f d d.Tl 8f dZEQ 8f d dLL‘Q
az dt(&vl) & o &(E) * dt(3x2) & T om a(a) '
Per la derivata di funzione composta saré
d 8f . 0 8f dl‘l 8f dl‘g 82f dl‘l an dl‘g
a<8x1> Oz (8:51) At * or, 3x2 (81‘1) dt 8:1:1 dt + 01,01y dt ©
d/of\ 0 (0Of dzy of dzy 0% f dx O*f dxy
&(8:1:2) Oy (8:52) . * ory 01y (8:52) At Oxy0z, a T ox2 3 Cdt
dalle quali otteniamo:
d%y B O?f dx 0*f de dzy Of d2:c1
@ (8—% at 89018902 dt ) at T on 8:(:1 dtQ
0 f d:cl 82f dxo dzy  Of d’xy B

<8x28x1 @ o @ ) & O A
_Pf (dr O%f dxy dzy 9% (dx\®  Of d2zm  Of dPzs
= o2 (E) T2 omom dt dt T oal (E) T o a2 oz 2

o f B 0% f

8$18$2 - 8:528:171 '

In notazione abbreviata l'uguaglianza precedente puo essere scritta come:
Y= S () 2 @ @+ fiy (@h)” + flaf + frag ed anche:

2

2
y' =y (z 1) + 21y ] Ty + Yoo (25)” + yy o] + h

avendo supposto soddisfatte le ipotesi per le quali

dX d?X
Da X = (z1,22) e da X' = yry = (z,25) segue X' = ——

= (2, 2}), ed essendo poi
Vfen ) = (1) = Ghh) © B(f (o) = |
dente uguaglianza puo essere espressa anche come:

= X'(t) - H(f(X(1))) - (X'(1))" + VFX()) - X"(1),
dove X'(¢),X"(t), V£(X(t)) € R* e H(f(X(t))) & una matrice 2 x 2.

" "
11 12
"

12 22

/!
yu Y12

, la prece-
912 95,2 P

La precente uguaglianza puo essere generalizzata. Vediamo i vari casi.

Posto X = (1, z9,...,2,) , siano:

g:R—->R"t— (x1,29,...,2,) € [:R" = R, (x1, 29, ..., 2,) — Yy, OVVero:
R-R'"-Rt—->X—yy=f(X(¢)).

Con calcoli analoghi ai precedenti si ottiene ancora:
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TV = X(0) - HOIX() - (K1) + VD) -X"(0).
dove X'(¢),X"(¢), Vf(X(t)) € R" e H(f(X(t))) & una matrice n X n .

Posto X = (z1, %2, ..., xn), Y = (Y1, ¥2, .-, Yp) € ¥i = fi(X), siano:
g:R—=R" t— (21,29,...,2,) ¢ f:R" = R (21,29, ..., xn) — (Y1, Y2, ..., Yp) , OVVero:
R—-R"—> Rt =X =V, Y = f(X(1) = (f1(X(1)), ., [(X(2))) -
Con calcoli analoghi ai precedenti si ottengono p uguaglianze:
d*y; :
= X(1)  HHK() - (K(0) + VAOK0) X (1), 1< < p

dove X'(¢),X"(¢), Vf(X(t)) € R" e H(f;(X(t))) & una matrice n X n .

Posto infine T = (¢1,t2,....tn), X = (21,22, ...,2,) € Y = (y1,%2, ..., Yp) , vale il:
Teorema 18 : Siano date le due funzioni g : R™ — R", (t1,t0,...,tn) — (21,29, ..., zy) ,
fiR" = RP (21, T2, ..., Tn) — (Y1,Y25 -5 Yp) » OVVEIO:
R" - R - R, T —X - Y, Y = [(X(T)) = (i(X(T)), ..., /,(X(T))) = f(g(T))
ambedue differenziabili due volte. Vale allora la seguente formula generale:

D%y OX(T) AX(T)\ " 9*X(T)
S = T LK) - () + vk G

m2

1<i<p,1<j,k<m,costituitada p-
OX(T) 0*X(T)
ot;  Ot;oty,

uguaglianze, dove:

,Vi(X(T)) € R" e H(f;(X(T))) ¢ una matrice n X n.

Esempio 46 : Siano g: R* — R,z = g(t1,t2,t3), [ : R — R? (y1,9) = (f1(), fo(2))
funzioni differenziabili due volte.

~0x(T)  Ox B a2y, dy 822(T) - 924
Bssendo: =5, = = g, » HUAEM)) = 35 VARMD) =00 Gron ~ anot”
avremao.:

82:91 _8X(T) 8X(’]I‘) T aQX(T) '
st = o HCAGKD) - (T )+ VA G0 da

0%y, _ Ox d>y; Ox dy; 0%z

ot 0ty ot, da? Oty  dx Ot 0ty

Esempio 47 : Siano ¢ : R? — R? (z1,13) = g(t1,t2), f : R* > R,y = f(x1,x3) funzioni
differenziabili due volte. Essendo:

0%y 0%y
OX(T)  [Ox1 Ox B dz? ox10zy || ||yl vls
o = (G o) Hoemy = || ST R |
83318372 8:5%
8y 8y ; 82X(T) 82ZE1 821'2 .
VIX(T)) = <8—x1’8—a:2) = (Y1, %2) » —oE (8—15%’ o ),aVremO-
0z
0%y 0x; Oxs vyl Ot oy Oy 0%xy 0%xy
= ) : 1" 1" : + ) : ) =
8t% ‘atl oty ’ Y12 Yoo % (8x1 8:62) <8t% 875%)
oty
0%y [0z 2 " Oxry 0xy Oz 2 y , 021y , 0%y
8—15%_(8—751) Y11 a—tla—tlyu (0—751) y22+y18—t%+y28—t%’
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8:171
Py |0z Oxa|| ||ty Wial|] || Ot2 N Oy Oy [ Pai PPmy \ _
ot10ty || 0t Oty Ylz Yoo Oz oy’ Oz, dt10ty” 010ty )
Oty

0%y Oz, 0r, , Oxy Ory  Oxy Oxe\ ,  Oxy Oxy ,
960t Ot oty M (atg o, | ot 8t2)y12 oty oty 2T
+ ’ 82:171 4 ’ 82$2 .

Notot, 2oty

3x1
%y |0z Oz vty | Oty N dy 9y O*xy x|
6t% N atg, Ots ylllg ylglg % (9131, 0xo (975% ’ 6t% N
Ot

Oty

@ — axl Qy// + % % y” % i " +y/ —a2x1 +y/ —a2w2
ot S0t oty T\ oty ) TP o o

FUNZIONI IN FORMA IMPLICITA

Sia f:R" — R™, n>1,m > 1. La funzione ¢ detta "in forma esplicita" quando si conosce
la legge f che permette di associare ad ogni elemento del dominio la sua unica immagine.
Tutte le funzioni utilizzate fino ad ora sono funzioni in forma esplicita.

Consideriamo ora l'equazione z> + > = 1. I punti (x,3) € R? che la soddisfano costitui-
scono la circonferenza di centro l'origine e raggio pari a 1, ovvero la circonferenza trigonome-
trica. Tale circonferenza non ¢ pero il grafico di una funzione y = f(z), in quanto ad ogni
valore x corrispondono due valori y (tolti i casi x = 41) cosi come ad ogni y (tolti 1 casi
y = 1) corrispondono due valori della . Se risolviamo algebricamente 1'equazione possia-
mo ottenere y = +v/ 1 — 22, cio¢ 'espressione esplicita di due possibili funzioni y = y(z),
aventi per grafico rispettivamente la semicirconferenza superiore e quella inferiore, oppure
possiamo ottenere = = ++/1 — 3%, cioé¢ due possibili espressioni esplicite di funzioni
x = x(y) , dove si sono scambiati i ruoli delle variabili indipendente ¢ dipendente; queste due
ultime funzioni hanno per grafico, rispettivamente, la semicirconferenza di destra e quella di
sinistra. Si vede facilmente che z? + (y(z))’ = (z(y))* +y*> = 1. Potremmo comunque
scomporre la circonferenza in un numero opportuno di tratti che non si sovrappongano, per
formare altre possibili funzioni che pero, a differenza delle quattro precedenti, non risultereb-
bero continue.

Consideriamo ora invece l'equazione f(z,y) = ze’ +2%y* = 1.

Vediamo che il punto Py = (1,0) la soddisfa; tale equazione non ¢ risolvibile rispetto a y,
mentre puo esserlo rispetto a x, in quanto costituisce un polinomio di II grado:

—e¥t\/e? + 4y?
292

forme di funzione esplicita © = x(y) ricavabili dall'equazione data.

Facilmente si verifica che f(z(y),y) =1.

Consideriamo infine l'equazione f(z,y) = ze’ +2°y* = 1.

Anche ora il punto Py = (1,0) la soddisfa, ma tale equazione non ¢ risolvibile né rispetto a y
n¢ rispetto a x. Ci chiediamo se mediante quest'ultima equazione sia possibile garantire 1'esi-
stenza di funzioni y = y(z) oppure = = x(y), che diremo, nell'impossibilita di ricavarne 1'e-
spressione esplicita, funzioni in forma implicita. Esamineremo di seguito una serie di esempi
introduttivi, aumentando di volta in volta prima il numero delle variabili e poi quello delle e-

y*r* +e’2 —1=0 che ha soluzioni: z = , che sono le due possibili
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quazioni, per giungere infine a stabilire un Teorema valido per il caso generale. Iniziamo dal
caso piu semplice, cio¢ quello di una equazione in due variabili.

FUNZIONI DEFINITE IMPLICITAMENTE DA UNA EQUAZIONE

I Caso: Equazione f(z,y) = k: funzione implicita R — R

Supponiamo di avere una generica equazione in due variabili f(z,y) = k,k € R.

Ci poniamo anzitutto alla ricerca di un punto Py = (z,yo) che la soddisfi: f(xg,y0) = k.
Trovato Py vogliamo vedere se, in un intorno di xg, l'insieme dei punti (x,y) tali che
f(x,y) = k costituisce il grafico di una funzione y = y(x), della quale non ¢ detto che si
riesca a trovare l'espressione esplicita, ma della quale si cerca di sapere comunque se € conti-
nua, derivabile e quale sia la sua derivata (si puo anche vedere se in un intorno di yy ¢ defini-
bile una funzione = = x(y) con analoghe proprieta).

In caso positivo, ovvero se yo = y(xg) ¢ f(z,y(x)) =k, Vo € J(xy) diremo che la funzio-
ne y = y(z) ¢ definita implicitamente dall'equazione f(x,y) = k.

z

curvea di
tivello

Questo problema puo essere visto anche in modo geometrico attraverso le cosiddette curve di
livello. Limitandoci al caso di f:R? — R per poter rappresentare graficamente la
situazione, posto w = f(z,y), l'equazione f(z,y) =k equivale a determinare le coppie
(z,y) per le quali w =k, e cio equivale a tagliare la superficie w = f(x,y) con un piano,
parallelo al piano (x;y), ad altezza pari a k. L'intersezione tra la superficie ed il piano origina
una curva, che ¢ la proiezione mediante f di una curva giacente nel piano (z;y): la curva di
livello.

Possiamo allora vedere questa curva di livello come una curva nel vero senso del termine, ov-
vero come una funzione g: R — R? t — (x(t), y(t)).

Otteniamo quindi la seguente composizione di funzioni:

R % R? L R, ¢ 9, (z(t),y(t)) L w, dove perd w = f(x,y) = k costante.
Avremo allora, derivando:

dw dlz,y) of dz  Of dy ., , o
- . A i A A . t (¢
dove (2/(t), 1/ (t)) rappresenta il vettore tangente alla curva data.

Ma d—qf =0, in quanto w ¢ costante, e quindi V f(z,y) - (2'(t),y (t)) = 0, ovvero il gra-

diente di f ed il vettore tangente risultano perpendicolari, in un qualunque punto della curva
di livello. Utilizzeremo nel seguito questa proprieta.
Torniamo al problema dell'esistenza della funzione implicita y = y(x) mediante l'equazione

flz,y) =k.
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Esistenza e proprieta di una tale funzione implicita sono stabilite nel seguente:

Teorema 19 (U. Dini) : Sia f : R? — R una funzione continua con derivata y’ continua in
A CR?;sia f(xg,y0) = k esia f, (o, 90) # 0. Allora esistono un intorno J(x) ¢ un'unica
funzione continua y = y(x), tale che yo = y(zo) ¢ f(x,y(x)) =k, Vz € J(x).

Inoltre, se anche f, ¢ continua in A, allora y(z) ¢ derivabile in J(x) e risulta:

/
Y (z) = j—i = — %, V x € J(xp) . La funzione ¢/ () infine & continua V x € J(xo) .

y
Non diamo la dimostrazione di questo Teorema, ma verificheremo, mediante la derivata di
funzione composta, il risultato trovato relativamente alla derivata y'(z).
Notiamo come le ipotesi del Teorema forniscano una condizione sufficiente, € non necessaria,
per l'esistenza della funzione implicita, come vedremo negli esempi che seguono; inoltre, se le
ipotesi fossero tutte soddisfatte, esse implicano la differenziabilita di f(z,y) in A.
Con opportuni scambi nelle ipotesi si possono poi dedurre esistenza, continuita e derivabilita
di una funzione implicita = x(y) in J(yo).

Esempio 48 : Consideriamo l'equazione f(z,y) = x> —y = 0. Nel punto (z, ) = (0,0)
risulta f(0,0) = 0; f(x,y) & continua con derivate continue in tutto R? e risulta inoltre

f, = —1# 0 mentre f; = 2z, che si annulla per 2 = 0.

La funzione definita da f(z,y) = z> —y = 0 ¢ esplicitabile come y = y(z) = 2°, & conti-
nua e derivabile in tutto R. In un intorno di ¥ = 0 non ¢ invece possibile definire una funzio-
ne x = x(y), in quanto ogni y > 0 ha due corrispondenti: = = j:\/@ La ricerca della fun-

2

zione inversa porta infatti a y = \/E oppure a y = — \/E , a seconda che si restringa il do-
minio di g(x) = x* al solo R, o al soloR_.

Esempio 49 : Sia f(z,y) =2° —y=0. In (2,5) = (0,0) si ha f(0,0)=0; inoltre
f(x,y) & continua con derivate continue in R? e risulta f, = —1#0 mentre f, = 32?, che
si annulla per x = 0.

La funzione definita da f(z,y) = 2° —y = 0 ¢ esplicitabile come y = y(z) = =
nua e derivabile in R, dove risulta pure invertibile, con inversa x = ﬂ

3 & conti-

Anche se f,(0,0) = 0 quindi, in un intorno di y = 0 esiste la funzione (esplicita), a confer-
ma del fatto che la condizione fy/ # 0 (o f, # 0) ¢ solo sufficiente e non necessaria.
Geometricamente, la funzione y = x> ha in 2 = 0 la retta tangente orizzontale, ma questo
avviene in un punto di flesso, e non in un punto di minimo, come nell'esempio precedente, e
questo permette 1'esistenza della funzione =z = z(y) .

Funzione implicita R — R : Derivata prima
Se f(x,y) =k e se definiamo implicitamente y come y = y(z), otteniamo questa composi-
zione di funzioni:

R — R? i R,z — (x,y(x)) L w = f(z,y) = k. Possiamo quindi calcolare:

dw af) 9O(z,y) dr dy / 1o
dato che f ¢ costante, e quindi si ricava:
== L

dz Iy

Se si fosse definita implicitamente una funzione = = z(y) si sarebbe invece ottenuto:

R — R? L R,y — (z(y),y) i w = f(z,y) = k, e da questa:
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dz dy

d_w_ 6(f) _8(af,y):vf(x’) (d dy) f x()+fy’.1:0,

dy  O(z,y) 8(@/)

_

e quindi: 2’'(y) = dy = i
!/ /
Dato che f—yl ¢ il reciproco di f_ ritroviamo la regola di derivazione della funzione inversa:
@ y
1
y(x) = — ok nell'ipotesi che sia f, #0 e f, #0.
' (y

Funzione implicita R — R : Equazione retta tangente
Riprendendo la f(z,y) = k, nell'ipotesi che con essa venga definita la y = y(z), possiamo
scrivere l'equazione della retta tangente alla curva y = y(x) nel punto xg, che sara la se-

guente: y— y(zo) = 1/ (a0) (@ — o) dacuic y — g = — SR (o),
£y (w0, 90)
che si scrive anche come: f, (o, o) (z — x0) + f, (20, %0) (¥ — o) = 0 ovvero:
V f(zo,y0) - (x — zo,y — yo) = 0, cioé si ritrova la perpendicolarita tra il gradiente di f ed il
vettore tangente alla curva di livello.

Esempio 50 : Consideriamo l'equazione f(z,y) = ze’ + 271> =1.

Risulta f(1,0) =1; inoltre f,=e’ + 2zy” mentre f, = ze’ 4+ 22”y. Quindi, essendo
f2(1,0) =1 e f,(1,0) = 1 # 0, esiste, in un intorno del punto = = 1, la funzione implicita
f:(1,0)
f;(1,0)

Si ha anche, nello stesso intorno di z = 1: ¢/(z) = —

= —1.

y =y(z) erisulta: y'(1) = —

e¥ + 2z 9>
xel+2x%y’
Per I'equazione della retta tangente alla y = y(z) in x =1, essendo y(1) =y =0, avre-
mo:y=—1-(z—1)=1—-=zx.

Funzione implicita R — R : Derivata seconda; Polinomio di Taylor
Supponendo, data w = f(x,y) = k con f(xo,y0) =k, che f sia derivabile due volte con
derivate continue, vediamo come calcolare la derivata seconda della funzione implicita
y = y(x), nell'ipotesi che sia f, (o, yo) # 0. Possiamo seguire vari modi.

dw

Da i fl+ f -y’ = 0, derivando ancora rispetto a z, essendo f/ e [, funzioni sia di =
x
d
che di y, per la regola di derivazione delle funzioni composte otteniamo, posto ﬁ = :
d*w d /dw , d d
@—@(@) ot fyy) = UD+ () -y + 1y ( )=

_g,d_l‘g,dya,d_xg,d_y//i/_
_8:1:(fx) d:l:+6y(fx) dx+<8:1:(fy) dx+6y(fy) dz v+l dx(y)_

= fon+ foy- y+(fg,’,§;+fyy- Ny + )y =
= fr 2y f )+ f Y =0

in quanto, essendo w costante, la sua derivata seconda ¢ nulla e per la differenziabilita del se-

condo ordine risulta pure f = yx Risolvendo rispetto a ¢ otteniamo:

1
F2fly + /
= — 2 nY fyy( ) dalla quale, sostituendo ¢y = — Je otteniamo infine:

Iy £y
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WO € ki Y TR
(#))

!/
Si perviene allo stesso risultato derivando rispetto a z il quoziente — =7, tenendo al solito

Y
presente che si tratta di derivare le funzioni composte f, ¢ f,, per cui avremo:

(f//_d_x+f// d_y) /_(f//_d_x+f// %)f/
TT Y yr T

g d W) dz ' '™ dw dr W dz
St )
AR BBty R U = 20 1 i (R
(1)) (1) |
avendo fatto la sostituzione y' = — ;—% .
y

Si puo infine anche applicare il Teorema 18, nel caso z — (z,y) — w = f(x,y) = k dove
ora X = X(z) = (z,y),dacui X'(z) = (1,9) e X"(z) = (0,4") ottenendo:
W’ =X () - H(f(X(2))) - (X' (2))" + VF(X(2)) - X"(z) = 0 da cui:

2 iz

1 . . .
11 o] ‘ e I ‘ y + (f2, f;) - (0,4") = 0 ed eseguendo i calcoli, si ricava in-
ay  Jyy
" "o "o \2
+2f! Y + '
fine: 3/ = — == Ly ?/ w W) , per poi fare la sostituzione y' = — %
y y

Conoscendo la derivata seconda y” () possiamo determinare allora, per la funzione implicita
y = y(x), anche l'espressione del polinomio di Taylor di II grado in = = x, che sara:

Pole20) = 0 = 0 o) (o) (o = )

dove 3/ () va calcolata con la formula trovata.

Esempio 51 : Calcoliamo 3”(1) dalla f(z,y) = ze’ + 2% y* = 1.
Essendo f; =e’+2xy” ¢ f, =z e’ + 22”y, avremo allora:
fow =202 fhy = foe =€’ +4ay, f, = xe’ + 22”, dalle quali otteniamo:

1 i 1 . !/ / .
fae(1,0) =0, f,éy(i,())Q:ll, {yyﬁl,()g :13, da cui, essendo f,;(1,0) =1 e f,(1,0) =1, si
ha: y//(l) _ . — . . . + . _

Possiamo scrivere poi l'espressione del polinomio di Taylor di II grado in x = 1, che sara:

13
Po(ar, 1) = (1) +3/(1) (& — )+ 59" (1) (2 = 1P =0~ (= 1) — o (2 — 1),

—1.

II Caso: Equazione f(x;,2,,y) = k: funzione implicita R* — R

Supponiamo ora di avere una equazione in tre variabili f(x1,x2,y) =k, k € R. Esista un
punto (29,29, yo) che la soddisfa: f (x[l), :cg, yo) = k, ¢ supponiamo che f sia derivabile con
derivate continue. La presenza di una sola equazione ci permette di ricavare implicitamente (o
esplicitamente) una variabile, diciamo y, in funzione delle altre due: y = y(x1, z2), ottenen-
do cosi una funzione implicita R* — R.

Il Teorema del Dini applicato a questo caso ci dice che otterremo una funzione implicita con-
tinua e derivabile, rispetto a x; e rispetto a x, nell'ipotesi che risulti fy' (x?, 3, yo) #0.
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Funzione implicita R*> — R : Derivata prima

Posto w = f(x1,29,y) =k e (X|y) = (z1,x2,y) , abbiamo la composizione di funzioni:
R L m X~ Xy Low= iy = k.

Posto 4, = u;, f.. = [, possiamo allora calcolare:

s i
3 (i(:,u;?) = @%%U;) . 88(551]?;2)) =0 essendo f costante, e dato che @; =1, mentre
g%‘ = 0, in quanto z; e z sono variabili tra loro indipendenti, otteniamo:
L
1 0
ow dwll_ ViX|y)-{| 0 1| =0 ovvero:
8:1:1 a,fEQ ) ,
Y1 Y2
([ Ow P , , .
a—'xl:(fl?fQ?fy)'(l,O,yl):fl+fy-y1:O
< 8’(1] ’ ’ / , , , , 1)
\

/ /
dalle quali otteniamo: (v}, v5) = (— f—l,, — %) e quindi:
v v

Vy(:v? xg) _ (_ f{(w?,xgyyo) fz'(flf?,xg,yo)) ‘

fy/(x(l)axgay())’ fy,(x(l)axgayO)

Funzione implicita R> — R : Equazione piano tangente
Possiamo scrivere 1'equazione del piano tangente alla superficie y = y(x1,x2) nel punto

<$(1],(178), con y(m?,mg) =%Y-:
(29, 29, (29, 29,
y—yo:—fl(l 2y0).(1_ (1))_f2(1 290),(902_52))’

fy/(x(l)axg?yﬂ) fy’(x(f,xg,yo)
che puo, essendo fy’ (:z:(l], a:g, yo) # (), essere scritta anche come:

ff(x(l]afcg,yo) (331 - »’C?) + fz/(f'?(faxg,yo) (502 - 33(2)) + fy/ (w(l]afcg,yo) (y—wy) =0,

oVVero Vf(x?,xg,yo) . (331 — o, g —a),y — yg) =0.

Aumentando la dimensione del problema, abbiamo ora che il vettore gradiente risulta perpen-
dicolare al piano tangente alla superficie (e non piu alla curva) di livello.

Funzione implicita R> — R : Derivate seconde

Data la composizione di funzioni: R? — R? L R:

2

X — (X|y) i w = f(X|y) =k, applicando il Teorema 18, posto: ¥y, = yi;, fr, = [;;
ed essendo (X|y) = (z1,x2,y), da cui:

9(X|y) o 0X|y) ,

828(:1:1’ ) (1,0,y1) e 8(2?2| ) <7827(y2’) )avremo anche .

——2 =1(0,0,v¢/), = = (0,0, " TR 0.0,4).
O] (0.0.4/7) 0x1 0xy  Oxg Oz ( y1a) € 072 ( Y22)

e quindi:

9w N fi S 1

6132 :||1 0 y/1|| {12 5/2 féé, . 0 +(f{af§af;)'(O,O,y/ﬁ):O,dacui:

1 1/ /

f {QJ f ég/ Yy N
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2
"o 1/1 + 2f1/; yll + fllzly (yll) .
Yu = — 7 ;
Y
82’11) {/1 {/2 fh/ 0
0z, Oxo :||1 0 y/1|| {/2 él? f21/ ’ 1/ +(f{,féafg;)'(an,ylll2):0’dacui:
1
1 /) 1 ;fhj fQU /yy y2
= 12+ fiy Yo + f2y Y
12 — — >
y
) o fie Sy 0
8 w / " " 1 / ! !/ 1 :
2 — 01wl || fi2 oo o |- 1| V[ + (f1s £, f) - (0,0,54) = 0, da cui:
2 sty S gl |l
, b 210 v+ fy (U5)°
Yoo = — 7 .
Y

Funzione implicita R> — R : Differenziali I° e II°; Polinomio di Taylor

Essendo la funzione di variabile vettoriale, per un'eventuale analisi dei suoi punti di massimo
e di minimo sono piu utili, come vedremo nel seguito, i differenziali totali I° e 1I°. Vediamo
allora come calcolare, partendo dall'equazione f(x1,x2,y) =k, i differenziali primo e se-
condo di una funzione y = y(x1, 932) definita implicitamente.

Essendo y; = ;1, yh = f -, sostituendo si ha:
dy = yj dzy + vhdxs = fll dz; — ;2/ dzs , che si poteva anche calcolare differenziando:
Y /
dw = f{dz; + fodas + fy dy = 0, e da questa ricavare dy = — i dz; — f—% dzs , nell'ipo-
v Y
tesi f, #0.

Per calcolare d*y differenziamo nuovamente dw = fjdz; + fydzy + f, dy = 0, tenendo
presente che f{, f e fy’ sono funzioni di z;, x2 e y, ma che ora anche dy dipende da x; e da
X9, essendo y funzione implicita di z; € x9; avremo quindi:

d(dw) = 0 = d(f{ dzy + fydao + f, dy) = i (f{ dzy + fydas + f, dy) doy +
aa (f1 dzy + fyday + f, dy) dx2+ (fldx1+f2d:c2—l—f dy) dy =
< dy + foy doy + f,1 dy + 86 (dy)) dz +
( s dry + foy dzy + fody + f) 68 (dy)) dxs +

, 0
+ (flydxl + fo, dzo + f,, dy + f, 8 (dy)> dy =0.Ma

(f1dz1 + fo) o + I dy) dzy + (f12 dzy + foo dzo + f dy) dzy +
+ (fi, dzy + fy dzo + £, dy) dy = d* f(X|y) mentre

0 a o) o
f - e —(dy) day + f, - (dy) day + f, - (dy) dy = f, d(dy) = f, d°y, e quindi si ha:

d?f(X| y) + f, d*y =0, da cui ricaviamo 1nﬁne.

a2y = — d®f (1, 22, 9) _ ¢f(X|y) _

Jy y
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Possiamo ora utilizzare le espressioni trovate per dy e d?y per scrivere l'espressione del poli-
nomio di Taylor di IT grado della funzione implicita y = y(x1, x2) che sara dato da:

1 i 3 1 & f(X]y)

Py(xy,9) = yo +dy + = >y = yo — 5> doy — 22 dag — = —— 22,

2(T1,22) = Yo EJQ?JZ/O fy,lfy,22 7
Esempio 52 : Sia f(z,y,2) = ze* W) 4y — 2z = 0. Risulta f(0,0,0) = 0. Essendo:
fl=e"W2) pgem=2) (y—2), dacui £/(0,0,0)=1%#0;
fl=a"e"?) 41, dacui f,(0,0,0) =1+#0,

fl= —a?e"W=2) —1, dacui £/(0,0,0)= —1+#0,
possiamo definire una a scelta tra le tre possibili funzioni implicite: x = z(y, 2), y = y(z, z)
oppure z = z(x,y) . Scegliamo la terza possibilita ed avremo:

02(0,0) _ _ f/(0,0,0) 1 _ 920,00 f0,0,00 1 .
or  f/0,0,0) -1 7 9y f(0,000 -1

per cui :

dz(0,0) =1-dx + 1-dy = dz + dy. Essendo poi:

frr=2@y—2)e" vV ywe’ ) (y - 2)° segue f,;(0,0,0) =0,

fo=adet ) segue f,(0,0,0) =0,

fz/; =3 e” (y—=2) segue f,z,,,z(()? 0, 0) =0,

foy=fpp=2we" V) 422" (y — 2) segue f,,(0,0,0) =0,

fI=fr = —2met W) — 2772 (5 — ) segue £, (0,0,0) =0,

fy/; = Z/Z// = —ger ) segue f;;((), 0,0)=0,

d2
da cui otteniamo: d?z = — f{v =-——7= 0, e quindi:

1
Py(x,y,0,0) :zo+dz+§d2z:O+dm+dy+02dm+dy;essendo:
dr=2x—0=2 e dy=y— 0=y,avremo infine Py(z,y,0,0) = x + y.

Usiamo ora invece l'equazione f(x,y,2) = ze” (=2 4y — 2 = 1. Risulta f(1,0,0) =0;
inoltre, dato che non cambiano le derivate prime e seconde della funzione, avremo:

f2(1,0,0) =1#0; £,(1,0,0) =2 #0e f/(1,0,0) = — 2 # 0, quindi rimangono valide le
stesse tre possibilita di funzione implicita; scegliamo ancora z = z(x,y), ed avremo:

/ !/
dz — — 7;28:8:8; dr — 7@8:8:8; dy = %dm + dy . Sara poi:
fg/;(l,0,0) = 0’ fg//g;(lﬂ()?()) = 1’ fz/;(lvovo) = 1> fa/;(LO?O) = 2’ fa/,/z(lvoao) = - 2,
f,2(1,0,0) = — 1, e quindi avremo:
d%£(1,0,0) = (dy)* + (dz)* + 4dz dy — 4dz dz — 2dy dz, dalla quale ricaviamo:
P2(1,0.0) = — df(1,0,0) _ (dy)* + (d2)’ + 4dw dy — 4dwdz — 2dyd= ;
f1(1,0,0) -2

essendo dz = 2 dx + dy, sostituendo, ricaviamo:

1 1 2 1 1
d’z = 3 [(dy)2 + (5 dzr + dy) + 4dx dy — 4dx (5 dr + dy) — 2dy (5 dr + dy)

€ quindi zZ\1,U, = — = ) , per cul 1l polinomio di1 1aylor di rado avra la 1orma.
quindi d2z(1,0,0 8d2p i il polinomio di Taylor di II grado avra la f

1 1 7
Py(z,y,0,0) = 29 + dz + 3 d?z=0+ 3 dz 4+ dy — 16 (d:zc)2 ; essendo:

dr =2x—1¢ dy=y— 0=y, avremo infine:
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Po(,4,0,0) = 5 (¢ = 1) +y — 1 (& — 1)

III Caso: Equazione f(z1,zs,...,x,,y) = k: funzione implicita R" — R

Generalizzando 1 due casi precedenti, supponiamo di avere una sola equazione in n + 1 va-
riabili: f(x1, 29, ..., 2,,y) =k, k € R, con f:R"™ — R funzione derivabile con derivate
continue. Posto X = (z1,29,...,2,) ¢ (X|y) = (21,22, ..., 2n,y), sia f(Xo|y) =k e sia
fy’(Xg| yo) # 0. Esiste allora la funzione implicita y = y(z1,x2,...,2,) in un intorno
J(Xp), con yy = y(Xp), ed avremo la seguente composizione di funzioni:

R R LR, X (x)y) Low = px 1y = k.

Funzione implicita R" — R: Derivate prime

Da X — (X|y) L w = f(X|y) = k, derivando rispetto alla generica variabile x; si ha:

ow _ I(w) OXl]y) OXl|y) _of [ of 0y Ay
— . fy V X . o _ frnd . . — O ,
0z OX|y) oz T =5 ~ow Ty am T o
ox; 0
essendo Ti =1le Y _ =0 se i # j, in quanto le variabili x; sono tra loro indipendenti,
x
f/
per cui ricaviamo: 8:62 — F ,1<i<n.
Funzione implicita R" — R : Equazione iperpiano tangente
/ /
Risulta Vy = ( — f_1/7 — %, .y — % e l'equazione dell'iperpiano tangente all'ipersu-
y y y
perficie y = y(z1, 29, ..., z,,) nel punto (x(l), :cg,. ., ) sara data da:

y—yozz< ;,) (CCZ—LB Clerf + £, - (y — o) = 0, ovvero:

i:1
Vf(x?,:cg, vees xn,yg) . (931 — x?, To — mg, ey Ty — g,y — yo) = 0, che esprime la solita re-
lazione di perpendicolarita tra il gradiente della funzione f e, stavolta, l'iperpiano tangente.

Funzione implicita R" — R: Derivate seconde
Dalla composizione di funzioni:

R" — R"*! i R : X — (X]y) i w = f(X|y) = k, derivando si ha:
o(X
(8 v) = (0,..,1;,..,0,y;) dalle quali otteniamo anche:
T
9 (X
Xy _ (0,..,0,9.) , e quindi, applicando il Teorema 18, avremo:
8331' 650]- J

Pw  O(X|y) OX[y)\"
= . H X . ! . ! "y . 0 . O /'/' — O
85131' axj 81’1 (f( |y)) ( 81']' ) + (f17 7fn,fy) ( [ARS) 7%])
che permette di ricavare le derivate parziali seconde:

Oy L 0(X]y) O \" .
" __ L, . _ .
=t = " F aa BUCKI) (B) 1<z

Funzione implicita R" — R: Differenziali I° e I1°
Operando in maniera analoga a quanto visto nel caso di funzione implicita R? — R, dalla

composizione X — (X]|y) i w = f(X]y) = k otteniamo:
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dw = fidz; + fydey + .. + f, dz, + f, dy = 0, da cui ricaviamo dy, e differenziando una
d*f(X]y)
Ty

seconda volta, otteniamo d*f(X|y) + fy d?y = 0 da cui ricaviamo d*y = —

Con questi differenziali possiamo costruire il Polinomio di Taylor.

Possiamo sintetizzare i casi visti sino ad ora, tutti accumunati dal fatto di avere una sola equa-
zione in due o piu variabili, dicendo che ¢ possibile definire una funzione implicita, avente
una sola variabile dipendente, mentre tutte le altre rimangono indipendenti, se il gradiente
della funzione (dell'equazione) nel punto considerato ¢ diverso dal vettore nullo, ovvero se ha
almeno una componente diversa da zero. La variabile di tale derivazione puo essere allora as-
sunta come variabile dipendente. Dato che il gradiente ¢ comunque una matrice Jacobiana,
anche se formata da una sola riga, possiamo dire che tale Jacobiana deve avere caratteristica
pari ad 1, ovvero massima, e questa sara la condizione che vedremo valere nel caso generale.

FUNZIONI DEFINITE IMPLICITAMENTE DA UN SISTEMA DI EQUAZIONI
I Caso: Sistema { F@y1,10) = Fy : funzione implicita R — R?

g(ajvylayQ) = k?
Aumentiamo ora non il numero delle variabili ma quello delle equazioni, avendo, come caso
f(xaylayQ) = kl
g(ajvylayQ) = k? ’ kl,k2 <R
La presenza di due equazioni potrebbe consentire di esplicitare due variabili, diciamo y; € o,
in funzione della rimanente x. Se y; € y» non fossero esplicitabili, avremo comunque una fun-
zione implicita R — R?, z — (y1(x),y2(x)), se le opportune ipotesi che vedremo saranno
soddisfatte. Il numero delle equazioni ci dice quante possono essere le variabili dipendenti; le
variabili rimanenti avranno allora il ruolo di indipendenti. Vediamo allora cosa si ottiene per
quanto riguarda le derivate di una funzione R — R?* x — (yi(x),yo(x)) definita mediante
un sistema di equazioni come quello dato.

minimo, un sistema di due equazioni in tre variabili: {

Funzione implicita R — R?: Derivate prime

Posto w1 :f<$7y17y2) :kl
wy = g(x,y1,Y2) = ko

zioni di funzioni:

R LR oo @ V) Lowy = o) ¥) = 1 e

R-R AR 2 (2] Y) 2wy = g(z] Y) = ka,

dalle quali, derivando rispetto a =, essendo w; € wy costanti, otteniamo :

O(wi,wy) _ 0(f,9) _ 0(f,g9) 9(|Y) _

. = 0, ovvero il sistema:

e posto (z|Y) = (z,y1,y2), avremo queste due composi-

J0(x) o(x)  9(z]Y) JI(x)
( Y
dwy :Vf(x,y).w —0
{ dz Oz equivalente a:
2 gy 220
( 4z VY or
(0f du  Of dyp  Of dy
Or dz Oy, dx Oy dx fo o+ Lo, = —fa :
< = ; ; ; ; , , che risulta un
99 dv  Og dy 99 dyp _ Gy Yo+ Gy o= — 0,
Or dxr Oy, dzx 0y, dx

\
sistema lineare di due equazioni nelle due incognite y] € ¥, € pud essere scritto in forma ma-
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/ / / /
triciale come: ‘ AL I ‘ y,l H = — ‘ / 71|, ed anche, utilizzando le matrici Jacobiane,
Y1 gy2 Ya 9z
0 0 0
come: (f7g) . (ylva) - _ (fag)
(Y1, v2) d(x) d()
. . A I(f,9) o .
Per il teorema di Cramer, se ||°7 || = | =~"| # 0 il sistema lineare ammette un'u-
v Yy a(yla y2)

o e

oxr’ Ox )

I1 fatto che la matrice Jacobiana delle funzioni f e g rispetto alle variabili dipendenti y; € y»
sia non singolare, ovvero che abbia caratteristica massima e, in questo caso, pari a 2, ¢ la con-
dizione che ci permette di enunciare il teorema del Dini relativo a questo caso; vale infatti il
seguente:

nica soluzione (

f(xvylayQ) = kl
g(l', yby?) - k?
con derivate continue, sia poi (x, y?,yg) un punto che soddisfa il sistema, e risulti infine
A(f,9) (o, y1, v3)
(y1,2)
implicita R — R?, z — (y1(z),y2(x)), che risulta continua e derivabile ¥z € J(x), le cui
derivate sono date dalla:
/! /

y/l _ 8(91592) _ _‘ a(f,g) 71_ a(f’g) _ _‘ n Y2 fé
Oltre alla soluzione globale espressa mediante l'inversa della matrice Jacobiana, esiste anche
un'altra procedura, conseguenza del Teorema di Cramer sui sistemi lineari, che ci consente di
calcolare singolarmente ciascuna incognita. Ognuna di esse ¢ infatti esprimibile come un quo-
ziente, a denominatore del quale c'¢ il determinante della matrice dei coefficienti delle inco-
gnite (lo Jacobiano) mentre a numeratore c'¢ il determinante della matrice ottenuta sosti-
tuendo nella Jacobiana la colonna dei termini noti al posto della colonna dei coefficienti del-
l'incognita cercata. Avremo allora, nel caso che stiamo trattando:

Teorema 20 : Dato il sistema { ,siano f e g, R® — R, funzioni derivabili

# 0. Allora esiste un intorno J(zy) nel quale ¢ definita una funzione

-1

/ / / /
fﬂc Y2 Y1 f T
d / / d / /
Y1 9o Gy | . Y2 9y I
/ ! ) / /
dz Y1 Y2 dz Y1 Y2
/ / / /
g Y1 g Y2 9 Y1 g Y2

f(x,y1,92) = —y1 +sen (y1 — y2) +cos(z — 1) =1
9(w,y1,y2) = v +y1 —sen(z — ya) —cos(yo —y1) =1’
vediamo che ¢ soddisfatto dal punto Py = (x,y1,%2) = (1,1,1), e che le funzioni f e g sono
differenziabili con derivate continue in R?. Calcoliamo la matrice Jacobiana:

Esempio 53 : Dato il sistema {

O(f,9) _||1—sen(z—y) cos(yi—y2) —1 sen(z—yz)—cos(y1 — o)
Az, y1,y2) 1—cos(z—yy) 1—sen(ys—y1) cos(x—1yo)+sen(ys—y1)||
0 1,1,1 —
Calcolando lo Jacobiano in Py otteniamo (£,9(1,1,1) (|0 1 , che ha caratte-
6(33', Y1, 292) 0 1 1

ristica massima e pari a 2 in quanto # 0, e quindi in un intorno di « = 1 ¢ defini-

0 -
1 1
ta una funzione implicita R — R? 2 — (y,(x), y2(x)), continua e derivabile, le cui derivate
sono date dalla:
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’ 1—sen(z—yy) sen(z—1y2)—cos(y; —y2)
dyi |1 —cos(z—1yp) cos(z—ys)+sen(y:—y1)
dz cos(y1 —y2) — 1 sen(x —y2) — cos (y1 — y2)

1—sen(ys —y1) cos(z—y2)+sen(ys — y1)
cos(y1 —y2) —1 1 —sen(x — y2)

dy. 1—sen(ys —y1) 1—cos(x—1y2)
dz cos (y1 —y2) — 1 sen(x —y2) —cos(y1 — y2)
1 —sen(ys —y1) cos(x—ys)+sen(ys —y1)
’1 —1‘ ‘o 1‘
dy, (1 0 1 dys (1 1 0
Nel punto x = 1 avremo: yl():——:_lemz_—zl
dx 0o -1 dx 0 —1
1 1 1 1

Esempio 54 : Dato il sistema: { 2= f(z,y) vediamolo come { Flz,y,2) = f@,y) =2 :

g(z,y) =0~ g(@,y) =0
Sia Py un punto che soddisfa tale sistema, con f e g ovunque derivabili con derivate continue.
o(F, g) o fy -1 ‘ O(F, g)(Po) ;1 :
Sara ——2=— =||"7 ¥ .Se |— | =1|"Y =g’ #0, le ipote-
w,y,2)  |lge gy O A(y, 2) g 0 |TW7 P

si del Teorema del Dini sono soddisfatte e quindi tale sistema definisce una funzione implicita
R — R* x — (y(x), 2(z)) . Per calcolare le derivate ¢/(z) e 2/(x) si puod procedere in due
modi:

. : : , , dy . dy Yu
1) da g(z,y) =0, derivando rispetto a x, si ha: g,-1+g, — =0, dacui — = — =
Y dx dz g,
Derivando rispetto a x la prima equazione f(z,y) —z =0 siha:
d d ! d
fi1+§) 34+ (=1) 7 =0, dacui f+ g (- %) ~ <= =0 e quindi
dz c g g,
dy
o | -1 | @ £ .
2) usando le matrici Jacobiane, abbiamo: Y . Ll = —11"*1|, da cui si ha:
g, 0 dz v
, . dx
fi -1 y T
dy g O] g dz 9y 9|  figy— 1) 9.
e~ |fy -1 g de|fy -1 g
gy O g, 0
Esempio 55 : Dato il sistema: { ¢=f(@y) , OVVETO {F(:L’,y, 2) = flz,y) — 2 , siano
g(x,y,Z) =0 g(l’,y,Z)ZO

soddisfatte le opportune ipotesi come nell'esempio precedente. Anche ora una variabile, z, ¢
gia in forma esplicita, mentre la seconda equazione ci permette di ricavare, anche solo impli-

o(F,9) fo fy 1

citamente, un'altra variabile, diciamo y. Essendo: ————— =||", 7 ,
o(z,y,2) 9o 9y 9

# 0, abbiamo una funzione R — R* z — (y(z), z(z)), le cui

, se nel

/ p—
punto Py risulta | ,

Yy z
derivate sono date dalla:
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dy
/ _ 1 _ /
‘ f% / ‘ : ((1190 = — ‘ 71|, dalla quale otteniamo:
gl/ gz _Z x
dz / /
dy e 9l | fleitgr dz2_ 19 % Sy —1igy
dzx y 1 fygt+gy  dz fy -1 frol+a,
g, 9. g, 9.

I risultati, come si vede, sono diversi da quelli dell'esempio precedente, e dipendono dal fatto
che la seconda equazione non ¢ costante rispetto a z ma dipende invece da tutte le variabili.

Derivate seconde e Differenziali I° e II di funzioni implicite R — R? in Appendice n.2

IT Caso: Sistema J (@1, 20,51, 42) = Ky : funzione implicita R? — R?
9(w1, T2, y1,42) = ko

Passiamo ora a considerare un sistema di due equazioni ma in quattro variabili:

{ f(1, 22,91, 92) = ka
9(@1, T2, y1,Y2) = k2

opportune ipotesi, di definire una funzione R? — R?, (x1,2) — (y1 (1, 22), y2(1, 22)) .

ki, ke € R. Le due equazioni del sistema ci permettono, sotto le

Funzione implicita R> — R?: Derivate prime

Posto 4 W1 = f(x1, 22,91,92) = /ﬁ,
Wa = 9(331@2,%792) = k;Q

composizioni di funzioni:

R2—>R4LR, X—>(X|Y)i>w1:f(X|Y):k:1, e

R RS R, X — (X]Y) EA wy = g(X|Y) = ky dalle quali, derivando rispetto a x; e 2,
essendo w; e wy costanti, otteniamo il sistema:

e posto (X|Y) = (z1,x2,%1,¥2), avremo queste due

((Owy oX|Y)
9, = Vf(X]Y) or
Ows . 8(X| Y) _
| Gy = VoI 5 =0
8w1 . 8(X|Y) . '
Ows I(X]Y)
— = X|Y) - =
\ 8x2 Vg( ‘ ) 61‘2 0
Essendo OX|Y) =(10, ayl, Oy e OX|Y) =(0,1, %, % otteniamo il siste-
I 8:(:1 8x1 81’2 81:2 8902

dy1  Oy2 Iy o Y2 .
. 8x1 ’ 81’1 ’ 8x2 8:(:2 )
of oy Of oy _  Of
8y1 8x1 8y2 83?1 81’1
99 Oy 09 oy _  Og
< 8y1 8x1 8y2 83?1 a 81’1
of oy Of oy _  of
8y1 8x2 8y2 83?2 81’2
D9 Om g ow Dy

891.3$2+5_Z/2.5$2: Oy

ma nelle incognite

, che in forma matriciale diviene:
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o o8y o of
Ooy1 Oy 0xy O0x;
Jg Jg 0 0 0y dg
Ay Oy dxy dxy :
(?)Jl éﬂ ﬁ ﬁ . 5_3/1 = — 8_f1 , che puo essere scritto come:
Oyr Oy 0xy Oxs
dg g Ays dg
0 0 - = — —
Oyr Oy 0z 0xo
of of 9y Oy of  9f
3y1 3y2 . 81‘1 6.772 _ 8:131 6;1:2 . . . .
@ @ % % = @ ﬁ e, mediante le matrici Jacobiane,
8y1 8y2 81’1 8:02 81‘1 8:02
come: a(f7g) . 8 ylva) - _ a(f,g)

(Y1, y2) O(w1, m2) O(z1,22)
Se il punto (29, 29,4Y, 19) soddisfa il sistema, se f € g sono derivabili con derivate continue, e

. ‘3(f,g)(w?,w3=y‘f,y8) a(f,9)

# 0 ovvero se ———— ha caratteristica massima, il Teorema
(Y1, y2) (Y1, y2)
del Dini, in questo caso, assicura l'esistenza, in un intorno del punto (z9,9) della funzione

implicita R* — R?, (21, 29) — (y1(z1, T2), y2(x1, 22)), le cui derivate sono ottenibili come:
-1
Oy, 42) _ ‘ olf,9) || 90f:9)
O(w1, 12) (Y1, 92) O(z1,22)
niamo le derivate di y; e y» rispetto a ; e zo. Rimane valida anche I'altra metodologia di cal-
colo, cio¢ quella derivante dal Teorema di Cramer sui sistemi lineari, dalla quale otteniamo:

, che ¢ la formula generale mediante la quale otte-

of  Of of  of

dry Oy s dys

dg 99 ‘ o(f,9) ‘ g  9g ‘ o(f,9) ‘
% L Ory  Oya | B O(x1,42) | Oy1 B Ory  Oya | B O(x2,y2)
dr, | af Of | ‘ f.g) |0z | Of OF | ‘ a(f,9) ‘

oyr  Oya (Y1, v2) oyr  Oye A(y1,y2)

dg dg Jg dg

Oy1  Oyo Oy1  Oyo

of  Of of  of

oy Oxy oy 0w

99 99 ‘ o(f,9) ‘ dg  9g ‘ o(f,9) ‘
Oy | Oy Om | |Oynz)| Oy | Oyi Ox _ 19y, o)
dr, | af Of | ‘ f.g) |0z | Of OF | ‘ a(f,9) ‘

oyr  Oya (Y1, v2) oyr Oy A(y1,y2)

dg  9g dg Iy

Oy Oy dy1 Oy

Esempio 56 : Il punto Py = (1,1, — 1, — 1) soddisfa il sistema:
{f(xl,xg,yl,yz) = (@1 + 22) eV + (o +y1) e 2 =0

9(@1, 2,91, 42) = (232 — y1) €772 — (21 — yo) e =1
Le funzioni f e g sono ovunque derivabili con derivate continue. Abbiamo poi:

af dg
— oY= Y1 T1— T2 . = (2 T1+Y2
9 =€ + (2 +y)e ; Dy = (222 —y1)e

_ 6332+Z/1 ;
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of _ . g
— o2 T1— T3 . — ety _ _ Taty1 .
%?2 e (y2 + yl) € ’ @Z’Q ae (:“Ul ?JQ) € >
_ _ g
= —(z1+ x eb2 + et 1‘2; — _ ehﬂ/z — (1 — €$2+y1;
%yl (71 2) e (z1 — y2)
—8f = (xl + J;2) eV Yl 4 eI T2 ; ag — (2332 — yl) eT1 Y2 + ety
Y2 Y2
o o(f.9,1, —1, — 1) -1 3 -1 3 ~1 3
Si ha eI =l 2 o —3 4|’ ed essendo _3 4 =5#0,

con il sistema dato si puo definire una funzione implicita:
R? — R (x1,x2) — (y1(x1,22),y2(x1,22)), inun intorno di (x1,z9) = (1,1).
Per le derivate di questa funzione, calcolate in (1, 1), dalla:

O(y1,12) L At9) .
5o ) — H o o) D@y z) otteniamo:
ayl(l,l) ayl 1, 1
o A EV RS
Ayp(1,1)  dya(L,1) || —3 4 2 ol =
8331 8332
4 3 Iy1(1,1)  9yi(1,1) ) 12
_ |5 5. H —1 per cui: Oz, Oz = 5
31 2 0]’ Iy2(1,1)  Oya(1,1) ;9
5 5 8x1 axQ 5

Derivate seconde e Differenziali I° e II di funzioni implicite R? — R? in Appendice n.3

TEOREMA DEL DINI NEL CASO GENERALE
Sistema di m equazioni in n + m incognite: funzione implicita R" — R
Concludiamo trattando il caso generale, cio¢ quello di un sistema di m equazioni in m + n
variabili. Enunciando il Teorema del Dini in questo caso generale ritroveremo, come casi par-
ticolari, tutti i casi trattati in precedenza. Sia dato allora il sistema:

Ji(@1, 2o, oy T, Y1, Y2, o Ym) = k1

fQ(xly L2y ey Tns Y1, Y25 -0y ym) = ko

Fn(T1, T2y ooy Ty Y1, Y2y ooy YUm) = Ko
Un tale sistema consente, soddisfatte le opportune ipotesi, di definire una funzione implicita:
R" — R"™ (21,22, ..., Tn) — (Y1, Y2, ooy Ym) , cON y; = y;(z1,Z2,...,2,). Vediamo che il
numero delle equazioni corrisponde al numero delle variabili dipendenti, e quindi come, per
differenza, si ottenga quello delle variabili indipendenti: m equazioni comportano m variabili
dipendenti e di conseguenza m + n — m = n saranno le variabili indipendenti. Vale allora il
Teorema 21 : Sia Py = (x(l),:z:g, ) 2l ...,y?n) un punto che soddisfa tale sistema,
siano le funzioni f; derivabili con derivate continue in un intorno di Py, e sia inoltre

A(f1, fa; -+ fm)(Po)

(Y1, Y2, - Ym)
funzione implicita , continua con derivate continue'
R" — R™, (21,22, ..., Ty) — yl,yg,. o Ym), con y; = y;(x1, T, ..., 2,) , la cui matrice Ja-

8(y1,y27~ 7ym o H fl f2,..,fm) 1' (flny,--yfm)
d(z1,w2,...,x O(Y1, Y25 s Ym) w1, T2, .0, Ty)

Yi
Ogni derivata Fr. puo essere espressa, per il Teorema di Cramer, anche come un quoziente:
T

# 0. Allora il sistema definisce, in un intorno di (29, 29,...,20), una

cobiana ¢ data da
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of ofi dfi dfi df1
dyi 7 Oyia Orp Oy OYnm
0fs dfa P dfa fs
oy dyia O Oy OYm
3fm Ofm  Ofm  Ofm O fin

di _ Ay Oyis Oz, Oy Oym |

oxy of dfi df dfi A |
oy Oyin Oyi Oy OYm
0fs Ofy  0fs  Ofy I
Iy T 0y Yy Oiv1  Oym
afnl affn afin af7n af7n
oy Oy Oy Oyimr Oum

O(f1, f2, s fm) ‘
Oyi [ OWr, s Yim1s Thy Yit 15 -+ Um)
Oxy A(f1, fas oy fim)

8<y17 o Yi-1,Yis Yitl, - ym)
Ovvero, la derivata di y; fatta rispetto a x;, si ottiene dall'opposto di un quoziente fra due de-
terminanti Jacobiani: a denominatore c'¢ quello delle equazioni rispetto alle variabili dipen-
denti, a numeratore quello ottenuto sostituendo nel precedente la colonna ¢-esima, quella della
variabile che si deriva, con le derivate delle equazioni fatte rispetto a xy, la variabile rispetto a
cui si vuole derivare y;.

Funzione implicita R" — R : Derivate prime
Vediamo come giustificare quest'ultimo risultato relativo alle derivate della funzione implici-
ta. Dalla composizione di funzioni:

(21, @9, ey ) — (X1, T2y ooy Ty Y1, Y2y ooy Yrn) & w; = k; = cost., 1 < i < m otteniamo:
a<w17w27"'7wm) _ a<wlaw27"'7wm) . 8(xlax27"'7xnaylvy27"'7ym) -0
O(x1, 2, ...y Tp) O(T1, T2y ey Ty Y1, Y2y ooy Ym) O(x1, X2, ..oy Tp) '

Il secondo termine puo essere scritto come:
3(:51, Loy eeny l‘n)

H A(f1, foy -y ) A(f1, fors fm) H | O(x1, T, ..., xy)
Iz, s, ..., Ty) O, Y2y ey Ym)

8<y17 Y2, .-y ym)
8(371; L2y .eny xn)
La matrice di sinistra ¢ una matrice (m,n + m) divisa in due blocchi, il primo (m,n) ed il
secondo (m,m); la matrice di destra ¢ una matrice (n + m,n) divisa in due blocchi, il
superiore (n,n) e l'inferiore (m, n). Operando per blocchi, dall'uguaglianza otteniamo poi:

a(fla f27 ey fm) a(fl?f?; "7fm) . a(y17y27 '“7ym)

I, + = 0 da cui poi:
8(!E1,l‘2,...,l[‘n) a(ylay2="'aym) (ajlvm?a" Tl) P
a(f17f27"7fm) . a(yl Y2, - ,ym) _ ( 17f27' afm) equindi:
OY1, Y2, ooy Ym)  O(x1, 9, ..., Tp) (lx X9, .uey Tpy)
8<ylay27"'7ym) H fl,f27' 7fm) . (f17f27"7fm)
8(x1,x2,...,xn) O(Y1, Y2y -y Ym) O(x1, T, ..., xy)

In forma compatta le precedenti uguaglianze possono essere espresse come:
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OW) _ o(W)  O(X|Y) _O(W) | (W) oY) _
o) ~aX[Y) o) _am) T am) am
0

oY) _ _ (M) W)
B a(Y) I(X)

Derivate seconde e Differenziali I° e II di funzioni implicite R™ — R™ in Appendice
n.4

MASSIMI E MINIMI PER FUNZIONI f : R" — R

Trattiamo ora il problema della ricerca dei punti di massimo e di minimo (detti anche generi-
camente estremi) per le funzioni di piu variabili.

La definizione di punto di massimo o di minimo relativo per funzioni f : R" — R ¢ analoga
a quella data per le funzioni di una sola variabile, ed ¢ stata enunciata nella Definizione 19.
Per quanto riguarda I'esistenza dei punti di massimo e di minimo assoluti vale il Teorema 6 di
Weierstrass. Per le funzioni di una sola variabile vale poi il Teorema, cosiddetto di Fermat,
secondo il quale, se una funzione ¢ derivabile in x( ed ha in xy un punto di massimo o di mi-
nimo relativo, allora si ha che f'(z¢) = 0.

Per le funzioni f : R" — R, analogamente, vale anzitutto il seguente:

Teorema 22 : Sia f(X) differenziabile in X, punto interno al dominio, e sia X, punto di
massimo o di minimo relativo per f; allora V f(Xy) = O, dove O indica il vettore nullo.
Dimostrazione : Posto f(X) = f(X, + tv), con v versore, abbiamo una funzione composta:

R — R" i R, t — (Xo+tv) L f(Xy+twv), che vediamo come g¢(t) = f(Xg+tv), con
9(0) = f(Xp) . Se X; ¢ punto di massimo (o di minimo) relativo, sara pure:
fXo+tv) < f(Xo) (fXo+tv) > f(Xp)), VX € J(Xp), ovvero:
g(t) < g(0) (g(t) > ¢(0)), Vt € J(0). Quindi se X, & punto di massimo (o di minimo) rela-
tivo per f, altrettanto sara t = 0 per g. Essendo f differenziabile, ed essendo X, + t v deri-
vabile rispetto a ¢, ne segue che g(t) ¢ derivabile in quanto composizione di funzioni differen-
ziabili, e quindi per il Teorema di Fermat dovra essere ¢g'(0) = 0. Ma:

lim (t) : 9(0) _ }E%f<xo + tl;) fXo) _ D, F(Xo) = 0.

g'(0) = lim?

Ma D, f(Xy) = Vf(Xy) - v, in quanto f ¢ differenziabile, e allora:

Vo: V(X)) - v=0& V(X)) =0.e

La condizione V f(Xy) = O ¢ una condizione necessaria, ma non sufficiente, per avere un
punto di massimo o di minimo relativo, ed ¢ condizione necessaria solo nell'ipotesi che la fun-
zione sia differenziabile. Viene detta condizione del I ordine per la ricerca dei punti di mas-
simo e di minimo.

I punti nei quali V f(X;) = O vengono detti punti stazionari, e sono i punti nei quali il pia-
no (o l'iperpiano) tangente al grafico della funzione risulta orizzontale (o parallelo all'iperpia-
no delle variabili indipendenti).

Per la ricerca dei punti di massimo e minimo relativo occorre quindi anzitutto soddisfare le
condizioni del I ordine, ovvero imporre V f(X) = @, e risolvere il sistema di n equazioni in
n incognite che da questa scaturisce. Trovate tutte le soluzioni, ovvero tutti i punti X, per i
quali Vf(Xy) = O, occorre verificare se detti punti risultano effettivamente di massimo o di
minimo relativo, oppure se sono punti di sella (o di colle).
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I punti di sella sono punti nei quali V f(X;) = O, ma non ¢ pero soddisfatta né la definizio-
ne di punto di massimo né quella di punto di minimo, in quanto in ogni intorno di X, ci sono
punti per i quali f(X) > f(Xy) e punti periquali f(X) < f(Xy). Geometricamente parlan-
do, in un punto stazionario che risulti di massimo (o di minimo) il piano (o iperpiano) tangen-
te sta, in un intorno di X, tutto al di sopra (al di sotto) del grafico della funzione. Se il punto
¢ invece di sella il piano tangente attraversa il grafico della funzione, e quindi, in ogni intorno
di X, ci sono punti del grafico al di sopra e punti al di sotto del piano tangente.

Occorrono quindi criteri ¢ metodologie, che vengono detti condizioni del II ordine, aventi
per scopo quello di stabilire la vera natura di un punto stazionario. Vediamo intanto con un e-
sempio come l'analisi lungo particolari direzioni, al pari di quanto detto per l'operazione di li-
mite, non risulti in generale valida per trarre conclusioni affermative sulla natura di un punto
di massimo o di minimo.

Esempio 57 : Data la funzione f(z,y) = (y—2°) (y— "), determiniamone anzitutto i
punti stazionari; dovra risultare:
fl= —293( 4)—4963( 2)—6x5—293y 43y =0
fy=vy- 2t ry—a2?=2y—a*—22=0 ovvero2y = z* + 22
sostituendo nella prlma equazione si ha:
20" — 32° +2° = 2” (22" — 32® + 1) = 0, da cui otteniamo z = 0 e:

3:|:\/ 2> =1 ovverox = £1
i equlndl {

1 1 . Abbiamo cinque punti stazionari:
=3 ovveror = i%

{wzo.{le.{xz —1.{*”/’:%5.{:16: -7
y:o’ y:17 yzl B y_g s y:%

Occupiamoci in questo esempio del solo punto (0, 0). Intanto f(0,0) = 0. Studiamo il com-
portamento della funzione f(zx,y) lungo una qualunque retta passante per l'origine. Posto
y =mz, avremo: f(z,mz) = (mz —2*) (mz — ') = 2* (z* — ma® — ma + m?) .
Studiando il segno di f(z, mx), dato che z* > 0,V x # 0, per il Teorema della permanenza
del segno, dato che z! — ma® — ma +m? vale m®> > 0 per = = 0, ed essendo la funzione
continua, f(x,mx) sara sicuramente positiva in un intorno del punto = = 0.

Quindi il punto (0,0) rappresenta un minimo lungo ogni retta passante per l'origine; sulla
retta o = 0, che non appartiene alle y = ma, abbiamo f(0,y) = y*, e quindi anche su
questa retta il punto (0, 0) ¢ un punto di minimo. Nonostante la concordanza di tutte le analisi
sulle rette passanti per 1'origine, il punto (0, 0) ¢ un punto di sella. Infatti, se studiamo il segno
di f(z,y) avremo che:

y > x? y < x?
f(x,y) > 0 per {y>:r:4 oppure per {y<x4'

£E2
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Nella figura la parte scura rappresenta i punti in cui f(z,y) < 0. In ogni intorno di (0, 0) ci
sono punti in cui f(x,y) > 0 e punti in cui f(x,y) < 0. Dato che f(0,0) =0, ne segue
che (0,0) ¢ un punto di sella, contrariamente a quanto si poteva dedurre analizzando la fun-
zione lungo tutte le rette passanti per l'origine.

Riprenderemo e completeremo l'analisi dei punti stazionari di questa funzione quando dispor-
remo degli strumenti opportuni.

CONDIZIONI DEL I ORDINE

Dato che per le funzioni f :R" — R non si possono utilizzare, in quanto non definibili, la
crescenza o la decrescenza della funzione, non ha alcuna utilita lo studiare il segno delle deri-
vate parziali prime. Per distinguere tra i punti di massimo o minimo e gli eventuali punti di
sella possiamo invece utilizzare le condizioni del II ordine, che sono condizioni sufficienti, e
sono collegate alla concavita e alla convessita di f in X,,. Vale infatti il seguente:

Teorema 23 : Se X ¢ un punto stazionario per f e se la funzione ¢ differenziabile e concava
in un intorno di X, allora X, ¢ un punto di massimo.

Dimostrazione : Per il Teorema 14, essendo f concava sara:

fX) < f(Xo) + Vf(Xp) (X —=Xp), in quanto il grafico della funzione si trova al di sotto
del (iper)piano tangente in Xy. Ma Vf(X,) = O, da cui segue f(X) < f(Xp) in J(Xp), e
quindi X, ¢ un punto di massimo.e

Analogamente, se f ¢ differenziabile e convessa in un intorno del punto stazionario Xy, allora
Xy sara un punto di minimo.

Supponendo ora che la funzione sia differenziabile due volte in X, avremo, utilizzando il po-
linomio di Taylor, posto dX = X — X :

1
F(X) = f(Xo) + VF(Xo) - dX + 5 dX - H(Xo) - dXT + o(||dX]) .
ed essendo il punto X un punto stazionario (V f(Xy) = Q) otteniamo:
1 1
F(X) = f(X) = 5 dX - H(Xo) - dXT +o(||dX[*) = 2 d*f(Xo) + o([|dX]) .
Quindi il segno di f(X) — f(Xy) coincide con quello di dX - H(Xp) - dX" = d? £(X) .
Se d?f(Xy) < 0 f & concava in X, mentre se d”f(X;) > 0 f ¢ convessa in X.

Per verificare se in un intorno del punto stazionario X, risulta soddisfatta la definizione di
punto di massimo o quella di punto di minimo, possiamo studiare il segno della differenza
f(X) — f(Xp), in quanto:

) fX) < £(Xp) & F(X) — £(Xp) <0< d*F(Xp) < 0 e quindi X, ¢ punto di massimo;

) fX) > f(Xp) & f(X) - f(Xg) >0 < d?f(Xp) > 0 e quindi X; & punto di minimo.

Se il segno della differenza f(X) — f(Xy), ovvero del d?f(Xg), non ¢ costante in un intorno
di X, allora in X non potra che esserci un punto di sella.
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Il differenziale secondo d2 Z D Dr. 0 dazi dz; costituisce una forma quadratica,
x; O '

ovvero un polinomio nelle n Varlablll dz; con termini tutti di secondo grado; occorrono
quindi ora criteri atti a stabilire il segno di una forma quadratica.

FORME QUADRATICHE
Una forma quadratica € una espressione del tipo: Q(X) = Q(x1, z2, ..., 2,) = Z a;jT; xj,

ovvero un polinomio in n variabili costituito esclusivamente da termini di secondo grado.
Vediamo come ogni forma quadratica possa scriversi nella forma Q(X) = X-A - X", dove
X € R" ed A ¢ una matrice quadrata di ordine n.

Esempio 58 : Q(x1,x2) = ||z1 x2 - Hi EH AP = 122 + 221 20 + day 20 + 52k =
:$%+65€1$2+5J}§.
1 2 3 I
Esempio 59: Q(ZL‘l,QZ‘Q,Ig) = ||.T1 ) .Tg” 110 3 1 i) =
1 3 4 T3

:x%+3x§+4x§+2:1:1:E2+4:1:1:U3+4x2:1:3.

Vediamo pero subito che ogni forma quadratica puo essere generata da una matrice simmetri-

ca: partendo dalla matrice A, si costruisce la matrice simmetrica B ponendo b; ; = W
Esempio 60 : Riprendendo gli Esempi precedenti, si verifica facilmente che:
B 1 2 x I3 x1 .
Q(:Blax?) - ||£U1 x2|| 4 5 ‘ To - ||£U1 x2|| 3 5‘ To e che:
1 2 3 1 1 1 2 X
Q(l’l,xg,.flﬁg) = H.CI?l ) .CI?3H 110 3 1} i) = H.CI?l i) .CE3H 1113 2 i)
1 3 4 T3 2 2 4 T3

Considereremo quindi, d'ora in poi, ogni forma quadratica come generata da una matrice sim-
metrica, ¢ questa simmetria ¢ garantita quando abbiamo la forma quadratica generata dal dif-
ferenziale totale secondo di una funzione differenziabile due volte, dato che la matrice di que-
sta forma quadratica ¢ la matrice Hessiana H(X,) di f. Per i nostri scopi, scriveremo una for-
ma quadratica sempre nella forma Q(dX) = dX-H-dX", con dX = (dz,dxs, ..,dz,), in
modo da rappresentarla nella forma di un differenziale secondo.

Lo studio del segno delle forme quadratiche si basa sulle seguenti definizioni:

Definizione 43 : La forma quadratica Q(dX) = dX - H - dX" ¢ detta:

definita positiva se Q(dX) > 0,VdX # O;

definita negativa se Q(dX) < 0,VdX # O.

Definizione 44 : La forma quadratica Q(dX) = dX - H - dX" & detta:

semidefinita positiva se (Q(dX) > 0,VdX # Q)e(FdX # O : Q(dX) =0);

semidefinita negativa se (Q(dX) < 0,VdX # 0)e(3dX # 0 : Q(dX) =0).

Definizione 45 : La forma quadratica Q(dX) = dX - H - dX" ¢ detta:

indefinita se (3dX; : Q(dX;) > 0)e (I dX, : Q(dX3) < 0).
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1 0
0 3

sitiva in quanto 2% + 3x3 > 0V (1, z2) mentre 27 4 323 = 0 seesolose z; = 29 = 0.

1

Esempio 61 : Q(x1,x2) = ||x1 22 - = 22 + 323 ¢ una forma definita po-

1 0 0 I

Esempio 62 : Q(z1, o, 23) = |21 22 23] - |{0 3 Of|-||z2|| = 2] + 325 & una forma
0 0 O T3

semidefinita positiva in quanto z7 4 3x3 > 0V (x1, 19, 23) mentre 7+ 325 = 0 quando

$1:$2:0,V$‘37§0.

11
11 ‘ '
una forma semidefinita positiva in quanto (z; + x)° > 0V (1, 22) mentre (z; + z5)° =0
ogni voltache z; = — 5.

x1

Esempio 63 : Q(x1,22) = ||z1 22| - =22 4 2my g + 2% = (11 +x0)° @

1 0 0 T

Esempio 64 : Q(z1, 0, 23) = ||21 22 23] - ||{0 —1 0| |[z2|| =2 —23+22 ¢ una
0O 0 1 T3

forma indefinita in quanto xf — x% + x§ > 0 se, ad esempio, 1 = 2 = 0, V3 # 0 mentre

risulta invece sc% — x% + :c% < 0 quando, ad esempio, 1 = 3 =0,V zy # 0.

Vediamo allora 1 criteri atti a garantire che una forma quadratica risulti definita o semidefini-
ta.

Studiamo il segno del differenziale secondo nel caso di f : R?* — R, e poi generalizzeremo
la procedura al caso di f : R" — R. Risulta allora:

f(z,y) — f(x0,%0) = % (dz,dy) - H(zo, o) - (df’?:dy)T + 0(||(957?J) - ($0,y0)||2> ’
e noi dobbiamo studiare il segno di:

d*f (w0, y0) = £11 (w0, yo) (dz)” + 2 fay(@o, o) dz dy + £, (w0, o) (dy)?.
Scrivendo per brevita d?f = f/ (dz)® + 2 foydzdy + f,, (dy)?, avremo:

2 2 2 2
& = f ot +2 fydody+ 2 @ - Yl ey et -
2 iy " 2 . " 2
&f=r ((dm>2+2 o dady + gjf’;Q(dy)?) - (f‘fi’,) (dy)* + f, (dy)* =

1
Trr Trr

In maniera analoga si puo ottenere anche una seconda uguaglianza:

" 2 f// "o (f//)2
20 _ g zy zz Jyy zy 2
af = f, (dy + = d:c) + - (dz)”.
vy vy
In ogni caso abbiamo la somma di due termini, ciascuno dei quali ¢ dato dal prodotto di un
quadrato (quindi sempre positivo) per un altro termine, di segno invece variabile:
2 2
£y —(ff,’) fr ’,’—(ff’)
cx J yy Ty zx Jyy T
11/; © " oppure ZJ/Z// " )
T vy

" 2 nogn Y
@ = gt (a2 ay) + Il V) (g,
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1 1
TT Ty
" I
yr  Jyy
minori di guida del I ordine della matrice, mentre f," f, — (f,;) € il determinante della
matrice Hessiana, detto anche minore di guida del II ordine.

Diamo allora le seguenti:

Definizione 46 : Si dicono minori principali di una matrice 1 minori aventi come elementi
della diagonale principale elementi appartenenti alla diagonale principale della matrice data.
Definizione 47 : Si dicono minori di guida di una matrice simmetrica gli n minori principali,

di ordine crescente, ottenuti partendo da un qualunque elemento della diagonale principale.

Se consideriamo la matrice Hessiana , vedremo che f, e f, sono i cosiddetti

. al a2 . . .o . .
Esempio 65 : Se H = an a2 S hanno due minori di guida del I ordine, che sono |a1;|
21 (22
) . . a;; a
¢ |agz|, ed un solo minore di guida del IT ordine: W20 ey — ago oy .
az1 @G22

Quindi ci sono due sole possibili sequenze di minori di guida:

ann a2 air a2
[Hi| = |an| e |He| = oppure [H;| = |ag| e [Hs| = :

a21 2 a1 G22

Per una matrice di ordine 2 i minori principali ed i minori di guida coincidono.

aipr a2 a3

Esempio 66 : Se H = || a2; ass a3 || abbiamo tre minori di guida del I ordine: |aq1, |ags|
a3z az2 ass
) T ) a a a a: . .
¢ |ass|; abbiamo due minori di guida del II ordine: 1 e 22 O , abbiamo un mi-
21 @22 azz  G33

air Qi aig

nore di guida del III ordine: | as; a9 a9
az Gz a33

ai;  as
az  ass
Ci sono quindi quattro possibili sequenze di minori di guida:

Il minore ¢ un minore principale ma non ¢ un minore di guida.

a1l G a1; a2 a3
D) |Hy| = |a11|, |Hs| = Gy Qo e |Hs| = | a1 ag ag|;oppure
a3; az2 as3
a1 ag ai; a2 ais
2) [Hy| = |agl, [Ha| = — |Hs| = |a21  as2 ass |; oppure
a3; azz as3
Gy o3 a1; a2 a3
3) |H1| = |CL22|, |H2| = a3 (33 c |H3| = | ag1 99 Q93 ;inﬁne
a3; az2 as3
a a a
oy o3 11 12 13

4) [Hy| = |ass|, |Ha| = s s e |Hs| = a1 ag a3

azy azx  asz
La prima viene detta sequenza dei Minori di Nord-Ovest, 1'ultima dei Minori di Sud-Est.

L'espressione del differenziale secondo per f : R> — R precedentemente ottenuta pud essere

. H
allora riscritta come: d*f = |H,;| Q3 + % Q3 , con |Hy| = |a11| oppure |H;| = |az| men-
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ail a2
a1
drato di un monomio e il quadrato di un binomio.

Dire che d*f < 0 oppure d*f > 0 in un intorno di (z, %) significa che le due precedenti
espressioni sono negative o positive Vdz e V dy, ovvero che il loro segno ¢ indipendente
dalla scelta del dz e del dy. Possiamo ottenere tale indipendenza in due soli casi:

tre in ogni caso |Hy| = . I termini Q? e Q2 rappresentano, rispettivamente, il qua-
1€

2
fm yy—(fxy fa;;: y/z//_(fx,;) >0
e quindi (xg, yo) € punto di massimo;

<0 w <0 2
M g ()2 © & &f<0,VdreVdy

) Y w> 0 &’f>0,Vdr eVvd

m 2 0 2 <~ >0, vdr ¢ vVay
i fyy = ()" >0 7| £ fyy = (f1)" >0

e quindi (xg, yo) € punto di minimo.

. 2 . . o
Se risulta f, fy/; — ( f:,f') < 0, avremo che d*f ¢ la somma di due termini di segno opposto,

e quindi il suo segno varia al variare del dz e del dy; quindi f,’, f, — ( flf;)Q < 0 ¢ condizio-
ne sufficiente a garantire che (¢, yo) € un punto di sella. Osserviamo che questo accade sem-
pre quando f,. e f,/ hanno segno diverso tra loro.

Nulla si puo per il momento concludere nel caso che sia f,’, f,/ — ( fgc/;)2 =0.

Tale caso verra trattato successivamente con le forme semidefinite.

Se ora passiamo a studiare il d”f nel caso f : R* — R, con procedura simile ma con calcoli
molto piu consistenti, otterremo un'espressione del tipo:

2 o, |Ha| o [Hs
d f - ‘Hl‘QS + |H1| QQ + |H2|
possibili sequenze di minori di guida viste nell'Esempio 66, € i termini Q3, Q3 € (3 rappre-
sentano, rispettivamente, il quadrato di un monomio, di un binomio e di un trinomio.
Passando al caso generale del df per f : R" — R, avremo l'espressione:

H H,,— IH,, .
&2f = |H | Qi + M 271 + ...+ ;H ;: Q% + ]I|HI |1| Q%, dove |H,|, |Hs|,...,|H,| ¢ una

[ HL |

qualsiasi sequenza di minori di guida e Q?, Q3,...,Q? sono i quadrati di un monomio, di un
binomio, ..., di un n-omio.

Possiamo allora formulare, in analogia a quanto visto nel caso di funzione di due variabili, il
seguente criterio atto a stabilire se una forma quadratica in n variabili risulta definita, positiva
o negativa. Vale il seguente:

Teorema 24 : La forma quadratica Q(dX) = dX - H - dX" risulta:

- definita positiva se e solo se |H;| > 0,Vi:1<i<n;

- definita negativa se e solose (—1)" - |H;| > 0,Vi:1<i<n.

Se la forma Q(dX) = dX - H - dX" risulta definita positiva in Xy, in quanto i minori di guida
hanno tutti segno positivo, questa ¢ condizione sufficiente (non necessaria) a garantire che in
X c'¢ un punto di minimo. Se la forma Q(dX) = dX - H - dX" risulta definita negativa in
Xy, in quanto i1 minori di guida hanno segno alterno, quelli di posto pari positivo e quelli di
posto dispari negativo, questa ¢ condizione sufficiente (non necessaria) a garantire che in X
c'¢ un punto di massimo.

Dato che il Teorema ¢ espresso nella forma di condizione necessaria e sufficiente, deduciamo
che qualsiasi sequenza di minori di guida, qualunque sia l'elemento sulla diagonale principale
da cui si parte, conduce sempre alla stessa conclusione: non c'¢ quindi da ritenere piu utile di
altre una scelta nel minore di guida di ordine uno da cui partire.

2 dove [H,|, |Hs| e [H3| sono una qualsiasi delle quattro
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Qualunque sequenza che nonsiala(+ + ...+ +)ola(— + — +.....) indica che il punto
Xy € un punto di sella. Quando anche un solo minore di guida fosse uguale a zero le preceden-
ti considerazioni cessano di valere, e siamo nel campo delle forme quadratiche semidefinite.
Per la determinazione delle forme quadratiche semidefinite vale un criterio simile a quello da-
to per le forme definite. Non ¢ pero piu sufficiente analizzare una qualunque sequenza di mi-
nori di guida, ma occorre esaminare tutti i minori principali della matrice. I minori principali
sono quei minori che hanno per elementi della diagonale principale elementi che appartengo-
no alla diagonale principale della matrice data.

ajp a2 aas
Esempio 67 : Se A = ||aa; a9 as3|| abbiamo tre minori principali del I ordine: |aq1],

aszr G322 G33

aip  aip a1
|agz| € |ags|, € un minore principale del III ordine: | ag; @92 ass |, che coincidono con i mi-

a3; az2 ass

Do . . T . a; a asy a
nori di guida; ci sono invece tre minori principali del II ordine: el O
a1 G2 azz2 as3
ay; ap . . . N . . .
o a % |. L'ultimo di questi non & un minore di guida.
31 433

Per vedere se una forma quadratica ¢ semidefinita vale il seguente criterio, nel quale indichia-
mo con | M P;| un qualunque minore principale di ordine i:

Teorema 25 : La forma quadratica Q(dX) = dX - H - dX" risulta:

- semidefinita positiva se e solose |[MP;| > 0,Vi: 1 <i<mn;

- semidefinita negativa se e solose (—1)" - |MP| > 0,Vi:1<i<mn.

Le sequenze dei segni sono le stesse di quelle relative alle forme definite, ma ora ¢ compresa
la possibilita della presenza di zeri. Ogni sequenza di segni che non sia una delle due prece-
denti porta a concludere che la forma quadratica ¢ indefinita.

Si faccia bene attenzione al fatto che mentre 1'essere forma quadratica definita in X, permette
subito di dedurre la natura del punto stazionario, 1'essere nel punto forma semidefinita non
permette di concludere, ma solo di escludere: se in X, la forma Q(dX) = dX - H-dX" & se-
midefinita positiva, allora in Xy non ci sara un punto di massimo, e quindi ci sara o un punto
di minimo o un punto di sella; se invece in X; la forma Q(dX) = dX - H -dX" ¢ semidefinita
negativa, allora in X non ci sara un punto di minimo, e quindi ci sara o un punto di massimo
o un punto di sella.

Come decidere tra le due possibilita rimanenti dipende dalla funzione in oggetto, a seconda
della quale si possono usare varie metodologie. La piu frequente consiste nello studiare, con
vari artifici, il segno della differenza f(X) — f(Xy).

Vediamo attraverso alcuni esempi quanto finora illustrato.

4 2 1
Esempio 68 : Sia HH = [|2 1 2| la matrice della forma quadratica d?f. I minori principa-
1 21
: : C e : 4 2
li del I ordine sono 4 > 0,1 > 0e 1 > 0; i minori principali del II ordine sono 9 1|7 0,
4 1 1 2 . . : . .
1 11= 3>0; o 1=~ 3 < 0. La presenza di un minore negativo di ordine pari por-

ta immediatamente a concludere che la forma quadratica ¢ indefinita.
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-4 2 3
Esempio 69 : Sia H = || 2 —2 — 1| la matrice della forma quadratica d? f. I minori
3 -1 =3
principali del I ordine sono —4 <0, —2 < 0e — 3 < 0; i minori principali del II ordine
Sono _24 _22‘ =4>0, _34 _33‘ =3>0; :? :; =5 > 0. Il minore del
-4 2 3
[T ordine ¢ | 2 —2 —1|= —2<0.Laforma quadratica ¢ quindi definita negativa.
3 -1 =3
Per arrivare a questa conclusione bastava perd esaminare la sequenza dei soli minori di guida:
4 9 -4 2 3
|H1|:—4<O;|H2|:‘ ‘:4>0,|H3|: 2 -2 —-1|=-2<0.
2 -2
3 -1 -3
1 2 3
Esempio 70 : Sia H = |[|2 4 6| la matrice della forma quadratica d”f.
3 6 9
I minori principali del I ordine sono 1 > 0,4 > 0e9 > 0; i minori principali del II ordine
sono ; i =0, é g =0; il)’ g ‘ = 0. Il minore principale del III ordine ¢ il deter-

minante di H, palesemente uguale a zero. Quindi la forma quadratica ¢ semidefinita positiva.

Vediamo ora con degli esempi come applicare queste metodologie per lo studio dei punti sta-
zionari di una funzione di piu variabili.

Esempio 71 : Consideriamo la funzione f(z,y) = 2° +y". Essendo Vf(X) = (2z,4y?), il

. .. ) 2 0 ) . )
solo punto stazionario ¢ il punto (0,0). Risulta H = H 0 122" da cui, sostituendo, si ha

2 0
H(O,O):HO 0

‘ . La forma quadratica d? (0, 0) ¢ semidefinita positiva, per cui (0, 0) non

¢ punto di massimo. Essendo £(0,0) = 0 ed essendo 2 + 3* > 0, V(z,y) # (0,0), si vede
subito che (0, 0) ¢ un punto di minimo, oltretutto assoluto.

Esempio 72 : Data la funzione f(z,y) =2 —y*, essendo Vf(X) = (22, —4y"), il solo

2
punto stazionario ¢ il punto (0,0). Risulta H = ‘ 0 — ?2?;2 , da cui, sostituendo, si ha
2 0
H(0,0) = 0 ol

La forma quadratica d?f(0,0) ¢ semidefinita positiva, per cui (0,0) non puo essere punto di
massimo. Essendo f(0,0) =0, f(z,0) =2> >0e f(0,9) = —y* <0, si conclude che
(0,0) ¢ un punto di sella.

2

Notiamo quindi che, a parita di matrice Hessiana H(0,0) = ‘ ‘ 0 ol varia la conclusione a

seconda della funzione che stiamo esaminando.
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Esempio 73 : Sia f(z,y) = 32 — 3° — 32%y + 323* — 32° — 3z + 3y . Determiniamone gli
eventuali punti di massimo e di minimo. Imponendo la condizione del I ordine, Vf(X) =0,
otteniamo il sistema:

[ =92 -6 3y* — 6z —3=0 . o
{ Jr v Ty oY . . Sommando le due equazioni otteniamo il sistema:

FI— 352 4 6oy +3 -0
62 — 62 =0 OVVero: bz(z—1)=0 da cui si ha:
2y —y* —2?+1=0" 2y -y -2 +1=0 .

z=0 N x:Oe rz=20 obDUTe:
1_y2:0 yzl y:—l, pp .

{:L’zl :{le :}{x:]_e{m:l

2y —y* =0 y(2-y)=0 y=0 " |ly=2"

Ci sono 4 punti stazionari: P; = (0,1), P, = (0, — 1), P3 = (1,0), P, = (1,2).
Passiamo quindi alle condizioni del II ordine. Avremo anzitutto:

|| 18z -6y —6 — 6+ 6y . . . . . C o
H = ‘ CGr46y — 6yt 6w H . Studiando I'Hessiano in ciascuno dei 4 punti si ha:
“12 6 L= —12<0
H(P,) = = ,
(B1) 6 —6H {f;;, 1 (f1) =172-36=236>0
e quindi (0,1) ¢ un punto di massimo;
0 —6 2
HPo) = || " o || = fanfyy— () =0-36= —36<0,

e quindi (0, — 1) € un punto di sella;

2 6 " 1250

—-6 6 FLrn = (f1) =72-36=36>0"
e quindi (1,0) € un punto di minimo;

H(P4) = g _66 = = (f1)=0-36= —36<0,

e quindi (1,2) ¢ un punto di sella.

H(P3) =

Esempio 74 : Concludiamo lo studio della funzione f(z,y) = (y — 2*) (y — =), i cui punti
1

1
= = = — r = —f r= — —&
stazionari Sono x 0; . 1; . 1; \/5; V2 .Passando alle
y=20 y=1 y=1 y:§ yzé
8 8
30zt — 2y — 1222y  — 22 — 42
— 2z — 427 2

condizioni del II ordine, abbiamo H(z,y) = ‘ ‘ , da cui:

H(0,0) = g 9 ‘ per cui la forma quadratica ¢ semidefinita positiva, ma abbiamo gia visto
che il punto (0, 0) ¢ un punto di sella;

|l 16 —6 . [ |Hy| =16 >0
H(1,1) = 6 9 dacul{‘H2‘232_36:_4<0,

e quindi anche (1, 1) € un punto di sella;

|16 6 [ [H| =16 > 0
H(—l,l)—H6 5 dacul{‘H2‘232_36:_4<0,

e quindi anche ( — 1,1) ¢ un punto di sella;

9 4
1 : 7 _9
H —,§ = 24 V2| da cui {|H1| 2 >0 )
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e quindi (— §> ¢ un punto di minimo;

_9
da cui [H| =5 >0 ,
Hy|=9—8=1>0

9 A4
2 \/5
4 9
V2

o 1 3\ . D
equindi | — %, g | cun punto di minimo.

Esempio 75 : Data f(z,y,2) = 2° + 9> + 2> — x9?, determiniamone gli eventuali punti di
massimo o minimo relativo. Le condizioni del I ordine danno luogo al sistema:
fr=2z—1?=0
fé =2y—2xy=2y(1—2)=0 dacuiotteniamo le soluzioni:

fl=22=0
x=0 r=1 r=1 r=1
y=0 oppure ¢ 1> =2 dacui { y=+1/2 e { y= —+/2.
z2=0 z2=0 z2=0 z=0
2 -2y 0
Risulta poi H(z,y,2) = || —2y 2—2z 0| da cui otteniamo:
0 0 2
2 0 0 IH,|=2>0
H(0,0,0) = ||0 2 0|| equindi: { |Hs| =4 >0
00 2 IH;| =8 >0
per cui (0,0,0) € un punto di minimo;
2 —2v/2 0 Hy|=2>0
H(l,\/i,O)z — 22 0 0|l dacui: ¢ |Ha| = —8<0
0 0o 2 [H;| = —16 <0
per cui (1,\/5, 0) ¢ un punto di sella;
2 22 0 H;|=2>0
H(l,—\/é,o): 2\/5 0 oll dacuis { [Hy| = —8<0
0 2 Hy = — 16 < 0

per cui ( \/_ 0) ¢ un punto di sella.

Esempio 76 : Data f(z,y) = (z — 1)* —y (z — 1)* + ?, determiniamone gli eventuali pun-
ti di massimo o minimo relativo. Le condizioni del I ordine danno luogo al sistema:
{fgf:4(x—1)3—2y(m—1):() _ {4(93—1)3—(33—1)3:0 . {3(:15—1)3:0

f!//:—(m—l)2—|—2y:0 2y = (z — 1) 2y = (x — 1)

per cui ¢ l'unico punto stazionario. Inoltre:

=0
12(x—1)" -2y —2(x—

o = || Ty 2| 0 2|

Quindi d?f(1, O) ¢ una forma quadratica semidefinita positiva, per cui (1,0) non puo essere
un punto di massimo. Essendo d?f(1,0) = 2 (dy)?, indaghiamo nella direzione dy = 0, ov-
vero y = 0. Avremo f(z,0) = (z — 1)*, che indicherebbe z =1 (¢ y = 0) come un punto
di minimo. Una indagine come questa, cio¢ di tipo monodimensionale, perd non permette di

da cui H(1,0)
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concludere, in maniera affermativa, che (1,0) € un punto di minimo; potrebbe servire caso-
mai, anche se qui non accade, per escludere che (1,0) sia punto di minimo.
Nel punto (1, 0) c'¢ comunque veramente un punto di minimo; basta scrivere:

f(w’wZ(f—1>4—y(x—1)2+92:i(ml)“—%%
1

Fla) = (5l =17 =) + =1 >0= 1,0, ¥(e) # (1,0).

3
+y2+1(9€—1)4=

Esempio 77 : Data f(x,y) = 3y*> + 6xy — 2° — 9z — 6y, determiniamone gli eventuali pun-
ti di massimo o minimo relativo. Le condizioni del I ordine danno luogo al sistema:

fl=6y—322-9=0 2 —2x — 22 —3—0 —(z+1)? =0 _ r= —1
fl=6y+6z—6=0 y=1-z y—1-—1 Y= 2
o . — 6z 6 6 6

che ¢ l'unica soluzione. Inoltre H(z,y) = 6 6 da cui H ,2) = 6 6l per

(-
cui d>f( —1,2) & una forma semidefinita pos1t1va Quindi ( — 1,2) non puo essere punto di
massimo. Essendo d*f( — 1,2) = 6 (dz + dy)*, risulta d®f( —1,2) =0 se dz = — dy.

Esaminando la funzione sulla retta y = —x + 1, passante per ( — 1,2) e parallela alla
y= —x,siha: f(z,1—2)= —2°—32° -3z -3 = —3($+1)3 ed anche:
fi(x,1—2) = —9(x+ 1), che risulta negativa V. # — 1.

Lungo tale retta quindi la funzione ¢ sempre decrescente, quindi il punto ( — 1,2) non ¢ nep-
pure di minimo, e quindi ¢ un punto di sella. Questa volta l'analisi in una particolare direzione
porta a conclusioni negative, cio¢ ad escludere il punto di minimo e ci da quindi la certezza
del punto di sella.

METODO DEGLI AUTOVALORI DELLA MATRICE HESSIANA

Esiste anche un'altra metodologia per lo studio delle forme quadratiche, basata sugli autova-
lori della matrice simmetrica che genera la forma quadratica. Sappiamo che una matrice sim-
metrica ammette autovalori tutti reali, e che pud essere sempre diagonalizzata mediante una
matrice ortogonale. Ovvero, se H ¢ la matrice simmetrica, esiste una matrice ortogonale P tale
che: H-P=P-D,dacui P! H-P=P'-H-P=D, dove D ¢ la matrice diagonale
avente come elementi della diagonale principale gli autovalori Ay, Ag, ..., A, di H. La matrice
[P ¢ la matrice modale di H, ovvero la matrice avente per colonne gli autovettori normalizzati
di H, che per le proprieta delle matrici simmetriche sappiamo essere a due a due perpendico-
lari tra loro. Affinché la forma quadratica d*f = dX - H - dX" risulti definita dovra risultare
d’f > 0 oppure d>f < 0, VdX # Q. Poniamo dX = dY - P', dove P ¢ la matrice modale
di H. Essendo |P| # 0, l'applicazione lineare dY — dY -P' = dX ¢ una corrispondenza
biunivoca R" — R", ed avremo:

dX-H.dX' =dY-P"-H. (dY-P") =dY-P"-H-P-(dY)" =dY-D- (dY)".

Se dY -D-(dY)" >0 ose dY-D- (dY)" <0, VdY # O, sara anche dX-H-dX" > 0
oppure dX - H-dX! < 0, VdX # 0. Ma

dY - D - (dY)" = Ay (dy1)? + g (dy2)? + ... + A\, (dy,)?, dalla quale segue subito il
Teorema 26 : La forma quadratica dX - H - dXT risulta:

- definita positivase e solose A\; > 0,Vi:1 <13 < n;

- definita negativaseesolose \; < 0,Vi:1 <7< m;

- semidefinita positivase e solose A\; > 0,Vi:1 <:<nedX =0;

- semidefinita negativase e solose \; < 0,Vi: 1 <t <mnedl =0;

- indefinitase 3 \; > 0ed\; <O0.
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Sia il Teorema 24 che il Teorema 26 esprimono condizioni necessarie e sufficienti affinché
una forma quadratica risulti definita; quindi le due metodologie non sono alternative ma con-
ducono sempre alle stesse conclusioni.

Quanto visto finora riguardo alle condizioni del II ordine per 1'analisi dei punti stazionari €
basato su di una analisi puntuale, ovvero sulla verifica che d? f(X;) risulti una forma definita
positiva oppure negativa oppure indefinita; se la forma d? f(X) risulta semidefinita possiamo
solo escludere una delle tre possibilita, per poi, con ulteriori analisi, decidere tra le due rima-
nenti, una delle quali sara sempre quella del punto di sella.

Diversa ¢ la situazione se si pud condurre un'analisi di tipo globale. Se d? f(X) & semidefinita,
positiva o negativa, sia in X che in tutto il dominio, allora questo ¢ sufficiente a garantire che
Xy € punto, rispettivamente, di minimo o di massimo.

Esempio 78 : Riprendiamo la funzione f(z,y) = 2 +y*, con il punto stazionario (0,0) e
2 0
0 1212
Risulta d?f(z,y) = 2 (dz)* + 124%(dy)* > 0, V(dz,dy) € R%. Quindi la forma d2f(z,y) &
semidefinita positiva non solo in (0,0) ma in tutto R?, e quindi, come gia visto, (0,0) & un
punto di minimo.

con matrice Hessiana H(z,y) =

MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

La ricerca dei punti di massimo e di minimo, sia relativi che assoluti, alla luce di quanto visto
finora, puo essere scomposta in tre diversi problemi. Il primo ¢ quello finora affrontato, che
riguarda la ricerca e l'analisi dei punti stazionari di una funzione in tutto il suo campo d'esi-
stenza, e che ha per soluzioni punti che risultano generalmente interni al dominio. Per questa
ricerca occorre che la funzione risulti differenziabile. Il secondo problema, del quale ci limi-
tiamo a far notare l'esistenza, senza pero scendere nello specifico, riguarda I'analisi dei punti
nei quali una funzione ¢ definita ma non risulta differenziabile. Anche questi punti potrebbero
essere di massimo o di minimo. Il terzo tipo di problema riguarda la ricerca di punti di
massimo e di minimo relativamente ad un certo opportuno sottoinsieme del campo
d'esistenza. Il Teorema di Weierstrass ci fornisce una condizione sufficiente a garantire
l'esistenza di massimo e minimo per funzioni continue in un insieme compatto. Due sono i
modi nei quali si puod presentare questo terzo tipo di problema. Il primo ¢ quello dei cosiddetti
Max/min f(x,y)
s.v.:g(x,y) =0"
La s.v. significa "sotto al vincolo". Non si cercano gli estremi per f(x,y) in tutto il dominio
(punti di massimo o minimo che chiameremo da ora in poi "liberi"), ma solo tra i punti che
soddisfano 1'equazione g(z,y) =0. Come g(x,y) =0 prende il nome di vincolo, cosi la
funzione f(x,y) viene detta funzione obiettivo. Se la funzione g(z, y) soddisfa ad opportune
ipotesi, riconducibili a quelle del Teorema del Dini sulle funzioni implicite, possiamo
considerare una delle due variabili come funzione, esplicita o implicita, dell'altra, ad esempio
y = y(z), e quindi ricavare una curva nel piano: (z,y(x)); quindi il problema ¢ ricondotto
alla determinazione dei punti di massimo e di minimo della funzione f(x,y(x)), ovvero della
curva, proiezione sulla superficie f(x,y) dei punti della curva definita mediante la
g9(z,y) =0.

All'aumentare delle variabili e del numero delle equazioni avremo rappresentazioni geometri-
che del problema di dimensioni maggiori di quello ora descritto.

vincoli di uguaglianza, che nel caso piu semplice si presenta nella forma {
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Consideriamo invece, quale secondo tipo di problema, un vincolo espresso in forma di dise-
quazione: g(z,y) < 0.Normalmente (ma non necessariamente) i punti nei quali ¢ soddisfatta
la g(x,y) <0 costituiscono l'interno e la frontiera di una regione contenuta nel dominio, ed
il problema allora consiste nel trovare i punti di massimo e di minimo della funzione f(x,y)
Max/min f(x,y)
s.v.:g(z,y) <0
all'interno della regione data ricalca quella dei massimi e minimi liberi, quella nei punti di
frontiera ¢ analoga a quella dei massimi e minimi con vincoli di uguaglianza. I due problemi
che abbiamo descritto passano sotto il nome di massimizzazione 0o minimizzazione con vin-
coli di uguaglianza o con vincoli di disuguaglianza.

all'interno o sulla frontiera della regione scelta: { La ricerca degli estremi

ESTREMI CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Max/min z = f(z,y)
s.v.:g(z,y) =0
punti che soddisfano il vincolo g(x,y) = 0; supponiamo che f(x,y) e g(x,y) siano funzioni
differenziabili e che sia Vg(z,y) # (0,0), V(z,y) € £. Quest'ultima condizione permette
di applicare il Teorema del Dini in ogni punto di &, e quindi di determinare, esplicitamente o
implicitamente, una variabile in funzione dell'altra. Questa condizione puo essere formulata

9g

9(z,y)

diente di g, ¢ massima, ovvero pari a 1, le due derivate g;. e g, non possono essere contempo-

Iniziamo a trattare il caso descritto per primo: { . Sia & l'insieme dei

anche come Car( > = 1 = Max. Se la caratteristica dello Jacobiano, cio¢ del gra-

raneamente nulle. Supponiamo tra le due possibilita che esista la y = y(z), ed avremo allora
due composizioni di funzioni :

R—-R LR o (o) - fa,y) = 2.cla

R—R LRz — (z,y(x) = glr,y) = 0.
Derivando, nella prima, la variabile z rispetto a = otteniamo:
dz  9Of dz Of dy

= L gy (@)

dz ~ 9z dz Oy dx
Dall'equazione del vincolo ricaviamo, come derivata di funzione implicita, ¢/ (x) ed avremo:
/ d /

g . ) z g
y'(x) = — =F con la quale, sostituendo, otteniamo: — = f; — f, - =~
) dx g,
Supponiamo, per ipotesi, che il punto (zg, o) sia una soluzione, ovvero un punto di massimo
o di minimo, per il nostro problema. Essendo la funzione una composizione di funzioni diffe-
renziabili, dovra risultare, per il Teorema di Fermat:
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dz g g,
o fo— 1 g—f =0,dacui f, = f, - j ovvero f, - g, = f, - g, ovvero:
y y
/ /
f/” f}/ = o(f.9) ‘ = (0. Essendo 0(f,9) ‘ = v = 0, risulta che V f e Vg sono vet-
9 9y |9(z,y) d(,y) Vg

tori linearmente dipendenti, e quindi Vf = AVg,con A € R.
Maallora Vf —AVg=V(f—Xg) =0.
Abbiamo cosi ottenuto una condizione necessaria affinche il punto (zg, yo) sia soluzione del

problema {Max/mm f(@y) . Anche ora si deve annullare un gradiente, che pero non ¢
s.v.:g(xz,y) =0
quello della funzione obiettivo, come nel caso dei massimi € minimi liberi, ma quello della
funzione f(z,y) — Ag(x,y).
La funzione A(z,y,\) = f(x,y) — Ag(z,y) viene detta "funzione Lagrangiana" mentre A
prende il nome di "moltiplicatore di Lagrange". Vale quindi il
Teorema 27 : Siano f e g funzioni R?> — R differenziabili con Vg(z,y) # (0,0), sia
ls\/[\le/r‘;(IE,fygx;yg . Se A(z,y, M) = f(x,y) — Ag(z,y),
esiste allora un valore \j per il quale: VA(zg, yo, o) = O.
Imporre le condizioni del I ordine significa quindi imporre VA(z,y,\) = O, tenendo pero
presente che le eventuali soluzioni devono comunque soddisfare il vincolo, e quindi si dovra
A, =f,—Ag, =0
risolvere il sistema: ¢ A} = f, — A g, = 0. Vediamo perd che A} = — g(z,y), e quindi il
g (1’ ) y) =0
precedente sistema puo essere si visto come VA(zx,y,A) = O, intendendo pero A(zx,y, \)
A, =f,—Ag,=0
come funzione delle variabili z, y e A, e quindi si impone il sistema: ¢ A} = f, —Ag, =0 .
A= —g(z,y) =0

(zo,yo) soluzione del problema {

Max/min w = f(z,y, 2) . Abbiamo ancora un solo
s.v.:g(x,y,2) =0

9(9)
O(z,y, 2)
pari ad 1 in ogni punto di &, per il Teorema del Dini supponiamo di ricavare (esplicitamente o
implicitamente) z = z(x,y), ottenendo la seguente composizione di funzioni:

Supponiamo che il problema sia ora {

vincolo, ma le variabili indipendenti sono tre. Nell'ipotesi che abbia caratteristica

R? - R® L R, (2,9) — (z,v, 2(z,y)) — f(x,y,2) = w, e quindi ci proponiamo di trovare
massimi ¢ minimi di una funzione non di una ma di due variabili. Supponendo f ¢ g differen-
ziabili, dovremo ora imporre:

ou_0f or of oy 0f 0
or Ox Or Oy Oxr 0z Ox
ow_of ox 0f 0y 0f 0

— = - — . / /_/.
8y 0z Oy Oy Oy 9z Oy [0+ fi+fl-2,

Ma, per il Teorema del Dini, dall'equazione del vincolo ricaviamo, come derivata di funzione
/ /

implicita, 2/ e z; ed avremo: 2, = — = e z; = — —f’ , dalle quali, sostituendo, si ha:

9. 9

=fot+ [0+ fl- 2
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o _ g s
or 7 P g
w g,z . Se, per ipotesi, il punto (¢, yo, z0) € soluzione del problema, dovra
i f/ — f/ .Y
g g
ow
ow  Ow azﬁ'gé—f;'gfp:o
risultare — = — =0, ovvero 9 , da cui segue:
T 8y —w—f"g'—f’~g'—0
3y —Jy Iz z Jy
T i I A it Lo fy T a(f.9) Vf -
e 2l =" “fl=0.Maallora ||"; "V “J||= " = ha caratteri-
9r Y- 9y Y- 9o 9y Y- INz,y, 2) Vg

stica paria 1, e quindi Vf = A Vg, da cui otteniamo ancora V(f — Ag) = VA = 0.
L'aumento nel numero delle variabili indipendenti non porta cambiamenti dal punto di vista
operativo: in un punto di massimo o minimo vincolato ¢ ancora necessario 1'annullamento del
gradiente della funzione Lagrangiana, che pero da luogo questa volta al sistema:
Ay =fr—Xrg,=0
A, =f,—Xg,=0
N, =fl—-Xg.=0
Al)\ = —g(:v,y,z) =0
Con le debite modifiche, si pud enunciare per questo caso un Teorema analogo al Teorema
217.

, di quattro equazioni nelle quattro incognite x, y, z € A.

La prossima generalizzazione che faremo del problema interviene invece sui vincoli.
Max/min w = f(x,y, z)

Consideriamo infatti il problema: . - g(x,y,2) =0 , che presenta non uno ma
T h(z,y,2) =0
(g, )

0(z,y,2)
pari a 2, ovvero massima, in ogni punto dell'insieme £ in cui risultano contemporaneamente
soddisfatti i due vincoli. Per il Teorema del Dini questo garantisce l'esistenza di una funzione
R — R?, ad esempio = — (y(z), z(x)), che genera la seguente composizione di funzioni:

due vincoli nelle tre variabili z, y € z. Poniamo per ipotesi che abbia caratteristica

R— RS R,z — (z,y(x),2(x)) — f(z,y,2) = w, e quindi siamo ricondotti alla deter-
minazione degli estremi di una funzione di una sola variabile. In un punto (z, yo, z0) che sia

d af d of d af d
soluzione del problema dovra risultare: % = 8_£ . £ a—‘; . % + a—£ . é = 0, ovvero:

fo+ £y -y (x) + f.-2/(x) = 0. Ma dal sistema { 9(z,y,2) =0 ricaviamo, per il Teorema

h(z,y,z) =0
/ g/
del Dini, essendo per ipotesi h?,’ hf #0:
Yy z
/ !/
9 9- 9y 9n
: hy Wl hy 1 o .
y(x) = — ——— e Z(x) = — ————, dalle quali, sostituendo e scambiando tra lo-
9, 9. 9, 9.
hy R h;, h.
ro le colonne del numeratore di 2’(x), otteniamo, fatto il denominatore comune:
R N A/ R N
. Y z | _ . T z . E vyl = .
I ‘h;j n Iy Wb + f, Won 0, ovvero:
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fo fy fl \Ji

gy 9y 9.|=|Vg|=0.Le tre righe, ovvero i gradienti, risultano quindi linearmente
hy hy, R Vh
dipendenti, e quindi avremo: Vf = A\; Vg+ Ay Vh,ovvero V(f — X \jg—A2h) =0.
Dal punto di vista operativo I'aumento dei vincoli comporta che la funzione Lagrangiana ven-
ga espressa come differenza tra la funzione obiettivo ed una combinazione lineare dei vincoli,
ciascuno quindi con il suo moltiplicatore.
L'aumento nel numero dei vincoli non porta cambiamenti dal punto di vista operativo: in un
punto di massimo o minimo vincolato ¢ ancora necessario l'annullamento del gradiente della
funzione Lagrangiana, che pero da luogo questa volta al sistema:
=fr—= Mgy —Ah, =0
A, =f,— Mgy — b, =0
= fl =X g, — X h. =0 ,dicinque equazioni nelle cinque incognite x, y, z, A1 € Aa.
I)q = —g(m,y,z) =0
/)\2 = - h(.CC,y,Z) =0

Prendendo spunto dai tre casi introduttivi presentati, passiamo alla formulazione delle condi-
zioni del I ordine nel caso generale di un problema di estremi con vincoli di uguaglianza.
g1(x1, 29, .ccyxy) =0

g2(w1, T2y ey xy) =0

Sia £ l'insieme dei punti che soddisfano il sistema

Vale il seguente:
Teorema 28 : Siano f e g;, 1 <i <m < n, funzioni R" — R, differenziabili in £ C R",
0
sia p01 Car( (917927 7gm)
0(x1, o, ..., Tp)
Max/min f(z1, o, ..., Zy)
g1(x1, 29, .ccyxy) =0
soluzione del problema 92(x1, 29, .oy xy) =0

=m in ogni punto di &, e sia (29,29, ...,20

) un punto

Allora, posto A(x1,x2, ..., Tn, A1, A2, .oy Am) = f(x1, 22, ..., Tn) Z)\ gi(z1, 22, ..., ) ,

esiste un vettore (!, )\2, .y A0 ) per il quale VA(z{, 9, ...,20, A] )\2, s Ay) = 0.
I1 punto (:z:(l], a:g, e a:n, )\1, )\8, - A?n) = (Xp, Ao) deve cio¢ essere una soluzione del sistema

OA - 0
2 a - N 5l=0 1<i<n
di n + m equazioni in n + m incognite: 8Az bR '

a)\z - _gi((El,ZL‘Q,...,ZL‘n):O 1<:<m

E' bene ribadire come queste condizioni del I ordine, al pari di quella, V f = O, per massimi
e minimi liberi, siano necessarie, € non sufficienti, per garantire la natura degli estremi. Tra i
punti che risultano stazionari per la funzione Lagrangiana ci sono, oltre gli eventuali massimi
e minimi, anche punti di flesso o di sella. Avremo punti di flesso quando m =n —1, in
quanto 1 vincoli permettono di esprimere n — 1 variabili come funzioni dell'unica rimanente,
e quindi il problema consiste nella ricerca di estremi per una funzione di una sola variabile;
avremo invece punti di sella se n —m > 1, in quanto le variabili che rimangono indipendenti
sono in numero maggiore di 1.
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CONDIZIONI DEL SECONDO ORDINE PER ESTREMI VINCOLATI

Passiamo ad esaminare le condizioni del II ordine che, come per massimi ¢ minimi liberi, ri-
sulteranno condizioni sufficienti € non necessarie per garantire estremi vincolati. Ripercorria-
mo i casi a dimensione piu semplice per poter giustificare (non dimostrare) la formulazione
delle condizioni nel caso piu generale.

Max/min z = f(z,y)
s.v.:g(z,y) =0
renziale secondo in presenza di un vincolo. Essendo dz = f, dx + f; dy, ed ipotizzando che

sia y = y(x) per il vincolo g(x,y) = 0, il differenziale dy risulta funzione di = e di y, per

cui avremo:

2z:(f dz + f,, dy +%iy)-f;> (fwd z+ f,dy +%‘ZJ) fgj)-dy:
d’z = f" (dz)* + 2fy, dzdy + f, (dy )? + fy- ( (iy) dz + @ . dy) —
Pz=df+ f)-ddy) =df + f, - d’y. ’
Dalla z = g(x,y) = 0, supponendo g differenziabile due volte, in maniera analoga si ha:

d’z = d’¢g + g; -d%y = 0, in quanto sul vincolo z ¢ costante, da cui ricaviamo:
' /

1 . . o .
d’y = — — - d°g. Ricordando che V f = AVyg, da cui f, = Ag, ¢ quindi f—j’ = )\, sosti-
y y
tuendo nella precedente, otteniamo:

/

d222d2f+f;-d2y=d2f—g—?-d2g2d2f—A-ng:d2(f—A.g) = d%A.
y

Cosi come le condizioni del I ordine sono esprimibili mediante I'annullamento di un gradiente

(di A e non di f, pero), cosi anche quelle del II ordine sono esprimibili mediante lo studio del

segno di un differenziale secondo, anche questa volta non di f ma della Lagrangiana A.

Non tutto pero ricalca le metodologie gia svolte per 1 massimi e minimi liberi. Infatti:

d*A(z,y) = A%I (dz)* + 2N}, dedy + A}, (dy)®. Dal vincolo g(x,y) =0 possiamo rica-

vare dy = — g—‘f - dz, da cui, sostituendo, si ha:

Gy

Ritorniamo al problema { . Vediamo come studiare il segno del diffe-

8~

RS
v

Az, y) = A, (dz)* — 247, 9o (dz)? + A"

gy vy (

dQA(x,y) = [Agx (g;) 2A”y gx gy A// (4. )2} dx i vede che:
173
0 9 g
AL, (9) — 25, 9, 9, + Ay, (g, )= —|gh AL Al | edinoltre:
gy ALy Ay
g, AL AL =AY AL AL | = |H(A(z,y,\))|. La matrice H prende il nome di
9y Az Ay wo Ay Ay

"matrice Hessiana orlata"; il cosiddetto orlo ¢ costituito dalla prima riga e dalla prima colonna
che sono, tolto lo zero iniziale, il gradiente del vincolo g(x,y). L'elemento nullo iniziale cor-
risponde a AY,, cosi come i restanti elementi dell'orlo sono l'opposto delle derivate seconde
della Lagrangiana fatte rispetto a A\ e poi rispetto a « oppure a y; per le proprieta del determi-
nante, cambiando segno a due linee il determinante resta invariato.
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Il segno del differenziale d>A non viene studiato al variare dei due incrementi indipendenti dx

/
e dy; la sostituzione dy = — g_/, -dz lascia indipendente il solo incremento dx, coerente-

Y
mente con il fatto che la presenza di un vincolo lascia indipendente una sola tra le variabili x

ey.
Questo fatto puo essere interpretato geometricamente dicendo che si deve indagare il d*A con
incrementi nelle sole direzioni tangenziali rispetto al vincolo.

Dato che d*A = — |H(A(x,y, \))], vale il seguente:

Teorema 29 : Sia (x¢, ¥y, Ao) soluzione del sistema VA(x,y,\) = 0. Allora

- (JH(A(z0, 0, M))| < 0 < d*A > 0) = (z,yo) € punto di minimo vincolato;

- (|E(A(z0, Yo, Mo))| > 0 & d°A < 0) = (wp, o) & punto di massimo vincolato.

Nulla si puo concludere se risulta |H(A(zo,y0,Xo))| =0, in quanto (zg,yo) pud essere

punto di massimo, di minimo oppure di flesso.
Occorrono in questo caso analisi di tipo diverso per stabilire la natura del punto.

Osservazione 1) Anche se la matrice Hessiana orlata ¢ di ordine 3, solo il minore di guida di
ordine 3, cio¢ il determinante della matrice stessa, va preso in considerazione: inutile esami-

nare il minore di ordine 1, che ¢ sempre nullo, ed inutile esaminare quello di ordine 2, in
/

quanto = — (g",)2 < 0, quindi sempre negativo.

0 g,
gr A
Osservazione 2) Si sono esaminati solo i minori di guida di Nord-Ovest; non ci sono condi-
zioni esprimibili mediante altre sequenze di minori di guida n¢ esistono condizioni basate

sugli autovalori della Matrice Hessiana orlata.

Max/min f(z,y, z)
s.v.:g(z,y,2) =0
saremo ancora ricondotti allo studio del d*A. Dal vincolo g(z,y, z) = 0 possiamo, per ipote-
si, ricavare z = z(x,y) ; quindi stiamo cercando gli estremi di una funzione di due variabili, e
lo studio del segno del d?A sara basato su due incrementi, dz e dy.
Lo sviluppo dei calcoli, che qui per brevita vengono omessi, conduce allo studio del segno di
una quantita il cui opposto ¢ collegabile alla matrice Hessiana orlata:
0 g 9
9 A AL, AL
gy Az Ay Ay
9. AL Ay AL
mi liberi per una funzione di due variabili, occorre studiare il segno di due minori di guida
della sequenza di Nord-Ovest. Come prima, il minore di ordine 1 e quello di ordine 2 non ser-
vono. Va studiato il segno dei soli minori ‘E3| e |E4‘ e vale il
Teorema 30 : Sia (o, Yo, 20, A\o) soluzione del sistema VA(z,y,z,A) = 0. Allora
- ((|Hs| < 0 e |Hy| < 0) < d*A > 0) = (z0, Yo, 20) € punto di minimo vincolato;
- ((|Hs] > 0 |Hy| < 0) & d*A < 0) = (2,0, 20) ¢ punto di massimo vincolato.
Se (‘ﬁg‘ <0e ‘E4| > 0) oppure se (|E3‘ >0e ‘ﬁ4‘ > O) il punto ¢ sicuramente di sella.
Nulla si pud concludere se risulta |Hz| = 0 oppure |H4| = 0, sempre comunque rispettando
le precedenti sequenze di segni, in quanto (xg, Yo, 20) puo essere punto di massimo e/o di mi-
nimo, oppure di sella.
Occorrono in questo caso analisi di tipo diverso per stabilire la natura del punto.

Se passiamo ora a studiare le condizioni del II ordine per il problema {
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Max/min f(z,y, z)

Infine, nel problema: [ g(z,y,2) =0  siamo ancora ricondotti allo studio del d*A,
" (w,y,2) =0

.. fglx,y,2) =0 . : . y=y(z) . . -

ma dai vincoli { h(z,y,2) = 0 possiamo, per ipotesi, ricavare { = 2(x) quindi cerchia

mo gli estremi di una funzione di una variabile, e lo studio del segno del d?A sara basato su di
un solo incremento, dx. Con la presenza di due vincoli non c¢i sono cambiamenti di segno, ed
il segno del d?A corrisponde a quello del determinante della matrice Hessiana orlata:

0 0 4 g d
0 0 hy hy K
g, hy A AL, AL || =H(A(z,y, 2, A1, A2)) . Il minore di ordine 2 ad elementi nul-
g oA AN

9. hl AL Ay AL
li dipende dal fatto che A = f(z,y,2) — A1 g(z,y,2) — A2 h(x,y, 2), e quindi sono nulle le
quattro derivate seconde di A fatte rispetto ai moltiplicatori A; e As.

Si puo ora vedere che nei minori di guida (sempre e solo di Nord-Ovest) i primi quattro (e
quattro ¢ il doppio di due, il numero dei wvincoli) o sono nulli
(|H;| =0, |Hz| =0, |H3| = 0) o hanno segno costante (|Hs| < 0), per cui il segno di d*A
coincide con quello di ‘E5 , il determinante della matrice Hessiana orlata. Vale quindi il
Teorema 31 : Sia (z, Yo, 20, A}, A) soluzione del sistema VA(z,y, 2, A1, \2) = 0. Allora

- (‘Eg) (A(:Uo,yo, 20, AY, )\g))‘ >0< d?A > O) = (20, Y0, 20) € punto di minimo vincolato;
- (‘ﬁ5 (A(mo,yo, 20, AV, )\8))‘ <0&dA < 0) = (x0, Y0, 20) € punto di massimo vincolato.
Nulla si pud concludere se risulta |H; (A (20, yo, 20, AT, A9)) | = 0, in quanto (g, yo, z0) pud
essere punto di massimo, di minimo oppure di flesso.

Occorrono al solito analisi di tipo diverso per stabilire la natura del punto.

Da quanto visto nei tre casi trattati, emergono le seguenti considerazioni:

- occorre costruire la matrice Hessiana orlata, costituita dalle derivate seconde della Lagran-
giana fatte sia rispetto ai moltiplicatori che rispetto alle variabili;

- si devono esaminare i segni solo dei minori di guida di Nord-Ovest, scartandone un numero
di iniziali pari al doppio del numero dei vincoli; il numero dei minori di guida di cui studiare
il segno coincide con il numero delle variabili che rimangono indipendenti, sottratte quelle di-
pendenti implicitamente dai vincoli,

- per i minori di guida rimanenti valgono, per individuare un minimo o un massimo, due se-
quenze di segni che coincidono con quelle degli estremi liberi se il numero dei vincoli € pari,
oppure, nel caso di un numero di vincoli dispari, hanno segni opposti alle precedenti;

- ogni sequenza che non sia una delle due descritte porta a concludere che il punto ¢ di flesso
o di sella;

- se tra 1 minori di guida significativi ve ne fosse anche uno solo uguale a zero, nulla si puo
concludere sulla natura del punto.

Max/min f(x1, xo, ..., Ty,

Passiamo quindi al caso generale, cio¢ al problema v 92(T1, oy ooy Ty) =

La matrice Hessiana orlata, quadrata di ordine m + n, risulta uguale a:
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! !
0 ... 0 gn - Y
. 0 0 g/ g/
_ e 1 e
H(A(l’l,l‘g,...,xn,)\l,AQ,...,)\m)) = ’ ’ T;l, n;;n 5
g1 - 9m 11 - in
/ ! " "
9in <+ Ymn nl e Ann
LR / 891' " 82A \ X
Ve, vita, L= : . U .
dove, per brevita, si € posto i e A € 0 essere cosi rappresentata:

8{1?j i = 8% 8azj

0 8(917927"'79m)
— 6(3:1,:1:2,...,:5”)

H(A(l’l,l‘g,...,xn,)\l,AQ,...,)\m)) = T
( 8(91792: agm) ) H(A(l’l,xg, 79371))

8(:111,132, ,Jin)
Come si vede, la matrice Hessiana orlata puo essere scomposta in quattro blocchi. Il blocco in
alto a sinistra ¢ una matrice nulla m x m, costituita dalle derivate della Lagrangiana fatte
ambedue le volte rispetto ai moltiplicatori e quindi nulle. In alto a destra e in basso a sinistra
ci sono le derivate della Lagrangiana ottenute derivando una volta rispetto ad un
moltiplicatore ed una volta rispetto ad una variabile; anche queste costituiscono I'orlo,
completato con lo Jacobiano dei vincoli, matrice m x n, in alto come righe e sulla sinistra,
trasposto, come colonne. Il blocco rimanente n x n, in basso a destra, ¢ 1'Hessiana della
Lagrangiana fatta rispetto alle variabili x;. Vale allora il seguente
Teorema 32 : Sia (2!, 29, ...,29, A% A9, ..., \Y ) soluzione del sistema :
VA(.Tl, Ly eeey Ly )\1, )\2, cees )\m) = 0. Allora

- ({ (2_ i) ) !HZQA)‘ i 0 & d?A > O) = (29,29, ...,2%) & punto di minimo vincolato;
m <i<m+n

_qymti |
- <{ <2 :_)1 - ‘EZ(A)J- >0 4 A < O) = (29,29, ...,2%) & punto di massimo vincolato.
m <i<m+n

Nulla si puo concludere se anche uno solo dei minori di guida significativi fosse nullo.

Se i vincoli sono in numero pari, zero compreso, una sequenza di segni tutti positivi indica un
punto di minimo, mentre una sequenza di segni alterni, a partire dal negativo, indica un punto
di massimo.

Se i vincoli sono in numero dispari una sequenza di segni tutti negativi indica un punto di mi-
nimo, mentre una sequenza di segni alterni, a partire dal positivo, indica un punto di massimo.
Ogni sequenza che non ricada in quelle descritte indica un punto di flesso o un punto di sella.
La condizione 2m + 1 <7 < m + n esprime il fatto che si devono considerare solo i minori
di Nord-Ovest significativi, ottenuti scartando 1 primi 2m, un numero pari al doppio dei vin-
coli, iniziando quindi da quello di ordine 2m + 1. Cambiare o non cambiare i segni della se-
quenza dei minori di guida significativi ¢ il ruolo del fattore ( — 1)™.

Dato che m < n, ci saranno (m+n)—2m =n —m minori di guida significativi; se
m = 1, ovvero se ¢'¢ un solo vincolo, ci sara da esaminare il segno di n — 1 minori di guida;
se invece m = n — 1, che ¢ il massimo numero possibile di vincoli, ci sara da esaminare il
segno di un solo minore, che sara il determinante della matrice Hessiana orlata.

Dato che ogni vincolo, esplicitamente o implicitamente, rende una variabile dipendente, il nu-
mero di minori di guida di cui studiare il segno coincide sempre con il numero delle variabili
che rimangono indipendenti.

E' opportuno rimarcare infine che non esiste una condizione del II ordine basata sugli autova-
lori della matrice Hessiana orlata.
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Max/min f(z,y) = 223 + 3y

sv.iglz,y) =22 +y*=1 "~

Sia f(z,y) che g(x,y) sono polinomi, ¢ quindi funzioni differenziabili infinite volte. Risulta
poi Vyg(z,y) = (2z,2y) = 0 < (z,y) = (0,0); ma (0,0) non soddisfa 1'equazione del vin-
colo, e quindi sono soddisfatte le ipotesi del Teorema 27. Formiamo allora la Lagrangiana ed
avremo: A(z,y,\) = 22° + 3y — A (m2 + 9% — 1) e imponiamo VA = 0, ottenendo:

Esempio 79 : Studiamo il problema {

N=0= 62"~ 2w =23z -N)=0 [0, = z =0
A, =0=3-2\y=0 = )\:2_ = )\:%e )\:_%
\=0=a224+y =1 y:ﬂy y=1 y=—1
( A ( A
=2 r=2 A
3 3 w—g
3 3 .
oppure { Yy = — = Y= — = _ 3 da cui si ha:
, 2\ 42/\ ) Yy=353
A 9 AN + 81 — 36\ 2
—t+ =1 =0 2X2—9)" =0
§9+42 ; . 362 ( )
xr = % e T = — % Si sono quindi ottenuti quattro punti: P; = (0,1, 5) ,
— 1 = L
y_\/i Y= >

Passiamo alle condizioni del II ordine. Formiamo ['Hessiana orlata ed avremo:

0 2x 2y
H(A(z,y,A\)) = || 22 122—-2\ 0 e studiamola nei punti trovati. Sara:
2% 0 — 2\
0 O 2
|H(A(Py))|={0 —3 0 |=2-6=12> 0, percuiP; & un punto di massimo;
2 0 -3
0 0 =2
[H(A(P2))|=| 0 3 0 |=—2-6= —12<0,per cui P, ¢ un punto di minimo;
-2 0 3
0 V2 V2 0 V2 o V2
IH(A(P3))| = | /2 32 0 =| 0 3y2 32 |=0, per cui non si pud

V20 =32 V2 o0 =32

0 V2 -2 0 —V2 -2
HAP))|=|-v2 —3y2 0 |=| 0 =32 —3y2|=0, per cui
-v2 0 32 -v2 0 3v/2

non si puo decidere nulla.

Visto che il vincolo rappresenta la circonferenza trigonometrica, per risolvere i due casi rima-

= t .
TS 4 avremo: f(t) = 2cos®t 4 3sent . Risulta:
y = sent

f'(t) = 6cos’t - (—sent) +3cost = 3cost- (1 —2sentcost) = 3cost- (1 —sen2t) >0
quando cost > 0 dato che sen2t < 1, V¢.

3
Quindi f/(t) >0 per 0 <t < g e per g <t <2r.

decidere nulla;

nenti proviamo la sostituzione {
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2T

1 ¢ 1 1 . d ; T tre il ¢ 1 1 .
punto —, —F—= corrisponde a vt = — , mentre 1l punto -, — —F—= corrispon-
NERVE 1 2~

5%s . .. g
deat= T e, come si vede dall'analisi della crescenza, sono ambedue punti di flesso € non

di massimo o di minimo. Dato che i1 punti della circonferenza formano un insieme limitato e
chiuso, ¢ dato che la funzione f(x,y) ¢ continua, i punti P; e Py sono rispettivamente il punto
di massimo e quello di minimo, non solo relativi, ma pure assoluti.

Max/min f(z,y,2) =x +y— 2z
sv.iglz,y,2) =2 +1y> —2=0"
Sia f(x,y, z) che g(x,y, z) sono polinomi, ¢ quindi funzioni differenziabili infinite volte. Ri-
sulta poi Vg(z,y,2) = (2z,2y, — 1) # O V(x,y, z); quindi sono soddisfatte le ipotesi del
Teorema 27. Formiamo allora la Lagrangiana ed avremo:
ANz, y,z,\) =z +y—22— A (x2 + 97 — z) e imponiamo VA = 0, ottenendo:

(

Esempio 80 : Studiamo il problema {

1
AN =0=1-2\z=0 T=oN T
A;:0:>1—2)\y:0 _i_l O quindi | 0 stazi .
A Z0= —2+A=0 = ¥=55y =7 - C¢quindiun solo punto stazionario
L=0=z2z—-22—y*=0 A=2
lz=2"+y2 =4
laL i P 1112 Sara poi
er la Lagrangiana: Py = | =, —, =, 2 ] . Sara poi:
p g g1 0 474787 p
0 20 2 -1 o 3 3 -1
— 2z -2\ 0 0 — -4 0 0
= e 2
H(A) % 0 o 0 e H(A(Py)) ! o —4 ol della
-1 0 0 0 -1 0 0 0
quale dobbiamo calcolare due minori: |[Hj| e |H,|, ed avremo:
1 1 1 1
_ 0 2 2 0 5 3]
[Hs;(A(Py))| =[5 —4 0 |[=|0 —4 4 :5-(2+2):2>0,e
1o —4 |3 0 -4
1 1
0 2 » 1 1 I
— 1 —4 0 0 2 2
[HL(A(Pg))| =| 2 A =11 -4 0 0 |=-16<0
: 0 -4 0 0 —4 0
—1 0 0 0

Da |H;3(A(Py))| > 0 e |H4(A(Py))| < 0 segue che Py ¢ punto di massimo.

Si poteva anche ottenere lo stesso risultato in un modo piu rapido, dato che il vincolo permet-
te, da z° + y2 — 2z =0, di esplicitare z come z = 2 + y2 , per cui, sostituendo, otteniamo:

f (x, Y,z + y2) =z 4y — 222 — 2y . Possiamo cercare allora i massimi e minimi liberi di
questa funzione di due variabili. Il vincolo ¢ soddisfatto in quanto riportato nella sostituzione.
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1
[ fi=1-42=0 =7 s 5 1 —
Avremoallora.{ ;:1—4y:0:> 1 > z=2"+y —g.SarapOL
Y=
H(f) = H _04 _04H = H(f(P)) dacui [Hy| = —4 < 0e|Hy| =16 > 0, per cui il pun-
1 1Y) . . 9 . 9 o 111 \ )
to P = 11 ¢ un massimo per f(z,y,z* + y°) e quindi Py = Z’Z’g’Q ¢ un massi-

mo vincolato per f(x,y, z).

Max/min f(z,y,z) =y — 2
V. : {g(az,y,z) :£E2+y2 =1
T A(z,y,2) =20 —2y—2=0
Risolviamo questo problema in tre modi diversi, raggiungendo ovviamente gli stessi risultati.
Cominciamo utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e costruiamo la funzione
Lagrangiana dopo aver controllato che sono soddisfatte tutte le ipotesi. Sono chiaramente dif-
(g, h) 2r 2y 0
a(x,y, z) 2 -2 -1
La caratteristica dello Jacobiano sara pari a 1 solo se * = y = 0, ma tale punto non soddisfa
il primo vincolo, e quindi tutte le ipotesi sono soddisfatte.
Risulta A(z,y,2, A1, X)) =2y —2— A (2 + 3> —1) — X (22 — 2y — 2).
A;:0=>y—2)\1$—2)\220
A, =0=2-2My+2X=0
AL=0= —-1+X=0
N=0=2"+y =1
A,=0=2r-2y—2=0
(y+2x)(1—=2X\)=0
x—2My+2X =0

Esempio 81 : Studiamo il problema

ferenziabili sia la funzione obiettivo che i vincoli. Poi

Poniamo VA = 0 ed abbiamo: . Sommando la prima e la

seconda equazione si ottiene il sistema: ¢ A2 =1 e quindi i due sistemi:
20 =2y — 2 =10
((y+z)=0 1-2\ =0
r—2My+2X =0 rT—2My+2X =0
(=1 e =1 . Per il primo abbiamo:
20 -2y —z=0 20 — 2y — z =
> ( 1 ( 1
A _2-y 1 1
YTy M=v2—3 M= V23
. Ay =1 =q =1 e =1 . Per il secondo:
_ 1 - 1
v =3 Y= VT TR
(2= —4y z:—2\/§ [ 2 =22
)\1:% )\1:%
rT—y+2= y=x+2
Ay =1 =4 =1 . La quarta equazione non ha perd soluzioni reali.
P +yP=1 2+ (z+2)7° =1
z=2r — 2y z=2x — 2y

Ci sono quindi per la Lagrangiana due soli punti stazionari:



Py = “2V2V2- L) e b= m - m2v2 V2
\/_ f V22 2
0 0 2z 2y 0
0o 0 2 -2 -1
Costruiamo 1'Hessiana orlata: H(A) = ||22 2  —2)\ 1 0 ||. Essendoci
2% -2 1 —2) 0
0 -1 0 0 0

due vincoli, sono inutili i primi quattro minori di guida di Nord-Ovest, per cui basta calcolare
il determinante della matrice: |H(A)|. Avremo:

0 0 —2 V2 0
0 0 2 S |
HAP))|=| -v2 2 1-2V2 1 0
V2o =2 1 1-2y/2 0
0 0

0o -1 0
0 -v2 V2 0 —vV2 V2
=1-(=1)-| -2 1-22 1 |=-]0 2-2V2 2-22|=

V2 1 1—2v/2 V2 1 1-2v/2

= — \/_ [ -2 2(2 -2 2)] ( \/5) < 0, quindi P; ¢ un punto di massimo;

0 0 V2 ~-v2 o0

0 0 2 —2 -1
HA@P))| =] 2 2 1422 1 0 |=

~V2 =2 1 1+2v2 0

0o -1 0 0

0 V2 — /2 0 V2 — /2
=1-(=1)-] /2 1422 1 =—| 0 242V2 2+2V/2|=

—/2 1 1+2V/2 — V2 1 1422

— V2. [2\/5(2 n 2\/5)] - 8(1 n \/§> > 0, quindi P, & un punto di minimo.

Questo problema si puo risolvere in un secondo modo.

Dal vincolo 2z — 2y — z = 0 esplicitiamo la variable z : z = 22 — 2y e sostituiamola nel-
l'espressione della funzione ottenendo: f(x,y,z) = f(z,y,2x — 2y) = xy — 2x + 2y.
Max/min f(z,y) = zy — 2z + 2y
sv.iglz,y) =22 +9y* =1

que una ricerca di estremi per una funzione di una sola variabile.
Formiamo la Lagrangiana: A(z,y,\) = zy — 2z + 2y — A (2 +y* — 1) eposto VA =0,
otteniamo, sommando la prima con la seconda equazione:

Possiamo ora risolvere il problema { , che rimane comun-

AN.=0=y—2-2\x=0 (y+z)(1—2)\) =
A; =0=>z+2-2y=0={2+2-2\y=0 che si scinde nei due sistemi:
L=0=a22+12=1 ?+yt=1

2 —
)\:Wy: )\:f—%e A= — f—%oppure

DN
Qtw
I
—_
N
I
S
<
I
|
E\H
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1 1
=1 A= L
2 2
r+2—-y=0=>qr=y—2 che non ha pero soluzioni.
2?2+t =1 V4+4—4dy+yP =1

Abbiamo quindi due punti stazionari:

Calcoliamo 1'Hessiana orlata ed avremo:

o 0 2z 2y
H(A(z,y,\)) = || 22— 2A 1 e studiamola nei punti trovati. Sara:
2y 1 — 2\

0 -v2 V2 0 —v2 V2
H(AP))| =] — /2 1-2/2 1 |=|0 2-2V2 2-2/2|=

V2 1 1—2v/2 V2 1 1-2v/2

= \/5 (8 — 4\/5) > 0, per cui P; ¢ un punto di massimo; ricaviamo poi z = — 2\/5;
0 V2o -2 0 V2o -2
HAP))| =] V2 1+2V2 1 |=| 0 2+2/2 2+2/2|=
—V/2 1 1+2V/2 —V2 1 1422

= — \/5 (8 + 4\/5) < 0, per cui Py ¢ un punto di minimo; ricaviamo poi z = 2\/5.

Ovviamente i risultati coincidono con quelli trovati precedentemente.

Risolviamo infine il problema in un terzo modo.
Max/min f(z,y) = xy — 2z + 2y
sv.:ig(x,y) =22+ =1 ’

T = cost . dalla
nt

quale otteniamo: f(xz(t),y(t), z(x(t),y(t))) = F(t) = sentcost — 2cost + 2sent. Quindi:
F'(t) = cos®t —sen®t + 2sent + 2cost = (sent + cost)(cost — sent + 2).
Dato che cost —sent +2 > 0,Vt,sara F'(t) > 0 per cost > — sent, che risulta verifica-

Dopo aver esplicitato z, riprendiamo il problema { e da-

to che il vincolo ¢ costituito dalla circonferenza trigonometrica, poniamo {

taper 0 <t < 171’ e per Zﬂ' <t<27m.Quindiin t = Zﬂ' c'¢ un punto di massimo, mentre

3 1
T=CoS—-T= ——=
. a . 3 . 4 V2
m t= Zﬂ' c'¢ un punto di minimo. Per ¢ = —m otteniamo 1 R
y=sen-—-mT=——
4 \/5
7 1
T=COS—-T=—=
T 4 /2
mentre per t = 1" si ha 1 -

y:senzw: \/5

Si ricava poi z come fatto in precedenza.

Ci sarebbe anche una quarta procedura, che prevede di esplicitare la y dalla 2> + 3* = 1, per
portare il problema alla ricerca di estremi liberi di una funzione di una sola variabile; si ottie-

ne perd y = £/ 1 — 22, e sia il tipo di espressione che il dover risolvere due volte il proble-
ma rendono sicuramente non molto conveniente quest'ultima procedura.
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MASSIMI E MINIMI CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA

Max/min f(x1, z2, ..., Ty)

s.V.: gi(T1, 2, .. @y) 0,1 <d <m”

Posto X = (z1,x9,...,x,), sia &€ C R" l'insieme nel quale sono soddisfatte contemporanea-
mente le m disequazioni g;(X) < 0; £ viene detto regione ammissibile ¢ costituisce un sot-
toinsieme chiuso (limitato o illimitato) di R". Cercare massimi ¢ minimi di f(X) in £ vuol
dire allora cercare gli estremi che si trovano all'interno di £ (Vi : g;(X) < 0) e quelli che si
trovano sulla frontiera di £ (3¢ : ¢;(X) =0). La ricerca nei punti interni corrisponde al
problema degli estremi liberi, quella nei punti di frontiera alla ricerca di estremi con vincoli di
uguaglianza, ovvero i due problemi che sono gia stati trattati.

Per descrivere la regione £ con vincoli di disuguaglianza si possono avere piu vincoli di quan-
te sono le variabili della funzione obiettivo; non vale quindi piu la regola m < n.
Definizione 48 : Nel punto X, € £ il vincolo g;(X) si dice:

- soddisfatto, se ¢;(X() <O0;

- attivo, se ¢;(Xy) =0.

In un punto X, € £ tutti i vincoli devono risultare comunque soddisfatti, qualcuno (anche
tutti oppure nessuno) puo risultare attivo.

Cominciamo allora a costruire quelle che vengono solitamente dette condizioni di Kuhn-Tuc-
ker, che rappresentano la forma piu generale delle condizioni del I ordine, e sono quindi con-
dizioni necessarie, per la ricerca degli estremi. Per arrivare all'enunciato finale occorre fare
anzitutto due scelte: per prima cosa si sceglie di ricercare i punti di massimo. Quelli di
minimo sono collegabili a quelli di massimo, wuna volta notato che
min(f(z)) = —max( — f(z)). Sisceglie poi di scrivere i vincoli, come fatto in precedenza,
nella forma ¢(X) < 0; scriverli nella forma A(X) = — g(X) > 0 porta alla determinazione
dello stesso insieme &£, ma ad una diversa formulazione delle condizioni di Kuhn-Tucker.

Per quanto visto in precedenza, determinare estremi con vincoli di uguaglianza porta ad im-
porre le condizioni del I ordine non sulla funzione obiettivo, ma sulla Lagrangiana:

A Aoy A) = F(X) =) X gi(X).
1=1

Riprendiamo questa stessa funzione ed osserviamo che, se il punto X, € £, ipotetica soluzio-
ne del problema, fosse interno rispetto al vincolo g (X), ovvero se fosse g (Xy) < 0, rispetto
a tale vincolo ¢ come se si cercassero gli estremi liberi, e quindi basta prendere A\, = 0. Se
invece il vincolo fosse attivo in X, ovvero se risultasse gx(Xg) = 0, allora ¢ come trattare un
problema di estremi con vincoli di uguaglianza.
L'espressione della funzione Lagrangiana consente quindi di condurre la ricerca degli estremi
sia all'interno che sulla frontiera di £; basta azzerare o non azzerare gli opportuni moltiplica-
tori, vedendo quali vincoli sono attivi in X.
Quindi la prima condizione da imporre sara che risulti VA = O, nell'ipotesi che X, sia un
punto di massimo, avendo posto per ipotesi che le funzioni f(X) e ¢;(X), 1 <i < m, siano
differenziabili in €. Nelle condizioni del I ordine vanno rispettati anche i vincoli, che si
possono ottenere come derivate della Lagrangiana rispetto ai moltiplicatori. Essendo
g;} = — g;(X), dovremo imporre ViR 9:(X) > 0 affinche il vincolo sia soddisfatto.

13 (3
La richiesta della differenziabilita su f(X) e g;(X) non esaurisce il quadro delle ipotesi, che
verranno completate nel seguito. Enunciamo per il momento il
Teorema 33 (di Kuhn-Tucker) : Sia X soluzione del problema :

{Max f(x1, 29, ..., zp)

Passiamo infine a trattare problemi del tipo {

s.v.: gi(T1, 29, .00y xy) <07
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ovvero sia punto di massimo per f(X) sotto ai vincoli ¢;(X) <0, 1 <i<m. Siano f(X) e
9:(X) differenziabili in £ e siano, nel punto X, i vincoli qualiﬁcati Allora esiste un vettore

(
8A(X0) 8f XO 897 Xo .
1< <
ox; ox; ZA ox; =t=n
A= (A1, Aoy oo An) tale che: < gﬁ = (o) > 0 L <i<m:
[ A >0 1<i<m

Cosa significhi "vincoli qualificati in X" verra spiegato nel seguito, quando completeremo le

ipotesi del Teorema 33.
OAN(Xp)

6:1%

glianza, cosi come le seconde:

Le prime condizioni: = 0 ricalcano quanto gia visto a proposito dei vincoli di ugua-

o — gi(Xp) > 0 ribadiscono la necessita che i vincoli

vengano soddisfatti. Vediamo la terza condizione: J; - ¢;(X(y) = 0. Dovendosi annullare un

prodotto, dovra essere nullo o il primo o il secondo fattore. Se fosse \; # 0, dovra allora ri-

sultare ¢;(Xy) = 0, ovvero il vincolo g; ¢ attivo in X, ed ¢ come condurre una ricerca di e-

stremi con vincoli di uguaglianza. Se fosse ¢;(X() # 0 dovra risultare A\; = 0, ovvero il

punto X, ¢ interno rispetto al vincolo g;, e rispetto a quel vincolo ¢ come condurre una ricerca

di estremi liberi, quindi nella Lagrangiana non compare tale vincolo, e quindi A; = 0. Nel

punto X potrebbe anche risultare \; = g;(Xy) = 0, e questo dipende dal fatto che un estre-

mo vincolato puo coincidere con un estremo libero, circostanza che si verifica quando le coor-

dinate dell'estremo libero soddisfano anche il vincolo. La terza condizione quindi esprime il

fatto che la ricerca degli estremi si svolge sia nei punti interni che in quelli di frontiera, e

quindi in tutto £.

Dal punto di vista operativo la terza condizione ¢ quella che ci dice come impostare i calcoli,
AX) 0 OA(X)
8$2' N © 8)\]

possibili combinazioni ottenute imponendo ciascuno dei moltiplicatori A; uguale o diverso da

zero. Se, ad esempio, avessimo due vincoli e quindi due moltiplicatori, A; € A2, dovremo
imporre quattro sistemi, quelli corrispondenti ai casi: (A\; =0e Ay =0), (A; #0e Xy =0),

(A =0e Xy #0) edinfine (A # 0 e Ay # 0). Con tre vincoli i casi divengono 8 ecc. ecc..

Mar e

ovvero si devono imporre le equazioni = 0 per ciascuna delle 2™

Vil Xn)

Veniamo alla quarta ed ultima condizione, che vedremo dipendere strettamente dal segno dei
vincoli (abbiamo scelto il negativo) ed al tipo di estremo che cerchiamo (abbiamo scelto di
cercare i punti di massimo). Partendo dalla g;(X) = 0 abbiamo visto che Vg;(X) risulta per-
pendicolare al vettore tangente al vincolo in X,. Dato poi che il gradiente esprime la direzione
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di massimo accrescimento, essendo £ caratterizzata da valori negativi per il vincolo g;(X), l'e-
sterno, ovvero il complementare di &£, ¢ caratterizzato da valori positivi per g;(X), da cui ne
consegue che il gradiente Vg;(X,) non puo che essere orientato verso l'esterno di £, come il-
lustrato nella figura, che ¢ basata, come caso particolare, su di un solo vincolo.

Supponiamo che X sia punto di massimo e che in X il vincolo g;(X) sia attivo: ¢;(Xy) = 0.
Abbiamo visto che Vg;(Xy) si dirige verso l'esterno. Il gradiente V f(X,) della funzione nel
punto, che nella figura, per una migliore lettura, ¢ stato traslato sulla superficie, non puo che
dirigersi anch'esso verso l'esterno, in quanto indica la direzione di massima crescita; se si diri-
gesse verso l'interno, partendo dal punto di massimo, indicherebbe invece una decrescita nei
valori della funzione. Dalla teoria degli estremi con vincoli di uguaglianza sappiamo che, in
un punto che risulti soluzione di un problema di estremo, il gradiente della funzione obiettivo
deve risultare una combinazione lineare dei gradienti dei vincoli: V f(Xy) = \; Vg;(Xy). Si
¢ poi visto che Vf(Xy) e Vg;(Xy) devono dirigersi dalla stessa parte: le due richieste sono
entrambe soddisfatte se A\; > 0.

Vale un Teorema (Farkas) che estende questa proprieta al caso in cui risultino piu vincoli

contemporaneamente attivi in Xo: V f(X() = Z A Vgi(Xp) . Ogni \; deve risultare non ne-
i1
gativo affinche V f(X) si diriga verso l'esterno, come fanno i gradienti Vg;(Xy).

Vgi(¥g)

£ Xy

Se, sempre mantenendo i vincoli nella forma g¢;(X) <0, si fosse ricercato il punto di
minimo, e se questo punto si fosse trovato sul vincolo, g;(Xy) = 0, come si vede nella figura,
il gradiente V f(X,) deve ora dirigersi verso l'interno, dove la funzione assume valori
maggiori rispetto al minimo. Ma allora dovra risultare \; < 0, dato che V f(Xy) e Vg;(Xy)
non sono orientati dalla stessa parte, andando il primo verso l'interno ed il secondo verso
l'esterno. La ricerca del minimo porta a richiedere moltiplicatori non positivi, lasciando
invece inalterate le prime tre condizioni del Teorema 33.

Se i vincoli fossero stati espressi nella forma g¢;(X) > 0, le precedenti richieste sul segno dei
moltiplicatori per un punto di massimo e per un punto di minimo sarebbero risultate invertite.
Il segno (non negativo) dei moltiplicatori per un punto di massimo con vincoli ¢;(X) <0 ¢&
quindi lo stesso di quello per un punto di minimo con vincoli g;(X) > 0.

QUALIFICAZIONE DEI VINCOLI

Completiamo infine la parte mancante riguardo alle ipotesi dove si chiede, per la validita delle
condizioni di Kuhn-Tucker, che i vincoli siano qualificati nel punto X,. Dallo studio del se-
gno dei moltiplicatori A; al fine di chiarire la natura del punto che si sta esaminando, emerge
una necessita, ovvero che si possa stabilire con chiarezza la direzione del V f(X) in
relazione alle direzioni dei gradienti dei vincoli. Questo problema viene detto "qualificazione
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dei vincoli" in X. Per arrivare a descrivere questo concetto occorrono alcune definizioni, la
prima delle quali ¢ quella di direzione ammissibile:

Definizione 49 : Il vettore v € R" ¢ detto una direzione ammissibile in X, per £ se esiste
una curva, t — r(t) € R", tale che:

1) r(0) = Xy

2) 7'(0) = v;

3) Je:r(t) € E,VE e [0,e] .

Esiste cio¢ almeno un tratto, per quanto piccolo, di curva continua che parte da X, ed entra in
&: la direzione ammissibile v ¢ la tangente in X a tale curva.

Questa definizione riguarda nella pratica i punti che stanno sulla frontiera di £, ovvero i punti
nei quali almeno un vincolo ¢ attivo. Se X ¢ interno ad &£, ogni direzione risulta ammissibile.
Le direzioni ammissibili in X per £ sono quelle che, partendo da X, vanno dentro alla regio-
ne ammissibile £, o che sono, come caso limite, tangenziali ad £.

Definizione 50 : Si dice cono un insieme A C R" taleche: X € A= k- X e A VkeR.

Si dice cono positivo un insieme A C R" taleche: X e A= k- X e AVEeR, .

Le direzioni ammissibili in X per & costituiscono un cono positivo: I'(Xp).

Per stabilire la natura del punto X, abbiamo visto che ¢ necessario, nell'impostazione scelta,
che V f(X) si diriga verso l'esterno di &, dalla stessa parte dei Vg;(Xy). Occorre allora stu-
diare quelle direzioni v che diremo "retroverse" rispetto a Vg;(Xy), ovvero le direzioni per le
quali Vg;(Xp)-v<0.

Essendo Vg;(Xy) -v={Vgi(Xo)] - ||v| - cosa, sara Vg;(Xp) - v < 0se g <a<m.

Le direzioni ammissibili da X, per £ e le direzioni retroverse rispetto ai Vg;(Xy) dovranno ri-
sultare le stesse direzioni affinché l'analisi del V f(X) risulti fondata.
Si considerino tutti i vincoli attivi in Xg : ¢;(Xo) = 0. Con I" (X,) si indica il cono delle di-
rizioni retroverse in X rispetto ai gradienti dei vincoli attivi in X, ovvero:

I'(Xp) ={veR": Vgi(Xp) - v < 0; g;(Xo) = 0}
In generale, come vedremo negli esempi, risulta I'(X;) C T (Xp) . Diamo ora la
Definizione 51 : Si dice che i vincoli sono qualificati in X se risulta I'(Xo) = I" (Xo), ov-
vero direzioni ammissibili e direzioni retroverse rispetto ai gradienti dei vincoli attivi formano
lo stesso cono.
E' questa la condizione che va aggiunta alla differenziabilita di f e delle g; per la validita
delle condizioni di Kuhn-Tucker per un punto di massimo o di minimo.

Esempio 82 : Consideriamo come regione ammissibile £ quella data dai due vincoli:
{gl(x,y) =2’ -y <0

gr,y) =y—2+2> <0’
I due vincoli sono attivi contemporaneamente nei punti (1,1) e ( — 1, 1). Costruiamo '(1,1).
Per fare questo troviamo l'equazione della tangente alle curve gy =22 e go 1 y =2 — 2°.
Per la prima, rt;, avremo y = 2x — 1 mentre per la seconda, rty, y = — 2x + 3.
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rio
g212,y) Taa(Xq)
£
Xp
a1iz,y) Vg1(Xn)
riy
-1 1

Sia poi v = (v1,v2). Per andare da (1,1) verso £ dovra essere v; < 0, per spostarsi sulla
sinistra; l'incremento sulle ordinate dovra essere compreso tra quelli espressi dalle due
tangenti trovate, ovvero dovra essere: 2v; < vy < — 2vy (v1 < 0 !!) e quindi sara:

I'(1,1) = {(vi,v2) € R* 1 vy < 0,20y < vy < — 203 } . Determiniamo poi T (1,1).
Da gi(z,y) = 2° — y segue Vgi(z,y) = (2z, — 1) e quindi Vg(1,1) = (2, — 1).
Da gy(z,y) =y — 2 + 2° segue Vgs(z,y) = (22,1) e quindi Vgy(1,1) = (2,1).
Troviamo le direzioni retroverse ad ambedue i gradienti. Sara:

Va1 (1,1) - (v1,v9) = (2, — 1) - (v1,v9) = 201 — v9 < 0 per vo > 201, mentre

Vgg(l, 1) : (Ul,vg) = (2, 1) : (Ul,vg) = 21)1 =+ V9 S 0 per vg S - 21)1 , € quindi:

2v; < vy < — 2vyp, e questa doppia disequazione implica anche v; < 0.
Quindi T* (1,1) = {(vi,v0) € R? : vy < 0,20, <wy < —2v0;} = I'(1,1).
I vincoli sono quindi qualificati nel punto (1,1). Si pud vedere in maniera simile che questo
accade anche nel punto ( — 1,1), dove:

T'(-1,1)= {(vi,v2) ER* 10y >0, —2vy <wy <2y} =I(—1,1).

g,y =y—2°<0
gQ(xay):_ygo .
Nel punto (0.0) sono attivi ambedue i vincoli. Dato che g; : 4y = z* ha in (0, 0) per tangente
l'asse x, l'unica direzione ammissibile da (0,0) per £ ¢ quella del semiasse positivo delle z,
per cui: I"(0,0) = {(vi,v2) € R®: v; > 0,v, = 0} . Determiniamo poi T (0,0).

Da gi(z,y) =y — 2° segue Vgi(z,y) = (—32°,1) equindi Vg;(0,0) = (0,1).

Da gy(z,y) = —y segue Vgo(x,y) = (0, — 1) e quindi Vg2(0,0) = (0, — 1).

Troviamo le direzioni retroverse ad ambedue i gradienti. Sara:

V§1(0,0) - (v1,v2) = (0,1) - (v1,v2) = v2 <0, mentre

Vg2(0,0) - (v1,v9) = (0, — 1) - (v1,v9) = — vy < 0 ovvero v > 0, ¢ quindi: vo = 0.

Esempio 83 : Sia la regione ammissibile £ data dai due vincoli {

Quindi I’ (0,0) = {(vi,v2) € R* : v, = 0,V v }, ovvero tutto l'asse z. In questo caso quin-
di risulta I"(0,0) c T (0,0) e non I'(0,0) = T" (0,0), per cui in (0,0) i vincoli non sono
qualificati.
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gi(@y)=y—2’<0
Esempio 84 : Sia la regione ammissibile £ data dai tre vincoli ¢ go(z,y) = —y <0
gs(x,y) = —x <0
La regione &£ ¢ esattamente la stessa dell'esempio precedente, anche se caratterizzata da un
vincolo ulteriore: g3(z,y) = — x. Essendo anche questo attivo in (0,0), rimanendo validi
sia i ragionamenti che i calcoli svolti nell'esempio precedente, rimane inalterato I"(0,0)
mentre dobbiamo rideterminare I° (0,0), alla luce della presenza dell'ulteriore vincolo.
Da g3(x,y) = — = segue Vgs(z,y) = (—1,0) e quindi Vg3(0,0) = (— 1,0). Per cui:
Vg3(0,0) - (v1,v9) = (—1,0) - (v1,v2) = — vy <0 per v; > 0, e questa, assieme alle due
gia trovate, ci da: 1'(0,0) = {(vi,v2) € R* 1 vy > 0,05 =0} = T (0,0).
Con la caratterizzazione operata dal terzo vincolo, abbiamo ora che i vincoli risultano qualifi-
cati in (0, 0). La qualificazione dei vincoli in un punto dipende non solo dalla forma della re-
gione £ ma anche dai vincoli che la descrivono. La stessa regione descritta da vincoli diffe-
renti puod avere vincoli che risultano qualificati in un punto mentre prima non lo erano.

Esistono inoltre alcune condizioni sufficienti a garantire la qualificazione dei vincoli in un da-
to punto. La piu pratica dal punto di vista operativo ¢ sancita dal seguente:

Teorema 34 : Se i vettori Vg,;(X) dei vincoli attivi in X sono linearmente indipendenti, al-
lora 1 vincoli sono qualificati in X.

Questa condizione ¢ comunque sufficiente, € non necessaria, per la qualificazione dei vincoli.

gi(z,y) =2 —y <0
@r,y)=y—2+2><0"

_1‘:47&0,igra—

Esempio 85 : Riprendiamo la regione £ data dai due vincoli {

Risulta Vg1(1,1) = (2, — 1) e Vgo(1,1) = (2,1), ed essendo 5 1

dienti sono indipendenti ed i vincoli sono qualificati.

Esempio 86 : Consideriamo la regione £ data dai due vincoli { iz

La regione ¢ rappresentata scurita nella figura:

Le direzioni ammissibili nel punto (0,0) per &, sia sulla sinistra che sulla destra, sono costi-
tuite dall'asse x, che risulta retta tangente nel punto (0, 0) sia al vicolo g; : y = x* che al vin-
colo go : y = 2*. Sara quindi I"(0,0) = {(vi,v2) € R : vy =0,V v, }.

Da gi(z,y) = z* — y segue Vgi(z,y) = (3z°, — 1) equindi Vgi(0,0) = (0, —1).

Da gy(x,y) = y — 2* segue Vga(z,y) = (— 2x,1) e quindi Vgy(0,0) = (0,1).

Troviamo le direzioni retroverse ad ambedue i gradienti. Sara:

Vg1(0,0) - (vg,v9) = (0, — 1) - (v,v2) = — vy <0 per vy > 0, mentre

Vg2(0,0) - (vi,v9) = (0,1) - (v1,v2) =v2 < 0,equindi: 0 < vy <0,
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e questa doppia disequazione implica v2 = 0.

Quindi 1" (0,0) = {(vi,v2) ER* 1 vy =0,Vv; } = I'(0,0). I vincoli sono quindi qualifica-
ti in (0,0) mentre Vg;(0,0) = (0, —1) e Vg2(0,0) = (0,1) sono vettori lincarmente di-
pendenti, a conferma del fatto che la condizione di indipendenza ¢ sufficiente e non
necessaria per la qualificazione.

Max/min f(z,y) = 1 — 2> — ¢?
Esempio 87 : Studiamo il problema v - { glz,y) =23 -y <0
il ge(ry) =y —2? <0
La regione ammissibile £ e la qualificazione dei vincoli sono stati studiati nell'Esempio 86
per quanto riguarda il punto (0, 0). Nel punto (1, 1) avremo:
gi(z,y) = 2* —y dacuisegue Vgi(z,y) = (32°, — 1) e quindi Vg;(1,1) = (3 —1).
g2(z,y) =y — 2% da cui segue Vgy(z,y) = (—2x,1) equindi Vga(1,1) = (—2,1).
-1
-2 1
cati. Dobbiamo infine esaminare i punti in cui ¢ attivo un solo vincolo e, per usare 1'indipen-
denza lineare, il gradiente del vincolo non dovra ridursi al vettore nullo. Ma nei due gradienti
la seconda componente ¢ sempre costante e diversa da zero, e quindi i vincoli sono sempre
qualificati. Infine, notiamo che la regione ammissibile non ¢ un insieme limitato, quindi non ¢
applicabile il Teorema di Weierstrass. Costruiamo allora la Lagrangiana:
Az, y, A, A0) =1 — 2% — > — Ay (2° —y) — X (y — 2%) e studiamo i quattro casi.

Tali vettori sono indipendenti: =1+ 0 e quindi i vincoli in (1, 1) sono qualifi-

I caso: Ay = 0, Ay = 0 : risolviamo il sistema:

AN =0= —2x=0 =0
A, =0= —2y=0 y=0 ‘ ‘ '
A’A]ZO:>x3—y§0:> 0—0§Ozvera'Essend0 A1 = Ay = 0, si tratta di studia-
A, > 0=>y—2?<0 0—-0<0: vera
re gli estremi liberi della funzione.
-2 0 : w= —2<0 .
Dato che H(z,y) = 0 _2‘ H(0,0), si ha {fxfglv y,l,/_(f;;)224>0 e quindi

(0,0) € un punto di massimo, con f(0,0) = 1.

II caso: Ay # 0, Ao = 0 : risolviamo il sistema:

(A;:0:>—2:1:—3)\1m2:() —2(2+3\z) =0

AN =0= —2y+ X\ =0 A =2
Y y ! = ! 4 che da i due sistemi:

&1:0:y2$3 yZZUS
A, 20=y—2?<0 y < z°
\
rz=0
S ;1_:00 ma (0,0) & gia stato studiato, e

\0§0zvera



( 2
YT T s

S Y75 e che quindi non ammette soluzioni.
Mo 8 o 16
2 2T T M o7

Ly < z?

III caso: A1 = 0, Ay # 0 : risolviamo il sistema:

(N, =0= —22+2Xz =0 22(Xy — 1) =0
AN =0= —-2y— =0 Xo = —2
Y 2 Y \ - . ..
S Ay >0 B <y =\ 43 <y che da i due sistemi:
(A}, =0=y=2a’ y=a?
(I‘ _
A2 =0 C s .
$ 0<0: vera’ ma (0, 0) ¢ gia stato studiato, e
[y =0
( )\2 —
1
y= - 9
S 23 < e che quindi non ammette soluzioni.
= -1
\ 2
IV caso: A\ # 0, Ay # 0 : risolviamo il sistema:
(A;.:O:>—2x—3)\1x2+2)\2w:0 0=0 — 23\ +2X =0
A;:OZ>_2y+)\l_)\2:0 A=\ — 24X =X =0
A 3 = —0 € _1 =
vw=0=2"=y x = x =
\, =0=y=2a’ y=0 y=1
(—2-3\+2\ —4=0 M= —6
S 22_:1)\1 2 = 22_:1 -8 . Essendo ambedue i1 moltiplicatori negativi, il
(y=1 y=1

punto (1, 1) potrebbe essere un punto di minimo. Per risolvere il problema, osserviamo che la
funzione f(x,y) =1 — x> —y*, in quanto polinomio, & continua in R?. La parte destra di £
¢ un insieme limitato e chiuso, quindi per il Teorema di Weierstrass ci sono minimo e
massimo assoluti, che non possono che essere in (0,0) e in (1,1,) per quanto visto in
precedenza.

Il massimo f(0,0) = 1 ¢ palesemente assoluto, mentre il minimo f(0,0) ¢ solo relativo, in
quanto, analizzando ad esempio la funzione sul semiasse negativo delle ascisse, vediamo che
Igmoo f(x,0) = — 00, e quindi la funzione puo assumere in £ valori illimitatamente grandi e

negativi, e quindi non puo avere un minimo assoluto.

Max/min f(z,y) =2z —y
Esempio 88 : Studiamo il problema ¢ . [ g1 (z,y) =1 — 21 <0
gy =2t +y -2<0

La regione £ ¢ rappresentata scurita nella figura:
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Da ¢? < z* segue — 2 <y <%, cioé la parte di piano compresa tra le due parabole
y= —a? e y=2?, all'interno della circonferenza x> + 3> = 2, di centro (0,0) e raggio
paria r = \/5 .

{2/2—134:0 : 2 4 -2
Da 9 , stha 2—2"—2" =0, da cui z° =

Yy =2—-z
quindi = = +1, per cui abbiamo quattro intersezioni: (1,1), (1, —1), (—1,1) e
(=1, —1).
Da gi(z,y) =y* — 2" segue Vgi(z,y) = (—42°2y), da go(z,y) = 2° +y> — 2 segue
Vga(x,y) = (2z,2y) e quindi avremo:
Vg (1,1) = (—4,2) e Vgo(1,1) = (2,2) : vettori indipendenti;
Vgi(1l, —1) =(—4, —2) e Vgao(1, — 1) = (2, — 2): vettori indipendenti;
Vgi(—1,1) = (4,2) e Vgo( — 1,1) = ( — 2,2): vettori indipendenti;
Vgi(—=1,-1)=(4, —2) e Vgo( — 1, — 1) = ( — 2, — 2) : vettori indipendenti.
Nel punto (0,0) risulta Vg;(0,0) = (0,0), che non consente di garantire la qualificazione
dei vincoli. Se vediamo questa parte di £ come — z° <y < z?, e quindi descritta da due
vincoli: h(e,y) = —y—2* <0 essendo Vhy(0,0) = (0, —1) e Vhy(0,0) = (0,1)
ey =y—a?<0 00 =0 (00 =0,

possiamo ricavare 1° (0,0) = {(vi,vs) € R? 1 vy = 0,Yv; } = I'(0,0).
Nel punto (0, 0) i vincoli sono quindi qualificati.
Nei punti in cui ¢ attivo un solo vincolo si verifica poi che il vincolo ¢ sempre qualificato.
Costruiamo allora la Lagrangiana:
Az, y, M\, o) =22 —y— Ny (y2 - x4) — X (xQ + 1y — 2) e studiamo i quattro casi.

—1+4/1+4+8 {:1:2:—2
— 7

4

I caso: Ay = 0, Ay = 0 : risolviamo il sistema:
AN.=0=2=0
A;:0:> —-1=0
A’A]202>y2—x4§0
A, >0=a4+4*-2<0

. Il sistema non ha soluzioni.

IT caso: Ay # 0, Ao = 0 : risolviamo il sistema:
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N, =0=2+4\2% =0
Al=0= —1-2\y=0
A\, =0=y" =at

A, >0= 22 +y* <2

1
T TV
1
Y]
1 L)1
4x2 |/ 161
\x2+y2§2

zione A; = Onon ¢ accettabile, per cui avremo:
(
e o L
2)\1 r=—1
1 y= —1
=—-— =
) y= 2)\1 )\1 = 35
4N —1=0 1+1<2: vera
(2?2 +y? <2

3 1
rT= —4/—
21
_ 1
Y= 79N
16A] (4X2 —1) =0
\x2+y2§2
_1
2
< 2: vera

. La solu-

Quindi il punto ( — 1, — 1) potrebbe essere un punto di massimo (A\; > 0), mentre il punto
(1,1) potrebbe essere un punto di minimo (A; < 0).

III caso: A\; = 0, \s # 0 : risolviamo il sistema:
( 1
r=—
A =0=2—2\z=0 Ay .
A;/:0$—1—2)\2y:():>< y= -3
Ay, 2 0=y <ot 2 < ot ?
A, =0=2"+y* =2 1—+ L,
L A3 4N
che da le due soluzioni:
( (
_ 2 _ 2
_ _ /2 — /2
Jv=—v5 v VE
2 <8 vera 2 <8 vera
_ 1. /5 1. /5
| M=ayr M= ey

_1
TN
B 1
y——2—)\2
y2_x4
Agzg

uindi il punto (24/2, — /2 ) potrebbe essere un punto di massimo (\y > 0), mentre il
p 5 5) P p
punto ( - 2\/g : \/g ) potrebbe essere un punto di minimo (Ay < 0).

IV caso: A\ 0,2 # 0

A\, =0=y* =2t

(A, =0=a%+y" =2
(244X —2X =0
—1—2)\1—2)\2—0
r=1

\y_l

re un punto di minimo (A < 0,

> >

[\ —
I

x
Y
A2

Y

1
1

: risolviamo il sistema:

(A} =0=2+4\2° — 202 =0
A;:0$ —1—2)\1y—2)\2y:0

dal quale otteniamo quattro sistemi:

NO|—

0);

il punto (1, 1) ¢ gia stato studiato: potrebbe esse-
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(2 44\ — 20 =0 (M= -1
— — _ 2
S " _1 ;_ 2M £ 242 =0 = < A2 _13 il punto non puo essere n¢ di massimo n¢ di mini-
= o=
Y=~ 1 Ly= —1
mo in quanto i moltiplicatori hanno segno diverso;
'2—4)\14-2)\2:0 (>\1:
— . _ — _ 2
9 " _1 21)\1 222 =0 = Ay = 13 il punto non puo essere n¢ di massimo né di mini-
S A
(v =1 Ly =1
mo in quanto i moltiplicatori hanno segno diverso;
(29— 4\ +2X0=0 (A =1
X x_ L 21)\1 +2x =0 = 4 Az =0 . il punto (—1, — 1) & gia stato studiato: potrebbe
- _ = —
\ y= - 1 Y= — 1

essere un punto di massimo (A; > 0, A2 > 0).

Dato che £ ¢ un insieme limitato e chiuso e che la funzione f(z,y) =2z —y ¢ continua in
tutto R?, devono esserci un massimo ed un minimo assoluti, e potrebbero essercene anche di
relativi. Esaminiamo allora il comportamento di f(x, y) sulla frontiera di £.

Avremo sul vincolo ¢ : y* = z* = y = +2?

f(z,2*) =2z —2* = f'(x) =2 —22 >0 per z < 1;

flz, —2*) =22+2"= f'(x) =2+22 >0 per z > —1.

Indicando con una freccia la direzione nella quale la funzione cresce, abbiamo che sulle due
parabole la funzione cresce andando da sinistra verso destra, ovvero cresce sia nel tratto da
(=1,1)a(1,1),chenel trattoda (— 1, — 1) a (1, — 1).

Analizziamo infine il comportamento nei tratti relativi alla circonferenza.

Poniamo {x = V/2cost ed avremo f(z(t),y(t)) = 2v/2cost — V/2sent da cui poi:

Y= \/5 sent
) = \/5( —2sent —cost) > 0 se cost < — 2sent. Tale disequazione ¢ verificata per
z 2 e sen 4 L e con cos 3 <
—_— — = — —— o= == —— = ——= —
V2 V5 V2 V5 V2 Vb5
Y 1 . 2 /2 :
e sen§ = —= = — —=. Quindi, partendo dal punto m = | — 2\/j , \/j la funzione
\/5 \/5 2 V5H

cresce in ambedue le direzioni, e quindi questo ¢ un punto di minimo; al contrario, si arriva al

2 2
punto M = (2 \/; , — \/; ) sempre crescendo, sia da sopra che da sotto, e questo ¢ allora

un punto di massimo. Nel punto (1,1) si arriva crescendo sulla parabola e si continua a
crescere ripartendo sulla circonferenza, quindi (1,1) non ¢ punto di minimo. Cosa analoga
accade in ( ), che quindi non ¢ un punto di massimo.

Quindi ( \/7 \/7> = 5\/7 e f<—2\/;, \/%) = —5\/% sono, rispettiva-

mente, il massimo ed il minimo di f(z,y) in €.

a<t<pf,con cosa=

CONDIZIONI DI KUHN-TUCKER CON VARIABILI NON NEGATIVE
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In molti problemi, specialmente di natura economica, la ricerca degli estremi di una funzione
si accompagna con la richiesta di non negativita delle variabili indipendenti e si puo, in questo
contesto, dare una formulazione diversa alle condizioni di Kuhn-Tucker. Sia dato il problema:
Max f(x1,za, ..., T,)
v - {gi(:cl,scg, e y) <0,1<i<m .Posto X = (z1,T9,...,T,) €:
z;,>20=> —2;<0,1<i1<n

Y

i:1 i:1 1:1

imponendo le condizioni di Kuhn-Tucker per un punto di massimo sia sui moltiplicatori \;
che sui y;, otteniamo:

(oA _ON L OA
8:62- N 8:& i = Hi = 8xz
O OA
< = = —0;(X)>0
o ox - 9
oN
=z; >0
\ aﬁbi
Dovendo poi imporre p; > 0, riformuliamo la prima condizione come <0.
Ty
Dovremo poi imporre le altre condizioni: . Essendo p; = — —, la secon-
i >0

da condizione viene espressa anche nella forma: -x; = 0, cosi come la quarta, che ¢ e-

8$i

< 0 gia vista in precedenza. Per quanto detto, le condizioni di Kuhn-

x;
Tucker per la ricerca del massimo, sotto ai vincoli g;(X) < 0 e sotto la condizione di non ne-
( OA
8:L‘i
9:(X) <0
)\i - gi (X) =0
OA
8:(:1'
(A >0

quivalente alla

<0

gativita delle variabili indipendenti, sono esprimibili anche come <
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APPENDICE 1
Teorema del differenziale totale- Sua dimostrazione e controesempio

Teorema (del differenziale totale) Se la funzione ammette in X tutte le derivate parziali, ov-
vero se esiste V f(Xy), e se le funzioni derivate parziali sono continue in X, allora f ¢ diffe-
renziabile in X.
Dimostrazione : Dimostriamo il Teorema nel caso di una funzione di due sole variabili, es-
sendo analoga, anche se con opportuni adattamenti, la dimostrazione nel caso di una funzione
di quante si vogliano variabili. Data f(z,y), poniamo:
f(X) = f(Xo) = f(zo+ h,yo + k) — f(x0,%0) -
Sommando e sottraendo f(zg, yo + k) otteniamo:
f(@o+ h,yo + k) — f(zo, o) =
= f(zo+h,yo+ k) — fzo, o + k) + fzo, o + k) — f(20,%0) -
Essendo f derivabile rispetto a x, per il Teorema di Lagrange avremo:
fl@o+hoyo+k) — f@o, g0 + k) = fo(zo+01h,yo + k) - h,con0 < 01 <1,
e analogamente, essendo f derivabile rispetto a y:
f(x())yo + k) - f(x(JayO) = fgj(x()?yﬂ +02 k) : ka con( S 02 S 1.
Dall'ipotesi di continuita di f; e di f; in (zo, yo) possiamo anche scrivere:
fi(zo+ 01 h,yo + k) - h = [fi(xo,y0) + €1(h, k)] - h, e similmente:
fo(zo,yo + 02 k) - k = [f, (w0, 50) +e2(k)] - k,
coney(h, k) — 0econeg(k) — 0quando (h,k) — (0,0). Ma allora:
f(@o + hyyo + k) — f(zo,0) = fo(zo,0) b+ f,(zo,90) k + her(h, k) + kea(k).

Se facciamo vedere che heq(h, k) + keg(k) =0 (\/ h? + k:2> la dimostrazione ¢ conclusa.
hei(h, k) +kea(k) | _ [hl-er(h, K)| | [K] - |ea(F)|

vV h?+k? vV h?+ k? vV h?+k?
I ||

——<1le ——<1.

Vh2+E2 Vh2+ k2

Dato che ¢1(h,k) — 0 ¢ e5(k) — 0 quando (h,k) — (0,0), la dimostrazione ¢ conclusa.e

Osserviamo comunque come l'avere derivate parziali continue in X sia condizione solo suffi-
ciente, ma non necessaria, per essere funzione differenziabile, come si vede nel seguente:

Ma

< le1(h, k)| + |e2(k)|, in quanto

1
2 2
Esempio 89 : Sia f(x,y) = (2% +7) - sen \/xQ:_HP (z,y) # (070)'
0 (,y) = (0,0)

Vediamo che f(x,y) ¢ continua e differenziabile in (0,0), ma che le sue funzioni derivate
parziali f;.(z,y) e f,(x,y) non sono continue in (0, 0).

Vediamo che lim f(x,y) = 0= f(0,0). Infatti:
(z,y)—(0,0)

1 1
—_— — 0 SN —
/x2+y2 /$2+y2
2% + 7| = IX[]* <& se 0<[X]| <+/c=6(c), intorno di (0, 0).
d£(0,0) . d£(0,0)
ox oy

(z* +y?) - sen = |2* +y*| - < |2*+y°| .Ma

. Avremo:

Quindi f(z,y) ¢ continua in (0, 0). Calcoliamo poi
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1
((0+ Rh)?+0%) - sen -0
2
af(0,0) . (0+h)"+0? k2
——— = = lim = lim— - sen =0,
Ox h—0 h h—0 h \/ﬁ
1
in quanto A~ — 0 mentre sen \/ﬁ ¢ una quantita limitata; similmente:
1
(0 4+ (0 + h)?) - sen -0
2
af(0,0) . 02+ (0+h) _ h? 1
= lim =lim— -sen —— =0
oy h—0 h h—0 h V h?
Vediamo poi che la funzione ¢ differenziabile in (0, 0). Dovra risultare:

) - 10,0 = 220 @04 2RO (- 0) o Viw - 0+ (s - 07)

1
7—O:O~x+0-y+o(\/x2—|—y2),ovvero
Vvt +y?

1
2 2 — 2 2 . ; .
x°+y°) - sen ———— = 0( 2 + ) , € questo ¢ vero in quanto:
(= +v) oVt ea q
2 | 2
(° +y°) - sen ———
/ 2 2 1

lim Y lim /z2+9y? -sen ———— =0

(z,y)—(0,0) vVt +y? (z,y)—(0,0) Vx? + 2

1
Va? +y? - sen ﬁ‘ <Vaz2+y?=|X]||, epreso |X|| <e=6(¢) ne se-
ety

gue che |f(z,y) — 0] < e, ovvero il limite vale 0. Quindi f(x,y) ¢ differenziabile in (0, 0).

Of (x,y)

ovvero: (2 4+ y°) - sen

in quanto

Calcoliamo ora la funzione derivata parziale 3 . Risulta:
x

df (z,y) 1 z 1

———— =2x -sen —  COS ———.

of (x,y)

Passando al calcolo del  lim ———= vediamo che tale limite non esiste, in quanto
(x)—(00) Oz

1 1 T
2x - sen ——— — (, mentre sia cos che non ammettono limite
’:U2+y2 /$2+y2 ’:L“2+y2
. . . a 9 . . .
per (z,y) — (0,0), e quindi la funzione w non ¢ continua in (0, 0). Risultato analo-
T
. . . . o N . 8 9 .
go si ottiene esaminando la continuita di w in (0,0).
Y
APPENDICE 2

Derivate seconde e Differenziali I e IT di funzioni implicite R — RR?

Funzione implicita R — R?: Derivate seconde

wl:f(‘raylayQ):kl .
, posto (z|Y) = (z,y1, . abbiamo queste due com-
w2 = g(maylayQ) = kg p ( | ) ( 1 292) q

posizioni di funzioni:
BB LR @) Lwy = 16l ) = ke

R-R IR, o — (2]Y) L ws = g(z]| Y) = k.

Dal sistema {
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Derivando rispetto a x si ha:

d(z| Y d?(x| Y
(? ) _ (1,9, 15) e % = (0,y,v4) dalle quali otteniamo, per il Teorema 18:
T T
d®w;  d(z]Y) d(z|Y)

T
dx? - dx H(f(x|Y)) . (T) T (f;’fzjﬂfl;z) ) <O’yl1/’yg) =0e

2wy, d(z|Y) d(z|Y)\ "
ovvero il sistema, avente per incognite y{ e y5:
d(z| Y d(z| )\ '
oo+ St = = S vy ()
d(z] V) a(z] ) + la cui soluzione puo essere for-
x x
g+ 1 = = S gt 1) - (X
malmente espressa mediante la:
d(2| Y) d(z| )\
_ -H Y)) -
] - -|| 2 | e BUED) ("
Ya A(y1,2) d(z| Y) d(z| Y)\"
Gl ) (T5)

Funzione implicita R — R” : Differenziali I e II

) = =k . . . .
Dal sistema { ! I (@41, 10) ! differenziando una prima volta otteniamo:
Wy = 9(177291;?/2) = k2

{ dw, = fydz + f, dys + f,,dya = 0

, ovvero un sistema lineare di due equazioni nelle due
dwy = g, dz + g, dy1 + g;,dy2 = 0 d
dy fldx

_ ot ||
dyo || g, dz

(Y1, y2)
Differenziando una seconda volta, generalizzando quanto visto nel caso di una sola
dPwy = & f(z, y1,1) + £,y + f,,d%y =0
dPwy = &g(x,y1,42) + g, 91 + g, d*ya =0
lineare di due equazioni nelle due incognite d>y; e d?y, che ha per soluzione:

incognite dy; e dys, che ha per soluzione:

equazione, avremo: { ovvero un sistema

Ey || _ || || _ || 29 |7 ]| @) ||
d?ys yé’(d:z:)2 O(y1,92) d?g(x, y1, y2)
APPENDICE 3

Derivate seconde e Differenziali I e II di funzioni implicite R?> — R?

Funzione implicita R? — R?: Derivate seconde
Dad W1 = f(@1,22,91,%2) = k1

a
wy = g(w1,T2,Y1,Y2) = ko

R2—>R4LR, X—>(X|Y)i>w1:f(X|Y):k1,e

R RV DR X - (X|Y) 2w = g(X|Y) = ks,
XY 0 0 XY 0 0
essendo —( [Y) = (1,0, yl, Y2 e (X]¥) =10 i 9 ,
1 8.1131 81’1 8:62
derivando nuovamente si ha:

, dalle due composizioni di funzioni:

T 83327 8562
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9 (X|Y) 0%y 0%y 9*(X]Y) 0%y 0%y
—— = 10,0, ; , =100, =%, == | »
oz? ( dz?’ Ox? ) x3 ( Oz’ Ox3 )
82(X|Y) . 82(X|Y) — (0.0 82y1 82y2
8x18x2 a 8x28x1 o < ’ ,8:E18$2, 89318:1/‘2
Teorema 18, 4 sistemi di 2 equazioni in 2 incognite, che si riducono a 3 sistemi di 2 equazioni
Py Py
8a:i8:nj N 83:]8901 '
Pw;  I(X|Y) X Y)\" P(X|Y)

J
Pwy  A(X|Y) N 9*(X|Y)
= H(g(X|Y)) - | ———= X|Y) ——— =
L 8$L8$J 833 (g( ’ )) ( aiL'j ) —I—Vg( ’ ) 8@8% 0

O(X]Y
1 <4,7 < 2, le cui soluzioni sono esprimibili in forma compatta come:

),per le quali otteniamo, applicando il

in 2 incognite dato che

4

5

9%y, A(X|Y) AX|Y)\"
Feor. || —H o.9) [ || om .H(f(XW)).( o )
Pya || 10y, 02) A(X|Y) XY\ ||
0z;0z; ox; H(Q(X|Y))( Ox; )
1<4,j<2.

Funzione implicita R?> — R? : Differenziali I e II
Dad W1 = f(@1,22,91,%2) = k1

a
wy = g(x1,T2,Y1,Y2) = ko

R2—>R4LR, X—>(X|Y)i>w1:f(X|Y):k1,e

R RS R, X — (X]Y) 9, wy = g(X|Y) = ky, differenziando una prima volta si ha:
dw; = f; dzy + f;, dva + f) dy1 + f,,dy2 = 0

{ dwy = g’w1 dz; + g;b dzs + g;ldyl + g’y?dyg =0’

zioni nelle due incognite dy; e dy» che ha per soluzione:
dyr of,9) || ‘  dz1 + [}, dos

dys O(y1,12) Iy A1 + g5, A

Differenziando una seconda volta, generalizzando quanto visto in precedenza nel caso di fun-

zione implicita R? — R, avremo:
{ dPw, = A2 f(X|Y) + f/ d?yy + f.d%ys = 0

, dalle due composizioni di funzioni:

ovvero un sistema lineare di due equa-

Y1 Y2
dPwy = d*g(X]Y) + g}, d*y1 + g;,d*y2 = 0
nelle due incognite d?y; e d®y», che ha per soluzione:

, ovvero un sistema lineare di due equazioni

dEy || || 0(f.9) ‘?‘d?f(XlY)
d?ys A(y1,y2) d?g(X]Y) ||
APPENDICE 4

Derivate seconde e Differenziali I e II di funzioni implicite R" — R™

Funzione implicita R" — R : Derivate seconde
Generalizzando quanto visto nei casi precedenti, dalla composizione di funzioni:

R - R R X (X|Y) Lw= F(X|Y) = cost.,
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applicando il Teorema 18, otteniamo sistemi di m equazioni in m incognite, le cui

soluzioni sono esprimibili in forma compatta mediante le:

(X Y)

WY iy - (220)

ox;
82(y17y27"'7ym) _ a(f17f27"7fm) i

81’181'] T H@(ylay%'“:ym)

OX|Y) (AT
.o 82(y1,y2,...,ym) 83)1 H(fl(X|Y)) ( axj )
1<i,j<mn, dove pT e Il - ) SONo
Y A(X|Y) 8(X|Y)
ox; H(XIT)) < 0x; )

8(f17 f27 52 fm)

vettori colonna (m - 1), mentre
a(yla Y2y -ees ym)

¢ una matrice (m-m).

Funzione implicita R" — R : Differenziali I e II
wy = fl(..'El,ZL‘Q, ey Ty Y15, Y2, 7ym) = kl

Da (%) :f2<$17$27"'7xn7ylay27"'7ym) :ki2
Wy = fm(th% ces Ty Y1, Y2, "~7ym) - km

R"” — R"™™ L R™, X — (X]Y) i W = f(X|Y) = cost., differenziando una volta si ot-

tiene un sistema di m equazioni nelle m incognite dy, ..., dy,, esprimibile come:

dalla composizione di funzioni:

d d
H (fi, fo -os Fim) ‘ i +Ha<fl,f2,..,ﬁn) ‘ o
,Il,._'IJQ,.. ) d.I'L a(yl;y27~“7ym) dym
d
. . f17f27- 7fm flaf?:' 7f’m) o
che ha soluzione:
yhy?a' ,ym $1,$2,.. ) d,In

Differenziando una seconda volta si ottiene un sistema, di m equazioni nelle m incognite
d?yy, ..., d*y,,, esprimibile come:

2w, d2f,(X]Y) d*y,
1 W W SV
d2wm dem(X|Y) (ylay%maym) dem
che ha per soluzione:
2 2
dyl _ Ha<flaf27"afm) _1' d fl(X|Y)
d2ym 8<y17 Y2y o0y ym) d2fm<X’ Y)






