COMPITO di ANALISI MATEMATICA 22/9/2022

IM 1) Dato z =1+ i, sia w l'unica radice cubica di z situata nel secondo quadrante del pia-
no complesso. Calcolare e®.

Essendo z =1+ = \/5 (L\/_ +z%) = \/5 (cos% —i—isen%) sara allora:

V14i= (cos( +k—>+isen(1—7;+k2§>>,0§k§2.

Per E=0: \[ COS — ~|— 1sen E) : cade nel primo quadrante;

2 (o0s
Per k:zl:\(yg(cos—-msen_) :\(75 ( 1
(cos

: cade nel secondo quadrante;

4

Per k=2: \“/5 coS —— + i sen 117—;) : cade nel terzo quadrante.

1 1
Dato che \(75 ( ) —— +1i—~ sara allora :

VAR W V2

1 1 L ) 1 1 . 1
eV=e V5V =e ¥ (cos—= +isen— | = Cos —= +isen — | .
—‘”Qy 0,0

I M 2) Data la funzione f(z,y) =14 a2+ ¢2 (,y) # (0, ), verificare che essa risulta

0 (z,y) = (0,0)

continua in (0, 0) e determinare poi se in tale punto essa risulti anche differenziabile.

2

Calcoliamo “ l)m% flz,y) = ( )1n% )% passando a coordinate polari:
c,y)—(0,0) z,y)—(0,0) X y

2 2
. x : cos” U senv o
lim 2_y2 = lim Q—2 = hm ocos’¥sent = 0; la convergenza & uni-
(z.y)—(0,0) %+ Y e—0 Y e—0

forme in quanto |cos2 ¥ sen 19| < 1 e quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

of — lim f(0+h0)—f(00)__ h? -0 1
0.0 = im ~im (g —0) 7 —fmo =0
of (00+h) f(0,0) . 0-h ro
ay( )_I111—>0 _ilzlg(l) m_o -E_IIZ%O_O.
Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:

— f(0,0) — 0,0)-(z—0,y—-0
(x,y)ﬂ(0,0) \/(x _ 0)2 + (y _ 0)2

2y 1

lim .
(x,y)ﬂ(0,0) 'xz + y2 A /x2 + yQ

3 a2
) cos” vsent . . oL g .
11rr(1) Q—3 = cos?¥sent) = 0 solo per particolari valori di ¥; quindi la funzione
0— 0

non ¢ differenziabile in (0, 0).

= (. Passando a coordinate polari otteniamo:

I M 3) L'equazione f(z,y) = xseny — ysenx = 0, verificata nel punto Py = (2 2) defi-

nisce una funzione implicita y = y(x) . Calcolare derivata prima e seconda di tale funzione.



La funzione f(x,y) = xseny — ysenx ¢ differenziabile due volte V (x,7) € R?.

Avremo poi: V f(z,y) = (seny — ycosz;xcosy — senz) e quindi Vf(2 2) (1, —1).
Essendo f’ (ﬁ E) = — 1 # 0 ¢ possibile definire una funzione implicita y = y(x).

Sara quindi, nel punto (2, 5)

d_@/(_) _ G 1

— —— = 1. Avremo poi:

&o G R

B ysenx COSY — COS T mmy_|lg 0
H(z,y) = COSY — COST —a:seny :>H(2’2)_ 0 -3

'L{;+2’E1 + i
Sappiamo che 3’ = — vY I Iy W)° e quindi:
y

//(E)__%+2'0'1+(_%>(1)2_E_E_0
Y \2) 7 —1 T2 27

I M 4) Data la funzione f(x,y) = x* + y>, si verifichi che D3, f(Py) & costante, qualunque
sia Py e qualunque sia v = (cos o, sen ) .

La funzione f(x,y) = 2> + 4> & ovunque differenziabile due volte, per cui sara:

Do f (0, 90) = V f (20, 90) - v e Dy, f (w0, 40) = v H(zo,0) - v"
Essendo: V f(z,y) = (2x;2y) avremo anche:
0

0 2 ‘
=2cos’a + 2sen’ a = 2, V (0, %),V .

2 0 ..
H(x,y) = H(zo,y0) = H 0 92 H e quindi:

2cosa
2sen«

CoSs «
s€n &«

= | cosa senc] - H

D%,Uf(iﬂo,yo) = |[cosa senal| - ‘

II M 1) Risolvere il problema: { Max/mm f(ay) =2* +y°
svox?—2<y<cz
Max/min f(z,y) = 2> + 3>
Scriviamo il problema nella forma: . { 22 —y—2<0
' y—x <0

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

_ 2 2 _ .9 _ _ 14+4/148 —9 - _1
{y T 2:>{:1: T —2 0:> r=—% :>{:1: U{:z: .
y=x y==zx y==x y=2 y= —1

Formiamo la funzione lagrangiana:
A,y A, he) = 22 + 47 = Ai (2% =y —2) = Xa(y — ).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :



AI——QQ—_O y_—() 2.0 ‘H1‘>O

y _ — -
P o2<y L 9<0 . Essendo H(z,y) = H(0,0) HO 2H da {\Hz\ 20 se
y<zw 0<0

gue che (0,0) ¢ un punto di minimo.

2)caso A\ # 0, =0 :

AN =2z —-2M\z=22(1-X\)=0 T = xQZ%
y=x"—2 =4 AM=1
_ 3 _ 3
- _1 - 1
= - 2 U 2

_1 3. _1 _./3.
5 < \/;.VG:ra 5 < \/;.nonvera

Il punto P : (0, —2), con A\; =4 >0 potrebbe essere un punto di Massimo, il punto

<\/g, - %) con A\; =1 > 0 potrebbe essere un punto di Massimo, il punto (— \/g, - %)

non appartiene alla regione ammissibile £.

3)caso Ay =0, 2 #0 :

y=x = y=2x A2 =0
x2—2§y :1:2—2§y ;1;2_2§y —2<0: vera

Il punto (0, 0) ¢ gia stato esaminato ed ¢ un punto di Minimo.

4)caso A\ # 0, #0 :
A;:Qx—Q)\l:I:%—)\g:O
A’y:2y+)\1—)\220

=
y=zx>—-2
y=z
(4— 4\ +X2=0 3\ =8 =2
4+)\1—)\2:O )\2:4+)\1 y:2
:><:c:2 Y r=2 = )\1:§>0
Yy =2 y=2 )\2:?>0
Dato che A\ > 0 e Ay > 0 il punto (2, 2) potrebbe essere punto di Massimo;
(—24+2\ + X =0 3\ = 4 T = -
=24+ A=A =0 Ao =X —2 y= —1
:><:1::—1 = r= —1 = )\1:§>0

Dato che A; > 0 mentre Ay < 0 il punto ( — 1, — 1) non ¢ n¢ punto di massimo né punto di
minimo.

Studiamo il comportamento sui punti della frontiera di £.



Se y = risulta f(z,z) = 22> = f'(2) = 2. Quindi f'(x) =2z > 0 perz > 0 per cui il
punto (0,0) con f(0,0) = 0 risulta un punto di Minimo coerentemente con quanto visto nel
caso 1) e 3).

Se y=2a%—2,risulta f(z,2> —2) =2' —32° +4 = f'(z) = 42° — 6z = 22 (22° — 3)

con 2% —3 > 0 per = < —\/geperw>\/g.

\/5 =N \@ 2
=0 | s | rae
2932—3>0>< P s

Quindi:

il punto ( — 1, — 1) come gia visto non ¢ né punto di massimo né punto di minimo;
il punto (0, — 2) con f(0, —2) = 4 risulta essere un punto di Massimo coerentemente con
quanto visto al punto 2);

il punto \/g =3 risulterebbe un punto di Minimo, in contrasto con quanto visto al punto

2) dove si ipotizzava che poteva essere un punto di Massimo e quindi non ¢ nulla;
il punto (2,2) con f(2,2) = 8 risulta essere punto di Massimo.
Il punto (0,0) con f(0,0) = 0 ¢ il punto di Minimo.

I M 2) Determinare se la funzione f(z,y,z) = z? — 2%y + 1y + 2> ammette punti di massi-
mo e/o di minimo relativo.

La funzione ¢ una funzione differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine si ha:

fé:Zx—ZasyZQx(l—y):O x =20 x2 =2
Vi(z,y,2)=0=<¢ fj=2y—2>=0 =Jdy=0U{y=1

Abbiamo quindi tre punti stazionari: Py : (0,0,0), P; : (\/5, 1,0) , Py (— \/5, 1,0) .



Da H(z,y,2) = || — 2z 2 0| otteniamo:
0 0 2
2.0 0 IH,|=2>0
H(0,0,0) = ||0 2 0]|;da ¢ |Hy| =4 >0 segue che (0,0,0) ¢ un punto di minimo;
00 2 IHs| =8 > 0
0 —2v/2 0
H(ﬁ,l,o) =1 —2v/2 9 0ll; da |[Hy| = —8 < 0 segue che (\/5,1,0) ¢ un
0 0 2

punto di sella;
0 22
H(-v2,1,0) = | 2,/2

0
oll; da |[Hy| = —8 < 0 segue che (—\/5,1,0) ¢ un
2

punto di sella.

/
. o . . .o = t

IT M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: { ; B 3; j 2

¥=y+t N ¥ —y=t N D -1 x| ||t N

v =x —t? —x+y = -t -1 D yll || =t

D -1 ]t -1 9 B 9

=12, pl@=|_, , = (D°-1)(z)=1-t"=

="' —z=1-1t.
Da z” —z = 0 otteniamo A\?> —1 =0 e quindi le soluzioni A\, =1 ¢ Ao = — 1, dacuila

soluzione generale dell'equazione omogenea per z(t) che sara: z(t) = cie’ +cpe™.

Passando alla soluzione dell'equazione non omogenea, possiamo ipotizzare una soluzione par-
ticolare del tipo : = = at* + bt + c.
Sara quindi x; = 2at + b € z; = 2a da cui sostituendo:
20 —at’? —bt —c= —at’ —bt+2a —c=1—t* dacui:
—a= —1 a=1
-b=0 = ¢ b =0 e quindi la soluzione generale della non omogenea per x(t) sara:
20 —c=1 c=1
r(t) =crel +epe !t +12P 4 1.
Dalla 2’ = y + ¢ otteniamo y(t) = 2’ — t e quindi:
y(t) =cre! —coe '+ 2t —t =cie' —cye .
e quindi la soluzione generale:
z(t) =crel +epet 12+ 1
{y(t) =cel —cpet+t '

IIM4)DataQ:{(a:,y)ER2: 0<x;0<y<1-uz},calcolare //eﬁydfﬂdy-
Q

Vista la regione di integrazione:
Q:{(sc,y)e]RZ: 0<z;0<y<1-uz}



avremo:

1 11—z 1
//e$+y dx dy _ / / 6I+y dy dx — / (eI+y|[1]—$ d.']j e
g o Jo 0

1 1

:/ €$+1_$ _61'+de:/ e_efdw:(efl?—ew |(1):
0 0

e (0-1)=1.



