COMPITO di ANALISI MATEMATICA 6/10/2022

IM 1) Sapendo che ¢ =1 — \/5 , calcolare z.

1
Essendo e* =2 (— —1 ﬁ) =2 (cos 5% + 7 sen 5%) sara allora:

2 2

; v : 5 ) .
e =e" =¢e"eY =e" (cosy +iseny) = 2 (cos ?ﬂ + isen ?ﬂ) da cui:

. om . . OT
€ :2$m:log26y:?percu1z:log2+z§.

I M 2) Verificare se la funzione f(x,y) = x - |cosy| ¢ differenziabile nel punto (0, 0).

Banalmente lim - |cosy| = 0. Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

(2,y)—(0,0)
8f( 0) = fim f(O+h, O)—f(() 0) — im h-|cos0] — 0 limi1=1;

h—0 h—0 h h—0

h : h| —
aﬁom—nm ®0+) fO.0) _ yy QedooshI =0 oo,
oy h—0 h—0 h h—0
Quindi Vf(0,0) = (1,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(xay) - f(0,0) - Vf(0,0) ) (:U -0,y — O) — 0 ovvero se:

(z,9)—(0,0) \/(w_0)2+<y_0)2

(,y)—(0,0) V2 + y? (@y)—00) /22 + 92
Passando a coordinate polari otteniamo:
9 - 9| —1
lirr(l) 0008 - (Jeos (o senv) = 1) 11rr(1) cos? (Jcos(osendd)| —1) =cos?d (1—1)=0 e
0— 0 0—
quindi la funzione ¢ differenziabile in (0, 0).

flz,y,z,w) =z —ye* —ze" +we* =0
9(x,y, z,w) = zyz — yzw — xzw + ryw =0’
to Pp = (1, — 1,1, — 1), determinare se e quale tipo di funzione implicita si pud determinare
nell'intorno di un punto opportuno.

[ M 3) Dato il sistema { soddisfatto nel pun-

Le funzioni f(z,y,z,w) e g(z,y, 2, w) sono differenziabili V (z,y, z,w) € R*. Poi

{ﬂL—lgfq):%+e—§—e:0

. Costruiamo la matrice Jacobiana:

g1, - 1,1, =1)= =1—-1+1+1=0
(f:9) _ e’ + we” re¥ — e® —ye* — e —ze¥ 4+ e*
(r,y,2,w) ||yz—2wtyw zz—2w+TW TY—Yw—TW —Yz—TZ+TY
e quindi:
1_ 1_ _1 _1
(fs9) 1, —1,1, - 1) = . ¢ P e— 3 e— < _
(z,y,2,w) —14141 1+41-1 —-1-141 1-1-1
1 1 _ 1 _1
J (fag) (17_1,1,_1): c—€e —e e~ e—<¢
(Ji,y,z,w) 1 1 —1 -1




Non esistono minori di ordine 2 non nulli e quindi non ¢ soddisfatta la condizione sufficiente
del Teorema del Dini atta a garantire l'esistenza di una funzione implicita da R? — R?.

IM4)Data f(x,y) =xy edivettori V= (1,1) e W= (1, — 1), detti rispettivamente v e
wiversori di Ve di W, sapendo che D, f(xzo,y0) = 1 e che D, f(xo,y0) = — 2, determina-
re le coordinate del punto (zg, yo).

La funzione f(z,y) = xy ¢ ovunque differenziabile, per cui sara:
Dy f(z0,y0) = V f(zo,90) - v.

Essendo V f(z,y) = (y;2), v = (%,%) e w= (%, - %) avremo:

— _ 1
(y;x)-(\/%?%)zl :>{y+x:\/§ :>{2‘y:_\/§:> y——gﬁ
(y;w)-(ﬁ;—ﬁ):—2 y—z= —2/2 r=/2—y v=3

e quindi (zg,y0) = (%, - %) .

: : Max/min f(z,y) =z +vy
II M 1) Risolvere il problema { sv.:dz? 4o — 4 .

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
limitata e chiusa (ellisse), e quindi possiamo applicare il Teorema di Weierstrass. Sicuramente
la funzione ammette valore massimo e valore minimo.

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, \) :x+y—)\(4932 + o —4).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

1 1 1
AN, =1-8\x=0 =3 T=3x T=3x
A;:1—2)\y:0:> y:% = y:% = y:% e quindi:
4 + 42 =4 11 5 _ 2 _ 5
Y oo t e =4 o2 = 4 A=t
_ 1 _ 1
VA T
y= % e Y= - % . Per applicare le condizioni del secondo ordine usiamo la ma-
A= %3 P,
o 0 8x 2y
trice Hessiana orlata: H(z,y,A\) = ||8&« —8\ 0
2y 0 — 2
0 8 8 0 8 8
5 NG NG NG
— 8
Essendo H(L,i,—5> =15 V5 0 =10 -5 V5 =
5 5 8 4
v N O Vi
5 4 V5 4




8 8
=1 4 /5 8 5 Vb 8 80
H Ty T oy T o = 7= - 2 8 0
(757 o BRVERVE | IRV
per cui il punto (%, i{)) ¢ il punto di massimo con f <%, %) = \/g; essendo:
0 _8 _ 8 0 _8 _ 8
. VE V5 NE NE
— 1 ) _ S 5
Ly | R S ECCES o
_8 ) V5 _8 ) V5
5 1 NG I
_ 8 _%
m(_ L N8| TVE TV s _ 8
]I-]I( — 8) 7 e G NG (2+8) \/3<0
4
per cui il punto (—%, —%) ¢ il punto di minimo con f(—%7 —%) = — \/3

II M 2) Data la funzione z = f(x,y) = 2> +y* — v, si operi una trasformazione in coordi-
nate polari (p, ) con centro il punto (0, 0) ottenendo una funzione composta F: (p, ) — z.

Si esprimano le derivate parziali a_z % come prodotto delle opportune matrici Jacobiane.
p

r = o cos

La trasformazione in coordinate polari ¢ data da { Y= psend ’ abbiamo poi una composi-

zione del tipo (p, ) — (z,y) — z per cui:

()G )
1,0) =y Yoo =120 21

costy —opsen?|
sent  pcost ||

() costy —osend|
Jm—|\2gcos19 20send — 1] - send  pcosd | =
J(;Zg) = ||20cos? ¥ + 20sen’ ¥ —sent¥  — 2p% cos ¥ sen ) + 2p% cos¥sen) — o cos? ||
)
J =120 —sent? — pcos?]|.
(p,9)
Infatti, da z = f(z,y) = 2° +9* — y segue z = F(p,¥) = p*cos> ¥ + o? sen® ¥ — p sen ¥y
e quindi :
0
3_Z = 2pcos? ¥+ 20sen’ ¥ — sen) = 2p — sen)
P
0
8—129 = —20%cos¥sent + 20% cos¥sent — pcos¥ = — pcos.
r_
IT M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: { a:, —rtytl .
y = —3z+ 5y
¥=x+y+1 ¥—r—y=1 D—-1 =1 | |lz| _|1 N
y = — 3z + 5y 3x+y —by=0 3 D-5 yll [0

D—-1 -1 (e) = 1 -1
3 D-5"" 7|0 D=5
=" —6x+8c= —5.

= (D>~ 6D +8)(z)= —5=



Da 2" — 62’ + 8x = 0 otteniamo \* — 6\ + 8 = (A — 4)(A — 2) = 0 e quindi le soluzioni
A1 =4 e Ay =2, da cui la soluzione generale dell'equazione omogenea per x(t) che sara:
z(t) = cre + cp e

Passando alla soluzione dell'equazione non omogenea, possiamo ipotizzare una soluzione par-
ticolare del tipo : xyp = k.

Sara quindi x; = z; = 0 da cui sostituendo:

8k = —b5dacui k= —2:
e quindi la soluzione generale della non omogenea per z(t) sara: z(t) = cie' + ¢y e* — g :

Dalla ' = x + y + 1 otteniamo y(t) = 2’ — x — 1 e quindi:
y(t) = dere + 2c9 € — crett — ¢y e + g —1=3ce* +cye? — g )
e quindi la soluzione generale:
z(t) = cre* + cpe? — %
{ y(t) = 3cre? + cp et — % '
II M 4) Calcolare // e 'dxdy,dove Q = {(z,y) € R:0<z<1,0<y< 3z} .
Q

Vista la regione di integrazione:
Q={(z,y) eRZ0<2<1,0<y<3z}

i
avremo:

1 3x 1
//ex?’ dedy = / / e’ Vdydr = / (— exfy|gw dz =
g o Jo 0

1 1
_ _ — 1 _
:/ _6x3x+€x0dx:/ _€2x+6xdx:(§€2x+€x
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