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NUMERI COMPLESSI

I numeri complessi nascono storicamente dall'esigenza di dare una soluzione a problemi privi
di essa in ambito reale. Si inizia con la seguente:

Definizione 1 : Dicesi unita immaginaria, denotata con la lettera 7, quel numero (non reale)
tale che > = — 1.

Si puo arrivare a tale definizione supponendo che vi possano essere numeri per i quali oppo-

2

sto e reciproco coincidono: — x = —, da cui otteniamo x“ = — 1, che, algebricamente ri-

2

solta, ci fornisce = 4/ — 1. Avendo posto, per definizione, i~ = — 1, sia¢ che — ¢ sono

le soluzioni di tale equazione, e quindi risulta — = — 7.
1

Per quanto riguarda le potenze dell'unita immaginaria ¢ avremo:
PV=1il=id= -1 =i-i?=—i;it=-2=1=1",
ovvero queste si ripetono con periodicita pari a 4. Cid ne consente un calcolo molto rapido.

. . 181 4181 . .
Esempio 1 : 7% = 1814+ — (24) il =18 =,

—_

. . (80-4)— AN —80 . _ .
232121(804)1:(14) R b
i

Definizione 2 : [ numeri del tipo k7, con k € R, vengono detti numeri immaginari (puri).
Dai numeri immaginari si passa a definire i numeri complessi:

Definizione 3 : Dicesi numero complesso un numero della forma a + bz, con a,b € R, ov-
vero la somma di un numero reale con un numero immaginario.

Il numero a si dice la parte reale del numero complesso a + b7, mentre bi ¢ detta la parte
immaginaria, e b ¢ detto il coefficiente dell'immaginario.

Il numero a + bt ¢ detto numero complesso in forma algebrica.

Indicato con C l'insieme dei numeri complessi, risulta R C C; infatti i numeri reali sono un
sottoinsieme dei numeri complessi, potendosi porre: a = a + 0¢,Va € R.

Consideriamo ora la coppia (a,b) € R?. E' facile vedere come esista una corrispondenza biu-
nivoca tra C ed R?: ad ogni coppia (a,b) corrisponde uno ed un solo numero complesso in
forma algebrica a + bi, e viceversa. Esiste quindi una corrispondenza biunivoca tra i numeri
complessi ed i punti del piano R?; la parte reale a ha il ruolo dell'ascissa, il coefficiente del-
l'immaginario b ha il ruolo dell'ordinata.

Un piano cartesiano, ad ogni punto (a,b) del quale viene fatto corrispondere il numero com-
plesso a + bz, prende il nome di piano complesso. L'asse delle ascisse prende il nome di as-
se reale, dato che ad esso corrispondono i numeri a + 07, ovvero i numeri che sono reali,
mentre quello delle ordinate prende il nome di asse immaginario, dato che ad esso corrispon-
dono i numeri 0+ bz, ovvero i numeri che sono immaginari. Il numero reale 0 corrisponde
alla coppia (0, 0), il numero reale 1 alla coppia (1, 0), I'unita immaginaria 7 alla coppia (0, 1).

OPERAZIONI CON I NUMERI COMPLESSI

Definizione 4 : Dati due numeri complessi espressi in forma algebrica z; = a; + b17 e
29 = ag + byt , si definiscono la loro somma ¢ la loro differenza come:

21+ 29 = (CL1 + bli) + (CLQ + bgi) = (a1 + az) + (bl + bQ)i;

2] — 29 = (CL1 + b1i) — (CLQ + bgi) = (a1 — CLQ) + (b1 — bg)i.



Ovvero la somma (differenza) di due numeri complessi ¢ un numero complesso avente per
parte reale la somma (differenza) delle parti reali e per parte immaginaria la somma (differen-
za) delle parti immaginarie.
Usando invece la notazione a coppie, se z; = (a1,b1) € 2o = (a9, by), definiamo:

(a1,b1) + (az,b9) = (a1 + ag; by + by) quale somma, e

(a1,b1) — (az,by) = (a1 — ag; by — by) quale differenza dei due numeri complessi.
Si noti l'analogia con la somma e la differenza di vettori in R2.
Passiamo al prodotto di due numeri complessi in forma algebrica. Eseguendo il prodotto me-
diante le regole del calcolo letterale, e ricordando che i = — 1, avremo:

2] 29 = (a1 +bli) . (CLQ—J’-bQi) = a1 a +a1b2i+agb1i+blbgi2 =

= a1 as + a1 bsi + as b1t — by by = (a1a2 —blbg) +(a1b2+a2b1)i.
Con la notazione a coppie scriveremo invece:

(a1,b1) - (az,b2) = (a1 ag — by by; a1 by + az by).
E' facile vedere come gli elementi neutri rispetto alla somma ed al prodotto siano ancora 0 e
1, ovvero le coppie (0,0) ¢ (1,0).
Passiamo ora al calcolo del reciproco di un numero complesso z = a + bi . Per fare questo
introduciamo il concetto di coniugato:
Definizione 5 : Dato il numero complesso a + bi si dice suo coniugato il numero complesso
a — bi, ovvero il numero avente la stessa parte reale e I'opposto per coefficiente dell'immagi-
nario.
I1 coniugato di z si indica con z, ed avremo quindi z = a — bi.

Per calcolare il reciproco di z moltiplichiamo e dividiamo per il suo coniugato z, ed avremo:
1 1 1 a—bi a — bi a — bi a

2 a+bi a+bi a—bi _a2_(bi)2 a4 a4+ b2 _aQ—i—bQZ'

1 _ b
Nella notazione a coppie avremo: @) = (a,b) ' = <a2L—|—b?; - m) :

Ogni numero complesso z # 0 ha quindi un unico reciproco. Ricordiamo che — = —i.
i

. . . 21 . 1
Passiamo infine al quoziente — , vedendolo come il prodotto z; - —, ed avremo:

) 22
21 ap+ bii _ar+ bii  ag — byt _aja + asbii — arboi — b1b2i2
ZQ_GQ—{—bQi_(ZQ—FbQi ag—bzi— a%-l—b% n
ajag +biby  ashy —aiby . : . . .
== s——— i . Mediante la notazione a coppie scriveremo:
(a1,b1) _ (@105 4+ biby ashy — arby
(ag, bz) CL% + b% ’ CL% + b% .

Esempio2: (3+2i) — (b —i)= —2+ 3i.
(3+2i)-(5—1)=15—3i+ 10i — 26> = 17+ Ti.
3+2 342 5+ 15+3i+10i—2 13+ 134 1+1

5-4 5—4 544 25 + 1 2 2

FORMA TRIGONOMETRICA DEI NUMERI COMPLESSI
Dato un numero complesso z = a + bi # 0, come illustrato in figura, valgono le seguenti

@= PEOSA - gove p=+Va>+0b>=|z| viene detto modulo del numero

uguaglianze: { b=psena’

complesso z = a + bi mentre «, l'angolo formato dal segmento che unisce i punti (0,0) e
(a,b) con il semiasse reale positivo, ¢ detto argomento del numero complesso z = a + bi .



a4+ b

P sen a

P Ccos a

Avremo allora, sostituendo:
z=a+bi=pcosa+ipsena=p(cosa+isenc),
che viene detta forma trigonometrica del numero complesso.

Notiamo che |cos o + i sena| = \/cos? a 4 sen?a = 1.
: . b sen «
Sihapoi — = P
a pcosa

= tg «, da cui otteniamo, o = arctg —, — — < a <
a

IR
o

Notiamo come la rappresentazione in forma trigonometrica di un numero complesso non sia
unica; infatti, se k€ Z, si ha p(cosa+isena) = p(cos (o + 2km) + isen («a + 2km)),
per la periodicita, a meno di giri interi, delle funzioni seno e coseno.

Esempio 3 : Essendo |i| = y/0+1=1,otteniamo : ¢ =1- (cosg + isen g) .

Essendo | — 1| =1, otteniamo — 1 =1-(cosm+isenm).

Essendo |—1—|—z’|:\/1—|—1:\@,otteniamoz —l—l—i:\/§<—%+%i> =

3 3 3
= 2(cosz7r+isenz7r) quindiper z = — 1+ 1, rlsultap—\/Eea—Z

Essendo ‘2f+ 22‘ =+/12+ 4 = 4, otteniamo : 2\[-1— 21 =4 (ﬁ +

1
2 2"

™ . 0w o .
:4(cosg+zsen6),qumdlperz:2\/§+2z,r1sultap:4eoz——.

OPERAZIONI SUI NUMERI COMPLESSI IN FORMA TRIGONOMETRICA
La forma trigonometrica dei numeri complessi non ¢ di particolare utilita per calcolare somma
e differenza di numeri complessi, operazioni per le quali ¢ piu utile operare in forma algebri-
ca. Diversa ¢ la situazione per quanto riguarda il prodotto, il reciproco, il quoziente, 1'eleva-
mento a potenza e l'estrazione di radice.
Siano allora dati due numeri complessi in forma trigonometrica:

z1 = p1(cosa+isena) e zo = po(cos 5+ isen(3).
Eseguendo il prodotto avremo:

21 -z9 = p1 p2(cosa+isena) (cos 3+ isen3) =

= p1 P2 (cosacosﬁ +isenacos 3 + icosasen 3 + i senasenﬁ) =

= p1p2 (cosacos B —senasen 3 +i(senacos 3+ cosasen3)) =

= p1p2 (cos (a+ ) +isen(a+ (3)). Ovvero:
Teorema 1 : Il prodotto di due numeri complessi in forma trigonometrica € un numero com-
plesso che ha per modulo il prodotto dei moduli e per argomento la somma degli argomenti.
Si estende facilmente la regola al prodotto di quanti si vogliano numeri complessi.
Passiamo ora al calcolo del reciproco di un numero complesso z # 0 ; avremo:



1 1 1 (cosa —isena)

z  p(cosa+isena) p (cosa+isena)(cosa —isena)
! (cosa —isena) ! (cosa—isena) = ! (cos (— a) +isen( — a)). Ovvero:
p (cos’a+sen’a) p P
Teorema 2 : Il reciproco di un numero complesso in forma trigonometrica ¢ un numero com-
plesso che ha per modulo il reciproco del modulo e per argomento 1'opposto dell'argomento.
Calcoliamo infine il quoziente di due numeri complessi in forma trigonometrica, come pro-

dotto del primo per il reciproco del secondo. Avremo:
21

1 1
=z -— =pi(cosa+isena) - — (cos(— ) +isen(— ) =
29 p Z9 P2

-4

= — (cos (a — B) +isen (a — 3)) . Ovvero:
P2
Teorema 3 : Il quoziente di due numeri complessi in forma trigonometrica ¢ un numero com-
plesso che ha per modulo il quoziente dei moduli e per argomento la differenza degli argo-
menti.
Le formule fin qui ottenute prendono il nome di formule di De Moivre.

Esempio 4 : Sapendo che =1 (cosg + 7 sen g) , 2\/§—|— 2t =14 (cos% + 7 sen %) , €

3 3 .
—14i= \/5 (cos —T 4 i sen Zﬂ') , otteniamo:

4
;—l(cos(z—z)—kisen(z—z))—l(cosz+isenz)—l+£i
2/3+2 4 2 6 2 6/) 4 3 3/ 8 8

o (o () (-5 -y (- ) -

POTENZE DI NUMERI COMPLESSI IN FORMA TRIGONOMETRICA

Utilizzando quanto visto per il prodotto, calcoliamo la potenza ad esponente naturale di un
numero complesso. Se z = p (cosa+isena) ese n € N, avremo :

2" =[p(cosa+isena)]” = p" - (cosna + isennca), dato che il modulo sara il prodotto di
n moduli tutti uguali a p, mentre I'argomento ¢ la somma di n argomenti tutti uguali ad a.
Ovvero:

Teorema 4 : La potenza ad esponente naturale di un numero complesso in forma trigono-
metrica ha per modulo la potenza n-esima del modulo e per argomento il multiplo secondo n
dell'argomento.

4

(—14i) = (\/5)8 (cos (8- %7?) +isen (8- Zw)) = 16 (cos 6 + i sen 67) = 16.

3 3
Esempio 5 : Essendo — 141 = \/5 (cos —7 + ¢ sen 17r> , sara

Passiamo alle potenze ad esponente intero m € Z. Dato che Z, = N, basta definire le po-
tenze ad esponente m € Z_ . Per far questo poniamo m = —n,n € N.
Essendo z ™" = (z*1)7l , bastera applicare la regola trovata per gli esponenti naturali al nume-

ro z ', il reciproco di z. Avremo quindi, se z = p (cosa + isena):



M=2"= (21" = [(p(cosa+isena)) ] = %(cos(—a)—l—isen(—a)) —
:ﬁ(cos(—na)—kisen(—na)):p"L(cosma+isenma).

Quindi la potenza ad esponente intero m, positivo o negativo che sia, si definisce nello stes-
so modo delle potenze ad esponente naturale: ha per modulo la potenza m-esima del modulo
e per argomento il multiplo secondo m dell'argomento.

Si noti come il risultato trovato per il reciproco coincida, ovviamente, con quello che si trova
applicando 1'elevamento a potenza — 1.

Esempio 6 : Essendo 2\/5 +21=4 (cos % + isen %) , sara anche:

(2\/154—22')12 =471 (cos(—lQ-%) —H’sen(—lZ-z)) =

6
- 1 . 1
:E(COS(_27T)+ZSGH(_27T)):E(l‘f—Z'O):E_

Passiamo alle potenze ad esponente razionale, iniziando dagli esponenti del tipo —, n € N*,
n

ovvero studiamo il problema dell'estrazione della radice n-esima di un numero complesso.
Vogliamo definire 2 = \”/;, con z = p(cosa+isena).

Posto 2 = \/_ = w, con w incognito, sia w = x (cosy + iseny), con T ¢ y incogniti.
Essendo z = w", sostituendo otteniamo: p (cos  + isen ) = z" (cosny + isenny) .
Quest'ultima uguaglianza risulta soddisfatta se:

R z=/p
{a_i_%?T:ny,ovverose y:g+k2—ﬂ,kEZ'
n n

La prima uguaglianza ha una sola soluzione, la radice n-esima positiva di p, mentre la secon-
da uguaglianza esprime la possibilita che gli argomenti dei due numeri complessi z e w" dia-
no luogo allo stesso punto del piano complesso pur differendo per multipli interi di un giro.

Q@ ) ) 7r
Il valore — rappresenta 1'n-esima parte dell'argomento « del radicando z mentre — rappre-
n n

senta un n-esimo di un giro intero.

2
Per £ = 0 otteniamo y:g,perkzl sihay:g+—7r e cosi via; per k =n — 1 siha
n
2
y:g—k(n—l)—ﬁ,edinﬁne,perk::n si ha y:g—kn-—wz——l—Zw,chenelpiano
n n n non

. (0} . . ..
complesso ci rappresenta lo stesso punto dato da y = — . Avendo diviso l'angolo giro in n
n

parti uguali, partendo dalla posizione data da y = @ , dopo aver aggiunto n di queste parti ci
n

ritroviamo nella posizione di partenza. Se diamo allora a k 1 valori n+ 1, n 4 2 eccetera ri-
troveremo gli stessi punti trovati in precedenza, e quindi le stesse radici n-esime.

Quindi vale il seguente

Teorema 5 : Le radici n-esime del numero complesso z sono in numero di n e sono date
dalla formula generale:

2 2
\'/_:W(cos(g-kk:—ﬁ)+isen(g+k—ﬂ)),Oék‘ﬁn—l,k’GN~
n n n n



Ogni numero complesso z # 0 ha esattamente n radici n-esime; queste hanno tutte lo stesso
modulo, pari a \"/ﬁ , quindi stanno su di una circonferenza avente centro in (0,0) e raggio

. :  peep .27 .
pari a (/ﬁ . Dato che i loro argomenti differiscono per un angolo pari a —, le n radici n-
n
esime di z formano i vertici di un poligono regolare di n lati, inscritto nella circonferenza di
centro (0, 0) e raggio (/ﬁ; il primo di questi vertici ha per argomento — .
n

Nella figura seguente vengono rappresentate le 6 radici seste di z = p (cosa +isena).

Esempio 7 : Calcoliamo \4/_ Essendo ¢ =1 - (cos T + ¢sen g) avremo:
2
%:%(cos( +k‘—)+zsen( +k£)),0§kz§3,dacuisiottengono:
perk:0:1-<cos—+zsn—>
8
om . o
perkrzl:l-(cos( )-I—zsen( )): cos§+zsen§ ;

7r
2
perk;:2:1'(cos( )+ sen( )) (Cos—+zsen9§);

. T 37 137 137
per k=3:1-( cos + ¢ sen ——|—— = cos?—i—zsen? .
/1 — 2 /1 2
Dalle formule di bisezione sen o = o T oS e cosa = + cos @ , essendo:

seng = cos Z = 2 , otteniamo :
ro2-V2 o2+ V2 g
sen — = —— e cos — = ——— , dalle quali infine:
8 2 8 2
2+ /2 2-4/2
per k =0 si ha: +1 ;
2 2
2— /2 2++/2
k=1 siha: — ' ;
per s1 ha 5 +1 5 5
V242 2—/2
per k =2 stha: — 5 —1 5 ;



per

k = 3 siha: '2;\/§—i ”2—;\/5.

Esempio 8 : Calcoliamo f Essendo 1 =1 (cos0+ isen() avremo:

2 2
f f ( ( +k—7r)+isen(0+k;—7r)>,nggn—l,kEN,ovveroz

n

M:cos<k2—)+isen(k21>,nggn—l.
n n

Riprendendo 'uguaglianza precedentemente trovata:
27

2
\"/7:\’/;((:05(%4_]{3_7{)"’_2.8611( +k—))30§k§n—l,kEN,
n n n

per quanto visto sul prodotto di numeri complessi in forma trigonometrica, potremo scrivere:
2 2T
\/;—\'f V1 - (cos——f—zsen )(cos(k—)+isen(k—>>,

dove (cos — +1isen —) rappresenta la prima radice n-esima del numero z, quella che

2 2
corrisponde a k£ = 0, mentre (cos (k: —W) + 7 sen (k —7T>> , come visto nell'Esempio 8§,
n n

rappresenta, per 0 < k < n — 1, le radici n-esime dell'unita 1. Quindi:

Teorema 6 : Le radici n-esime di un qualunque numero complesso z # 0 si possono ottene-
re calcolandone una sola, quella che corrisponde a £ = 0, e moltiplicando poi questa per le n
radici n-esime dell'unita 1.

Esempio 9 : Calcoliamo \4/1 e da questa \7; . Avremo allora:

2T T
f f ( ( 4)+zsen(kz>>:(cos(k2)+zsen( )) 0<k<3
e quindi: per £k =0 siha cosO+isen0 = 1;per k =1 siha cos§+zse g =1;
per k =2 siha cosm+isenm = — 1;per k=3 siha cos?)?7T +zsen3§ = —1.
Riprendendo la prima radice trovata per \/; ,ovvero, per k =0:
V2Hv2 ooy2-ve o | o .
5 +1 5 , moltiplicandola per i, per — 1 e per — ¢, ritroviamo le altre radi-
ci quarte di ¢ trovate in precedenza. Infatti:
V2HV2oy2-vey 2-V2 242
( 5 +1 5 )-z:— 5 +1 5 ,quellaper k =1;
V2+V2  \/2-4/2 V2+V2 242
< 5 +1 5 )-(—1):— 5 —1 5 , quella per kK = 2;
V242 2— /2 2 — /2 24+ /2
< 5 +1 5 ) (—1) = 5 -1 5 , quella per k£ = 3.
2
Esempio 10 : Calcoliamo J (TB — %z) Essend \/75 — %z = 1, risulta:




(o¢]

3 1 11 1
— — -1 =2c0s | — + 7sen dalla quale otteniamo
2 2 6
2
V3 1. LR 11
-— == =cos | — sen [ — =
5 5 ¢ 37r i 0
= COS 5 ~|—zsen 5 _ ! 3i
= o = = .
3 37) T 27 2
1 ¢§ 5 27 5 o
il Z_ ; - = — <k<1:
Sara allora 5 5 67T+k: >+zsen<67r+k 2),0_1{:_
5 V3 1.
= tt — - Y- Z
per k = 0 otteniamo: cos(6 )+zsen(67r) 5 +22
. 11 11 V3 o1
=1 ott : — ' —T) =i
per k otteniamo cos(6 7r)+zsen(6 7T) 5 5
2

Come si vede, quindi, non ¢ corretto scrivere (

Esempio 11 : Risolviamo I'equazione 2> + 2+ 1= 0.

—1+yv1-4 -1y =3

Avremo allora = = 5 =

—1++/31
Essendo / — 3 = \/g -4/ — 1, otteniamo x = % , € quindi abbiamo due soluzio-

1 /3. 1 3,

ni, complesse e coniugate, 1 = — 3 + S tem=—5 - i
Esempio 12 : Risolviamo I'equazione z® + 1 = 0, che ammette un'unica soluzione reale data
dax= —1.
Da 2° = — 1, otteniamo = = v/ — 1, e quindi le tre radicidi z = 1 - (cosm + isen):
2 2
/1 (cos(Z 4k  sen k— 0 < k <2, ovvero:
J_< g thg )™ 3+ 3)) ==
. , 1 3.
per k =0 si ha: cos%%—zsen% = 54—7[ ;
per k=1 siha: cosm+isenm = —1;
5 5 1 3

per k = 2 siha: cos (gﬂ') + isen (57) =5~ \/7—2

Si sono trovate quindi tre soluzioni, in numero pari al grado del polinomio z* + 1.

. . . m 1M .
Passiamo infine alle potenze ad esponente razionale, z», — € QQ; supponiamo che m e n
n

siano primi tra loro, con m # 1.

1
= n

In base alle definizioni precedenti, poniamo z» = (") = /2™, ed operiamo di conse-
guenza. La potenza 2™ ci da un solo risultato, del quale vanno poi calcolate le n radici n-
esime.

L'ESPONENZIALE COMPLESSA ¢, 2z € C

Preso un numero immaginario puro z = x4, * € R, diamo la seguente

Definizione 6 : Si definisce I'esponenziale e“' come:



e’ =cosx +isenx.

Vediamo una giustificazione (non certo una dimostrazione !) di tale definizione utilizzando 1
polinomi di Mac Laurin delle funzioni reali e”, senz e cos z, anche se, piu correttamente, si
dovrebbero utilizzare i loro sviluppi in serie di potenze. Sappiamo che risulta:

Pttt S T T @) = 3 L 2 o)

e = X -_— — — x = — T o\xr .
21" 31 n! 2 k]
3 5 7 9 n

o x x z x <_1) 2n+1 2n+1

Sen$—$—§+a—ﬂ+a—...+ml‘ +0($ )
'CCQ .’E4 $6 xS (_1)71 2n 2n

COS.’Ezl—g—FE—a—Fg——FWx +O(£U )

Sostituendo, in maniera formale in queste espressioni, alla variabile x la variabile z i, si ha:

vi (@) (@) (@)t (i) () (x4 )
e =14 (zi)+ 51 + 31 + 1 + o + Gl + = + .... da cui:
T~ . :1:4 $5, X :177, .
2' a’é‘i‘ﬂ‘{‘i@—a—ﬂ’é—f—m.OVVerO.

i x? 2t af 2 2
e :<1——'+—.——'—|—....>+z<x—§+a—ﬁ+....)equmdl:

e’ =cosxz +isenx.
Preso ora z € C, z = x + y i, usando le proprieta delle potenze reali, poniamo:
e = eVl = ¢ . e¥ = ¢” (cosy + iseny)
ovvero otteniamo un numero complesso avente per modulo il numero reale positivo e e per
argomento il coefficiente dell'immaginario y. Si ha infatti : |cosy + iseny| = 1.
Dalla definizione data segue subito, V k € Z, che:
ez+2k7ri — €x+yi+2k7ri — 7. e(y+2k7r)i — e (COS (y + Qkﬂ') +isen (y + 2k7‘l’)) —
=¢e” (cosy + iseny) = €°, cio¢ la funzione complessa z — e ¢ periodica di periodo 27 i.

0+ otteniamo:

Esempio 13 : Calcoliamo e’ . Essendo ¢’ = e
e =e%(cos1+isenl) =cosl+isenl.
Se calcoliamo e¢*™ avremo invece ™ = "™ = ¢ (cos 27 + isen27) = 1.
LOGARITMI DI NUMERI COMPLESSI logz, z € C

Vediamo ora come definire il log z, z € C, z # 0. Posto log z = w, otteniamo z = e

Se poniamo w = x 4+ yi , con x e y incogniti, e z = p (cosa + isena), p e « valori invece
noti, imponiamo che sia: e” = e’ = ¢* (cosy + i seny) = p (cosa + isena), che risulta
e’ =p x =logp

y=a+2km ke V\y=a+2%nkecz"

Notiamo che log p ¢ sempre definito, essendo p un modulo e quindi una quantita reale sempre
positiva; la seconda uguaglianza dipende dal poter rappresentare un punto del piano comples-
so in infiniti modi, vista l'identita di rappresentazione a meno di giri interi.

Sostituendo le uguaglianze trovate avremo allora:

logz=w=x+yi=logp+ (a+2km)i, keZ.

Con questa uguaglianza si definiscono gli infiniti logaritmi di un numero complesso z # 0.
Questi hanno tutti la stessa parte reale, log p, mentre varia, di 27 in 27, il coefficiente della
loro parte immaginaria. I valori di log z stanno quindi tutti su una retta perpendicolare all'asse
reale, passante per il punto (log p, «).

I1 valore corrispondente ad o = 0 viene detto valore principale.

soddisfatta quando: {
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Esempio 14 : Calcoliamo log ( — 1). Essendo — 1 =1- (cosw + isen ), otteniamo:
log(—1)=logl+ (7w +2km)i= (2k + 1) i, k € Z. Da questa ricaviamo anche:
PRI — cos ((2k + 1) m) +isen ((2k + 1) 7) = — 1.

Esempio 15 : Calcoliamo logi. Essendo i = (cos T + 7 sen g) , avremo:
logi = log 1 + (g —|—2k:7r) i = (g +2k:7r) i, ke,
Esempio 16 : Calcoliamo log (1 + 7).

1 1
Essendo 1+i:\/§<—+i—> :\/5(005

™ .
1 + i sen 4) , avremo infine:

V2 V2

log (1 1og\/+( +2kr)i, k€.

POTENZE AD ESPONENTE COMPLESSO

Per definire la potenza w*, w € C, z € C, w # 0, si usa l'uguaglianza, valida per le potenze
reali di numeri a positivi: a* = e*1°87 |

Definizione 7 : Si pone w* = e*1°¢%
ambito complesso.

, dove sia l'esponenziale che il logaritmo vanno intesi in

Esempio 17 : Calcoliamo i’. Da i = cosg + iseng eda logi = (g + 2k7r) 1, otteniamo:
i — pilogi _ pi(§+2km)i _ 6—(§+2k7r), ke,

La potenza " assume allora infiniti valori, che sono comunque tutti reali.

, . . 1
Calcoliamo ora (1 44)'" = ¢(!7010e(1+1) 'Egsendo 1+ = V2 (— +1 si € visto

1 )
(Esempio 16) che log (1 + i) = log \/_ 2+ ( + 2k7r> 1, € quindi, sostituendo, otteniamo:
o (1=i)log (1+i) _ ,(1=0) (log V2+ (E+2kn) L> _ plog V2+ (E+2km) i—ilog /2+(5+2kT) _

— clog V24T 42k e(?r?kW*lOg \/5)7 _ elog\/§ itk e(§+2/€7r710g \/5)1 _
= \/56%’_2]” (cos (% + 2km — log \/5) + i sen (% + 2km — log \/5)) .

FUNZIONI TRIGONOMETRICHE COMPLESSE

Dalla definizione e”* = cosx + i sen x, otteniamo, sostituendo x i con ( — z 1), la:
e *"=cos(—x)+isen(—x)=cosx —isenz.
T .
. e’ =cosxtisenzc .
Sommando e sottraendo tra loro le due uguaglianze i _ otteniamo:
"' =cosx —isenx

‘ ‘ ezz;i + e—:z;i
e’ +e " =2cosx e da queste: cosT = 5
e’ —e " =2isenx ' et —e T
senx = :
21
Estendendo queste uguaglianze a z € C, otteniamo la definizione del seno e del coseno di un
ezi + efzi
oSz = ———
numero complesso: i L
—e
senz = -
21
senz e*'—e %! 2 1 e**—e*"

Da queste abbiamo poi anche tg z = = - A =
COs 2 21 e*t+e 1 efl4e !
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ALGEBRA LINEARE

VETTORI

Consideriamo R", prodotto cartesiano di R con sé stesso n volte, ovvero 1'insieme formato da
tutte le possibili n-uple di numeri reali (z1, z9, ..., ;). Ogni n-upla verra detta anche vettore.
Ogni vettore verra denotato con una lettera maiuscola o mediante la n-upla delle componenti
che lo rappresenta: X = (z1, 2, ..., z,) € R".

Se X € R" si dira anche che X ha n componenti oppure che ¢ un vettore di dimensione n.
Dal punto di vista geometrico, ogni vettore X € R" individua una retta, e precisamente la ret-
ta passante per il punto O = (0,0, ...,0) e per il punto X = (x1, 29, ..., z,) -

Il vettore O = (0,0, ...,0) prende il nome di vettore nullo.

OPERAZIONI SUI VETTORI

Siano dati due vettori: X,Y € R", X = (x1,22,...,2,) ¢ Y = (y1,¥2,...,Yn), aventi cio¢
uguale numero di componenti.

Definizione 8 : Si definisce la somma di due vettori come il vettore:

X+Y= ([131 + Y1, T2 + Y2, s Tp + yn) e R".

Si estende facilmente la definizione alla somma di un numero qualunque di vettori.

Esempio 18 : se X = (3, —1,0) e Y = (5,2, —3), allora X+ Y = (8,1, — 3).

Valgono per la somma di vettori le proprieta:

S1) commutativa: X+ Y =Y + X

S2) associativa: X+ (Y+Z) = (X+Y)+Z.

S3) esiste ed ¢ unico I'elemento neutro rispetto a tale operazione: X + O = X.

La somma di due vettori ¢ rappresentabile graficamente mediante la cosiddetta regola del pa-
rallelogramma: dati X e Y, il vettore somma X + Y coincide con la diagonale del parallelo-
gramma avente X e Y per lati, come illustrato in figura:

x

Definizione 9 : Preso k£ € R (detto anche scalare), si definisce il prodotto dello scalare &
per il vettore X € R" come il vettore: k- X = (kzy,kxo,...,kx,) € R".

Esempio 19 :se X = (3, —1,0) ek =5, siha 5-X = (15, — 5,0).
Per il prodotto di uno scalare per un vettore, dati ki, ko € R ¢ X, Y € R", valgono le se-

guenti proprieta:
Pl) kl'kQ'X:kl'(kZ2~X) :k’g'(lﬁ X) = (]{71 'k’g)'X;
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P2) (k1+k2)X:k1X+k2X,
P3) k- (X+Y)=k-X+k-Y.

Moltiplicare un vettore X per uno scalare k significa ottenere un vettore che sta sulla stessa
retta di X, orientato dalla stessa parte di X se k > 0, da parte opposta se £ < 0, piu lungo di
Xsek>1ose k< —1,piucortodiXse —1<k<1.

Definizione 10 : Dati p vettori X;,Xs,...,X, € R" e pscalari ki, ko, ..., k, € R, si definisce
la combinazione lineare di questi vettori, con i dati scalari k;, come il vettore:

p
X+ X + o+ kX, =) kX,
=1

ovvero la somma dei p vettori X;, ciascuno moltiplicato per il corrispondente scalare k;.

Esempio 20 : Presi X = (3, —1,0), Y=(5,2, —3) e Z=(—4,2,2), e scelti k; =3,
ko= —2¢e ks=2,avremo: 3-X + (—-2)-Y + 2-Z=(—-9, —3,10).

Definizione 11 : La differenza di due vettori si pud definire come la loro combinazione
lineare a coefficientile — 1: X =Y =1-X+(—=1)- Y= (21 —y1,%2 — Y2, .oy Tp, — Yn) -

Esiste unico l'elemento inverso rispetto alla somma (l'opposto): X — X =X+ (- 1)X=0.
Anche la differenza di due vettori puo essere rappresentata graficamente. Posto Z = X + Y,
otteniamo Y = Z — X, per la quale, facendo riferimento alla figura relativa alla regola del
parallelogramma, vediamo come il vettore Y, che rappresenta appunto la differenza, sia il vet-
tore che partendo dal punto X, il vettore che si sottrae, porta al punto Z, quello da cui si
sottrae.

SPAZI E SOTTOSPAZI VETTORIALI

Le operazioni che abbiamo definito, se eseguite su vettori di R”, danno per risultato ancora un
vettore di R".

La moltiplicazione di un vettore X per uno scalare k£ da per risultato un vettore che appartiene
alla stessa retta di X, e che sara orientato nello stesso verso di X se lo scalare &k ¢ positivo, o
nel verso opposto se k£ ¢ negativo.

Due vettori X e Y di R” stanno su di una stessa retta, o appartengono alla stessa retta, se e so-
lose X=Fk-Y, con k scalare opportunamente scelto; in questo caso i due vettori si dicono
paralleli.

Due vettori X e Y di R”, che non stiano su una stessa retta, individuano un piano in R" pas-
sante per O, X e Y, ed una qualunque combinazione lineare di essi dara per risultato un vet-
tore che appartiene allo stesso piano.

Un insieme nel quale siano definite le due operazioni, quella di somma e quella di prodotto
per uno scalare, con le proprieta precedentemente elencate, si dice uno spazio vettoriale.

Piu precisamente, vale la

Definizione 12 : Un insieme V si dice uno spazio vettoriale se:

Vk)l,kig ERGVX,YEV = k- X+k-YeEV,

ovvero se ogni combinazione lineare di elementi dell'insieme appartiene ancora all'insieme.
L'insieme R (la retta), R? (il piano), R?, ... ,R" costituiscono i principali esempi di spazi vet-
toriali reali, di dimensione rispettivamente 1, 2, 3, ... n. Il punto (o vettore) O si pud conside-
rare come lo spazio vettoriale a dimensione 0.
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Esempio 21 : L'insieme dei Polinomi P(z) = a,, 2" + a1 " '+ . 4+ ayx + ay costituisce
uno spazio vettoriale, in quanto ogni combinazione lineare di polinomi ¢ ancora un
polinomio.

Esempio 22 : L'insieme delle funzioni continue in un punto x( costituisce uno spazio vetto-
riale in quanto la combinazione lineare di funzioni continue in z, ¢ ancora una funzione
continua in zy. Analogamente per le funzioni derivabili in x.

Con analoga definizione, un sottoinsieme A C V si dice un sottospazio vettoriale se:
Vk)l,kig ERGVX,YEA = ki - X+k-YeA.

Ad esempio, ogni retta (R) ¢ un sottospazio vettoriale del piano R?, di R3, e di un qualunque
R"; ogni piano (R?) & un sottospazio vettoriale di R?, di R*, e di un qualunque R”, e cosi via.

DIPENDENZA E INDIPENDENZA LINEARE

Siano dati p vettori di R", con p < n: X, Xy, ..., X,;

Definizione 13 : I vettori X, Xy, ..., X, si dicono linearmente dipendenti se si possono de-
terminare p scalari ki, ko, ..., k,, , non tutti nulli (cioé con almeno uno di essi diverso da zero),
tali che: &y 'X1+k’2'X2+...+k‘p'Xp:@.

Se I'unico modo per ottenere il vettore nullo come risultato della combinazione lineare ¢ quel-
lo di prendere tutti gli scalari k; uguali a zero, allora i p vettori si dicono linearmente indi-
pendenti.

Se p vettori sono linearmente dipendenti, ciascuno dei vettori aventi, nella combinazione li-
neare che da per risultato il vettore nullo, un coefficiente diverso da zero, pud essere espresso
come combinazione lineare degli altri vettori. Infatti, supposto k; # 0, dalla:

B Xy 4+ k- Xo + o 4+ k- X + ..+ k- X, =0, otteniamo:

ki Xi= —k - Xy — k- Xo — 0 — ki1 - Xy — ki - X —...—k‘p'Xp,
da cui poi
ky ko ki1 ki k,
) GRS QU S I SN A2 I SR
ki ! kl 2 kz ! kz +1 y /4
k;

ovvero, posto h; = — —=, possiamo scrivere:

P
Xi=h - Xi+he-Xo + oo+ hi - Xy + b - X + o0+ 0y X
Questo non sarebbe possibile se 1 vettori fossero linearmente indipendenti.

Da un punto di vista geometrico, dire che p vettori di R", con p < n, sono linearmente di-
pendenti significa che essi appartengono ad uno stesso sottospazio R¥, la cui dimensione k ¢
minore del numero p dei vettori.

Esempio 23 : 4 vettori di R o 4 vettori di R® possono essere linearmente dipendenti o perché
stanno tutti su una stessa retta (IR), o in uno stesso piano (R?), o in uno stesso R? (3 < 4 !).

L'esempio piu semplice di vettori linermente dipendenti ¢ fornito da due vettori, a qualunque
R™ appartengano, che stanno sulla stessa retta, ovvero che sono paralleli.

Se, dati p vettori di R": X, X, ...,X,, uno di essi ¢ il vettore nullo O, allora i vettori risulte-
ranno comunque linearmente dipendenti; basta dare a ciascun vettore non nullo un coefficien-
te uguale a 0 e ad O un qualunque coefficiente diverso da 0; tale combinazione lineare dara
ovviamente per risultato O.

INSIEMI DI GENERATORI E BASI DI UNO SPAZIO VETTORIALE
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Si pud dimostrare, ma qui ci limitiamo ad enunciarlo, che il massimo numero di vettori tra lo-
ro linearmente indipendenti in R" uguaglia il numero delle loro componenti, ovvero che sono
linearmente indipendenti tra loro al massimo n vettori di R".

Ne segue che se prendiamo n vettori di R” linearmente indipendenti X;, Xs, ..., X, , un qua-
lunque altro vettore Y € R" potra sempre essere espresso mediante una opportuna combina-
zione lineare di alcuni, anche di tutti, degli X;,X,,.... X, .

Definizione 14 : Presi m vettori di R", m > n, se ogni vettore di R" risulta esprimibile
come loro combinazione lineare, si dice che essi costituiscono un insieme di generatori di
R,

Definizione 15 : Presi esattamente n vettori di R”, che risultino linearmente indipendenti, si
dice che essi costituiscono una base di R".

Una base ¢ quindi un insieme di generatori minimo in quanto ad elementi che lo costituisco-
no. Ogni vettore Y € R" puo sempre essere espresso come combinazione lineare dei vettori
di una base.

La dimensione di uno spazio o di un sottospazio vettoriale coincide con il numero massimo
di vettori linearmente indipendenti che in esso si possono determinare, e coincide con il nu-
mero degli elementi necessari a costituire una base di tale spazio.

Esempio 24 : Dato che la dimensione di R ¢ 1, basta un vettore (non nullo) per generare R.
Ad esempio il vettore 1 genera qualsiasi numero k£ € R : basta moltiplicare 1 per k.

Ci vogliono due vettori, invece, che non stiano su una stessa retta, per generare ogni altro vet-
tore di R?, spazio a dimensione 2. Ad esempio: (z,y) =z (1,0) +(0,1),V (z,y) € R?.
L'insieme dei polinomi, quello delle funzioni continue e quello delle funzioni derivabili in x
sono invece esempi di spazi vettoriali a dimensione infinita.

I1 piu semplice esempio di base in R" ¢ costituito dalla cosiddetta base canonica, cioe quella
formata dai vettori aventi una componente uguale ad 1 e tutte le altre uguali a 0.

Esempio 25 : La base canonica di R? ¢ data da Ey: {e; = (1,0); e2 = (0,1)}, quella di R? &
data da E3: {e; = (1,0,0); e2 = (0,1,0); e3 = (0,0,1)}.

Vale il seguente:

Teorema 7 : Data una base di R”, ¢ unica la rappresentazione, mediante quella base, di un
qualunque vettore Y € R".

Dimostrazione: Procediamo per assurdo, supponendo, scelto un vettore Y € R" e scelta una
base {X,Xos,...,X,} per R", che sia:

Y=0a;-Xi+ay-Xs + ... + o, X, edanche:

Y=0 X1+ 06Xy + ... + 3,-X,,con qualche «; # [3;.

Sottraendo membro a membro avremo allora:

(Oél—ﬁl)-Xl—}—(OéQ—ﬂg)'XQ + ...+ (an—ﬁn)-Xn:@.

Se almeno una delle differenze («; — (3;) fosse diversa da zero, questo significherebbe che i
vettori X1, X, ...,X,, sono linearmente dipendenti, contro l'ipotesi, per cui a; = [3;, Vi e la
rappresentazione di Y risulta quindi unica. e

PRODOTTO SCALARE, MODULO, DISTANZA EUCLIDEA

Definizione 16 : Dati due vettori di R", X e Y, si definisce prodotto scalare dei due vettori,
indicato con X-Y, (0o con < X,Y > ) la somma dei prodotti delle loro componenti di
uguale indice:
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n
X-Y=x1y1 + Toyo + .. + TpYn :Z%yz
i=1

Notiamo quindi che X -Y da per risultato un numero reale e non un vettore, e questo spiega
il nome di prodotto scalare.

Esempio 26 : se X = (3, —1,0) e Y = (5,2, — 3), si ha:
X-Y=3-5+(-1)-2+0-(—3)=13.

Definizione 17 : Si definisce modulo (o norma) di un vettore X, e si indica con || X||, la radice

n
quadrata del prodotto scalare del vettore X per se stesso: ||X]|| = Z z? .
i=1
Un vettore il cui modulo sia uguale ad 1 verra detto versore o vettore normalizzato.
L . X 1
Dato un vettore X, per costruire il suo versore X, si calcola X, = m = W - X.

Esempio 27 : se X = (3, — 1,0) risulta: |X|| = \/32 +(—1)* 402 =/10.
1 3 -1
Per ottenere il versore basta calcolare — - X = | ——, ——,0 ] .
Vv 10 <\/10 Vv 10 )
In R? tutti i versori sono esprimibili nella forma v = (cos, sena) .

Definizione 18 : Dati due vettori X = (z1,22,...,2,) ¢ Y = (y1,%2,...,Yn), si definisce la
distanza (euclidea) dei due vettori come il numero reale non negativo:

I% - Y| = \/Z (i = )

Il modulo di un vettore X coincide con la distanza del vettore X dal vettore nullo O.

2

Nel cason =2 con la ||[X-Y| = Z (z; —y)° = \/(&31 —y1)% + (z2 — 12)° ritrovia-
i=1

mo la formula della distanza tra due punti (z1,x2) e (y1, y2) nel piano cartesiano.

PROPRIETA' DEL PRODOTTO SCALARE
Vale la seguente uguaglianza (detta di Schwarz):
XY = |[X|| - [|Y]| - cos x, dove « ¢ 1'angolo formato dai due vettori.

Se a = g il prodotto scalare ¢ nullo: X -Y = 0, e i due vettori si dicono perpendicolari.

Se 0<a<g siha X-Y > 0, mentre se g<a<7r siha X-Y < 0; quindi se i due vet-

tori formano un angolo acuto il loro prodotto scalare ¢ positivo, altrimenti negativo.

Se a =0, cio¢ se 1 vettori sono paralleli con uguale verso, il prodotto scalare ¢ massimo,
mentre s€ « = m, ovvero i vettori sono paralleli ma con verso opposto, il prodotto scalare ¢
minimo.

Valgono, per il modulo, due disuguaglianze:

-la disuguaglianza triangolare: || X+ Y| < |IX]|| + [|Y],

ovvero il modulo di una somma ¢ minore o uguale della somma dei moduli, e
-la disuguaglianza di Schwarz: |X - Y| < || X]|| - ||,
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ovvero il valore assoluto del prodotto scalare di due vettori ¢ minore o uguale del prodotto dei
moduli dei due vettori.
Quest'ultima discende subito dalla X - Y = ||X]| - ||Y]| - cos a, sostituendo a cos « il suo valo-
re massimo, ovvero 1.

MATRICI

I1 modo piu semplice di introdurre il concetto di matrice ¢ quello di definire le matrici come
tabelle di numeri reali, ordinate per linee orizzontali e verticali: le righe e le colonne.

Anche le matrici verranno indicate con lettere maiuscole, e scriveremo, ad esempio:

ai a2 A13 e e Q1p
as Qa92 a3 ... .. Qop

Am n —
' a;1 a;9 i3 e e Qip
Aml Am2 Am3 oo oo O

Il primo dei due indici alla base dell'elemento ¢ detto indice di riga, 1'altro di colonna, e dire-
mo che la matrice A ¢ una matrice (m - n) se essa ¢ formata da m righe ed n colonne.

Una matrice puo essere infatti definita anche come un insieme di vettori ordinati, in orizzon-
tale le righe, ed in verticale le colonne.

Scrivendo A, ,, = [a;;], indichiamo la matrice A formata da m righe ed n colonne il cui ge-
nerico elemento di posto (i, j) € a;;.

Chiameremo Ry, Ry, ..., R, le sue righe, ciascuna delle quali ¢ un vettore di R", avente cio¢
tante componenti quante sono le colonne della matrice, ed in modo simile indicheremo con
Cy,Cy, ..., C, le sue colonne, che sono invece vettori di R™ ed hanno ciascuna m componenti,
tante quante sono le righe di A.

Scriveremo A = [C;|Cs|...|C,] per indicare la matrice A mediante le sue colonne, mentre
scriveremo, meglio se in verticale, A = [R1 ‘Rg ‘ ‘ Rm} per indicarla mediante le sue righe.
Una matrice si dice quadrata se il numero n delle sue righe ¢ uguale a quello delle colonne
(questo numero ¢ detto ordine della matrice e la matrice verra denotata con A,), altrimenti
essa ¢ detta rettangolare.

MATRICI PARTICOLARI

I vettori possono essere considerati come particolari matrici, del tipo (m - 1) se vettori colon-
na, del tipo (1 - n) se vettori riga.

Data una matrice A, ,,, si dice sottomatrice (h - k) di A la matrice (h - k) ottenuta prendendo
gli elementi di A comuni ad h righe e k colonne e scartando tutti gli altri.

Si dice matrice nulla, indicata con O, una matrice i cui elementi siano tutti uguali a zero.

MATRICI QUADRATE PARTICOLARI

Definizione 19 : Una matrice quadrata si dice diagonale se gli unici elementi diversi da zero
sono gli elementi che stanno sulla cosiddetta diagonale principale, ovvero gli elementi che
hanno uguali i due indici.

Definizione 20 : Una matrice diagonale ¢ detta matrice scalare se gli elementi della diagona-
le principale sono tutti uguali tra loro.

Definizione 21 : Una matrice quadrata ¢ detta triangolare alta (bassa) se gli elementi al di
sotto (al di sopra) della diagonale principale sono tutti nulli.
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1 0 0 3 0 0 2 0 3
Esempio 28 : Le matrici A= (|0 4 0|, B=1|0 3 0}, C=1{0 3 4| sono, ri-
0 0 7 0 0 3 0 0 1

spettivamente, una matrice diagonale, una matrice scalare e una matrice triangolare alta.

Definizione 22 : Una matrice quadrata ¢ detta simmetrica se a;; = aj; , ovvero gli elementi
situati in posizioni simmetriche rispetto alla diagonale principale.

1 2 -3
Esempio 29 : Lamatrice A=|| 2 5 6 ¢ una matrice simmetrica.
-3 6 4

Definizione 23 : La matrice unita (o identitd) di ordine n, indicata con I,,, ¢ la matrice
scalare avente tutti gli elementi della diagonale principale uguali ad 1.

10 1 0 0
Esempio 30 : [, = HO RIE I3=0 1 0
0 0 1

Definizione 24 : Per matrice di permutazione si intende una matrice ottenuta scambiando
tra loro alcune righe (o alcune colonne) della matrice identita.

Quindi in ogni riga ed in ogni colonna di una matrice di permutazione vi ¢ un solo elemento
uguale a 1 mentre tutti gli altri sono uguali a 0.

0 1 0 0 0 1
Esempio31 : Py =||1 0 0| eP;=1{0 1 0| sonomatricidi permutazione.
0 0 1 1 0 0

OPERAZIONI SULLE MATRICI
Le principali operazioni sulle matrici non sono altro che una estensione delle analoghe opera-
zioni definite per 1 vettori.

Definizione 25 : Date A,,, = [a;;] ¢ B,,, = [b;;], ambedue con m righe ed n colonne, si
definisce la matrice somma come la matrice, anch'essa (m - n), avente come elemento di in-
dici (i, j) la somma degli elementi di indici (¢, j) delle matrici date:

Cm,n = [Cij] = [a’ij + bl}] :

Definizione 26 : Il prodotto di uno scalare £ per una matrice A, , ¢ definito come
(k-A),,, = [k-aj], ovvero la matrice avente per elementi gli elementi della matrice data

A, ciascuno moltiplicato per lo scalare k.

Definizione 27 : Una combinazione lineare di quante si vogliano matrici, tutte comunque
aventi m righe ed n colonne, a coefficienti scalari dati, si definisce come la matrice avente per
elemento di posto (4, j) la combinazione lineare, con gli stessi coefficienti, degli elementi di
posto (i, j) delle matrici date.

Limitandoci al caso di due sole matrici, A,,,, = [a;;] ¢ B,,, = [b;], avremo:

- Am,n + B ’ ]Bm,n = [CK ey + ﬁ ’ bw] .
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1 3 —4 1 0 0
Esempio32:Se A= (|0 1 2 eB=||3 —1 —2||,saraallora:

1 -2 5 0 3 2

3+2 9+0 —12+0 5 9 —12
C=3-A+2-B= [|[0+6 3-2 6—4 =16 1 2

340 —-6+4+6 15+4 3 0 19

Definizione 28 : Si definisce Trasposta della matrice A, la matrice A}, avente per ele-

mento di posto (7, j) 'elemento di posto (j,%) della matrice A, ovvero la matrice avente, per
righe e colonne, rispettivamente, le colonne e le righe di A.

1 3 —4 2 ; (1) ! ,
Esempio 33 :se Ag, = |0 1 2 7|, allora AL)) =l _4 o 5
1 -2 5 6 9 7 g

Proprieta della Trasposta

T1) A = (AT)T , ovvero la Trasposta della Trasposta di una matrice ¢ la matrice data;
T2) (A+B) = AT+B";

T3) A = AT se e solo se la matrice A ¢ una matrice simmetrica.

PRODOTTI TRA MATRICI
Molti sono i prodotti che si possono definire tra due matrici. Noi tratteremo solo il cosiddetto
prodotto "righe per colonne", che, tra le altre proprieta, gode della proprieta associativa.

Poi tratteremo il prodotto di Kronecker tra due matrici, che da per risultato una matrice a
blocchi.

PRODOTTO RIGHE PER COLONNE TRA MATRICI

I1 prodotto righe per colonne tra due matrici ¢ basato sul prodotto scalare di due vettori, in
questo caso le righe della prima matrice per le colonne della seconda.

Quindi due matrici saranno tra loro moltiplicabili "righe per colonne" solo se i vettori riga
della prima e i vettori colonna della seconda hanno lo stesso numero di componenti, € questo
accade quando il numero delle colonne della prima matrice ¢ uguale al numero delle righe
della seconda.

Definizione 29 : Date due matrici A,,, =[a;], 1 <i<m, 1<j<n,e B,,=[bl,
1<i<n, 1< j<p,sidefinisce la matrice prodotto C,, , = A,, ,, - B,, ,, avente, come si
vede, tante righe, m, quante la prima matrice e tante colonne, p, quante la seconda, nel se-
guente modo: il suo elemento di posto (4, j), ¢;;, € dato dal prodotto scalare del vettore R%, i-
esima riga della matrice A per il vettore C}B, j-esima colonna della matrice B, ovvero:

n
A B § :
Cij = Rz‘ : C]- = Ak - bkj.
k=1

Per questo prodotto tra matrici vale la proprieta associativa: A - (B - C) = (A -B) - C mentre
non vale la proprieta commutativa: in genere si ha che A - B # B - A ; I'uguaglianza potrebbe
essere soddisfatta se le due matrici fossero ambedue quadrate e dello stesso ordine, ma si pos-
sono fare esempi di come, anche in questo caso, non valga, in generale, la proprieta commuta-
tiva.
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Esempio 34 : Date le due matrici AQyQZH(?; _52 e]BZQ:H _13 _74 , avremo:
1314+ (—-2)-(=3) 3-(=4)+(-2)-7|| 9 — 26

A2z B”_H 0-14+5-(—3) 0-(—4)+5-7 |~ || -15 35 | ™ente

Boo . Ao — 1-3+(—-4)-0 1-(=2)4+(—=4)-5( | 3 — 22

22T (3).347.0 (=3)-(=2)+7-5| || -9 41

Calcolati 1 due prodotti si vede quindi che risulta A - B # B - A.

Se consideriamo una matrice A, ,, e le matrici unita II,,, ed I, avremo che:

Am,n : ]In - Am,n - ]Im : Am,n .

Notiamo poi come, diversamente dal prodotto tra numeri reali, il prodotto di due matrici pos-
sa dare per risultato la matrice nulla O anche se nessuna delle due matrici fattori lo ¢. Non
vale quindi la legge di annullamento del prodotto.

1 -1 1 1 2 3
Esempio 35 : Date A= || —3 2 —1)leB=1|{2 4 6}, eseguendo il prodotto ri-
-2 1 0 1 2 3
0 00 -1 6 -1
ghe per colonne, otteniamo A-B = (|0 0 0| mentre B-A =] —22 12 -2
0 0 O —11 6 -1

Valgono per il prodotto righe per colonne tra matrici le seguenti proprieta:

P1) associativa: A-B-C=(A-B)-C=A-(B-C);

P2) distributiva: A- (B+C)=A-B+A-Ce B+C)-A=B-A+C-A;

P3)se keR: (k-A)-B=Fk-(A-B);

P4) (A - IB%)T =B . AT, ovvero la trasposta di un prodotto & uguale al prodotto delle traspo-
ste, ma in ordine inverso.

Le matrici quadrate possono essere moltiplicate per se stesse piu volte, perché tale prodotto
da luogo a matrici che hanno sempre lo stesso numero di righe e di colonne. Questa ripetuta
moltiplicazione puo essere definita come la potenza di una matrice. Questo non ¢ possibile
per le matrici rettangolari.

Se A ¢é una matrice quadrata, poniamo: A% = A - A . Analogamente indichiamo con AF il pro-
dotto della matrice A per se stessa k volte, che viene detta potenza k-esima della matrice A.

La trasposta di una potenza coincide con la potenza della trasposta: (A" )T = (AT) "
Infatti: (A") = (A-A-..-A-A)T=AT-AT. . AT-AT = (AT)".

: . 1
Se B = A?, possiamo allora anche scrivere: A = B2 .

Esempi036:SeA:H; _1 ,risultaA2:A-A:H_41 :?H:]Bequindi:
—1 =2l 1 =1 =1l |l -1 =2
4 -1 [l2 1 2 1 || || 4 -1

Una matrice A per la quale risulti A> = A viene detta idempotente.
Una matrice A per la quale risulti A¥ = Q@ viene detta nilpotente di indice k.
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PRODOTTO DI KRONECKER TRA MATRICI

Esistono altri tipi di prodotto tra matrici. Uno di questi, molto usato in statistica, ¢ il cosiddet-
to prodotto secondo Kronecker, che viene indicato con il simbolo ® .

Definizione 30 : Siano date due matrici A,,,, = [a;j], 1 <i<m, 1 <j<mn,eB,,=[byl,
1<i<pl<j<gq.

Si definisce la matrice prodotto secondo Kronecker K., ., = A, ® B, ,, avente, come si
vede, tante righe, m - p, pari al prodotto tra il numero delle righe di A e quelle di B, e tante
colonne, n - g, pari al prodotto tra il numero delle colonne di A e quelle di B, nel seguente
modo: al posto del suo elemento k;; troviamo la sottomatrice data dal prodotto a;; - B.

Esempio 37 : Date le due matrici Ay = anr iz Bos = ‘ b bia big , avremo:
’ as a2 ’ ba1 by bog
aly - B aig - B
Ko293 =Ky = o1 B g B ‘ =
an ‘ b bz bug s ‘ bit bz bug
B ba1  bao b3 bar  bao b3
oy - ‘ bit bz b3 - ‘ bit bz bi3
bar by bog bar by bog
aip - bir arn-biz an bz aie-bin az bz ar - big
o {lair cbar arr cbye arr cbay arz-ba a by arg - bos
“|la2 b agr b ag by age bt az-bia a - bis
agr - bar @ - by azy-baz  age-ba @y by a - bog
1 9 1 1 1 1
Esempio 38 : Date le due matrici Ago = H 3 4l € Bss=1(2 2 2 2}|,avremo:
3 3 3 3
K324 = Kgg = H;g ZEH =
1 1 1 1 1 1 1 1
1-({2 2 2 2 2-112 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3
B 1111 11 1 1|
3-112 2 2 2 4-112 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3
1 111 2 2 2 2
2 2 2 2 4 4 4 4
/3333 6 6 6 6
113 3 3 3 4 4 4 4
6 6 6 6 8 8 8 8
9 9 9 9 12 12 12 12

Non esistono restrizioni sulla eseguibilita di tale prodotto, potendosi moltiplicare due qualun-
que matrici tra loro indipendentemente dalle loro dimensioni.

Facilmente sivedeche A O =0® A =0.

Per il prodotto secondo Kronecker tra matrici vale la proprieta di annullamento del prodotto,
ovvero: A B=0=A=0¢e¢o0B=0.

Non vale la proprieta commutativa, ovvero in generale risulta A @ B # B ® A..

Vale invece la proprieta associativa, ovvero risulta, V A, B e C:
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ABRC=A(B®C)=(A®B)®C.

Vale la proprieta distributiva: (A+B) C=A®C+B®C.

Per la trasposta vale, diversamente dal prodotto righe per colonne, la seguente proprieta:
AeB) =ATeBT.

OPERAZIONI ELEMENTARI SULLE LINEE DI UNA MATRICE

Si dicono operazioni elementari sulle linee (righe e/o colonne) di una matrice le seguenti:

1) scambiare tra loro due righe o due colonne: L; == L;

2) moltiplicare gli elementi di una linea per una costante k diversa da zero: L;«k -L;;

3) sostituire ad una linea la linea stessa pit una combinazione lineare di altre linee:
LieLi + > aj-L; (j#1).

Vedremo che le operazioni elementari possono essere molto utili per il calcolo del Determi-
nante e della Caratteristica di una matrice.

Le operazioni elementari possono ottenersi anche moltiplicando la matrice data A per una op-
portuna matrice [, detta matrice elementare.

Il prodotto A - E coincide con le operazioni elementari sulle colonne, il prodotto E - A con
le operazioni elementari sulle righe.

1 2 3 0 1 0
Esempio39:Se A= |4 5 6/, presa la matrice di permutazione E = |1 0 0]}, ri-
7 8 9 0 0 1
1 2 3 0 1 0 2 1 3
sulta: ||[4 5 6 1 0 0|=1{5 4 6|, ovvero si sono scambiate la prima con la
7 8 9 0 0 1 8 79
0 1 0 1 2 3 4 5 6
seconda colonna; risulta |1 0 O 4 5 6|=1|1 2 3|, ovvero sisono scambiate
0 0 1 7 8 9 7 8 9
la prima con la seconda riga.
1 2 3 1 -1 0
Esempio40:Se A= (|4 5 6| ,presalamatricce E= |0 1 — 1||, risulta:
7 8 9 1 0 1
1 2 3 1 -1 0 4 1 1
4 5 6 0 1 — 1| =10 1 1}, ovvero sie¢ sostituito la prima colonna con
7 8 9 1 0 1 16 1 1

la somma della prima con la terza colonna, la seconda colonna con la differenza tra la seconda
e la prima colonna, la terza colonna con la differenza tra la terza e la seconda colonna;

1 -1 0 1 2 3 -3 -3 =3
risulta |[|0 1 —1)-]|4 5 6|l=| -3 —3 —3|,ovvero si ¢ sostituito la pri-
1 0 1 7 8 9 8 10 12

ma riga con la differenza tra la prima e la seconda riga, la seconda riga con la differenza tra la
seconda e la terza riga, la terza riga con la somma della terza con la prima riga.

1 2 3 1 2 0
Esempio41 : Se A= ({4 5 6|, presalamatrice E=|{0 1 —2||,risulta:

7 8 9 1 0 1
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1 2 0 1 2 3 9 12 15

0 1 —=2|-}4 5 6||=| —10 —11 —12}|,ovvero si ¢ sostituito la prima riga

1 0 1 7 8 9 8 10 12
con la somma della prima con il doppio della seconda riga, la seconda riga con la differenza
tra la seconda ed il doppio della terza riga, la terza riga con la somma della terza con la prima
riga.

IL DETERMINANTE
Consideriamo ora esclusivamente matrici quadrate A,,. Seguendo anzitutto la forma tradizio-
nale, diamo la
Definizione 31 : Si definisce Determinante della matrice A, e si indica con det(A), o |A[, la
somma degli n ! prodotti contenenti ciascuno un solo elemento per ogni riga e per ogni colon-
na di A; ciascuno di questi prodotti viene preso con il proprio segno o con il segno cambiato a
seconda che la permutazione dei primi indici degli elementi del prodotto sia o no della stessa
classe di quella dei secondi.

apil a2 a3
Per illustrare quanto detto, consideriamo la matrice A3z = || a1 a2 a3

azr az2 ass
Tutti 1 possibili prodotti di tre elementi non su di una stessa riga o colonna sono i seguenti:
1) aq1 ag asz; primi indici 1, 2, 3; secondi indici 1, 2, 3;
2) aq1 ag3 age ; primi indici 1, 2, 3; secondi indici 1, 3, 2;
3) a1z ass ag ; primi indici 1, 2, 3; secondi indici 2, 3, 1;
4) ay9 as ags; primi indici 1, 2, 3; secondi indici 2, 1, 3;
5) a13 a9y aze ; primi indici 1, 2, 3; secondi indici 3, 1, 2;
6) a3 as ag; primi indici 1,2, 3; secondi indici 3,2, 1.
Sia 1,2, ...,n la permutazione fondamentale; il gruppo dei primi e quello dei secondi indici
degli elementi di un prodotto formeranno ciascuno una permutazione dei primi n numeri na-
turali che va ricondotta alla fondamentale scambiando tra loro, una coppia alla volta, elementi
contigui. Se occorrono un numero pari di scambi, la permutazione ¢ detta di classe pari,
altrimenti di classe dispari.
Nei sei prodotti che abbiamo formato, il gruppo dei primi indici ¢ sempre 1,2, 3, quindi oc-
corrono 0 (numero pari) scambi per portarlo alla permutazione fondamentale.
Consideriamo ora i secondi indici. Nei prodotti 1), 3) e 5) occorrono rispettivamente 0, 2 ¢ 2
scambi, ovvero un numero pari come lo 0; questi prodotti verranno presi con il loro proprio
segno; nei prodotti 2), 4) e 6) occorrono invece 1, 1 e 3 scambi, ovvero un numero dispari, e
questi prodotti dovranno quindi essere cambiati di segno.
I1 determinante di A sara allora dato da:
|A| = @11 Q22 A33 — Q11 Q23 A32 + G12 Q23 31 — Q12 Q21 G33 + @13 Q21 A32 — Q13 A22 A3 -

Dovremmo a questo punto elencare tutte le proprieta che discendono da questa definizione di
determinante. Possiamo ottenere piu rapidamente tali risultati ricorrendo ad una definizione
piu moderna di Determinante, che ¢ la seguente:

Definizione 32 (assiomatica del Determinante) : Il Determinante |A| di una matrice A,, ¢
una funzione multilineare ed alternante delle righe e/o delle colonne (cio¢ delle linee) della
matrice, che ad A,, associa un numero reale, e tale che det(Il,) = 1.

Scriveremo quindi: |A| = f(Ry,Ry,...,R,) = f(Cqy,Co,...,C,).
Vediamo piu in dettaglio quest'ultima definizione.
Essere la funzione f(L4,...,L,) multilineare significa che:
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f(Lla ce0y ]Lk—l; aX + ﬁY, Lk+17 o0y ]Ln) =
= o f(Lla ety ]kala Xa Lk+1, sy Ln) + ﬁ f(]Lla sy Lk*la Ya ]Lk+17 ooy Ln) >
ovvero l'immagine di una combinazione lineare ¢ uguale alla combinazione lineare delle im-
magini.
L'essere la funzione alternante significa che:
fLy, ... X, .Y, L) = — f(Ly,....Y, ..., X, ..., L),
cio¢ scambiando tra di loro due variabili il valore della funzione cambia di segno.

Questa seconda definizione ci permette di elencare piu rapidamente le principali proprieta del
Determinante:
P1) - Il Determinante cambia di segno scambiando tra loro due linee della matrice (proprieta
di alternanza).

1 2 6 0 3 5 5 3 0
Esempio42: [A3]={0 3 5|=— |1 2 6|=(6 2 1
4 8 7 4 8 7 7 8 4

P2)- Il Determinante di una matrice A,, coincide con quello della sua Trasposta Al.

Esempio 43 :

=~ Ot =
N OO DO
S w o
I
[avll RN
wW 0o Ot
SN

E' di fondamentale importanza la seguente:

P3) - 1l Determinante di una matrice ¢ nullo se e solo se le righe (e quindi le colonne) sono
vettori linearmente dipendenti.

Una matrice il cui Determinante sia diverso da zero ¢ detta matrice non singolare, altrimenti,
nel caso |A| = 0, ¢ detta singolare.

Discendono dalla P3) altre proprieta:

P4) - Se gli elementi di una linea della matrice sono tutti nulli, il Determinante ¢ nullo.

P5) - Se due linee sono proporzionali (cio¢ gli elementi di una sono multipli, per uno stesso
scalare, degli elementi dell'altra), il Determinante ¢ nullo.

Esempio 44 : 0.

S W =
= O W
— O N
I
w
—
w
o
w
b
I

P6) - Se si moltiplicano tutti gli elementi di una linea della matrice A per uno scalare k, il De-
terminante di questa nuova matrice ¢ uguale al Determinante di A moltiplicato per k.

1 3 2 1 3 2 1 3 2
Esempio45: |3 6 0|=|3-1 3-2 3-0/=3-|1 2 0
0 4 1 0 4 1 0 4 1

P7) - Se una linea IL di una matrice A viene espressa come somma di due o piu linee, il Deter-
minante di A ¢ uguale alla somma dei Determinanti di altrettante matrici, ciascuna avente le
stesse linee di A, eccettuata la linea L, al posto della quale si trovano, uno per volta, i vari
addendi di L (proprieta di multilinearita).
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1 3 2 1 3 2 1 3 2
Esempio46: (245 143 0+3|=12 1 0{+|5 3 3
0 4 1 0 4 1 0 4 1

P8) - 1l valore del Determinante di una matrice non cambia se ad una linea si sostituisce una
qualunque combinazione lineare di questa linea con altre linee della matrice.

Questa proprieta ¢ molto importante dal punto di vista del calcolo pratico del determinante, in
quanto, applicandola opportunamente, permette di generare linee che contengano il maggior
numero possibile di elementi nulli, riducendo di molto i calcoli necessari per trovare il valore
del Determinante.

Esempio 47 : Se sommiamo alla prima riga la seconda moltiplicata per 4 e le sottraiamo la
terza moltiplicata per 3 (R1<R; + 4Ry — 3R3), avremo:

3 1 2 3+44-0-3-1 14+4-2-3-1 24+4-1-3-3 0 6 -3
0 2 1|= 0 2 1 =10 2 1 |,
1 1 3 1 1 3 1 1 3

ovvero non cambia il valore del Determinante.

Esempio 48 : Dati i tre vettori X =(1,2,4), Y=(—-1,1, —1) e Z = (1,5,7), determi-
niamo se essi sono linearmente indipendenti o dipendenti. Usiamo la proprieta P3) e costruia-
mo la matrice Az avente X, Y e Z come righe. Otteniamo, sommando alla seconda riga la
terza e sottraendo alla terza la prima (Ro+Rs + R3 ¢ R3«R3 — R ):

1 2 4 1 2 4
|Asl]=]—-1 1 —1{=|0 6 6|=0, in quanto la seconda ¢ la terza riga risultano
1 5 7 0 3 3

proporzionali. Quindi i tre vettori sono linearmente dipendenti.

TEOREMI DI LAPLACE

I1 calcolo del valore di un Determinante viene effettuato praticamente non usando la defini-
zione, ma mediante il cosiddetto I° Teorema di Laplace, per enunciare il quale occorre pre-
mettere alcune definizioni.

Definizione 33 : Data una matrice quadrata A,,, chiamasi Minore complementare di un ele-
mento a;; di A, il Determinante della sottomatrice quadrata ottenuta eliminando da A,, la riga
¢ la colonna a cui appartiene 1'elemento a;;.

Definizione 34 : Si dice Complemento algebrico di un elemento a;; di A, e si indica con
A;j, 1l valore del suo Minore complementare preso con il suo segno, se la somma degli indici
1+ J ¢ pari, o con il segno cambiato, se ¢ + j ¢ dispari.

Si puo dimostrare che vale il seguente:

Teorema (I° Teorema di Laplace): 1l valore del Determinante di una qualunque matrice qua-
drata si ottiene mediante la somma dei prodotti degli elementi di una qualunque linea della
matrice per 1 rispettivi Complementi algebrici.

Ad esempio, se calcoliamo il Determinante mediante la i-esima riga, scriveremo:

|A,| = det(A,) = ai1 Ai + aip Aig + o + @i Aike + oo + Qi Aipy = Zaik Ay .
=1
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I1 Teorema di Laplace consente quindi di calcolare il Determinante di una qualunque matrice
quadrata di ordine n mediante il calcolo di n Determinanti di matrici di ordine n — 1, che sa-
ranno ciascuno calcolato mediante n — 1 Determinanti di ordine n — 2 e cosi fino ad avere
Determinanti di matrici di ordine 2.

Cominciamo calcolando il Determinante delle matrici degli ordini piu bassi.
Per una matrice (1 - 1), essendo A;; = a; 1, sihache |A; ;| =a;.
Vediamo poi come calcolare i Determinanti di matrici di ordine 2.

aix a2

o1 , si ha: det(A) = a1 a92 — Q12091 .

Data la matrice A =

aip G2 a3

Consideriamo ora la matrice del terzo ordine A = {|as;  aos  ass

azr  asz ass
Sviluppando il Determinante, ad esempio, per gli elementi della prima riga, avremo:
G21 Q22
Al = an
azr a2

as1 Qg3
azy ass

Q22  QA23
azz G33
|A| =damn (a22 G33 — a23 032) — a12 (a21 G33 — a23 CL31) + a3 (a21 a3z — a2 a31) =
= 11 Q22 A33 — Q11 Q23 A32 + G12 Q23 31 — Q12 Q21 A33 + Q13 Q21 A32 — Q13 A22 A3 -

— aq9 a3 , da cui otteniamo:

Esempio 49 : Calcoliamo il Determinante della matrice A = . Mediante la Re-

~ &~

2
5
8

O O W

gola di Laplace, applicata alla prima riga, avremo:

|A|:1_‘5 6l L (—g).[4 6 45

8 9 7 9l T3 7 3

=(45—48) —2(36 —42)+3(32—-35)= —3+4+12—-9=0.
Calcoliamolo ora usando la proprieta PS).
Usiamo le operazioni elementari sulle linee, e sostituiamo alla seconda riga se stessa meno la
prima riga moltiplicata per 4: Ro«~Rs — 4Ry, e sostituiamo alla terza riga se stessa meno la
prima moltiplicata per 7: R3«R3 — 7R; ed avremo:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
|Al=14 5 6|=|4—-4 5-8 6-—-12|=|10 -3 —6
7 8 9 7T—-7 8-14 9-21 0 —6 —12
Sviluppiamo con la Regola di Laplace applicata ovviamente alla prima colonna ed avremo:
1 2 3
Al=[4 5 6 :1-‘ :2 __162
7 8 9
Anche senza fare calcoli si vedeva che quest'ultimo Determinante ¢ nullo: la terza riga ¢ infat-
ti il doppio della seconda, e per la proprieta P5) segue |A| =0.
Essendo nullo il Determinante, le tre righe (e le tre colonne) sono linearmente dipendenti. I
calcoli fatti ci consentono di trovare anche la combinazione lineare che lega le tre righe.

1 2 3 1 2 3 R,
Daj{4 5 6/=|0 —3 —6|=|Ry—4-R;| otteniamo:
7 8 9 0 -6 —12 R; —7-Ry
R3—7'R1 :2(R2—4R1) da cui si ricava: R3 :2'R2—R1 0 R1 —2R2+R3 =0.

‘:36—36:().
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E' facile vedere come il Determinante di una matrice diagonale sia dato dal prodotto degli ele-
menti della diagonale principale. Il prodotto degli elementi della diagonale principale esprime
anche il valore del Determinante di una matrice triangolare, alta o bassa che sia.

I1 Determinante della matrice unita ¢ uguale ad 1, qualunque sia l'ordine della matrice unita.

Esempio 50 : Calcoliamo il valore del Determinante delle matrici:

12 0 0 0 0 0 00 0 01
1 2 3 4 5 0 0 00 0 21
1 2 3 000 0 00 3 21
A=l1 23 45 6|°B 0043 21
12 3 400 0 54 3 21
1 0 0 0 0 O 6 5 4 3 2 1
Con opportuni scambi tra le righe, la matrice A puo essere portata alla forma della matrice
diagonale D:
1 0 00 0 O
12 0 0 0 O
D= } ; g 2 8 8 , il cui Determinante ¢ allora uguale a 6! = 720 .
1 2 3 4 5 0
1 2 3 4 5 6

Dato che occorrono 8 scambi di righe per portare A in D, avremo che |A| = |DJ.

Operando come in precedenza, scambiando tra loro le colonne, anche la matrice B puo essere
portata alla forma della matrice diagonale D dell'esempio precedente.

Occorrendo per questo 15 scambi di colonne, avremo che |[B| = — |D| = —6! = — 720.

Esempio 51 : Dati i vettori X = (2,k,e"), Y=(1,1,0) e Z = (2,¢", k), determiniamo
l'insieme delle coppie (h, k) che li rendono linearmente dipendenti.

Formiamo la matrice A3 avente come righe i tre vettori dati, ed imponiamo che il suo Deter-
minante sia nullo. Avremo, sviluppando per la II" riga:

2 k e
Agl=11 1 0|=—-1-(K—€")+1-(2k—2¢") =" —2¢" — (k¥ —2k) =0.
2 ek

Considerandola come un'equazione di secondo grado nell'incognita e”, questa & verificata per
" =14+vV1-2k+k2=1+(1—k),ovveroper k =¢" eper k =2 —¢".

IL TEOREMA DI BINET

I1 calcolo del Determinante non ¢ permutabile con le operazioni di somma e differenza. In ge-
nerale, 1l Determinante della matrice somma di due matrici non coincide con la somma dei
Determinanti delle due matrici. Per quanto riguarda il prodotto vale invece il:

Teorema (di Binet): Date due matrici A,, e B,, dello stesso ordine, considerata la matrice C,,
risultante dal loro prodotto, risulta: det(C,,) = det(A,,) - det(B,,) .

1 -1 1 1 3 2

Esempio 52 : Date le matrici A=1{2 0 4|leB=|1 0 2]}, verifichiamo la vali-
4 1 8 1 0 1

dita del Teorema di Binet. Avremo, sviluppando il Determinante di A per la II" riga:
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-1 1 1 -1
T e I PRI
B = —3- 1 ?‘ = —3-(1-2) =3, avendo sviluppato quest'ultimo per la II" colonna.

Calcoliamo ora la matrice prodotto A - B. Avremo:
1-1-1-1+1-1 1-3-1-0+1-0 1-2—-1-2+1-1
A-B=|2-1+0-1+4-1 2-34+0-0+4-0 2-24+0-2+4-1| =
4-14+1-1+8-1 4-34+1-04+8-0 4-241-248-1

1 3 1 1 3 1
=16 6 8|,dacui|A-Bl=[4 0 6|=—3-(56—54)= —6.
13 12 18 9 0 14

Per calcolare piu rapidamente il Determinante di A - B si ¢ sostituito alla seconda riga la se-
conda riga meno il doppio della prima ed alla terza riga la terza riga meno la prima moltipli-
cata per 4. Dato che |A| - |B| = — 6, l'uguaglianza ¢ quindi verificata.

Se calcoliamo poi B - A, avremo che |[B-A| = —6,anchese B- A # A -B.

Si puo poi dimostrare che vale anche il seguente:

Teorema (II° Teorema di Laplace): La somma dei prodotti degli elementi di una riga (o co-
lonna) di una matrice per i Complementi algebrici degli elementi di un'altra riga (o colonna) ¢
sempre uguale a zero.

LA CARATTERISTICA

Consideriamo ora matrici qualunque, sia rettangolari che quadrate, e diamo la seguente, im-
portante:

Definizione 35 : Si dice Caratteristica (o Rango) di una matrice 1'ordine massimo dei suoi
minori non nulli.

Indicheremo la Caratteristica della matrice A con Car(A).

Quindi la Caratteristica di una matrice ¢ data dall'ordine della piu grossa sottomatrice quadra-
ta non singolare estraibile dalla matrice data.

Alla luce della proprieta P3) del Determinante, possiamo dire anche che la Caratteristica
esprime il massimo numero di righe (e quindi di colonne) tra loro linearmente indipendenti,
contenute nella matrice. E' facile vedere come solo la matrice nulla, ovvero la matrice avente
tutti gli elementi uguali a zero, abbia Caratteristica zero, cosi come una matrice quadrata non
singolare ha Caratteristica uguale al suo ordine.

1 2 -1 3
. . 0 1 2 — .
Esempio 53 : Data la matrice A4 = i 9 5 4 |28 hache |[A] =0.

3 -1 1 2
La sua Caratteristica non puo allora essere uguale a 4, in quanto le sue 4 righe (e le sue 4 co-
lonne) sono linearmente dipendenti. Consideriamo allora la sottomatrice B data dagli elementi

1 2 —1
che stanno sulla 1", 2" e 4" riga e sulla 1*, 2" e 3" colonna: B3 = || 0 1 2
3 —1 1

Essendo |B| = 18, abbiamo trovato un minore non nullo del 3" ordine, ¢ quindi Car(A) = 3.
Si puo trovare la Caratteristica anche usando le operazioni elementari sulle righe, che non al-
terano 1 Determinanti dei minori e quindi la Caratteristica della matrice.

Operiamo anzitutto le seguenti: R3~R3 — 4R; ¢ Ry«R,; — 3R; ed otteniamo:
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1 2 -1 3

0 1 2 -1

0 -6 6 -8

0o -7 4 -7
In questa matrice, operiamo poi le: R3~R3 + 6Rs ¢ Ry+~Ry + 7R, ed avremo:

1 2 -1 3

0 1 2 -1

0 0 18 —14)

0 0 18 —14
Come si vede, terza e quarta riga sono uguali, quindi la Caratteristica non puo essere 4.

1 2 -1
Datoche [0 1 2 | =18 # 0, la Caratteristica di A, ¢ uguale a 3.
0 0 18
Esempio 54 : Calcoliamo la Caratteristica delle seguenti matrici:
T P
A= 2 1 3 4 7|;B= ;
-1 3 2 5 1 oL
3 -2 0 4
1 0 -1 2 1
C=j] 0 1 0 0 0
-2 0 2 -4 -2

1 1 3

La Caratteristicadi A ¢ 3, infatti: |3 4 7| =1#0;
2 5 1
1

3 -2
Car(B) =3,inquanto [B|=0 mentre | —1 7 4 |= —12#0;
-2 0 4
Car(C)) = 2, in quanto tutti i minori di ordine 3 sono nulli mentre 0 11T 1#0.
Esempio 55 : Determinare, al variare di m e k, la Caratteristica della matrice:
1 m k
A=1|2 k m

3 k+m k+m
La terza riga della matrice ¢ somma delle prime due, quindi |A| = 0 e la Caratteristica non
potra in nessun caso essere pari a 3.

Consideriamo allora solo le prime due righe: 9 Lk m

La Caratteristica della matrice A sara 2 quando:

1 m kH

; 7]? =k — 2m # 0, ovvero per k # 2m , oppure se
; k ‘ =m — 2k # 0, ovvero per m # 2k, oppure, infine, se
TZ K =m?—k*>#£0,cioéper m# +k.

Perche non si avveri nessuna di queste tre possibilita dovra essere £ = m = 0, ed in questo
caso sara Car(A) = 1, in quanto nella prima colonna ci sono elementi non nulli.



29

Esempio 56 : Determiniamo, al variare di m e k, mediante operazioni elementari sulle righe,
1 -1 0 2 1

la Caratteristica della matrice: A = || 3 1 2 1 k
1 3 k m 0

Iniziamo con le seguenti: Ry«~Ry — 3R; e R3«R3 — R; ed avremo:

1 -1 0 2 1

0 4 2 —5 k—3]||. Operiamo poi la R3+R3 — Ry ed avremo:

0O 4 k m-2 -1

1 -1 0 2 1

0 4 2 —5 k—3]||. Come si vede, abbiamo operato per ottenere, mediante
0 0 k—2 m+3 2—-k

le prime due colonne, una matrice triangolare, nella quale potremo mettere, per terza colonna,
o la terza o la quarta o la quinta colonna della matrice data. Di queste possibili matrici trian-
golari d'ordine 3 ¢ immediato trovare il Determinante. Quindi avremo che:
Car(A)=3se k—2#0=k #2 oppurese m+3 #0=m#* — 3.
Se k = 2 e contemporaneamente m = — 3 otteniamo:
1 -1 0 2 1
0 4 2 —5 —1||,edallora Car(A) =2 in quanto le righe si riducono a due ed
0O 0 0 O 0
-1 ‘

inoltre = 4 # 0, ovvero esiste un Minore non nullo di ordine 2.

1
0 4

Senza dimostrarli, ci limitiamo ad enunciare i seguenti:
Teorema § : A e la trasposta AT hanno la stessa caratteristica: Car(A) = Car(AT) .

Teorema 9 : La Caratteristica della matrice prodotto ¢ minore o uguale della Caratteristica di
ciascuna delle due matrici fattori : Car(A - B) < min{Car(A); Car(B)} .

1 -1 1 1 2 3
Esempio 57 : Prese le matrici A= || —3 2 —1lle B=|2 4 6], eseguiti i pro-
-2 1 0 1 2 3
0 0 0 -1 6 -1
dotti A-B=1{l0 0 Of eB-A=| —22 12 —2]||, vediamo che la Caratteristica di
0 0 0 -1 6 -1

Ae¢2 quelladiBel,quelladi A-B ¢0,quelladi B-A ¢1.

La Caratteristica di A - B ci fa vedere come la Caratteristica della matrice prodotto possa an-

che essere inferiore alla minima Caratteristica tra quelle delle matrici fattori.

1 =z B 1 2 3
1 P71 2 2

valori di « per cui la matrice prodotto C = A - B abbia Caratteristica 2.

Dato che la Caratteristica di un prodotto ¢ minore o uguale a quella delle due matrici fattori,

dovra essere anzitutto 1 — z? # 0 = z # + 1, affinché la matrice A abbia Caratteristica

pari a 2, come quella della matrice B, anche se questo non ¢ comunque sufficiente ad assi-

curare che la Caratteristica di C sia 2. Eseguendo il prodotto, avremo poi che:

C— 1+ 2422 3+22

1+2 2422 3z+2

1+2)2+43x)—(14+2)3+2z)=(1+2x)(x—1)#0,0vvero z # + 1,

in quanto, come facilmente si vede, la 1" e la 2" colonna di C sono proporzionali.

, determiniamo se esistono

Esempio 58 : Date le matrici A =

. Percheé la Caratteristica di C sia 2 dovra essere:
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Se si usa il prodotto di Kronecker vale invece il seguente:
Teorema 10 : Se Car(A) =n e Car(B) = m, allora Car(A®B) =n-m.

MATRICE INVERSA

Data una matrice quadrata A,,, ci chiediamo se sia possibile determinare una matrice quadra-
ta, che indicheremo con A 1 tale che: A LA, =A, - A L= 1,, ovvero tale che il
prodotto, sia da destra che da sinistra, di questa matrice con la matrice A dia per risultato la

matrice unita. Se una tale matrice esiste, essa sara chiamata matrice Inversa di A.

Vediamo subito una importante proprieta. Vale infatti il

Teorema 11 : Se una matrice quadrata A,, ammette inversa A !, questa ¢ unica.
Dimostrazione: Se esistessero due diverse matrici inverse A~! e B~!, seguendo la definizio-
ne,avremmo: A A=A -A'=Tedanche B"'-A=A -B!=1.

Considerando il prodotto A~ - A - B!, ed applicando la proprieta associativa, otteniamo:
AT AB'=(AT-A) B '=I-B'=B" edanche

ATVABT=AT(AB ) =AT"-I=A" ovvero B =A""o

E' bene dire che il problema dell'esistenza, dell'unicita e della determinazione della matrice
inversa ¢ un problema molto piu generale, studiato anche per le matrici rettangolari mediante
la cosiddetta Inversa di Moore-Penrose, anche se in questo caso non vale il risultato che si
trova per le matrici quadrate. Qui ci limitiamo a trattare solo il caso dell'inversa di una
matrice quadrata e non singolare.

Vediamo ora come costruire, una volta accertato che esista, l'inversa di una matrice quadrata
non singolare.
Definizione 36 : Dicesi Aggiunta di una matrice A,,, indicata con A, la matrice ottenuta so-
stituendo agli elementi di A,, i loro Complementi algebrici.
Vale il seguente:
Teorema 12 : L'Inversa di una matrice A,, quadrata non singolare ¢ data dalla Trasposta del-
I'Aggiunta, divisa per il Determinante di A, ovvero:

—1 1 #\T
Una volta calcolata la matrice Aggiunta A di A,,, se ne deve fare la Trasposta, e poi dividere
tutti i suoi elementi per il numero reale |A|.
Indicato con A;; il Complemento algebrico dell'elemento a;;, potremo anche scrivere:

Aun Az Ant
Al A A
A Ap Anz
Al [A] A
-1 _
A, = A Ay; Ay
Al Al T A
Aln A2n Ann
Al AT A

Dimostrazione: Consideriamo il prodotto A LA, =B,.
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Il generico elemento b;; della matrice risultato IB,, sara dato dal prodotto della i-esima riga di
A7 ! per la j-esima colonna di A,,, ovvero:

1z A Am
by = G o+ i ot 4 T o=
Se 7 = j, il termine dentro parentesi ¢ lo sviluppo del Determinante di A mediante la j-esima
colonna, e quindi vale 1, mentre se ¢ # j, per il II° Teorema di Laplace, esso vale zero.
Analoghe considerazioni per il prodotto A, - A~ ', da cui segue che B, = I,,. e

[Allalj + A21 a2; + ...+ Am a’ILJ]

n

3 1 2
Esempio 59 : Calcoliamo l'inversa della matrice Ags = (|1 1 2
2 1 3

1 1 —1 1 -1 0
Sara A*=1| —1 5 —1| .Avremopoi (A")' =1 1 5 =4,
0 -4 2 -1 -1 2
Lo
e dato che det(A) = 2, avremo infine: A" = || 1 2 -2
1 1
—3 —3 1
Eseguendo i prodotti si pud quindi vedere sia che:
3 12|z -3 0
AAT =1 1 2| & 2 —2| =T che
2 1 3 11y
2 2
5 —3 0 31 2
AT A= L 2 2l 1 2| =T
1 _1 1 2 1 3
2 2

Per la matrice inversa, infine, valgono le seguenti proprieta:

1) (A™) ~' — A (linversa dell'inversa & la matrice di partenza);

12) (A-B) '=B'.- A

infatti (A-B)"'-(A-B)=B"-(A'-A)-B=B"'.1.B=1;
1

13) |A7!] = A

infatti, per il Teorema di Binet, sara [A~" - A| = |A7"| - |A| = |[| = 1 da cui la tesi;

14) (AT) - (A’I)T , ovvero l'inversa della trasposta coincide con la trasposta dell'inversa:

infatti: da A™' - A =1 segue (A™' -A)T =1", ovvero AT - (A*I)T =1.

Mal=A"T. (ATY1 e quindi la tesi;

I5) L'inversa di una matrice diagonale ¢ ancora una matrice diagonale, avente per elemento b;;
. . 1
il reciproco dell'elemento a;;: b; = —;
@i
[6) L'inversa di una matrice simmetrica ¢ una matrice simmetrica:
1 o . _ T
infatti, da A = AT segue A! (AT) , ma, per la proprieta I4) si ha A~! = (A 1) , OV-

vero la tesi.

3

i . = 2: N
1 _SH.RlsultaAA A I:

Esempio 60 : Consideriamo la matrice A = H
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o 3 s 3 8l |1 oo]l_
AA_A_H—1 |||l -1 -3]|T o 1||7"
e quindi, dato che |[A| = — 1 # 0, otteniamo A™'-A-A =A""-T ovvero A = A",

Nel caso del prodotto di Kronecker per l'inversa vale, diversamente dal prodotto righe per co-
lonne, la seguente proprieta: supponendo A e B invertibili, risulta (A ® IB%)f1 =A'teB!.

Per la determinazione della matrice inversa si pud anche seguire un'altra procedura, basata
sulle operazioni elementari. Scriviamo, una accanto all'altra, la matrice data e la matrice unita,
a formare un'unica matrice. Mediante operazioni elementari sulle righe, portiamo la matrice
originaria A a divenire la matrice unita: la matrice di destra sara allora AL

1 0
Esempio 61 : Calcoliamo l'inversa della matrice A= {1 2 1 usando le operazioni
1 1

10 -1, 1 00
Iniziamo operando la Ro«Ry — R; e la Rg~R3 — R; ;avremo: |0 2 2 -1 1 0
01 21-1 01
1 10 -1 1 00
Operiamo ora la Rg<—§ Ry ed otteniamo: [|0 1 1 | - % % 0
01 21—-1 01
1 0 —17 1 0 0
Operiamo ora la R3«~R3 — Ry ed otteniamo: |0 1 1 | — % % 0
0O 0 1 |— % — % 1
Operiamo infine la Ry«~Rs — R3 e la Rj«R; + R3 ed avremo:
1003 -3 1
0 1 0 O 1 —-1|| = []I|A_1] . Dato che la matrice di sinistra ¢ la matrice
0 0 11— % - % 1
Lo
unita, quella di destra & la matrice A~'. Quindi A~! = || 0 1 -1
-} -4 1

Concludiamo con il

Teorema 13 : L'unica matrice A,, idempotente e non singolare ¢ la matrice unita I,,.
Dimostrazione: Da A - A = A, se A fosse non singolare, moltiplicando a sinistra per 'inver-
saavremmo: A~ - A-A=A""-A ovvero (A7 A)-A=T-A=A=A"-A=T ovve-
ro A=1.

Quindi una matrice diversa dalla matrice unita per essere idempotente deve essere singolare.

APPLICAZIONI LINEARI E SISTEMI LINEARI

Due tra le piu importanti applicazioni del calcolo matriciale sono costituite dalle cosiddette
applicazioni lineari e dalla risoluzione dei sistemi di equazioni lineari.

Consideriamo una matrice A,, ,, e sia X € R" un vettore colonna: X =X, ; . Il prodotto ri-
ghe per colonne A, , - X, ; da per risultato un vettore colonna Y,,; € R™, ovvero:
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Am,n : Xn,l - Ym,l .

Se consideriamo il vettore X come una variabile indipendente, mediante il prodotto tra la ma-
trice A ed il vettore colonna X si puo costruire una funzione (o applicazione) f : R" — R"™
che associa ad ogni vettore X € R" uno ed un solo vettore Y € R, con Y = A - X.

Una funzione f:R" — R"™ esprimibile in questa forma verra detta applicazione lineare.
Viceversa, se consideriamo Y come un vettore assegnato, possiamo chiederci se e quanti vet-
tori X esistono che soddisfano l'equazione A - X =Y.

Risolvere quest'ultimo problema ¢ cio che viene detto risolvere un sistema lineare.

APPLICAZIONI LINEARI

Definizione 37 : Una funzione f:R" — R ¢ detta un'applicazione lineare se:

1) f(X+Xp) = (X)) + [(Xy) e

2) f(k-X)=Fk - f(X),VEeR

OVVero se

Fei X1+ ko Xo) = ki f(X0) + a2 f(X).

Quindi una applicazione viene detta lineare se I'immagine di una qualunque combinazione li-
neare coincide con la combinazione lineare delle immagini.

Se esprimiamo X = (z1, 9, ..., x,) mediante i vettori di una base di R", ad esempio quella
canonica, da X = x;e; + x2e3 + ... + x, €, , otteniamo, per la linearita:

f(X) = f(l‘l € +2x2€ + ... + T, en) =x f(e1) + X9 f(eg) + ...+ xy f(en) .

E' quindi sufficiente conoscere I'immagine degli elementi della base scelta per avere I'immagi-
ne di un qualunque elemento X.

L, ?; . Allora avremo:

707
)+5(2,0,1) = (13,3,11).

Esempio 62 : Sia f: R? — R?, tale che: { fle) = ;

£(3,5) = f(3e1 + 5es) = 3 f(e1) + 5 flez) = 3

Dati X = (1, 2, ..., xp) € Y = (Y1, Y2, -.-, Ym) , POtremo scrivere anche:

f(X) = f(l‘l, L2, ..y m’n) = (yla Y2; - ym) = (fl(xla L2y ooy Zlfn), s Jm (%1, L2y s I’n)) =Y.
Quindi, affinché un'applicazione sia lineare ognuna delle f; (x1,zs,...,z,) dovra essere una
funzione lineare, ovvero della forma f; (x1, 22, ..., ) = ai1 1 + ao T2 + ... + Qi Ty -

Da questo ne segue che ogni applicazione lineare da R" — R™ puo essere scritta nella for-
ma: Y = f(X) = A - X, con A matrice di m righe ed n colonne.

Viceversa, ad ogni matrice A, ,, corrisponde una applicazione lineare f:R" — R™.

Infatti, per le proprieta del prodotto tra matrici, ¢ soddisfatta la definizione:

A (X+Xp) =A-X; +A-X; ovvero f(X; +Xp) = f(X1) + f(X2),

2) A-(kX)=kA-Xovvero f(kX)=Fk f(X), VE€R

da cui infine

A - (k1X1 + kQXQ) = kI AX | + khAXy = f(k1X1 + kQXQ) = klf(Xl) + ka(XQ) .

Dalla Y,,; = A, ,, - X,,1 segue subito A,,,, - O = O ovvero f(0) = O qualunque sia f.

Esempio 63 : Sia f:R®> — R?, f(x1, 20, 23) = (22, 4+ 23,21 + 29 — 33).

Consistendo solo di combinazioni lineari di (z1,x2,x3), f € un'applicazione lineare, che si

0 1 ) ., _ || ¥
Y2

(V)

1 1 -3 r
x3

puo scrivere come: ‘ ‘
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APPLICAZIONI LINEARI COME COMBINAZIONI LINEARI

Se indichiamo con Cy, Co, ..., C, le colonne della matrice A, ,,, ¢ se X = (z1,x2, ..., Tp), il
prodotto A, , - X, 1 = Y,,1 puo anche essere visto come una combinazione lineare delle co-
lonne della matrice A, ,: Ay, X1 =Cr-21 + Co-x0 + ... + C -2y =Y,

e quindi interpretato come la ricerca di un'opportuna combinazione lineare delle colonne della
matrice A, , mediante la quale esprimere il vettore Y.

SISTEMI LINEARI
Un sistema lineare di m equazioni nelle n incognite x1, xo, ..., x,, pud essere rappresentato per
esteso nella forma:
( a11x1 + ajoxs + ..... + a1px, = U1
a91X1 + a9 + ..... + AonTp = Y2

Detta A, ,, la matrice dei coefficienti delle incognite, avente per elementi i coefficienti a;j,
detto X il vettore colonna (n - 1) avente per componenti le incognite (x1, x9, ..., ), € detto Y
il vettore colonna (m - 1) avente per componenti i termini noti (y1, Y2, ..., Ym ), il sistema li-
neare puo essere espresso mediante il prodotto matriciale A, , - X, ;1 = Y,, 1, ovvero si puo
vedere come un'applicazione lineare, con matrice A,, ,,, operata sul vettore incognito X,, ; che
deve dare per immagine il vettore dei termini noti Y, 1; si tratta quindi di determinare I'imma-
gine inversa di Y.

Ma il sistema pud anche essere scritto come C;-z; + Co-29 + ... + C, -2, =Y,
ovvero si pud intendere la soluzione del sistema come la ricerca di n coefficienti
x1, T2, ..., Ty, che permettano di esprimere il vettore dei termini noti Y come combinazione
lineare delle colonne C; della matrice A, ,,.

Risolvere un sistema lineare vuol dire determinarne tutte le possibili soluzioni, ovvero tutte le
n-uple (x1, x9, ..., T, ) che soddisfino contemporaneamente le m equazioni date.

Se i termini noti y1, ..., ¥, sono tutti nulli, cio¢ se il vettore dei termini noti ¢ il vettore O, il
sistema lineare ¢ detto omogeneo.

SISTEMI A MATRICE QUADRATA-TEOREMA DI CRAMER

Supponiamo che il numero delle equazioni sia uguale a quello delle incognite, ovvero che la
matrice A sia quadrata: A,,.

Se A,, ¢ non singolare, esiste ed ¢ unica la sua inversa A ! per cui, moltiplicando a sinistra
per A i due membri dell'equazione A, - X =Y, avremo:

AT (A, X)=(AA) - X=1, - X=X=A""Y,

ovvero si puo ottenere la soluzione del sistema moltiplicando a destra l'inversa di A per il vet-
tore Y dei termini noti: X = A ! V.

Tutto questo ¢ esplicitato nel seguente:

Teorema 14 (di Cramer) : Un sistema lineare avente un numero di equazioni pari a quello
delle incognite, ovvero a matrice quadrata, la cui matrice dei coefficienti delle incognite sia
non singolare, ammette una ed una sola soluzione (x1, x9, ..., ;). Il valore di ciascuna inco-
gnita ¢ dato da un quoziente, a denominatore del quale si trova il Determinante della matrice
A, dei coefficienti delle incognite, ed a numeratore il Determinante della matrice ottenuta so-
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stituendo, nella matrice dei coefficienti delle incognite, alla colonna dei coefficienti dell'inco-
gnita cercata, il vettore dei termini noti.
Dimostrazione: Abbiamo visto che se A,, ¢ non singolare, allora X = A | ly; quindi:

An  An Ant
Al (A Al
o1 A An Az |||
2 Al (A Al Yo
Z; - Alz A2i Am Yi
Al AL T Al
2 s Yn
Aln A2n Ann
Al AL T Al

da cui, eseguendo il prodotto tra la i-esima riga della matrice A ! ed il vettore Y, otteniamo:
i (Aiyr + Agiya + .+ Aniyn)

l 4] |
Il numeratore di questa frazione non ¢ altro che lo sviluppo fatto, mediante la colonna ¢-esi-
ma, di un Determinante avente le stesse colonne della matrice A, eccettuata 1'.-esima, al posto
della quale si trova invece la colonna dei termini noti, per cui avremo anche:

ai; a2 ... aii—1 Y1 A4l .- Q1n

a1 a2 ... a2i—-1 Y2 G241 ... A2n

apl  Qp2 Qpi—1 Yn Api+1 Qnp
xr;, =

ail a2 ... a1;—1 a4 Q1541 eeees A1n

a1 a9 ... a9;—1 ag;  A2i41 ... a9on

apl  Qp2 Qpi—1  Qpi  Gpitl Qnp

e cio€ la tesi del Teorema di Cramer. o

Se un sistema con matrice quadrata non singolare ammette una ed una sola soluzione significa
che le colonne della matrice sono linearmente indipendenti, quindi costituiscono una base di
R" ed allora esiste uno ed un solo modo di esprimere un qualunque vettore di termini noti co-
me combinazione lineare di esse.

Esempio 64 : Determiniamo i valori delle variabili z, y e z per 1 quali risulta:

Tz 2y 2 z
3 1 z| - |lz|l=]|y
y 1 4 4 z
4r + 4y z
Eseguendo il prodotto, otteniamo || 6 + z + 42z || = ||y ||, da cui, uguagliando le componen-
2y +x+ 16 z
dr+4y —2z=0
ti, otteniamo il sistema ¢ x* —y+ 4z = — 6 di tre equazioni in tre incognite.

r+2y—z= —16
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Calcoliamo il Determinante della matrice dei coefficienti delle incognite, ed otteniamo:
4 4 -1 4 4 -1

1 -1 4 |=|1 -1 4 :4-‘_31 _45‘—1-‘;1 :é‘z—u.
1 2 -1 0 3 -5
Per il Teorema di Cramer, il sistema ammette una ed una sola soluzione che sara data da:
0 4 —1 4 0 -1
-6 -1 4 1 -6 4
— 16 2 —1 252 1 —-16 -1 290
v 11 TR 11 TR
4 4 0
1 -1 -6
1 2 — 16 152
°T 11 T

Esempio 65 : Determiniamo i valori di m e k per i quali il sistema:
r+2y+kz=1
x4+ 3y+kz=2 ammette una ed una sola soluzione.
mz +4y+kz=0
Per il Teorema di Cramer, il Determinante della matrice (quadrata) dei coefficienti delle inco-
gnite dovra essere diverso da zero; dovra quindi risultare:
1 2 k 1 2 k
13k=010:1-‘1 Z‘
m 4 k m 4 k
che ¢ soddisfatta quando risulti, contemporaneamente, m # 1 ¢ k # 0.

= k(1 —m) £0,

SISTEMI LINEARI OMOGENEI

Essendo A - O = O, V A, segue che un sistema omogeneo ammette sempre almeno la solu-
zione nulla X = 0.

Se il sistema omogeneo ¢ costituito da n equazioni in altrettante incognite, e se la sua matrice
dei coefficienti € non singolare, allora, per il Teorema di Cramer, il sistema ammette una sola
soluzione che sara quindi, per quanto detto, la soluzione nulla X = O.

Questo significa che, essendo le colonne del sistema vettori linearmente indipendenti, 1'unica
combinazione lineare di esse che dia per risultato il vettore nullo (cio¢ il vettore dei termini
noti) non puo che avere coefficienti (cio¢ la soluzione del sistema) tutti nulli.

Quindi, affincheé un sistema omogeneo costituito da n equazioni in altrettante incognite abbia
invece altre soluzioni oltre a quella nulla, il determinante della matrice dei coefficienti A do-
vra risultare uguale a zero.

Esempio 66 : Dati i tre vettori X = (1,2,4), Y=(—-1,1, —1) e Z = (1,5,7), verificato
che risultano essere linearmente dipendenti, determiniamo i coefficienti della loro combina-
zione lineare che da per risultato il vettore nullo.

Risulta, operando la Ro+Rs + R; ela Rzg«R3 — Ry :

1 2 4 1 2 4
-1 1 —1,=]0 3 3|=0,essendo uguali la seconda e la terza riga.
1 5 7 0 3 3

Per cui avremo: Ry + Ry = R3 — Ry, ovvero: 2X+Y -Z =0.
Si puo procedere anche in altro modo, usando i sistemi lineari.
Dovremo trovare o, 3 e y tali che: a X+ Y +~Z = O, ovvero tali che:
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a—0B+~v=0

20+ 0+ 57=0.

da—B+Ty=0
Il Determinante della matrice incompleta ¢ chiaramente zero, dato che le sue colonne sono 1
vettori linearmente dipendenti X, Y e Z.
Sottraiamo alla terza equazione la seconda ed avremo il sistema:

a—pF+v=0

20+ +5y=0 ,

20—-28+2y=0
nel quale ora la terza equazione ¢ uguale al doppio della prima e quindi ¢ da scartare.
Le equazioni significative si riducono alle prime due ed avremo, portando l'incognita - dalla
parte dei termini noti:
{ ga—+% —:—_’757 dalle quali facilmente si ricava: { g —: —_ 2y .
Esistono quindi, al variare di v, oo’ combinazioni lineari di X, Y e Z che danno per risultato
il vettore nullo, tutte esprimibili nella forma: — 27X — Y 4+ ~vZ = O, che generalizza la
soluzione trovata in precedenza.

1

TEOREMA DI ROUCHE' - CAPELLI

Detta matrice incompleta di un sistema lineare la matrice A formata dai coefficienti delle in-
cognite, e detta matrice completa (A | Y) quella ottenuta aggiungendo all'incompleta la co-
lonna dei termini noti, enunciamo ora un Teorema, valido per qualunque sistema lineare, atto
a garantire la presenza di soluzioni per il sistema stesso.

Vale il seguente:

Teorema 15 (di Rouche-Capelli) : Un sistema lineare, qualunque sia il numero delle sue
equazioni e delle sue incognite, ammette soluzioni se e solo se la Caratteristica della matrice
incompleta ¢ uguale a quella della matrice completa. Ovvero:

XA, X1 =Y, & Car(A) = Car(A | Y) .

Dimostrazione: Quanto affermato significa che un sistema ammette soluzioni se il vettore dei
termini noti forma, insieme alle colonne della matrice del sistema, un insieme di vettori line-
armente dipendenti in quanto, aggiungendo alle colonne il vettore dei termini noti, la Caratte-
ristica, ovvero il numero dei vettori linearmente indipendenti, non aumenta; quindi il vettore
dei termini noti si pud esprimere come combinazione lineare delle colonne della matrice del
sistema, ovvero Y =Cy 21 + Cy- 29 + ... + C, -z,

Se le due caratteristiche sono diverse, sara: Car(A |Y) = Car(A) + 1, e questo significa che
il vettore dei termini noti ¢ linearmente indipendente dalle colonne della matrice, quindi non €
esprimibile come loro combinazione lineare, per cui il sistema non ammette soluzioni. e

Se il sistema ammette soluzioni, la Caratteristica comune delle matrici completa ed incomple-
ta esprime anche il numero delle equazioni significative del sistema: se m sono le equazioni,
e k ¢ la Caratteristica (ovviamente con m > k), cio significa che m — k equazioni sono
combinazioni lineari di sole k di esse, e quindi possono essere scartate.

Per quanto concerne la determinazione delle soluzioni, occorre procedere nel seguente modo:
determinata la comune Caratteristica k£ delle matrici incompleta e completa, si considerino co-
me detto solo k equazioni in k incognite, che perd formino una sottomatrice non singolare; le
rimanenti m — k equazioni, per quanto detto in precedenza, vengono scartate; k incognite ri-
marranno come tali mentre le rimanenti n — k£ incognite vanno portate dalla parte dei termini
noti, ed il sistema, divenuto di k equazioni in k£ incognite, si puo risolvere con il Teorema di



38

Cramer. Il valore di ognuna delle k incognite rimaste sara ora funzione delle n — k£ incognite
confluite nei termini noti, che non saranno quindi determinate, ma potranno assumere ogni
valore reale. Si suole scrivere in questo caso che il sistema ammette co” " soluzioni.

Potremo riepilogare quanto detto nel seguente modo:

da Ay, - X1 =Y, se k= Car(A) = Car(A|Y) ¢ la Caratteristica comune alla matrici
incompleta e completa, dopo aver scartato le m — k equazioni inutili ed 1 loro termini noti, ot-
teniamo, scrivendo a blocchi Ay, = [A} ;. |A], 1] ¢ X = [Xp1 [ Xpq]

[ o | /k/nfk} X | Xewa] = Ay X+ Ay, - X1 = Y da cui poi:

Ab g - Xipr = Y1 — A}, - Xk, € quindi la soluzione:

Xe1 = ( 27;@)_1 (Y — AL, Xka)

dove (A;k) - rappresenta l'inversa della matrice A} ;, formata dai coefficienti delle k equa-
zioni rimaste relativi alle k£ incognite mantenute come tali, sicuramente non singolare per co-
struzione.

La soluzione, dipendente dalle n — k variabili X,,_;, ;, ¢ detta soluzione generale del siste-

ma.
Se il sistema fosse omogeneo, sara Y; ; = O, ed avremo la soluzione generale nella forma:

X1 = — ( 271@)_1 AL X

Esempio 67 : Studiamo, al variare del parametro £, esistenza e numerosita delle soluzioni del
3rx1 —xo+2x3+ x4 =7
sistema lineare: ¢ x; + 2y —4x3+3x4 =Fk
5$1—3I‘2+8$3—I‘4:2
3 -1 2 1
Consideriamo anzitutto la matrice incompleta: ||1 1 —4 3 ||. Essa ha Caratteristi-
5 —3 8 -1
ca pari a 2; infatti R = 2R; — Ry. Affinche il sistema abbia soluzioni questa relazione dovra
sussistere anche tra i termini noti, in modo che anche la Caratteristica della matrice completa
sia pari a 2. Dovra quindi essere: 14 — k = 2, ovvero k = 12.
Se k # 12 il sistema non ammette soluzioni.
Se k = 12 il sistema si riduce a due sole equazioni, e potremo scartare la terza, che come si ¢
visto ¢ combinazione lineare delle prime due.
Passiamo allora a risolvere il sistema:
3r1— X9+ 223+ x4 =7
{$1+ $2—4$3+ 3.%42 12
nel quale possiamo portare dalla parte dei termini noti le incognite x3 e x4 per avere:
35131— Ty = —2333-51?4+7
{$1+ 1'2:4.%3— 3._'E4 —|—12

da cui, usando la Regola di Cramer, e dato che i) _1 ‘ = 4, otteniamo:
1 19
T = 5 T3 — Ty + T
29 ~
Ty = §$3—2$4+Z
e quindi la soluzione X = (% r3 — T4+ %; g T3 — 24 + %;Ig; w4) .

Esempio 68 : Determiniamo per quali valori dei parametri m e k il sistema:
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{ TS ammette soluzioni.

r+my+kz==%k
Consideriamo le matrici incompleta e completa del sistema, che sono:
1 2 3 1 2 3 m
H 1 m k ‘ ‘ 1 m k k
1

1

e . La Caratteristica dell'incompleta sara 2 se:

2 1 3 2 3 . )
m‘%O,oppurese 1 k‘;«éO,oppurese m k‘;«éo,ecmequando.

3
m—2#0=m#*2,0se k—3#0=k#3,0se 2k—3m750:k:7é§m.

Essendo, in ciascuno di questi casi, massima e pari a 2 la Caratteristica della matrice incom-
pleta, questa sara uguale a quella della matrice completa, e quindi il sistema ammette soluzio-
ni. Essendo un sistema di due equazioni in tre incognite, esso avra oco! soluzioni.

3
Nel caso m =2 e k = 3 (per cui anche k = 3 m ), la Caratteristica della matrice incomple-

ta non puo essere 2 (ed ¢ 1, in quanto ci sono elementi non nulli); la matrice completa risulta
1 2 3 2 3 2
1 2 3 3 3 3
stema per m = 2 ¢ k = 3 non ammette soluzioni.

uguale a la cui Caratteristica ¢ pero 2, in quanto # 0 e quindi il si-

rT+2y+2=2
. i1 o 3x+y—22=1
Esempio 69 : Risolviamo il sistema Az —3y—2=3

20 +4y+ 22 =4
Il sistema ¢ formato da quattro equazioni in tre incognite, per cui, se vi sono soluzioni, alme-
no un'equazione dovra essere una combinazione lineare delle altre. Essendo la quarta equa-
zione uguale al doppio della prima, essa puo essere scartata.
T+2y+z2=2
Il sistema si riduce quindi al seguente: ¢ 3x +y—2z=1.
dr—3y—2z2=3
Applicando il Teorema di Cramer, calcoliamo il Determinante, ed otteniamo:
1 2 1 1 2 1 1 2 1

3 1 -2|=13 1 —2/=/5 5 0 :1-‘2 _51‘:—30.
4 -3 -1 5 —1 0 5 —1 0
I1 sistema ammette quindi una ed una sola soluzione, che sara data da:
2 2 1 2 0 1
1 1 —2 1 0 -2
3 -3 -1 3 —6 -1 1
v —30 3 - g O (AT U=L
1 2 1 1 2 0 1 2 0
31 =2 31 =5 31 =5
4 3 -1 4 3 -5 1 2 0
e R D
1 2 2 -5 0 0
3 1 1 3 1 1
4 -3 3 4 -3 3
i= - = - (—)E+) =1
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Esempio 70 : Determiniamo il valore del parametro k per il quale il vettore Y = (1,7,2, k)
risulta combinazione lineare dei vettori X; = (1, — 1,0,2) e Xy = (2,2,1, — 1).

Vediamo anzitutto che i vettori X; e X5 sono linearmente indipendenti, in quanto la caratteri-
-1 0

. ]
stica della matrice 9 9 1 —1

risulta uguale a 2. Calcoliamo allora, con operazio-

1 -1 0 2
ni elementari sulle righe, la caratteristica della matrice ||[2 2 1 —1|[. Avremo:
17 2 k
1 -1 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0 2
2 2 1 —-1||—|0 4 1 =5} —1{/0 4 1 =5
17 2 k 0 8 2 k-2 0 0 0 k+8

Se Y ¢ combinazione lineare di X; e X la caratteristica di quest'ultima matrice deve rimanere
uguale a 2, e questo accade se £ = — 8.

L'applicazione del Teorema di Rouche-Capelli avrebbe richiesto di disporre i tre vettori per
colonna, ma si pud operare anche per righe dato che Car(A) = Car(AT) .

SOLUZIONI DI UN SISTEMA E DEL SISTEMA OMOGENEO ASSOCIATO

Dato il sistema lineare A, , - X, 1 =Y,,1,con Y # O, diciamo A,,, - X, ; = O il sistema
omogeneo associato. Vale allora il seguente:

Teorema 16 : Il sistema A, ,, - X, = Y, ; ammette soluzioni se e solo se ogni sua soluzio-
ne X puo essere espressa come somma di una soluzione particolare X* del sistema non omo-
geneo con la soluzione generale Z del sistema omogeneo associato.

Dimostrazione: Se X e X* sono soluzioni del sistema, da A-X =Y e A.-X* =Y, sottra-
endo otteniamo A - (X — X*) = O, ovvero X — X* ¢ soluzione del sistema omogeneo asso-
ciato,percui X — X* =7 equindi X =X*+ 7.

Viceversa, se X = X* + 7, con X* soluzione del sistema non omogeneo e Z soluzione gene-
rale del sistema omogeneo associato, sara: A - (X*¥*+Z)=A-X*4+A-Z=Y+0=Y,e
quindi X ¢ soluzione del sistema non omogeneo. e

Esempio 71 : Studiamo la risolvibilita del sistema:
T —|—$2—2$3—|—5E4+3I’5 =1
201 — 19 + 23 + 224 + 615 = 2 .
dx1 + x9 — 223 +4x4 + 225 =0

1 1 -2 1 3
Presa la matrice incompleta ||[2 —1 2 2 6|, se consideriamo i 4 minori di ordine 3
4 1 -2 4 2

che si possono formare usando le prime 4 colonne, vediamo che essi hanno tutti Determinante
nullo. Considerando il minore di ordine 3 formato con prima, seconda e quinta colonna, si ha:
11 3 1 1 0 11
2 -1 6/=|2 -1 0 :—10-‘2 _1‘
4 1 2 4 1 — 10
La matrice incompleta ha Caratteristica 3, cio¢ massima, quindi anche quella della completa
sara 3, per cui il sistema ha soluzioni, e queste si possono ottenere portando dalla parte dei
termini noti le incognite x3 e x4, ed avremo:
T+ T+ 3x5 = 1423 — 24
2x1 — x9 4+ 625 = 2 — 223 — 224 , dalle quali, risolvendo con Cramer, si ottiene:
41‘1 + x9 + 21‘5 = 21‘3 — 4._'E4

= —10-(—3)=30#0.
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1 1+2$3—£L‘4 1 3 1
.131:% 2—21‘3—2.’1)4 —1 6 :—1’4—5,
21‘3—4.%4 1 2

1 1 1—|—2..'E3—I‘4 3
I’Q—% 2 2—2:5'3-2%4 6 :2113'3,
4 2:13'3—4:64 2
1 1 1 1+ 2z3 — 24 9
.1’5—% 2 -1 2—2333—2.'134 :5,
4 1 21‘3—4.%4

ey .. 1 2
e quindi il sistema ammette co? soluzioni: X = ( — x4 — R , 23,23 , %4 , 3) .

$1+.’E2—2$3+.’E4+3{E5 =0
Consideriamo il sistema omogeneo associato { 2x; — xo + 223 + 224 + 625 = 0 ; valendo
dxy 4+ 29 — 223 + 44 + 225 =0
per la sua matrice incompleta le stesse considerazioni fatte in precedenza, si ha la soluzione:

1 203 — x4 1 3
T1 = —— —21‘3—2.%4 -1 6 = — X4,
30 2$3 - 431;'4 1 2
1 1 2:1;'3 — T4 3
To=— |2 —2x3—2x4 6]|=2x3,
3004 ony—4xy 2
1 1 1 223 — x4
IIZ‘5——2 —1 —2933—2._'E4 =0.
004 1 20— 4oy
La soluzione generale del sistema omogeneo associato ¢ quindi Z = ( — x4, 23, T3, T4,0) .
Verificato che X* = ( — é, 0,0,0, g) ¢ una soluzione particolare del sistema, risulta allora

soddisfatta 1'uguaglianza: X = X* 4+ 7Z.

NUCLEO ED IMMAGINE DI UNA APPLICAZIONE LINEARE

Definizione 38 : L'Immagine di una applicazione lineare Y = A - X ¢ l'insieme:

Imm(A) ={Y e R™3IXeR",Y=A -X}.

L'Tmmagine coincide quindi con il codominio dell'applicazione lineare.

Vale il:

Teorema 17 : L'Immagine di una applicazione lineare ¢ uno spazio vettoriale la cui dimensio-
ne coincide con la Caratteristica della matrice A, ,.

Dimostrazione: Se Y; € Imm(A) e Yy € Imm(A), sara Y; =A-X; e Yo =A-X,, da
cui segue, applicando le proprieta del prodotto matriciale:

k1Y1 +]{72Y2 = klA'Xl +k‘2AX2 =A- (k’1X1 +k’2X2),

per cui, dato che k1 X; + k2 Xy € R", segue che k; Y; + ko Yy € Imm(A), ovvero che il co-
dominio di una applicazione lineare ¢ uno spazio vettoriale.

Se vediamo l'applicazione lineare come una combinazione lineare delle colonne della matrice
Ajdalla Y =Cy-214+Cy- 29+ ... +C, -z, segue subito che la dimensione di tale spazio
vettoriale ¢ data dal numero massimo di colonne indipendenti di A, cio¢ da Car(A). e

Definizione 39 : Il Nucleo (Kernel) di una applicazione lineare ¢ l'insieme:
Ker(A) ={X e R" A-X =0},
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ovvero l'insieme dei vettori del dominio che hanno per immagine il vettore nullo.

Teorema 18: Il Nucleo di una applicazione lineare ¢ un sottospazio vettoriale del dominio
R".

Dimostrazione: Se X; e X, appartengono al Nucleo, dato che:

A-(k1X1+k2X2) :klA'Xl—f—kgA'Xg :@+@:@,

segue che il Nucleo ¢ un sottospazio vettoriale del dominio R". e

E' facile vedere le analogie che legano da un lato il Nucleo di un'applicazione lineare ed i si-
stemi lineari omogenei, dall'altro I'lmmagine e i sistemi lineari non omogenei che ammettono
soluzioni.

Vale poi il seguente:

Teorema 19 : In una applicazione lineare, vettori linearmente dipendenti hanno immagini li-
nearmente dipendenti.

Dimostrazione: Da kX, + k2 Xy + ... + k£, X, = O, con almeno un k; # 0, segue:

A (k1X1 + kZQ XQ + ...+ kp Xp) =A- k1X1 + A - kQ XQ + A - kpo = O da cui:

EiA-Xy + kA -Xo...+k,A-X, =0 ovvero:

ki f(X1) + ko f(Xg)... + kp f(X,) = O, con almeno un k; # 0 e quindi le immagini sono
linearmente dipendenti. e

Di conseguenza, varra anche il
Teorema 20 : In una applicazione lineare, immagini linearmente indipendenti provengono da
vettori linearmente indipendenti.

RELAZIONE TRA LE DIMENSIONI DEL NUCLEO E DELL'IMMAGINE

Data l'applicazione lineare A, ,, - X;,1 = Y,,;,se Y € Imm(A) sara anche:

Car(A) = Car(A ‘ Y). Si ¢ visto che la dimensione dell'Tmmagine di una applicazione lineare
coincide con la Caratteristica della matrice A,, ,; Dim(Imm(A)) = Car(A) = k.

Passando al sistema lineare omogeneo associato (Yj; = Q) avremo la soluzione:

X = — ( ;’k)fl A}, - X1, dalla quale vediamo che Dim(Ker(A)) =n —k, ov-
vero la dimensione del Nucleo ¢ pari al numero delle incognite portate dalla parte dei termini
noti.

Quanto detto viene sintetizzato nel seguente

Teorema 21 (di Sylvester o dell'Tmmagine) : La somma delle dimensioni dell'Immagine e del
Nucleo di una applicazione lineare ¢ pari alla dimensione del dominio, ovvero:

Dim(Imm(A)) + Dim(Ker(A)) = Dim(R") o anche:

Dim(Imm(A)) + Dim(Ker(A)) = numero delle colonne di A.

Infatti, per quanto visto in precedenza, k + (n — k) =n.

k 2 k

Esempio 72 : Data l'applicazione lineare A - X =Y,con A=|| -1 0 — 3|, deter-
1 -2 1

miniamo, al variare del parametro k, le dimensioni del Nucleo e dell'Tmmagine dell'applica-

zione.

Essendo Det(A) = — 4 (1 + k), ne segue che:

-per k= —1,Car(A) =2 = Dim(Imm) = 2 e Dim(Ker) =3 -2 =1;

-per k # — 1, Car(A) =3 = Dim(Imm) = 3 ¢ Dim(Ker) =3 —-3=0.
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APPLICAZIONI LINEARI SURGETTIVE, INIETTIVE, INVERTIBILI

Dato che le applicazioni lineari sono funzioni da R" — R™, studiamo il problema dell'esi-
stenza della loro funzione inversa, che richiede anzitutto di stabilire quando un'applicazione
lineare risulti surgettiva e quando iniettiva.

Data l'applicazione lineare: R" — R™, A,,,, - X,,; =Y, , essa risulta surgettiva se la sua
Immagine coincide con tutto R™, ovvero se Dim(Imm(A)) = m.
Ma allora dovra risultare Dim(Imm(A)) = Car(A) = m ( < n numero delle colonne di A).

Per avere un'applicazione lineare R" — R™, A,,,, - X, 1 = Y,,; che risulti iniettiva dovra
accadere che:

fX) = f(Xp) = X =X,

Ma f(Xy) = f(Xy) = f(X; —X;3) = O, ovvero che X; — X, € Ker(A).

Avremo allora che X; = X, se e solo se Ker(A) = {0}, cio¢ se Dim(Ker(A)) = 0, ovvero
se (n—k)=0= Car(A) =k =n ( < m numero delle righe di A).

Per avere infine una applicazione lineare invertibile, essa dovra risultare una corrispondenza
biunivoca, ovvero sia surgettiva che iniettiva, e per quanto precedentemente visto dovra allora
risultare: Car(A) = k = m = n, e quindi la matrice A dovra essere quadrata e non singolare.
Da A, - X, 1 =Y, 1, nell'ipotesi che A sia invertibile, otteniamo X, ; = A, L. Y1, e quindi
la¥,; =A, L. X1, che costituisce 1'espressione dell'inversa dell'applicazione lineare.

k 2 k
Esempio 73 : Per I'applicazione lineare A- X =Y, con A=|| —1 0 — 31|, in base
1 —2 1
a quanto visto nell'Esempio 72, abbiamo che:
-per k= — 1, Dim(Imm) = 2 e Dim(Ker) = 1, per cui l'applicazione non risulta né sur-
gettiva né iniettiva,
-per k # — 1, Dim(Imm) = 3 e Dim(Ker) = 0, per cui I'applicazione risulta sia surgettiva
che iniettiva, e quindi invertibile.

COMPOSIZIONE DI APPLICAZIONI LINEARI

Sia f:R" - R", A, X,1 =Y, esiapoi g:R" = R", B,,, - Y1 =%Z,;.
Vediamo che la composizione delle due applicazioni lineari risulta essere ancora un'applica-
zione lineare; infatti, posto Y = f(X) = A,,,, - X1 e Z=g(Y) =B, - Y;,.1, si ha:

L= g(Y) = g(f(x)) = IB10.,771 : Ym,l = IBju,m : (Am,n : Xn,l) = (Ep,m : Am,n) : Xn,l .

Quindi I'applicazione lineare composta ¢ datada go f: R" = R?, C,,, -X,,1 = Z,, dove
Cpn =B, - Ay . La composizione di due o piu applicazioni lineari ha per matrice il pro-
dotto delle matrici delle applicazioni lineari componenti.

Esempio 74 : Siano f . RQ — R4 , A4,2 . XQJ = Y4’1 ¢ g: R4 — R?) , B3,4 . Y471 = Zg,l ,

(1) (2) 01 2 1
con: Ayo = 1 1l ¢ Bs3s=|{1 1 0 O0f|.Lacomposizione delle applicazioni lineari
9 1 2 1 1 2

sarila go f: R* = R?, C35-Xo; = Z3 1, con
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Cso=DB34-Ayp=

N = O
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BASI ORTONORMALI - MATRICI ORTOGONALI

Due vettori si dicono ortegonali (ovvero perpendicolari) se ¢ nullo il loro prodotto scalare, e
un vettore il cui modulo sia uguale ad 1 viene detto versore o vettore normalizzato.
Definizione 40 : Si dice base ortonormale di uno spazio vettoriale R” una base che sia costi-
tuita da versori a due a due ortogonali tra loro.

Se X1, X, ..., X, costituiscono una base ortonormale, allora, dato che vettori distinti sono per-
1 sei=

0 sei#j°
Definizione 41 : Una matrice si dice ortogonale se A - A" = AT . A =1.

La definizione data richiede che la matrice A sia quadrata e non singolare, quindi dotata di
matrice inversa; essendo A~! l'unica matrice per cui valgala: A™'- A =A-A"' =1, ne se-
gue che una matrice ortogonale & una matrice per la quale risulta AT = A™!.

Dalla definizione segue anche che le righe (e le colonne) della matrice ortogonale costituisco-
no una base ortonormale.

Si vede facilmente che le matrici unita [, e tutte le matrici di permutazione sono matrici orto-
gonali.

pendicolari e che ciascuno ha modulo pari ad 1, avremo: X - X; = {

Per le matrici ortogonali valgono le seguenti proprieta:
O1) Se A, e B,, sono ortogonali, anche A - B e B - A sono matrici ortogonali:

infatti: (A-B)" - (A-B)=B"-AT-A-B=B" -1-B =1, ¢ quindi la tesi;
02) Se A ¢ ortogonale, allora |A| = £1:

infatti: da [A - AT| = |I] segue |A|-|AT] = [A]> = 1| = 1 e quindi |A| = £1;
03) Se A ¢ ortogonale, allora anche AT e A~! sono ortogonali:

infatti AT (AT)T = AT . A =T mentre

AT (A=A (AT = AT (AT =T

04) Se A ¢& ortogonale, allora anche A* & ortogonale:

infatti: (AF)" - AF = (AT)" AR = AT AT. . (AT-A) .. A-A=T.

BASI ORTONORMALI: PROCEDURA DI GRAM-SCHMIDT

Se {X;,Xy,..,X,} formano una base di R", ma non valgono le X -X; = {(1) ::; ; ;.,
esiste un metodo, attribuito a Gram-Schmidt, che permette, partendo da X;, Xs, ..., X,,, di co-
struire una base ortonormale.

Prendiamo il primo vettore della base, X;, ¢ poniamo Z; = X .

Il vettore normalizzato W; =

7y T
Z] costituisce il primo elemento della base ortonormale.
1

Per determinare il secondo, W5, determiniamo anzitutto un vettore Zo, espresso come:

ZQ = Xg — W1 ,
ovvero il secondo vettore della base originaria meno un opportuno multiplo del primo vettore
trovato della base ortonormale.
Zo dovra allora risultare perpendicolare a W, visto la base ortonormale che si vuol costruire,
per cui dovra essere:
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ZQ-Wl = (Xg—OAWl)-Wl :XQ-Wl—awl 'Wl :0,
dalla quale, essendo W, - W; = 1, otteniamo:
a=X, -W; = <Xy, W; > peravere quindi:
Zo = X9 — <X2,W1 > -W;.

Z,
Il secondo vettore della base ortonormale sara allora dato da W, = 2

| Zo||

Per determinare il terzo vettore, porremo:
Zy = X3 —aW; — W,
ed imponendo che Zj risulti perpendicolare sia a W; che a Wy otteniamo:
{Zg'wl = (Xg—awl—ﬁWQ) 'Wl :Xg'Wl —OéWl -Wl —ﬁWg-Wl
Lz - Wy = (X:ﬁ—awl—ﬁWQ) Wy =X35- Wy —aW; - Wy — Wy - Wy~
Essendo, per la base ortonormale, W; - W; = Wy - Wy =1 e W; - Wy =W, - W, =0,
otteniamo:
a=X3-W; = <X35,W; >
ﬂ:X;g-WQ = <X3,W2 >
Zg=X3— <X3,W; > - W) — <X3, Wy > -W,.

per cui sara:

) 7
11 terzo vettore della base ortonormale sara infine dato da W3 = H ZBH .
3
Generalizzando la procedura, 1'i-esimo vettore della base ortonormale sara W; = H Zi R con
i
7, =X; — < Xi,Wl > W, — < X«L‘,WQ > Wy — ... — < XZ-,W,L-_l > W, 1.

Esempio 75 : Si consideri la base di R? costituita dai tre vettori:

X;=(0,1,1), X5 = (1,0,1), X3 = (1,1,0) e determiniamo, partendo da questa, una base
ortonormale. Ovviamente si € prima controllato che i tre vettori siano linearmente indipenden-
ti e che non risultino gia tra loro a due a due perpendicolari.

Zn _ X, L 1
1Zafl 1l V22

Da Zo =Xy — < X5, W; > - W; otteniamo, essendo < Xy, W; > =

Sara W, = ) il primo vettore della base ortonormale.

L
V2

1 11 11 V3
Zg—(l,(),l)—\/§<O,\/§,\/§>—(1,—5,5),edessendo ||Zg||—%s1ha.

Ly 2 1 1
1Zs || V6 V6 V6]
Per trovare infine il terzo vettore, calcoliamo anzitutto:
Zg=Xg3— <X3,W; > -W; — <X35,Wy > W5 ed essendo:
1 1
< X3, Wy > =—4 ¢ <X3,Wy > = —= otteniamo:
V2 V6
1 1 1 1 2 1 1 2 2 2
Z:Llao_ 07 ) - y 9 :(_7_7__>
s =L 1L0) \/§<\/§\/§> \/6<¢6 ﬁﬁ) 333

2
da cui infine, essendo ||Z3|| = —=, otteniamo W3 = (

V3
oo {(n ) (i

costituiscono la base ortonormale cercata.

Wy =
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CAMBIAMENTI DI BASE
Per esprimere un qualunque elemento di uno spazio vettoriale occorre disporre di una base di
tale spazio. Abbiamo visto come ogni vettore di R” sia esprimibile in uno ed in un solo modo
come combinazione lineare degli n elementi della base assegnata.
Se non viene specificato altrimenti, scrivendo X = (x1, xo, ..., ;) intendiamo il vettore X e-
spresso mediante la base canonica, ovvero X = X, = z1e; +x2€2 + ... + T, €, .
Se venisse scelta una qualunque altra base, sempre formata da n vettori indipendenti, si pone
il problema di trovare le coordinate del vettore X in funzione degli elementi della nuova base.
I1 problema puo essere ricondotto alle applicazioni lineari ed a loro opportune composizioni.
Essendo X =1, - X, ed avendo I,, come colonne gli elementi della base canonica, osservia-
mo come ogni vettore X € R" si possa scrivere come prodotto di un'opportuna matrice, che
nel caso della base canonica ¢ la matrice unita II,,, per il vettore colonna X costituito dalle sue
coordinate rispetto a tale base.
Se usassimo una base diversa dalla canonica, diciamo {Wy, W,, ..., W, }, e se il vettore X a-
vesse rispetto a tale base coordinate Xy, = (aq, o, ..., o, ) , sara allora:
Xe=a Wi +asWy + ...+, W,
che potremo anche scrivere come:

aq

Xe=W- Xy = [W[Wy|..[Wa]- |72,

a7l
ovvero come il prodotto di una matrice W, avente per colonne 1 vettori W, W, ..., W,, della
base per il vettore colonna X, costituito dalle coordinate di X, rispetto alla nuova base.
I vettori Wy, W, ..., W,, costituiscono una base, quindi sono linearmente indipendenti, per cui
la matrice W ¢ non singolare e quindi invertibile.
Essendo W~ !X, = X,, , mediante il prodotto W' . X, otteniamo le coordinate X, del vet-
tore X rispetto alla nuova base {W;, Wy, ..., W, }.
La matrice W~ viene detta matrice di transizione dalla base canonica alla nuova base.
Un cambiamento di base ¢ quindi un'applicazione lineare invertibile da R" — R".
Se stabiliamo una ulteriore nuova base per R": {V1,V,, ..., V,} e vogliamo esprimere il vet-
tore X, in funzione di questa, ragionando come nel caso precedente, otterremo:
X, =V X, dacuipoi V' X, =X,
dove V ¢ ora la matrice avente per colonne i vettori {V;,Vs, ...V, }.
Essendo allora: X, = W - X, = V - X, otteniamo, premoltiplicando opportunamente:
Xy =W 1.V.X, oppure X, =V 1. WX,
per avere direttamente il passaggio dalle coordinate X, alle X, e viceversa.
La matrice P = W' . V costituisce la matrice di transizione dalla base {V1,V,,...,V,} alla
base {W;, W,,...,W,}, lamatrice S = V' - W invece quella dalla base {W,, Wy, ..., W,}
alla base {V1,Vy,...,V,}.

Ovviamente S = V1. W = (V\V*1 -V)fl = P!,

Esempio 76 : Consideriamo il vettore X, = (3,5).

Presa la nuova base {W;, Wy} = {(1,1), (1, — 1)}, sara W = H

1

1 —1 H dalla quale ot-

D=

teniamo: W' = . Si vede poi facilmente che Xy, = (4, — 1).

N DN
DO
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17
Presa l'altra base {V1,Vy} ={(2,1), (1,2)},sara V = H ? ; ‘ ed inoltre X, = (5’ §> :
1 1 2 1 1 4
Eseguendo i prodotti si verifica che: |[2 2 ||- H | 9 H A3 = H | || ovvero che:
2 2 3 -

W!l.V.-X, =Xy.

CAMBIAMENTI DI BASE ED APPLICAZIONI LINEARI

Sia f:R" —R", A, -X,; =Y, un'applicazione lineare, e siano X=X, ¢ Y=Y, e-
spressi mediante la base canonica. Operiamo in R" un cambiamento di base utilizzando 1
vettori {W;, Wy, ..., W, }, rispetto ai quali avremo, per X ¢ Y, le nuove coordinate Xy, e Yy,.
Vogliamo vedere se esiste una matrice B tale che B - X, = Y,,, tale cio¢ da realizzare un'ap-
plicazione lineare nella quale I'immagine di X, il trasformato di X,, sia Yy,, ovvero il trasfor-
mato di Y..

Per quanto visto in precedenza, sara X, = W1 X, eY,=W1!.Y,., dalle quali, sostitu-
endonella B-X,, = Yy, avremo: B-W.X, = W!.Y, ovvero:

W-B-W!.X, =Y. =A-X, dalla quale si ottiene W-B- W ! = A e quindi:
B=W!.A-W, che risulta quindi la matrice rappresentativa della stessa applicazione line-
are ma rispetto alla base {Wy, W, ..., W,}.

Esempio 77 : Sia f:R2—>]R2,A2~X271:Y2,1,con AQ:‘H gH.Sia XQJZH;H per
S o2 1l |5
cui sara Yo = 1 3‘- 9 _H7
Introduciamo una nuova base per R* mediante i vettori {Wy, Wy} = {(1,1),(1, —1)}.
1 1
Saaw=|> ' |ldaciw!=|2 > e quindi:
oo L -y
1 1 3
x|t ] 4]
2 2
1 1
I
2 2 7 -1
1 1 1 7 _3
Sara B=W 1. A- W= % 21 ‘ H H H: 21 12 , da cui ot-
1 1 —1 1 1
2 2 2 2
7 _3 3
teniamo: B - Xy, = || 2, 2 20 = H 1 H =Y, , e sara anche:
T2 2 T2 N
11 r -3 53 1 5
W.B.W—l.xe:H H 21 12 . % 21 ) _ —v,.
1 -1 -3 3 2 2| 112 7
MATRICI SIMILI

Prendendo spunto da quanto visto nel paragrafo precedente, diamo la seguente:

Definizione 42 : Date due matrici quadrate A,, ¢ B,,, esse si dicono simili se esiste una matri-
ce quadrata non singolare PP tale che:

B=P ' A-P,o, equivalentemente, tale che: A -P =P -B.

Indicheremo due matrici A e B che risultano simili con il simbolo A ~ B.



48

Vediamo che la similitudine tra matrici ¢ una relazione di equivalenza.

-Vale la proprieta riflessiva: VA: A ~ A.

Infatti basta prendere P =1, .

-Vale la proprieta simmetrica: A ~B = B ~ A.

Infatti, da B=P ' -A-P = A=P-B-P'; ponendo P! =Q, dacui P=Q !, otte-
niamo: A=Q !'-B-Q, ovvero B ~ A.

-Vale infine la proprieta transitiva: (A~ B)e(B~C))=A~C .

SeB=P ! A-Pese C=Q ' -B-Q, sostituendo, otteniamo:

C=Q ' B-Q=Q "' (P"-A-P)-Q=(P-Q) " -A-(P-Q).

Posto S=P-Q avremo allora: C=S"1'-A-S, ovvero A ~ C.

Un'altra proprieta importante ¢ contenuta nel seguente:

Teorema 22 : Due matrici simili hanno uguale determinante.

Dimostrazione: Se A ~ B allora B=P ! . A - P ; applicando il Teorema di Binet avremo:
1

B|=|P'-A-P|=|P||A|-|P| edessendo |[P'| = ] segue la tesi. o

E vale anche il

Teorema 23 : Se A ~ B allora A¥ ~B* ke N.

Dimostrazione: Da B =P . A - P otteniamo:

BF = (IP”l A - ]P’) . (P’l A IP’) Ca (P’l A IED) = per la proprieta associativa

B =P ' A-(P-P ')A .. A (P-P")-A-P=P" A" P dacuila tesi.

AUTOVALORI ED AUTOVETTORI

Data un'applicazione lineare f:R" — R", A, -X,; =Y, ;, vogliamo determinare se esi-
stono vettori X la cui immagine in tale applicazione risulti proporzionale ad X, ovvero sia tale
che: A - X = AX, con \ scalare (reale o complesso).

Imporre A - X = AX equivale ad imporre (A — A1) - X = O, ovvero a risolvere un sistema
lineare omogeneo nelle incognite X avente tra i suoi coefficienti il parametro .

Il vettore X = O ¢ sempre una soluzione di questo sistema, ma l'interesse ¢ rivolto ovvia-
mente alla presenza di altre soluzioni diverse da quella nulla.

Per questo, essendo la matrice A — Al quadrata, imponiamo che sia nullo il suo Determinan-
te, cio¢ |A — AI| = 0, altrimenti, per il Teorema di Cramer, il sistema omogeneo avrebbe
una sola soluzione, quella nulla.

L'equazione P, (A\) = |A — AI| = 0 ¢ un'equazione di tipo polinomiale di grado n nell'inco-
gnita \; per il Teorema fondamentale dell'algebra essa ammette esattamente n radici, che po-
tranno essere reali o complesse, semplici o0 multiple. Se la matrice A ¢ ad elementi reali, le
eventuali radici complesse saranno sempre in numero pari, ogni radice complessa essendo
presente con la sua coniugata.

Le radici dell'equazione P,(A) = |A — AI| =0 sono dette autovalori della matrice A; un
vettore X # O tale che A - X = A X viene detto autovettore relativo all'autovalore \.

Il polinomio P, (\) viene detto polinomio caratteristico; le m radici {A, Ao, ..., Ay}, con
m < n a causa delle eventuali radici multiple, costituiscono il cosiddetto spettro della matri-
ce A; il valore p = Max {|\{],|Aa], ..., |[Am|}, dove |A;| rappresenta il valore assoluto se \; €
reale mentre ¢ il modulo se \; ¢ complesso, viene detto raggio spettrale.
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La molteplicita di una radice A del polinomio caratteristico viene detta molteplicita algebrica

dell'autovalore A e viene indicata con m{. Ovviamente, detti Ai, Ao, ..., Ay, m < n, gli auto-
m

valori semplici e multipli della matrice A, vale la: Z my, =mn.
i=1

Esempio 78 : Data la matrice A = H ; ; , determiniamone gli autovalori ed i relativi au-
tovettori. Ponendo |A — A\ 1| = ‘ L ; A 5 E A ‘ = 0 si ha:

PoA)=(1—=N(2-A)—6=X—3\"—4=0,per \; = —1le X =4.
I1 valore 4 rappresenta il raggio spettrale della matrice.

Per trovare gli autovettori relativia A\; = — 1 sirisolve il sistema (A —(—1)-I)- X =0,
€ quindi: g g ‘ : il = 0, ovvero l'equazione 2x; + 2z = 0, risolta per xo = — x7.
2
. . T 1 2 k k
Tutti i vettori X; = (k, — k) sono quindi tali che: s ol 2kl = (=1 el
Per trovare gli autovettori relativia A; = 4 si risolve il sistema (A —4-1)-X =0, e quin-
- 3
di: 32 A =0 , ovvero l'equazione 3z; — 2x9 = 0, risolta per zo = — x7 .
3 -2 T2 2
. : 3 . 1 2 k k
Tutti 1 vettori Xg = k,§k sono tali che: 3 2H %kH—ZL- %kH
-1 0 -5
Esempio 79 : Consideriamo la matrice A=|| 0 1 2 e determiniamone gli auto-
1 0 3
—1-A 0 -3
valori ed i relativi autovettori. Ponendo |[A — \I| = 0 1-X 2 | =0 siha
1 0 3—A

PsA)=1=N[(-1=-XN)B=A)+5=(1-A)(A\=21+2) =0

per Ay =1, Ay =141, A3 =1 —¢. Abbiamo tre soluzioni semplici, una reale ¢ due com-
plesse, tra loro coniugate.

Datoche |1 +i| =1 —i| = \/5, questo valore rappresenta il raggio spettrale della matrice.
Determiniamo gli autovettori relativia A\; = 1.

Si tratta di risolvere il sistema (A —1-1)- X=Q,ovvero | 0 0 2 |-|ly||=0,da
1 0 2 z
—2x—52=0 T =
cui otteniamo: ¢ 2z =0 che ¢ risoltoper ¢ Vy .
r+22=0 2=0
-1 0 -5 0 0
Tutti i vettori X; = (0,%,0) sono quindi taliche: || 0 1 2 ||-||k||=1-||k
1 0 3 0 0
Determiniamo ora gli autovettori relativia Ao =1+ 1.
—2—4 0 -5 x
Si tratta di risolvere il sistema 0 —1 2 |-lly|l = O, da cui otteniamo:
1 0 2—1 z
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(=2—di)x—52=0
—iy+22=0 che ¢ risolto per {
r+(2—-d)z=0

I vettori Xo = k (i — 2, — 2, 1) soddisfano quindi all'equazione:

r=(i—2)z
y= —2z

-1 0 =5 [|li-2 i—2
0 1 2 ||| =2ll=0+d] —2i
1 0 3 1 1

Determiniamo infine gli autovettori relativia A3 =1 — 1.
—-247 0 =5 x
Risolviamo il sistema 0 1 2 |-lly|l =0, da cui otteniamo:
1 0 2+:¢ z
—24+1)x—-52=0 ,
z('y+2z):0 cheérisoltoper{xi —.(z~|—2)z.
T+ (24+i)z=0 y=2iz
Ivettori X3 =k (— (i + 2),2i,1) soddisfano quindi all'equazione:

-1 0 -5 —(i+2) —(i+2)
0o 1 2 || 2i =(1—1) 2i
1 0 3 1 1

IL POLINOMIO CARATTERISTICO
Definizione 43 : Chiamasi traccia della matrice A la somma degli elementi situati sulla dia-

n
gonale principale. La traccia si indica con tr(A) = Za” .
=1

Definizione 44 : Data una matrice quadrata A,,, chiamasi Minore principale M P il Determi-
nante di una sottomatrice quadrata avente per diagonale principale elementi della diagonale
principale di A, ovvero il Determinante di una sottomatrice costituita scegliendo da A alcune
righe e colonne di uguale indice.

ai; a2 a3
Esempio 80 : la matrice A3 = ||ao; a9 ass || ha un solo minore principale del terzo ordi-

a3; az2 as3

aix a2 ais

ne, che ¢ il determinante della matrice stessa: M Pjog = | as1 a9 ass | ; ha tre minori prin-
azr a3z G33

o . a a a a

cipali del secondo ordine, che sono: MPy = 12 , MP3= 1 s ,
a21 (22 a31  as3

| a2 Q3. . . . . . . o
MPy3 = a P ha tre minori principali del primo ordine, che sono M P, = |a14/,
32 a33

MPy = |aga|, MP; = |ass] .
Gli indici si riferiscono alle righe (e alle colonne) utilizzate per costruire il minore.

Vediamo ora la relazione che sussiste tra i coefficienti del polinomio caratteristico ed i minori
principali della matrice A.

air a2 ap — A a2
a1 a2 a2 ag — A
‘A — )\]I| = )\2 — (a11 + agg) A + (a11 a2 — Q12 agl) =

A = AT =X — (MP, + MP) A+ MPjy = \* — tr(A) A + det(A).

Data la matrice Ay = ,sara A — A1 = , da cui segue:
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aip; ape ais

Consideriamo ora la matrice del terzo ordine A3 = |[ag1 a9y @93
aszy Qg2 as3
ay; — A a2 a3
Sara A — A1 = as1 agn — A a3 da cui otteniamo:
asy az? agz — A
‘A— )\]I| = -\ + (a11 + a9 +a33) A2 +

— [(a11 a22 — @12 a1) + (@11 ass — a1z asi) + (a2 ass — azz asz)| A +

+ (@11 a22 ags — a1 a3 azs + 12 A3 31 — Q12 A1 A33 + Q13 Q21 A3z — Q13 Q22 A31) =
= — XN 4+ (MP,+ MPy + MP3)\? — (MPjy + MPj3 + MPy3) A\ + M Py =
= — )\3 +tr(A) )\2 — (MP12 —+ MP13 + Mpgg))\ ‘|‘d€t(A) .

Prendiamo spunto da quanto visto nei due esempi precedenti, ¢ formuliamo 1'espressione ge-
nerale del polinomio caratteristico per una matrice quadrata di ordine n qualunque.
Avremo allora:

PN = A=A =Y (-1 (Z MPi) AT
=0
dove Z MP?' rappresenta la somma di tutti i minori principali di ordine i della matrice,

avendo posto MPY = 1. Notiamo che E MP? & una somma di (n) addendi, che
i
E MP' = tr(A) e che il termine noto & dato da M P" = det(A).

Se scriviamo il polinomio caratteristico fattorizzato mediante le sue radici:

Pu(A) = (=1)"- T[T (A =N,
i=1
dalla teoria algebrica sappiamo che:

Pn(A) = Z (—1)""-S;- A", dove S; rappresenta la somma di tutti i possibili prodotti di
=0

n
i radici. Il coefficiente di \" ™' ¢ dato da ( — 1)"_1 . A; mentre il termine noto ¢ dato da
i=1

n n n
H Ai , € da questo discendono le due uguaglianze: Z A =tr(A) e H Ai = det(A).
i=1 i=1 i=1

Da quest'ultima si ricava subito che A = 0 ¢ un autovalore se e solo se det(A) = 0.

Il determinante det(A) ¢ 1'unico minore principale di ordine n ed ¢ uguale al prodotto degli n
autovalori. La traccia tr(A) ¢ la somma di tutti i minori principali di ordine 1 e corrisponde al-
la somma dei prodotti degli autovalori ad 1 ad 1, ovvero alla somma degli autovalori.
Formalizziamo quanto detto nel seguente:

Teorema 24 : La somma di tutti i minori principali di ordine n — ¢ coincide con la somma di
tutti 1 possibili prodotti di n — ¢ autovalori.

1 0 -1
Esempio 81 : Data la matrice A= ||0 1 m ||, determiniamo, al variare di m e k, gli
1 0 k

autovalori e la loro molteplicita algebrica. Sara allora:
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1—-A 0 -1

[A—=AIl=| 0 I1-X2 m |[=0=-N)[1=-XN(k-N+1]=
1 0 k— A
=1-ANN=-Ak+1)+k+1)=0.
Quindi la matrice ammette I'autovalore A =1V meV k.
Affinché l'autovalore A = 1 risulti doppio, dovra risultare \* — (k+ 1) A+ %k +1 =0 per
A=1,ovvero: 1 — (k+ 1)+ k+1=0, che non ¢ soddisfatta per nessun valore di k.
Studiamo allora le radici di \> — (k+ 1) A+k+1=0.
(k+ 1)/ (k+ 17 =4k +1) (k4 1)V —2k—3

Sara \ = =
ara 5 5

Se k* — 2k — 3 > 0 avremo due autovalori reali e distinti, ambedue diversi da 1 per quanto
visto prima;

se k> — 2k — 3 < 0 avremo due autovalori complessi e coniugati;

se k*—2k—3=0, ovvero se k=3 oppure se k= — 1 avremo un autovalore reale
doppio, che si vede con facili calcoli essere A = 2 per £ = 3 mentre risulta A = 0 quando
k= —1.

AUTOVALORI DI MATRICI PARTICOLARI

Data una matrice A,,, siano A1, A, ..., A,, 1 suoi autovalori, reali o complessi, semplici o multi-
pli. Valgono le seguenti proprieta:

A1) la matrice trasposta AT ha gli stessi autovalori di A : A\j, Ao, ..., \,,.

1 1 1
A2)se |A| # 0, la matrice inversa A~! ha per autovalori i reciproci RSN
1 2 n
1
Infatti, se A - X = AX segue: X = A1 AX, ovvero A7l - X = XX

A3) lamatrice k A ha per autovalori i multipli kA, kAo, ..., kN, .

Infatti, se A - X = A X, segue subito che: kA - X = (k) X.

A4) gli autovalori di una matrice diagonale o triangolare coincidono con gli elementi della

diagonale principale.

Ab5) matrici simili hanno lo stesso spettro, uguale determinante ed uguale traccia.

Infatti, se A = P~!.B - P, utilizzando il Teorema di Binet, avremo:

A= AL =|P"-B-P-AI|=|P|-[P'-B-P-AI|-|P|=
=[P-(P"-B-P-AI)-P | =|P-P"-B-P-P'—P-X\I-P'|=B-AI.

Due matrici simili hanno allora uguale polinomio caratteristico, avranno quindi uguali autova-

lori, e dato che la traccia e il determinante sono il secondo e l'ultimo coefficiente del polino-

mio caratteristico, saranno uguali, ovvero tr(A) = tr(B) ¢ det(A) = det(B).

A6) Le matrici ortogonali hanno autovalori, se reali, tutti uguali a +1.

Infatti, valendo per le matrici ortogonali I'uguaglianza AT = A™! | e vista la proprieta A1), la

trasposta AT e I'inversa A~! di una matrice ortogonale hanno gli stessi autovalori della ma-

trice A. Se A & uno di questi, per la proprieta A2) dovra anche essere A = " dacui N> =1¢

quindi A = +£1.

A7) Date A e B matrici quadrate dello stesso ordine, la matrice A - B e la matrice B - A hanno
gli stessi autovalori.

Date A matrice rettangolare (m - n) e B matrice rettangolare (n - m), con m > n, la matrice
quadrata C,, = A -B ha gli stessi autovalori della matrice D, =B - A con l'aggiunta di
m — n autovalori uguali a 0.
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Infine, se A ¢ B sono quadrate, anche di ordine diverso, con autovalori rispettivamente
A1y A2y ooy Ap € 41, 2, ---, b, gli @autovalori della matrice A ® B ottenuta mediante il prodotto
di Kronecker sono datida v; j = A\; puj,conl <i<nel <j<m.

PROPRIETA' DEGLI AUTOVETTORI

Valgono per gli autovettori le seguenti proprieta:

B1) Se X ¢ un autovettore corrispondente all'autovalore A, allora anche kX, Vk € R*, ¢ au-
tovettore di A corrispondente a \.

Infatti: A+ (kX)) =kA - X=kAX=X(kX);

B2) Uno stesso autovettore non puo corrispondere a due autovalori diversi.

Infatti, se fossero vere siala A-X =X X chela A-X= XX, con \; # Ay, sottraendo
avremo: A-X—A -X=0= (A — X)X, e dato che X # O questo ¢ possibile solo se
A1 = Ao, contro l'ipotesi.

B3) Autovettori relativi ad autovalori distinti sono linearmente indipendenti.

Siano A1, A9, ..., Ay, m < n, gli autovalori distinti della matrice A,, e siano Xy, X, ..., X, 1
relativi autovettori. Supponendo che gli autovettori siano linearmente dipendenti, almeno uno
di essi, X, sara esprimibile come combinazione lineare di alcuni, anche non tutti, dei rima-
nenti.

Supponiamo sia Xg = a1 X; + a9 Xo + ... + o Xy, con k <m — 1.

Premoltiplicando ambedue i termini dell'uguaglianza per la matrice A otteniamo:

AXog=A (1 Xy + Xy +... + o X},) dacui:

AXg=A X +A Xy +...+ A o X, ovvero:

A()XO = )\1X1 + (9 )\QXQ + +Oék)\ka,

in quanto X, Xy, Xy, ..., X}, sono autovettori.

Moltiplicando invece ambedue i termini della stessa uguaglianza per A\, otteniamo:

M Xy =a1 X+ A Xo + 4+ ap A X

Sottraendo membro a membro avremo infine:

O =oa1 (M — X)Xy + a2 (A2 — X)) Xo + + g (A — Xo) X,

la quale, essendo X, X, ..., X;; indipendenti, implica A\; = Ag, A2 = Ag,...,Ax = A¢ contro l'i-
potesi che gli autovalori siano distinti.

B4)Se A=P-B-P! ese X ¢ un autovettore relativo all'autovalore X per la matrice A, al-
lora P! - X ¢& un autovettore relativo all'autovalore A per la matrice simile B.

Infatti, date due matrici A e B simili, e se A - X = \X, dalla relazione A =P-B-P~! otte-
niamo: AX =A-X=P-B-P'.X dalla quale, premoltiplicando per P!, si ha:

P! AX=AP ! X=P ' P.B- P! X=B-P"' X,

per cui, posto P~! - X =Y, avremo:

APTX)=AY=B-Y=B- (P X)

ovvero che P~! - X ¢ autovettore della matrice B.

B5) Se X, ¢ autovettore della matrice non singolare A corrispondente all'autovalore A, allora

. . 1
Xy & anche autovettore della matrice inversa A~! corrispondente all'autovalore — .
0

Infatti, essendo A - Xy = Ao - X ed essendo A invertibile, otteniamo:

1
Xg=A"1 N Xy =X -A"-X, dacui si ha: " -Xo = A1 X, cioé la tesi.
0

Esempio 82 : Presa una matrice A, da A2 = A - A, se A - Xy = A\ X, sara anche:
A2 Xo=AA-Xo=A-2X)=XMA X, = )\3 Xg, ovvero la matrice A% ha per autova-
lori 1 quadrati degli autovalori di A, mentre i corrispondenti autovettori sono gli stessi di A.
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Esempio 83 : Consideriamo una matrice idempotente, ovvero tale che A% = A .

Da A-X;=XX, eda A?- X, = A - X, otteniamo: )\(2) Xo = Ao Xp, che risulta soddisfatta
se A\g = 0 oppure se A\g = 1. Quindi gli autovalori di una matrice idempotente possono assu-
mere solo i valori 0 e 1.

AUTOSPAZIO RELATIVO AD UN AUTOVALORE

Data la matrice A e considerato un suo autovalore A, che puo essere sia semplice che multi-
plo, vediamo che vale il

Teorema 25 : Gli autovettori relativi ad uno stesso autovalore A, con l'aggiunta del vettore
nullo O, formano un sottospazio vettoriale, che viene detto autospazio relativo all'autovalore
A ES A-

Dimostrazione : Siano X; ¢ X, autovettori relativi ad uno stesso autovalore A. Quindi:

A-X; =2X; e A-Xy = A\Xy; da queste segue allora:

A (OéXl +5X2) = OéA'Xl —i—ﬁAXg = Oé)\Xl —|—ﬂ)\X2 = )\(&Xl +/8X2)

ovvero anche a X; + Xy ¢ autovettore relativoa \. e

Occorre quindi, per ogni autovalore )\;, determinare la dimensione del relativo autospazio. Ta-
le dimensione ¢ detta molteplicita geometrica dell'autovalore \; e verra indicata con m?.
Preso un autovalore )y della matrice A, determinare tutti gli autovettori relativi a A\ significa
risolvere il sistema lineare omogeneo (A — A\oI) - X = O, ovvero determinare il Nucleo del-
l'applicazione lineare (A — M\gI) - X.

Quindi avremo intanto la seguente uguaglianza: mio = Dim(Ker(A — A\ 1)) .

Per il Teorema di Sylvester, perd, sappiamo che:

Dim(Ker(A — A\gI)) = n — Car(A — A\ I)

da cui ricaviamo la relazione finale:

mj, = n— Car(A — A I).

Dato che [A — A TI| = 0, ne segue Car(A — X\gI) <n — 1 equindi mj > 1, per cui:
Teorema 26 : Ad ogni autovalore corrisponde un autospazio la cui dimensione ¢ m§ > 1.
Ovvero: nessun autovalore puo avere un autospazio che si riduca ad un punto, cio¢ a Q.

Dalla proprieta B3) sappiamo che autovettori relativi ad autovalori distinti sono linearmente
indipendenti; dal Teorema fondamentale dell'Algebra sappiamo che un'equazione polinomiale
di grado n ammette al massimo n radici distinte. Dato che gli autovettori di una matrice A,
sono vettori di R", abbiamo allora i seguenti:

Teorema 27 : Una matrice A,, ammette al massimo n autovettori linearmente indipendenti.
Teorema 28 : Se una matrice A, ammette n autovalori distinti allora essa ammette n autovet-
tori linearmente indipendenti.

Esempio 84 : Se consideriamo la matrice nulla, avremo: |Q,, — AL,| = ( — A)" = 0 che am-
mette la soluzione A\ = 0 multipla di molteplicita my = n.

Dato che O-X=0-X=0, VX € R, l'autospazio relativo all'autovalore 0 coincide con
tutto R, quindi m{ = n = m.

Analogamente per la matrice unita I,,, essendo |I,, — AT,| = (1 — )" =0, avremo la solu-
zione A\ = 1 multipla di molteplicita mj =n.

Dato che I, - X=1-X=X, VX € R, l'autospazio relativo all'autovalore 1 coincide con
tutto R”, quindi m{ = n = m{.
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1 0 1
Esempio 85 : Data lamatrice A = ||1 2 1 ||, determiniamo l'autospazio relativo a cia-
1 1 1
scuno dei suoi autovalori.
1-—A 0 -1
Sara |[A — M| = 1 2—- A 1 = — A +4)\* — 5\ +2 =0, equazione che ha
1 1 1—A

per soluzioni Ay =1, Aa =1, A3 = 2. Quindi A = 2 ¢ soluzione semplice mentre A\ =1 ¢
soluzione doppia.
Per avere 1'autospazio relativo a A\; = Ay = 1 si risolve il sistema omogeneo:

00 -1
|A —1-I| = O, che ha per matrice (A—1-TI)=||{1 1 1
1 1 0

Essendo Car(A —1-1) =2, la dimensione dell'autospazio relativo a Ay = Ay =1 ¢ pari a
m{=3—Car(A—1-1I)=1, equindi 1 =m{ < m{ = 2. Scartando la seconda riga, si ha

il sistema { - da cui si ricavano gli autovettori (k, — k,0) =k (1, —1,0),k € R.

r+y=0
Per trovare l'autospazio relativo a A3 = 2 si risolve il sistema omogeneo |[A — 2I| = O, che
-1 0 -1
ha per matrice (A—2-I)=|| 1 0 1
1 1 -1

Essendo Car(A —21) =2, la dimensione dell'autospazio relativo a A3 =2 ¢ pari a
m§ =3 —Car(A—2-T) =1, equindi mj =m§ = 1. Scartando la prima riga, si ha il siste-

ma { e, cuindigliautovettori (k, — 2k, —K) = k(1, —2, — 1),k € R.

r+y—2=0
3 -1 1
Esempio 86 : Data la matrice A= ||0 2 0], determiniamo l'autospazio relativo a cia-
1 -1 3
scuno dei suoi autovalori.
33— -1 1
Sara [A—AIl=| 0 2-X 0 |[=(2—X)(A\*—6A+8)=0 equazione che ha

1 -1 3—-A
per soluzioni Ay =2, As =2, A3 =4.Quindi A =4 ¢ soluzione semplice mentre A = 2 ¢
soluzione doppia.
Per trovare l'autospazio relativo a Ay = A9 = 2 si risolve il sistema omogeneo:

1 -1 1
|A — 21| = O, che ha per matrice (A —2I)=|{0 0 0
1 -1 1

Dato che Car(A — 21) = 1, segue che la dimensione dell'autospazio relativo a A = 2 ¢ pari
a mj=3— Car(A—2I) =2, equindi mj =mj =2.

Dall'unica equazione rimanente: x — y + z = 0 otteniamo gli autovettori (y — z,¥, 2) .

Dato che mj = 2, dobbiamo ricavare da questi due vettori indipendenti, che possono essere,
ad esempio, (1,1,0) e (—1,0,1).

Ogni autovettore relativoa A = 2 si puo scrivere come: k (1,1,0) +h(—1,0,1),k,h € R.
Per trovare l'autospazio relativo a A3 = 4 si risolve il sistema omogeneo:
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-1 -1 1
|A —41] = O, che ha per matrice (A—4I)=|| 0 —2 0
1 -1 -1

Dato che Car(A — 41) = 2, segue che la dimensione dell'autospazio relativo a A = 4 ¢ pari
amj=3—Car(A—4I)=1,equindi m]=mj=1.

—r—y+z2=0 .
Si risolve infine il sistema ¢ — 2y =0 da cui otteniamo { y B 0 ¢ quindi gli auto-
r—y—2=0 N

vettori (k,0,k) =k (1,0,1),k € R.

La relazione completa che lega le molteplicita geometrica e algebrica di un qualsiasi autova-
lore ¢ riassunta nella: 1 < mf =n — Car(A — N\ I) < mi < n, erisulta dal seguente:
Teorema 29 : Per ogni autovalore \; vale la relazione: mf <mj.
Dimostrazione : Sia A, una matrice che ammette l'autovalore \j, del quale sappiamo che
mf’\o = k , mentre non si conosce m , la sua molteplicita algebrica.
L'autospazio relativo a A\ ha dimensione k£ e quindi esistono k autovettori linearmente indi-
pendenti X, X, ..., X} . Formiamo una base di R" prendendo i k autovettori X;, Xo, ..., X},
assieme ad altri n — k vettori V1, Vio, ..., V,, scelti liberamente.
Sia W = [X; [Xo|...|X3|Vii1|Viso|...|V,] la matrice avente per colonne i vettori della base
che abbiamo costruito.
Sia ora B, = [Ag €1] Ao €2]...| Ao €W - A Vi [W AVl [W- AV, ].
Vediamo che A - W = W - B, ovvero che W™ - A - W = B. Infatti:

AW =A[X|Xo] [ Xe Vi [Visol| .| V] =

= (A XA K| A XG|A - Vi |A - Vip| - |A-V,] =

= [)\0 X1|)\0 Xg“)\o XHA . Vk+1 ‘A : Vk+2|‘A : Vn:| , mentre
W-B=W-[Aer|Aoe|..[xo e WAV [W T AVl WA V,] =

= [W-Xoer|[W-Xger|.[W- g ep|W- WA Vi ][W-WT-AV,] =

= [)\0 W - e1|)\0 W - 62‘...|)\0 W - ek\A . V;ﬁLl‘A . Vk+2“A . Vn] =

= [)\0 X1|)\0 Xg‘...‘)\o XMA . VkH‘A . Vk+2|...‘A . Vn} =A-W.
Quindi le matrici A e B sono simili, per cui hanno lo stesso polinomio caratteristico e gli stes-

XA 0 0 vk Vin

0 X 0  vors1 V2.
siautovalori. Ma B, =1{| 0 O A0 Ukl Vkn ||, € quindi:

0 0 0 Vry1ks1 Vk+1,n

0 0 0 Un,k+1 Un,n

IB—X-TI = (Ao — A\)"-P,_1(A). Se risulta P,_()\g) = 0, la radice Ay avra una moltepli-
cita algebrica maggiore di k, e quindi sara mf < m$ . Se invece risultasse P, _1(\g) # 0,
)‘U )\[J

sard allora m5 =m$ . e
Ao 0

3
Esempio 87 : Data la matrice A = || 2
1

ve molteplicita. Risulta:

—_ =

W N =

, studiamone 1'autovalore multiplo e le relati-
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3—A 1 1
2 4— )\ 2 |[=2-MN)A-MNB=-N-=-2)—2=-N)2-4+)N) =
1 1 3—A
=2-NN=8+12) = (2-NA—-2)(A—6)=0.
Quindi gli autovalori sono: Ay =y =2 ¢ A3 =6.
Per trovare l'autospazio relativo a A\; = Ay = 2 si risolve il sistema omogeneo:

1 1 1
|A — 21| = O, che ha per matrice (A —2I)=({2 2 2
1 1 1

Dato che Car(A — 2T) = 1, segue che la dimensione dell'autospazio relativo a A = 2 ¢ pari
a mj=3—Car(A—2I) =2, equindi mj =mj =2.

Dall'unica equazione rimasta: x + y + z = 0 otteniamo gli autovettori (z,y, —x — y).

Dato che m'g = 2, dobbiamo ricavare due autovettori indipendenti, che possono essere, ad
esempio, (1,0, —1) e (0,1, —1).

Ogni autovettore relativo a A = 2 si potra scrivere come: k (1,0, — 1)+ h (0,1, —1).

Per completare una base di R? scegliamo il vettore (1,0, 0).

1 0 1 0 -1 -1
Poniamo allora W = || 0 1 0|l edatoche W'=1{0 1 0 avremo:
-1 -1 0 1 1 1
0o -1 -1 3 1 1 1 0 1 2 0 3
B=W'-A-W=1{l0 1 0/|[-||2 4 2/|-//]0 1 off=|l0 2 2
1 1 1 1 1 3 -1 -1 0 0 0 6
Quindi anche B ammette 1'autovalore A = 2 con molteplicita algebrica pari a 2.
Anche per la matrice A risultava mj = m§ .
1 0 -1
Sia invece data la matrice A = ||1 2 1 [|. Studiamone l'autovalore multiplo e le relati-
11 1
ve molteplicita. Risulta:
1—A 0 -1
1 2—-A I |[=0=-XM)(E2-MN1=-XN)-1)—-1(1-2+X)=
1 1 1—A

=1-MNN=32+2)=1-N)A-1)(A-2)=0.
Quindi gli autovalori sono: Ay =y =1¢ A3 =2.
Per trovare l'autospazio relativo a Ay = Ay = 1 sirisolve il sistema omogeneo:

00 -1
|A —1-I| = O, che ha per matrice (A—1-T)=||1 1 1
1 1 0

Dato che Car(A — 1-1) = 2, segue che la dimensione dell'autospazio relativoa A = 1 ¢ pari
am{=3—Car(A—1-I)=1,equindi m{=1<m{ =2,

Se avessimo seguito la traccia della dimostrazione del Teorema 29, non si sarebbe dovuto
trovare che m{ = 2 mentre m{ = 1; si sarebbe dovuti partire dall'ipotesi che la dimensione
dell'autospazio di A = 1 fosse pari ad 1 per poi andare a scoprire quale fosse la sua molte-
plicita algebrica. Ma questo modo di procedere € puramente teorico e non pratico.

r+y=0
Per completare una base di R? scegliamo i due vettori (1,0, 0) e (0,0, 1).

Dalle equazioni { ricaviamo l'autovettore (1, — 1,0).
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1 10 0 -1 0
Saraquindi W= 1| —1 0 Of| edatoche W'=|l1 1 0}|,avremo:

0 0 1 0 0 1

0 -1 0 1 0 -1 1 10 1 -1 -1
B=W'AW=|1 1 0 1 2 1 |-{|-1 0 off=|j0 2 0

0 O 1 1 1 1 0O 0 1 0 1 1
Avremo allora: [B — AT| = (1 —X\)*(2—\),equindi m¢ =2>mf =1.

Teorema 30 : Se \; ¢ radice semplice del polinomio caratteristico, allora m{ = m{ = 1.
Teorema 31 : Una matrice A,, ammette esattamente n autovettori linearmente indipendenti se
e solo se per ogni autovalore )\; si ha: m{ = m{ .

MATRICI DIAGONALIZZABILI E TRIANGOLARIZZABILI

La ricerca delle radici del polinomio caratteristico puo risultare molto difficoltosa, se non im-
possibile a meno di fermarsi a valori approssimati, quando l'ordine della matrice risulti abba-
stanza elevato. Considerato che matrici diagonali e triangolari hanno autovalori immediata-
mente determinabili e considerato che matrici simili hanno lo stesso spettro, pud essere utile
poter determinare quando una matrice sia simile ad una matrice diagonale o triangolare.
Parleremo in questo caso di diagonalizzabilita oppure di triangolarizzabilita di una matrice.

Definizione 45 : Una matrice A, si dice diagonalizzabile quando ¢ simile ad una matrice dia-
gonale D; analogamente si dice triangolarizzabile se ¢ simile ad una matrice triangolare T.
Riprendendo la definizione di matrici simili, avremo 1 seguenti:

Teorema 32 : Una matrice A,, ¢ diagonalizzabile se e solo se esiste una matrice non singolare
P tale che A -P =P -D oppure, equivalentemente, tale che A =P -D - P!, con D matrice
diagonale.

Teorema 33 : Una matrice A,, ¢ triangolarizzabile se e solo se esiste una matrice non singola-
re P taleche A-P=P-T o, equivalentemente, tale che A =P T - P!, con T matrice tri-
angolare (alta o bassa).

Ricordando che per una matrice ortogonale vale la relazione AT = A™! | se la diagonalizza-
zione o la triangolarizzazione avvenissero mediante una matrice [P ortogonale, risulta evidente
il risparmio nei calcoli che avremmo calcolando semplicemente P al posto di P~!.

Vediamo allora anzitutto quali sono le matrici diagonalizzabili. Vale il seguente:

Teorema 34 : Una matrice A, risulta diagonalizzabile se ¢ solo se ammette n autovettori li-
nearmente indipendenti.

Dimostrazione: Vediamo che la condizione ¢ sufficiente. Se la matrice A risulta diagonaliz-
zabile allora esiste, per definizione, una matrice non singolare PP tale che A - P =P - D.

Se diciamo X, X, ..., X, le colonne della matrice non singolare P, esse risultano, per ipotesi,
linearmente indipendenti. Dall'uguaglianza A - P =P - D, detti Aj, Ao, ..., A,, gli elementi del-
la diagonale principale di D, avremo:

A X Xo|. X, ] = [Xi] X5]...|X,] - D, che si puo scrivere come:

[A-X | A X[ A X ] = M X A XA X

dalla quale, uguagliando le colonne, otteniamo:

AXi=MX, A X=X, A-X,=),X,.

Questo ci mostra che Xy, Xo, ..., X, sono autovettori relativi agli autovalori Ay, Ao, ..., \,,, €
sono anche indipendenti perche P ¢ per ipotesi non singolare.
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Verifichiamo poi che la condizione ¢ necessaria. Se X1, X, ..., X, sono n autovettori indipen-
denti, € A1, Ao, ..., A, 1 relativi autovalori, sia P la matrice avente X, Xo, ..., X, per colonne.
Le n uguaglianze:
A-Xi=MX,A X=X, A X, =\ X,
possono essere compattate in forma matriciale nella:
A X0 | A - Kol A X0] = M X0 | A XKoo An X, ]
riscrivibile, detta D la matrice diagonale avente A, Ao, ..., A, come elementi della diagonale
principale, come:
A - [X1| XQHX,Z] = [Xl‘ Xg‘...‘Xn} -D ovvero A-P=P-D.
Quindi, essendo P invertibile in quanto ha colonne indipendenti, otteniamo:
A=P.-D-P !, ovvero che la matrice A ¢ diagonalizzabile. e

La matrice PP, avente per colonne gli autovettori indipendenti di A, ¢ detta matrice modale, ¢
fornisce, mediante la D = P! - A - P, la procedura per la diagonalizzazione di A.

Dai Teoremi enunciati in precedenza, si deducono allora anche 1 seguenti

Teorema 35 : Una matrice A,, ¢ diagonalizzabile se e solo se m{ = m], V autovalore \;.
Teorema 36 : Se una matrice A,, ammette n autovalori distinti allora e dlagonahzzablle.

MATRICI TRIANGOLARIZZABILI

Per quanto visto in precedenza, matrici aventi autovalori multipli potrebbero non essere dia-
gonalizzabili. Per almeno un autovalore multiplo potrebbe infatti risultare m? < my .

Per matrici A,, che non abbiano esattamente n autovettori indipendenti si puo allora utilizzare
la similitudine con una matrice triangolare, potendosi dimostrare che vale il:

Teorema 37 (di Schur) : Ogni matrice A,, ¢ simile ad una matrice triangolare alta T. Esiste
infatti una matrice ortogonale U per la quale: A -U=TU-T ovvero: U"-A - U=T.

MATRICI SIMMETRICHE
Esaminiamo infine il problema della diagonalizzazione nel caso particolare delle matrici sim-
metriche, ovvero le matrici per le quali: AT = A .
Una prima importante proprieta ¢ illustrata dal seguente:
Teorema 38 : Gli autovalori di una matrice simmetrica sono tutti reali.
Dimostrazione: Sia A - X = A\ X. Passando ai coniugati avremo : A - X = AX.
Essendo gli elementi di A numeri reali, risulta anche A - X = A - X = AX.
<T

Se facciamo la trasposta avremo : (A . X) = ()\ X) ovvero X - AT = )\X
Essendo A simmetrica, risulta AT = A, e quindi sara anche: X . A=AX.

Dalla A - X = A X, moltiplicando a sinistra per X' si ha: X -A-X =AX -X;
dalla X -A =AX, moltiplicando a destra per X si ha: X -A-X = AX - X.
Quindi AX - X=X -X,edatoche X -X #0,segue A = A, ovvero A€ R. e

Per quanto riguarda gli autovettori, vale il seguente:

Teorema 39 : In una matrice simmetrica, ad autovalori distinti corrispondono autovettori or-
togonali.

Dimostrazione: Siano X; ed X, due autovettori relativi agli autovalori distinti A; e \s.
Allora, dato che il prodotto X] - A - X, rappresenta un numero reale (k = k7), si ha:

XA X = (XT-A-Xp) =XT-AT-X; =X]-A-X,,
in quanto la matrice ¢ simmetrica, e da questa poi, essendo X; ed X, autovettori, segue:
X X=X X=X - X =\ X] X,
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Dato che X? - Xy = Xg - X1, in quanto il prodotto scalare dei vettori X; ed X ci da un nu-
mero reale, otteniamo: A\, Xg X=X\ Xg - X1, uguaglianza possibile, essendo A; # Ay, se
e solo se Xg - X1 = 0, ovvero se X; ed X, risultano ortogonali. e

Come prima conseguenza, per i Teoremi precedenti, abbiamo il:

Teorema 40 : Se una matrice simmetrica A ha gli autovalori tutti distinti, allora esiste una
matrice ortogonale U che la diagonalizza.

Dimostrazione : Se gli autovalori sono tutti distinti, i corrispondenti autovettori non solo so-
no indipendenti, ma per il precedente Teorema sono anche ortogonali.

Nel costruire la matrice modale basta normalizzare tali autovettori per ottenere una matrice
ortogonale U perlaquale: A-U=U-D.e

Applicando pero ad una matrice simmetrica il Teorema di Schur si perviene ad un risultato
ancora piu generale, e cio¢ che ogni matrice simmetrica ¢ sempre diagonalizzabile mediante
una matrice ortogonale. Vale infatti il:

Teorema 41 (spettrale) : Ogni matrice simmetrica ¢ diagonalizzabile mediante una matrice
ortogonale.

Dimostrazione: Per il Teorema di Schur ogni matrice A,, ¢ simile ad una matrice triangolare
alta T, ovvero esiste una matrice ortogonale U per la quale: T = U" - A - U. Ma, dalla sim-
metria della matrice A, otteniamo:

T = (UT-A-U) =UT-AT.-U=U"T-A-U=T
quindi TT = T, cio¢ la matrice triangolare T ¢ simmetrica, per cui & una matrice diagonale.
Allora UT-A-U =T =D, ovvero A ¢ diagonalizzabile mediante una matrice ortogonale. ®

2 1 =2
Esempio 88 : Data la matrice simmetrica A = 1 2 2 ||, determiniamo la matrice
-2 2 -1
ortogonale che la diagonalizza. Cercando le radici del polinomio caratteristico, avremo:
2—-A 1 -2
A—XI=1] 1 2-X 2 = - A +3N+92-27=0
-2 2 —1-A
che ammette le radici: \; = 3, Ay =3, A3 = — 3, radici reali, una doppia e una semplice.
L'autospazio relativo all'autovalore A\; = Ay = 3 si trova risolvendo il sistema omogeneo:
-1 1 —2 x
|A —31] =0, ovvero 1 -1 2 ||-||ly||=0. Essendo Car(A—3I)=1, la
-2 2 —4 z

dimensione dell'autospazio relativo a A = 3 ¢ pari a m§ = 3 — Car(A — 31) = 2, e quindi
m3 = m§ = 2. Ovviamente, in quanto la matrice ¢ simmetrica.

Dall'unica equazione rimanente: = — y + 2z = 0 otteniamo x = y — 2z, e quindi gli auto-
vettori (y — 2z, v, 2).

Essendo mj = 2, dobbiamo avere due vettori indipendenti; se scegliamo y =1 ¢ z =0 il
primo sara X; = (1,1,0); per scegliere il secondo dobbiamo ricordare che stiamo cercando
autovettori ortogonali. Imponendo che sia (1,1,0) - (y — 2z,y, 2) = 0 ricaviamo la condizio-
ne z = y per cui l'altro autovettore sara, scegliendo y =1, Xy = (—1,1,1).

L'autospazio relativo all'autovalore A3 = — 3 si trova risolvendo il sistema omogeneo:
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5 1 -2 T

|A+ 31| =0, ovvero 1 5 2 ||-|ly||=0.Essendo A = — 3 radice semplice,
-2 2 2 z
la dimensione dell'autospazio relativo sara pari ad 1. Il sistema omogeneo diviene:
Sr+y—22=0 r= —y

x+5y+2z=0 che ha per soluzioni { = — 2y

—2r4+2y+22=0
Tra gli autovettori ( — y,y, — 2y) scegliamo X3 = (1, — 1,2), e vediamo che risulta perpen-
dicolare ad ambedue gli autovettori relativi a A = 3. Per avere la matrice modale ortogonale
che diagonalizza la matrice simmetrica A occorre infine normalizzare i tre autovettori trovati,

T 1
V2 V3 Ve
per cui sara P = % % - ﬁ la matrice modale richiesta.
1 2
R Y.
Risultera allora:
1 1 U T
ﬁl Vli 1 2 1 =2 Vli 1\/5 Vél
T S S B 4 4 A N S |
U -A-U= v Y 1L 2 2 -ll5 5 7| =
1 _ 1 2 -2 2 -1 0 1 2
V6 Ve V6 V3 V6
3 0 0
=0 3 0 ||=D
0 0 -3



