COMPITO di ANALISI MATEMATICA 11/01/2023

I M 1) Dopo aver trovato le otto radici dell'equazione (z* —1)(z* + 1) = 0, detta z la loro
somma, calcolare e”.

(x4—1):(332—|—1)(x2—1):0:>562—|—1:00ppurreac2—120;
P?4+1=0=2 = -1=z=+4i; 2’ -1=0= =1=>z==41;
t*4+1=0=>2'= —1=zx=+v —1;da —1=cosr+isennr segue:

4 s 2 . us 27
—1= z - - i <k <3:
1 cos(4+k4>+zseln(4+lk4>,0_k:_3
Per k£ = N—=—+i—;
er k=0: cos4+zse 1 \/Jrz\/,
3T 3 1 1
Per £ cos | 7+ + 7 sen 4+2 = COS +zsen4 ﬁ+zﬁ,
Perk::2:cos(1+ )+zsen(2+w)—cos%+zsen5—ﬂz— -1 ;

3T . T 37 T T
Perk—3.cos(z+7)—|—zsen(z+7)_cosz+zsenz_

1
4 V2
1
V2

Y .. 1 1 1 1 1 1 1 1
ndi z=7i—i+1—-1+ i—=———pmti—Fpm— =i+ —=—i—==0
Qui z=1—1 \/5 NG i NG i G i 7
percui e =’ =1.
26 — oS
I M 2) Verificare se la funzione f(z,y) = (22 + y2)2 (z,y) # (0,0) risulta differenzia-
0 (z,y) = (0,0)
bile nel punto (0, 0).
26 — 4
Calcoliamo  lim f(z,y) = lim ——=— passando a coordinate polari:
(,9)—(0,0) (@.9)=(0,0) (22 + y?)
6 __ .06 6 6 Y — 6 9
lim xiyg = lim 0” (cos I sen” 9) = lim o> (cosﬁf} — sen® 19) =0; la con-

vergenza ¢ uniforme in quanto ‘cosﬁﬁ — sen619‘ < 2 e quindi la funzione ¢ continua in
(0,0). Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

_ 6 _
g(O,O)zlimf(0+h’O) f(o’o):lim hioQ—O -l—hmh—()
Ox h—0 h h=0 \ (h? +0) h  h—0

_ 16
oy hed (0 + h2) h  h—0

Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(a:,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:L’—O,y—O)

(x,y)ﬂ(0,0) \/(x _ 0)2 + (y _ 0)2

26 — off

1
lim .
(@9)—00) (22 +32)° a2 +y?
. 0%(cos® ¥ — sen®9)
lim
0—0 Q5

= 0 ovvero se:

= (. Passando a coordinate polari otteniamo:

= lin[l) 0 (cos®9 —sen® ) = 0;la convergenza ¢ uniforme dato
Q—)

che |cos® ¥ — sen® )| < 2 e quindi la funzione ¢ differenziabile in (0, 0).



fl@,y,2) =2z —yz+2° —y* =0
g(z,y,2) = 2%y —wy?2* =0
terminare quale tipo di funzione implicita h : R — R? sia possibile definire con tale sistema,
e di questa calcolare le derivate prime nel punto opportuno.

I M 3) Dato il sistema { ,ed il punto P = (1,1,1), de-

Calcoliamo la matrice Jacobiana :

_af.9) z+ 2z —z—2y x—y .
1= Oz, y,2) | 2zyz? —y?2® 2?22 — 2zyz®  2x%yz — 3wy®2? da cui:
0 —
oz, 2) 1o-1 -1
Essendo 1 : :i) = 0 non si puo definire una funzione implicita z — (2(2),y(2));
essendo 1 _01 ‘ = — 3 # 0 si puo definire una funzione implicita y — (x(y), 2(y)) ;
essendo : i’ _01 = 3 # 0 si puo definire una funzione implicita z — (y(z), z(x)) .
Scegliendo quest'ultima funzione avremo le sue derivate:
3 0 -3 3
dy 1 -1 —3_1.dz_ -1 1) 0_0
dz = |-3 o] 3 dz |-3 o] 3 7
-1 -1 -1 -1

IM4)Data f(x,y,z) =xze’ * —ye” *, calcolare D, [(0,0,0), dove v ¢ il versore del vet-
tore (1, — 1, 1). Determinare poi I'espressione del Polinomio di Mac Laurin di secondo grado
di tale funzione.

La funzione f(z,y,2z) =xe’ " —ye*~

H17 - 171” = \/g equindi V= <%7 — %’%) .
Dato che D, f(0,0,0) = V£(0,0,0) - v essendo :

Vi(z,y,z) = ("7 —ye" *,xe! 7 —e"* —xeV 7 4 ye *) saraallora:

Vf(0,0,0) = (17 - 170) equindi va(oaovo) = (17 - 170) ’ <%’ - %’%) -

¢ ovunque differenziabile due volte, ed avremo:

ot

Passiamo a determinare:

1
Pg(l‘,y, Z) = f(0,0,0) + Vf(0,0,0) : (xaya Z) + 5 (maya Z) : H(()?an) ' (33797 Z)T .
Siha f(0,0,0) = 0; poi Vf(0,0,0) - (z,y,2) = (1, = 1,0) - (z,y,2) = v — y;

o yezz;—z Y7 _ T2 — eV o yea;—z
da H(x,y, z) = e xel? —xeV™F 4 "7 || segue:
— eV 4 y et =% —peYi 4 et? eV 7 — yexfz
0 0 -1
H(0,0,0) = 0 0 1 | equindi:
-1 1 0
0 0 -1 T
(w,y,z)-H(O,O,O)~(ac,y,z)T:||x Yy ZH 0 0 1 Y| =
-1 1 0 z



—z
=z y z|- z = —xz+yz—xz+yz= — 2xz+ 2yz per avere quindi:
—x+y

1
Pg(.r,y,z):O+(m—y)+§(—2xz+2yz):az—y—xz+yz.

Max/min f(z,y) =zy
f2r—22-y<0.

II M 1) Risolvere il problema v
“ly—2x<0

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione

ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-

care il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-

mette valore massimo e valore minimo.

{y:x2—2:1: N {x2—4:1::x(:1:—4):0 N {szU{xzél'
Yy =2z y=2x y=20 y=2~8

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, AL, Ae) =y — A (2% — 20— y) — Ma(y — 22) .

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :

A,=y=0 z=0
Y Yy B B
x2—2x§y:> OSO.Essendo H(:B,Z/)—H(0,0)—Hl OH, da |Hy| <0 segue

y <2z 0<0
che (0,0), come estremo libero, sarebbe un punto di sella, ma nel problema ¢ un punto di
frontiera e verra riesaminato nel seguito.

2)caso A\ # 0, =0 :

A/I:y—Q)\lib‘—l—Q)\l:O = — )\ T= -\
A;}:,I'F)\l:o N y:2)\1I—2)\1:> y:_z)\%_Q)\l N
y=2>—22 y=ax>—2z —2X2 =2\ = N2 4+ 2)\
y < 2x y <2z y < 2z
_ 4

= = u

3)\%—}—4)\1:)\1(3)\1—{—4):0 )\120 )\1: _%

< 0<0:
y <2z < 0: vera —%S % . vera

Il punto P, :(0,0), con A\; =0 rimane un punto da controllare, il punto (%, - g) con

Al = — % < 0 potrebbe essere un punto di minimo.

3)caso Ay =0, #0 :



AN =y+2X=0 T = Aoy z=0

AI:I—AQZO y:—2>\2 y:O

v

y:2;1; = —2)\2:2)\2:> )\2:0

2?2 —2x <y 2 —2r <y 0<0:vera

Il punto (0, 0) rimane un punto da controllare.

4)caso A\y # 0, 0 #0 :

(A/I:y—Q)\1£U+2)\1+2)\2:0

¢ Y 2$+1 ? datoche { Y =% T2 [ @ OU v 4:
|y =2z

(201 +2X =0 A =0

S 21__0)\2 =0 = ;\2_:00 .1l punto (0, 0) rimane un punto da controllare.

ly=0 y=20

(8 — 8\ + 2\ +2X =0 6A\ —2(4+ X)) =8 4\ = 16 M =4
44X —X=0 Ay =4+ X\ Ao =4+ N\ Ay =8
<ac:4 “Yaz=4 “Yaz=4 “Yao=4"
(y=38 y=28 y=2=8 y=2=8

Il punto (4,8) con A\; =4 >0 e Ay = 8 > 0potrebbe essere un punto di Massimo.

Essendo emersi due soli candidati, per il Teorema di Weierstrass il punto (4,8), con
f(4,8) = 32 sara il punto di Massimo mentre il punto (%, — g) , con f(%, — g) = — %

sara il punto di minimo.

Per completezza, studiamo il comportamento sui punti della frontiera di £.

Se y = 2z risulta f(x,2) = 22> = f'(x) = 2. Quindi f'(z) =2z > 0perx > 0 per cui
il punto (0,0) con f(0,0) =0 risulta un punto di minimo relativamente ai soli punti della
retta y = 22 ma basta esaminare la regione £ per vedere come in ogni intorno di (0.0) ci
sono punti in cui f(x,y) ¢ positiva e punti in cui ¢ negativa, per cui (0,0) non € né punto di
massimo n¢ punto di minimo.

Se y=a"—2x, risulta f(z,2° —2z) =2 — 227 = f'(z) =32> —dz =2 (32— 4) > 0

4 . 4 8 ..
per x < 0 eper = > 3 che conferma il punto (5’ - §> come punto di minimo.

y =2

8

|
=]l 2}

y=1l+z+y+ay

II M 2) Risolvere il problema:
) P {M@Zl



Avendosi Y =1+z+y+ay=1+xz+y(l+2z)=(1+2)(1+y) l'equazione differen-

ziale data ¢ del tipo a variabili separabili e quindi avremo:

1 . 1 o
—— 13 =1+ 2 dacui, integrando /—dy:/l-l—xd:l:—i-k e quindi:
1+y 1+y

x 22 22
log |1 + g :sc—i—?%—k: 1+yl=e"2™ = 1+y=me""7,meR e quindi:

2
z— N . .
y=me"" 7 — 1 ¢&lasoluzione generale dell'equazione.

Da y(0) = 1 otteniamo m — 1 =1 e quindi m = 2 da cui la soluzione particolare:
22
Yo =2e"T7T — 1.

I t
IT M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali { a:, =drtyte

, sotto le condi-
y=—x+y—e

. {:1:(0) =1
zioni

y(0)= —1°
¥ =3rx+y+e N ¥ —3rx—y=c¢ N D=3 11| [z _| ¢ N
y=—z+y—e r+y —y= —¢ 1 D-1 yl| | =€
D-3 -1 o et —1 9 I " "
=1 D_l(x)— o D—l‘:(D —4D+4)(z) =€ —e' —€' =
=o' —4a' +4x = —¢.

Da z” — 42’ + 42 = 0 otteniamo A\> — 4\ +4 = (A — 2)* = 0 e quindi la soluzione doppia
A = 2, da cui la soluzione generale dell'equazione omogenea per x(¢) che sara:
z(t) = cre® + cyte? .
Passando alla soluzione dell'equazione non omogenea, possiamo ipotizzare una soluzione par-
ticolare del tipo : zy = ae’.
Sara quindi z), = xjj = ae’ da cui sostituendo:
ae’ — 4ae’ + 4ae’ = ae' = —e' dacui a = — 1 e quindi la soluzione generale della non
omogenea per x(t) sara: z(t) = ce* + cpte? — el
Dalla 2/ = 3z 4+ y + ¢ otteniamo y(t) = 2’ — 3z — €' e quindi:
y(t) = 2c1e* + cpe® 4+ 2cote® — e —3cie® —3epte? + 3¢ — el =
y(t) = — e et —cpte? el = —cie® + o (1-— t)e% + €
e quindi la soluzione generale:
z(t) = cre® + cote? — el
{ y(t) = —cre® +co (1 —t)e? +et

t

Imponendo le condizioni { z((g)) : 1_ 1 otteniamo { :;((8; : C_l ; 1+2621+ L da cui
{ “ ;i o+ 1 1 = { 21 - 3 e quindi la soluzione particolare:

z(t) = 2e* — ¢!

y(t) = —2e* + e’

HM4)Calcolare//a:yda:dy,con(@:{(x,y)€R2: 0<uz 3§y;x2+y2§4}.
Q

Vista la regione di integrazione:



Q:{(x,y)ERZ: 0<ua; 3§y;x2+y2§4}

/3“ =
‘i 3

LV

l'equazione x* + y* = 4 rappresenta una circonferenza di centro (0,0) e raggio pari a 2, la
retta di equazione y = \/§ x forma un angolo di ampiezza g con l'asse x.

Da 2% +y* =4 se y:\/gsegue x=1.

Possiamo calcolare l'integrale in due modi: vedendo la regione come normale rispetto all'asse

x oppure utilizzando le coordinate polari.
Usando il primo modo avremo:

1 py/4—a? 1 2
//:z:ydxdy:/ / :Uydydx:/ x(y—
G 0o J3 0 2

4—22

1
dac:/0 §(4—x2—3)d:{::

V3

1 1 3 2 4|1 1 1 1
—[30-aa= [ 2 -Da-(5-0] = (3-5)-0-1
0 2 0 2 2 4 8|, \4 8 8
. . : = Y
Passando invece a coordinate polari : {:1: pcos , avremo:
y = psen

ox ox
(z,y) ap 09 costy — psen? ) '
‘J(p ) 19y | |send pgosﬂ = p, la circonferenza z? +y2 =4 ha in
’ op

3
coordinate polari equazione o = 2;da y = \/5 = psend = \/g = 0= Lﬁ . Quindi:
sen

us 2 us 2
//:):ydxdy:/r2 /\/5 chosﬂsenﬁ-gdgdﬁ:[rQ/ﬁ 0% cos¥sen?) dp dv =
3 3

Q sen sen v

5ot
:/E<Z
3

sen )

:/24cosﬁsem9d19—/ zsen_?’ﬂcosﬁdﬁ:
5

p 9
v cosﬁsem?dt?-/ (4—m)cos19sem9dz9—

us
3

S

wIlR ol

(0 .
8 sen?d|r

s
3

= (2 sen’
(



