COMPITO di MATEMATICA GENERALE 11/01/2023
Compito A

1) Determinare I'andamento del grafico della funzione f(x) = 3 log’z .

CE.:z>0. lirgl+ z? log?x = lin01+x (xlogx)(xzlogz) =0"; li1+n z?loghr = + 0.

flz)>0Vx>0; f(r)=0perz=1.
f’(x):3x2-10g293+x3-2-10gx-%:a:2-loga:(3logx+2)20
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-3 *§<x<1.Dato

f(z) risulta crescente per 0 < x < e 3 e per 1 < x, decrescente per e

che la funzione & continua V2 > 0 in 2 = e~ abbiamo un punto di massimo, in x = 1 in-
vece un punto di minimo.
Da f'(z) = 32% log’x 4 22 log z avremo poi:
1 1
f"(x) = 62 log’x + 62 log z - —+ drlogr + 22° - — =2z <310g23: +5logx + 1) >0
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per 3log’z +5logz 4+ 1> 0= logz = = e quindi:
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f"(x) >0 per logz < g eper logz > —g  ovvero:
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f'(x) >0perx<e o eperxz>e 5 .

0 e o

+++ == —|++++

. . —5—/13 —5+/13 . —5—/13 —5+/13
Funzione convessain 0 <z <e 6 ee 6 <x,concavaine s <zx<e 6 .
VAR SLERVAE B g
Inx=e & einxz=e 6 cisonodue puntidi flesso.
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2) Determinare il valore dei seguenti limiti:



o1+ 22—1 . [4+32\""
lim ——; lim .
z—0 1 — cosx z—+oo \ b+ 3x
1
v 1 21 1 22 _q 2 1 1
a)lim+—w:1im(+x) . - =--7=1;
z—0 1 —cosx 7—0 2 l—cosz 2 3
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z—+oo\ 5+ 3x T—+00 5+ 3x T—+00 5+ 3x
:(671)_526%:\3/2.
2 —3x+2

3) Data la funzione f(x) = OB — si determinino i valori del parametro £k per i quali
x x —

la funzione ha un punto di discontinuita di III specie, determinando anche i punti di tale di-
scontinuita.

2 -3z+2 (z—-1)(z—2)
E d = =
ssendo. f(x) x4+ kx — 2 2+ kx — 2
specie se il denominatore % + k2 — 2 si annulla per 2 = 1 oppure per = = 2.
Per x =1 avremo 1 +k—2=0se k=1dacui 2° +2 —2 = (z — 1)(x + 2) per cui:

avremo un punto di discontinuita di III

—1)(x—2 -2 1
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per t=2sihad44+2k—2=0se k= —1dacui 2° — 2z — 2= (z+ 1)(xz — 2) per cui:
(z-1)(z-2) . xz-1 1
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4) Date le funzioni f(z) =log(z+1) e g(x) = , determinare Campo d'esistenza ed

e’ +1
espressione dell'inversa di F'(z) = f(g(x)).

Avremo

F) = flate) = 1 (57 =roe (57 +1) =roe (TS o

e’ +1
2 T
F(x) =log ¢ . Dato che ——
e’ +1 e’ +1

Per avere l'espressione della funzione inversa di F'(x) poniamo:

2e” 2e” ’ , ‘ ,
y:log( - ):> < =e! = 2" =€eYe"+e! = e’ (2—-¢€) =€ =

x

>0VxeR, avremo C.E.: R.
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. e eY e e’
= e’ = =z = log e quindi F~*(z) = log .
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5) Calcolare / V22 - log  dz mediante integrazione per parti.

Cerchiamo le primitive mediante integrazione per parti:

/3/x2~10gxdx:/$%.logxdx: 1 $§+1~10g$—§/x ) 1
xr

5 —dz =
2+1

wlot



3 5 3 5 1 3 5 3 [ 5.
=Zgs-logex—=[a3.- —dr=Za3 loge— 5 [ 23 Tde =

) ) x 5 )

3 3 3 2 3 3 3 1 2 3 3 9
=Za3-logr— 2 [23der=Zx3 logw — 2 st =225 . logw — — a3 + k.

5 8 5/ 5 BT 5T " 5 BT~ gl +

6) Data la funzione f(x) = 2 - e, determinare gli intervalli dove la funzione risulta conves-
sa e dove concava.

Da f( ) =a'-e” segue f'(z) =42° "+ 2" e" =" (2! +42%) e quindi:

= ex(:v + 4z ) e’ (42 + 12352) =e" (ac4 + 82° + 1231:2) = (332 + 8z +12).
Qu1nd1 Fl@)>0pera®+8z+12>0=z= —4+\/16— 12 = —4+/1=
r=—4-2= —6oppure = —4+2= —2.
Quindi f"(z) > 0 per z < — 6 oppure per x > — 2.
La funzione € convessa in | — co; — 6] ed in | — 2; + oo[, concavain | — 6; — 2[.

7) Determinare la natura dei punti stazionari della funzione f(zx,7) = 2* — y* + 2zy* — 3z.

La funzione ¢ differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine si ha:
B fl=322+22-3=0
Viz,y) =0= {f’ =dzxy — 2y =2y (2x — 1

N 3(:1:2—1)—O:> :1:—1:> r ==l
y=0 y=0 y=0
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1 1 1 1 1
Tr = = xr = = $—2 ':E_Q 13—2
U 2 = 2 = 3 = 3 U 3 .
{%+2y2—3:0 {yQZ% {yzi—g {y:ﬂ Yy= =35

Abbiamo quindi quattro punti stazionari:
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Da H(z,y) = ‘ dy Az —2 otteniamo:
|H;| =6 >0 C
H(1, H H { [HL| = 12 > 0 segue (1, 0) punto di minimo;
. |H1| = —-6<0 _ . .
H(-1,0) = H 0 —6 H { [H,| = 36 > 0 = (—1,0) punto di massimo;
Los ) |l 3 3V2 o (1 L) - :
H<§m> = 3\/5 0 da [Hy| = —18 <0 = {3, 3 punto di sella;
1 3 . 3 *3\/5 _ (l i) .
H<§7 —m) = | 73\/5 0 da [Hp| = —18 <0 = (3, — NG punto di sella.
1 1 0 2 1 0 k
8) Date le matrici A= (|1 0 1| e B= 0 —1 0}, edil vettore X = || k||, si
0 1 1 -1 0 1 k

determini per quali valori di £ il modulo del vettore Y = A - B - X risulta uguale a 7.



1 10 2 1 0 k 110 2k 4k +0
Y=A-B-X={[1 0 1 0 —1 of|-||kll=]|l1 0o 1]|-|]] 0—k+0 ||=
01 1 -1 0 1 k 01 1 ~k+0+k
1 1 0 3k 3k—k+0 2k
=11 0 1||-||—k| =||3k+0+0| =|| 3k || =Y. Quindi:
0 1 1 0 0—k+0 —k
Y| = \/(2/<:)2 + (3k)2 4 (= k)? = V4k? + 9Kk + k2 = v/ 14k? = 7 dalla quale si ha:
2 _ 2 _ 49 _ 7 — 7
14k =49 =k _14_2:>k_i 5

9) Determinare verita o falsita della proposizione P : (non A e B) sapendo che la proposizio-
ne P : [(AoB) = C] risulta falsa mentre la proposizione P, : [(AeC) < B risulta vera.

A B C (AoB) (AoB)=C (AeC) (AeC)< B nonAnonAeB
HE AN 1 1 1 1 0 0
1(1]0 1 0 0 0 0 0
101 1 1 1 0 0 0
1 /0o 1 0 0 1 0 0 |
AENE 1 1 0 0 1 1
AEAE 1 0 0 0 1 1
0/o]1 0 1 0 1 1 0
ojo]o 0 1 0 1 1 0

Solo in quarta riga la proposizione P; : [(AoB) = C] risulta falsa mentre la proposizione
P, : [(AeC) < B risulta vera, e sotto queste ipotesi la proposizione P : (non A eB) risul-
ta falsa.

10) Verificare che se f(x) ¢ una funzione derivabile due volte e concava allora la funzione
F(z) = '~/@ risulta una funzione convessa.

Da F( ) = !~ f@) otteniamo F'(z) = — f'(z) e e quindi poi:
FI) = — (/)1 1 f@)(— ) ) = ot (= f1@) + (@)
Essendo f (:c) una funzmne concava risulta f”(z) <0 e quindi F"(z) > 0Vz ovvero la

funzione F(x) = e'~/@ risulta una funzione convessa.



