COMPITO di MATEMATICA GENERALE 29/05/2023

1) Determinare I'andamento del grafico della funzione f(z) = z*e! ™" .
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CE:R. lim 2% =(> —00)(—= +00) = —o0; lim 2’ = lim =0t.
T——00 x——+00 r—+o00 et~

f(x)>0perz®>0=2>0; f(x) =0perz=0.
fl(x) = 322" — 2P = 2% (3—2) > 0 per z < 3.
La funzione ¢ crescente per x < 3 e decrescente per > 3. In x =3 avremo quindi un

punto di massimo.
In z =0 risulta f'(0) =0 ma la derivata non cambia di segno attraversando il punto che

quindi sara certamente un punto di flesso a tangente orizzontale.

Da f'(z) = 2%e'™* (3 — z) avremo poi:

flz)=2ze""(3—z) -2’ T(B—2)—2’" "=z T (6-20 -3z +2° — 1) =
f(x) =ze™” (332 — 62+ 6) > 0. Combinando z > 0 con 2 —6x+6>0,

da z? — 62 + 6 = 0 abbiamo = = 34++/9 — 6 = 3++/3 e quindi z* — 6z + 6 > 0 per
r<3— \/§ oppure per x > 3 + \/5 e quindi avremo:

0 3 /8 1344/3

++ T
—— — —++++

Y i Y

2 F o
+
e
f (a:)<0per:r:<()eper3—\/§<x<3+\/§;
f”(a:)>0per0<:1:<3—\/geper3+\/§<:v.
x) & funzione concava per z < 0 eper3—\/§<x<3+\/§;

x) ¢ funzione convessaper 0 < x < 3 — \/§ e per 3+ \/§ <.
In 2 =0 con f(0) =0 c'¢ un punto di flesso, cosi come ci sono altri due punti di flesso in

x:3—\/§ einx:3+\/§.
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2) Determinare il valore dei seguenti limiti:
log(1+32?) ..  z+32®>—logx
im —— = lim :
z—0 log (1 + 222) " 2—+0 62 — 22 + 2logx




log (1 + 322 log (1 +32?) 3a? 1 3 3
2) fim (080 T37°) _ log(1+327) x).i.—Q 1223,
z—0 lOg (1 + 2$2) z—0 3;52 23;2 10g(1—&—22x ) 2 2
2z
3z —1 32
b) lim TS 98T _ im 2 — — 3 in quanto risultano, per z — + oo, sia

e—to0br — 22 + 2logx  w—+oo — 2
z = o(2?) che logz = o(z?).

3) Determinare in quale punto la tangente al grafico della funzione f(z) = log2z risulta per-
pendicolare alla retta passante per i punti (1,1) e (2, — 3).

La retta tangente al grafico della funzione f(z) = log2z e la retta passante per i punti (1, 1)
e (2, — 3) per essere perpendicolari dovranno avere coefficienti angolari che sono uno l'oppo-
sto del reciproco dell'altro.

La retta tangente al grafico della funzione f(z) = log2z ha per coefficiente angolare la deri-
vata della funzione calcolata nel punto opportuno, mentre la retta passante per i punti (1,1) e
y2—y1  —3—1 4

To — 1 a 2—-1 a '
Affinche le due rette risultino perpendicolari dovra quindi risultare:

1 1 1 1
fl(z)==—-2=-= — — === x=4.Il punto cercato & quindi xyp = 4.
2z T m 4

(2, — 3) ha coefficiente angolare m =

2x
4) Data f(z) = pr

le ed espressione della sua funzione inversa.

, se ne determini campo d'esistenza, codominio, dove risulta invertibi-

. . >’ (—0) +
Risulta C.E.: R, con f(z) > 0 V. Inoltre: lim = = 0" mentre
r——o0 ¥ 4 1 (—0+1)
eQac ) . et

xirllwex+1 _xETxe et +1 _(—> +OO)(—>1)_ +oo.
Quindi f : R — ]0; + oo[. Risulta poi:

22:1: T 1_2x:zc 2337 22x_ 3z 3z 22m o
f(z) = e’ e+ 1) 26 ¢zt 5 . 62 equindi f(z) >0Vax.

(" + 1) +17 @+
La funzione ¢ strettamente crescente in tutto il suo Campo di esistenza e quindi invertibile su
2z
tutto R con f~': ]0; 4+ oco[ — R. Per avere l'espressione dell'inversa, da xe+ 1= y otte-
e

2x 2x

yE\y? + 4y '

—e'y—y=0 equindi e’ = 7

y— VY + 4y
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niamo e = e” y + y ovvero e

Essendo y > 0, la soluzone e* = non ¢ accettabile in quanto sempre negati-

244
va, quindi prendiamo la sola soluzione e = @

2
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xr = log (W) e quindi l'inversa sara y = log (:c TVt :c) .
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da cui otteniamo:

k
5) Determinare il valore del parametro k per cui / 2—-2xdzr=1.
0

Cerchiamo anzitutto le primitive:



/2—2xdwz2x—w2+c e quindi:

k k
/2—2xdx:(2:1;—:52\0:2k—k2:1;»k2—2k+1:(k—1)2:0:>k:1.
0

6) Data la funzione f(z) = x> — kx + 2 , determinare il valore del parametro k per il quale a
tale funzione risulta applicabile il Teorema di Rolle nell'intervallo [0; 1] e determinare poi il
conseguente punto stazionario nonche la sua natura.

La funzione ¢ un polinomio e quindi continua e derivabile in ogni intervallo reale. Per poter
applicare il Teorema di Rolle deve anche risultare f(0) = f(1) ovvero 2 =1—k + 2 ovve-
ro k = 1. Quindi in almeno un punto ¢& nulla la derivata della funzione f(z) =2° -z +2 .

Ma f'(z) =322 —1=0 perx::t%

lo [0; 1] la soluzione sara quella positiva, ovvero = =

e dato che il punto deve essere interno all'interval-

%.Quindi f’(%) =0,

Per determinare la natura di questo punto stazionario studiamo il segno della funzione deriva-
1 1
ta: f'(z) =32 —1>0 per 2> > = ovveroper < — — oppure per & > —— .
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La funzione ¢ crescente per x < — L. per © > L decrescente per — L <z < L
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Quindi il punto © = —= risulta essere un punto di minimo.
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7) Determinare la natura dei punti stazionari della funzione f(z,y) = 2+ — 3zy + 4y .

La funzione ¢ un polinomio e quindi ¢ differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine
si ha:

3 3
fi=2x—-3y=0 T=73Y T =3

Vix,y :(O):>{ g P =
(2, y) f;—2y—3m+4—0 2y_gy+4:0 gy:

Y
=
4
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r=+=
= 85 . Abbiamo quindi un solo punto stazionario: P : (1—527 g) .
Y=73
12 8 2 -3 . . 12 8\ .
Da H(:C,y)—H(g,a = H 3 9 risulta |Hy| =4 -9 < 0 per cui P: (?’5) e
un punto di sella.
1 -1 5 & B
8) Date le matrici A= || —1 2 ||, B= e il vettore X = determina-
0 1 k1 1

re il valore del parametro k per il quale il vettore A - B - X risulta perpendicolare al vettore
(1,1,1).



1 -1 2k k—1
AB-X=| -1 2 WE f W‘le: —2+2k —k+2 w‘le:
0o 1 0+Fk 0+1
—24+k+k—1 2k — 3
AB-X=|2-2k—k+2 | =43k
—k+1 1—k

Affinché il vettore A - B - X risulti perpendicolare al vettore (1,1, 1) dovra essere:
(2k —3,4—-3k,1—k)-(1,1,1) =0 ovvero 2k —3+4—-3k+1—-k=2—-2k=0 cioé
E=1.

9) Date tre generiche proposizioni A, B e C, determinare se puo risultare vera la proposizione
P :non (B e C) = non (A o C), nell'ipotesi che la proposizione A = B sia falsa.

Py Py
A| B |C|BeC|nmnBeC)] AoC |non(AoC) P,=P| A=B
1 I 1 0 1 0 1 1
1 1 |0 0 1 1 0 0 1
1 0 1 0 1 1 0 0 0
1)10]0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 1 1

Come si vede dalla tabella, in terza e quarta riga, quando la proposizione A = B ¢ falsa allo-
ra anche la proposizione P : non (B e C) = non (A o C) risulta falsa.

10) Data f(x) = z2e!™ con k > 0, determinare il valore del parametro k per il quale la
funzione ammette un punto di massimo in x = 1, stabilendo anche se si tratti di estremo as-
soluto o relativo.

La funzione f(x) = 2% ¢!~ ¢ continua e derivabile su tutto R, quindi usiamo il segno della
sua derivata prima per risolvere il problema.

Avremo f'(z) =2ze' ™ —ka?el ™M =2 (2 — kx) e ™" > 0 se 2 (2 — kx) > 0.

. 2 .
Combinando x >0 con 2—kx > 0=z < o ricordando che k£ > 0, avremo che:
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la funzione ¢ decrescente per x < 0, crescente per 0 < z < o decrescente per x > 7o ber

cui x =0 ¢ punto di minimo mentre = = 5 © punto di massimo. Dovra quindi risultare

k = 2 affinche ci sia un punto di massimoin x = 1.
Dato poi che lim z?e'™?" = (- +o0)(— +00) = 4+ o0, in =1 abbiamo un punto di

T——00

massimo relativo.



