COMPITO di ANALISI MATEMATICA 8/02/2024

I M 1) Determinare tutti i numeri z tali che e* =1 — 1.

Essendo e = ™% = \/5 ( L L ) = \@ (cos + 7 sen 7—77)

i
V22 4
da cui poi e = ¢* (cosy + iseny) = \/5 (cos %ﬁ + isen %)
e’ =/2 z = logy/2 74—8k
avremo = = z=logVv2+1 m, keZ.
{y:%ﬁ—l—k-Zw {y:—ﬂfkﬂ,k:GZ g\/_

Abbiamo quindi infinite soluzioni.

Y
. e (@Y #(0,0) .

I M 2) Data la funzione f(z,y) = 5 +y , dopo aver verificato se la

0 (z,y) = (0,0)

funzione risulta continua in (0, 0), si verifichi se sia anche differenziabile.

) Ty . .
Calcoliamo lim = |lim ——=—=—— passando a coordinate polari:
(@) — (00f< v) ( )—(0,0) V22 + 92 P P

: x . cos U sen v 4
lim Y = lim o 5 = hm 03 costsenv = 0;la convergenza ¢ uni-

oo YEaE TR g

4 4
forme dato che |03 cosﬂsenﬁ‘ < 03 < o < g, soddisfatta per 0 < p < ¢. La funzione ¢

continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

8f(00) limf(0+h’0)_f(0’0):lim,hi'o-l—hm()—o
h—0 h h—0 3/ h2 10 h h-0
9 (0,0) = pim LO0EM = FO0 0 0h L 2o,

oy h—0 h h—0 3/ + K2 “h b0
Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:

f(z,y) — £(0,0) = Vf(0,0) - (x — 0,y — 0)

lim = 0 ovvero se:
(z,9)—(0,0) \/(a: _ 0)2 +(y— 0)2
lim 2y 9 (0,0) - (x,y) _ 0, ovvero se
— — , . x) . = , VV!
()—00) \ Y22 + 12 VI Tt

. xy . Ty . Ty
lim 3 = lim T il = lm ——
@n)=00) 22+ 322t + g2 @a)=00) (52 4 2)5FT @00 (52 428

Passando a coordinate polari otteniamo:

=0.

|>—‘

2 cos ¥ sen ¥
lim i{) = lim w = lim o? 3 cos ¥ send) =
(#0)=0.0) (g2 4425 =0 (02)5 0—0

— lim o3 cos¥send = lim ¢ Ysend = 0
—glll’(l)Q COS U S€n —QIE% \/ECOS sen = .

La convergenza & uniforme dato che |{/¢ cosdsen?| < /o < e, che risulta soddisfatta per
0 < o < . La funzione ¢& differenziabile in (0, 0).



I M 3) Data l'equazione f(z,y) =" ¥ —log Yoy +1=0-edilpunto Py = (1,1) chela
Xz

soddisfa, determinare derivata prima e seconda per la funzione y = y(x) definita implicita-
mente da tale equazione.

Dato che risulta f(x,y) = e Y — log Y op 1=y logy + logz — 22 + 1, avremo
xr

il gradiente : Vf(z,y) = <ex_y + i —2; —e"Y — i) dacui Vf(1,1) = (0; —2);

essendo fjj = — 2 0 si puo definire una funzione implicita * — y(z) con derivata prima:
dy 0
“1)y=-—=o0.
dx( ) -2

C V- —et Y : 0 -1 :
Sara poi H(z,y) = 1 || dacui H(1,1) = per cui, dal-

— ety ety + ? -1 2

d2 ;/I +92 3/0/ N () 2
la d—z(l) = — y(y,) w W) avremo :

X y
d?y 0+2-(—1)-0+2-07
a2 = " my =0

I M 4) Data f(z,9) =y> — 2> e Py= (2, — 1), calcolare D, f(F,), dove v rappresenta la
direzione che da Py porta nell'origine (0, 0).
Sia U = (v, v2) la direzione che da Py = (2, — 1) porta nell'origine (0,0

. _ B U1+2:0 U1 = -2
sultare: ('Ul,v2)+<27 1) - (0’0) = {v2—|—(— 1) =0 {UQ =1

dovra quindi ri-

);
=v=(—-2,1).

Il versore v di v sara allora v = [ — %, % .
La funzione f(x,y) = y* — 2% & ovunque differenziabile, ed avremo quindi:
D’bf(xﬂy) = Vf(x,y) -v. Da Vf(m,y) = ( - 2x,2y) avremo Vf(2, - 1) = ( - 4; - 2)
P 2 1 6
di D,f(Py) =Vf(PR) v=(-4-2)-| -—=, —=]| = —.
e quindi D, f(Py) = V(P v = ( >(ﬁﬁ >

Max/min f(z,y) =z +vy
II M 1) Risolvere il problema r<1—1°
S.V.:
x>0

2



(0, —1)
et

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care 1l Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

r=1—1’ x=0 z =0 T =
{:1:20 :>{y2:1:>{yzlu{y:—1'
Max/min f(z,y) =x +y

Scriviamo il problema nella forma { r+y?—-1<0
svie

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, A, ) =2z +y—M(z+y" —1) = X —2).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso Ay =0, =0 :
Al =1#0
A, =1#0
r+y?-1<0
-z <0

: non ci sono soluzioni.

2)caso A\ # 0, =0 :
AL=1-X\=0 Ar=1

A =1-2\y=0 =3
Lo ¥ =07 1350
—+<0 x> 0: vera

1 . .
Il punto P, : (%, 5) ,con \; =1 > 0 potrebbe essere punto di massimo.

3)caso Ay =0, #0 :
A;:1+)\2:0
A, =1#0
x=0
r+y?—-1<0

non ci sono soluzioni.



4)caso A\y # 0, #0 :

(A =1-X+X=0
ANy =1-2\y=0 =1-—y =
o, R4 datoche{w L—y :>{CE Ou{x , avremo:
x4y —1= T = y=1 y= —1
(=0
(1-M+x=0 [M=3>0
_ — _ _ 1
<1—2O)\1y 0 = )‘2_>‘1_1__§<0.Ilpunto (0,1) non ¢ nulla.
= =0
\yZl y:
rl—)\1+)\2:0 )\1:—%<0
<1__20)‘1y:0:0:> )\2:>\1—1:—%<0.
L= z=0
(y= -1 y= —1
Il punto P : (0, — 1) con A\; = —%<Oe)\2: —g<0p0trebbe essere un punto di mi-
nimo.

. . . .. 1 1 L. .
Essendo emersi due soli candidati, il punto P; : G, 5) ,con f (Z, 5) = % sara il punto di

massimo mentre P : (0, — 1), con f(0, —1) = — 1 sara il punto di minimo.

II M 2) Determinare, al variare del parametro k, la natura dei punti stazionari della funzione
fla,y) =2° — kay +y°.

La funzione, essendo un polinomio, & differenziabile di ogni ordine in tutto R2.
Imponendo le condizioni del I ordine avremo:

(2.2 _ 322 —ky =0
Vfi(z,y) = (3x ky, 2y kx) = {Qy—k:E:O

k2 2
{3w2—k%x:0:> w(3x—7>:0:>{93:()u :1::%

e quindi:

_ kz k =0 [
2 3
Abbiamo quindi due punti stazionari: (0,0) e (%, %)
Essendo H(z,y) = H Exk _2 risultera, supponendo k # 0
H(0,0) = H _Ok _zk = |Hy| = — k* < 0 per cui (0,0) ¢ punto di sella;
OB\ | K —k Hy| = k> >0 . (K2 K3 o
H(?’ﬁ) = ‘ N H = { | = 2% — k2 > 0 da cui (E’E) punto di minimo.

Se fosse invece k = 0 avremmo f(x,y) = z° + ¢* e quindi:
Vf(a:y):(?)xQ?y)ﬁ 3x220: a::()'

’ ’ 2y =0 y=20
6z O
0 2
Da f(x,y) = 2° + y* segue f(0,0) =0.

Essendo H(zx,y) = ‘

risulta H(0,0) = Hg gH = |Hs| = 0 e nulla si puo dire.



Se z =0 abbiamo f(0,y) =3* >0sey #0; se y =0 abbiamo f(z,0) = z* per cui si
ha f(x,0) = 2® < 0per z < 0 mentre f(x,0) = 2> > 0 perz > 0. In ogni intorno di (0, 0)
ci sono punti (x,y) per i quali f(z,y) > f(0,0) e punti per i quali f(x,y) < f(0,0), e
quindi (0, 0) € punto di sella.

I __ 2
I M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: { z/ B i ‘_" z +1°
2

r_ 2 I' ey —
Da { T =rtytt =TTy t e passando alla forma matriciale si ha:

Z/—x—y —z+y +y=0
D-1 =1 Jz| _|*# . o
H D+1 H |l = ‘ ol dalla quale, passando ai determinanti:
D-1 -1 -1 -
‘ D+1‘( ) = 0 D41 e quindi:
(D~ )(D +1)—-1)(x) = (D —I— 1)( 2) e quindi:
(D* —2)(x) = 2t +* ovvero 2" — 2z = 2t +¢*.

A —2=0= \=+2 equindi la soluzione generale dell'equazione omogenea sara:

z(t) = e\/_ + ¢ e*ﬁt . Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omoge-
nea poniamo xy = a t* + bt + ¢ . Quindi:

xf = 2at+b e xj = 2a e andando a sostituire nella 2 — 22 = 2t + t* si ha:

2a —2(at’ + bt +¢) = 2t +¢* e quindi:

— 2at? — 2bt + 2a — 2¢ = 2t + t* e quindi:
—2a=1 a= -3

2
-26=2 =J{b= -1 e quindi la soluzione generale sara data da:
1 1
2(t) = cr eV 4 oy V2 2t2—t—2

Dalla 2’ = z + y + t* otteniamo y = 2/ — z — t* e quindi:

75)201ﬁeﬁt—Q\/Ee_ﬁt—t—l—qeﬁt—cze_ﬁt‘i‘%t?—i—t-i—%_t2
e quindic y(t) = 1 (V2 - 1) eV — ¢y (Va4 1) e VE - L2 - 0

2
La soluzione generale del sistema sara quindi:

x(t)zcleﬁt-l—c e V2 12 t_l
y(t):cl(ﬁ—1> \/_t—Cz(\[—{—l)e_ 2t_%t2_%'

II M 4) Calcolare //a}dexdy,dove@:{(:c,y)€R2:0§y+x;x2+y2§1}.
Q

Vista la regione di integrazione:



Q= {(:c, y) € R —z<y;z?4+9y*< 1} avremo, passando a coordinate polari:

3

1 ST
//:z:y2dxdy:/j: / 03 cossen® V- p dp dv :/:: / (o' cos¥sen’ ¥ dp) d¥ =
- 0 -1 0

1

(=
w
3
N

3
dy = —/i cos ¥ sen” ) d = é/sen%? d(sen?) =
4

>3 Gl =5 |(3) - (-30) | =5 (e aa) v



