COMPITO di ANALISI MATEMATICA 18/03/2024

I M 1) Se una delle tre radici cubiche di un numero z risulta z; = ¢, determinare il numero z
e calcolare poi le altre due radici cubiche di z.

Se \3/;: i=>z2=4=i-i>= —i.Essendo —i=1 (cos%ﬂntisen%r) avremo:
v—i= \B/I(Cos(g—l—k‘-2%)+isen<g+k-2§)), 0<k<2.
se k=0: (cos%%—isen% =1;
L Two, .o T /3 .1
se k=1: (cosfﬁ—zsenF) = \/? i35
117 . 117 3 .1
se k=2: (cos?%—zsen?) =5 —i5-
2342
. —_— 0,0 .
I M 2) Data la funzione f(z,y) = (22 + y2)2 (z,y) #(0,0) , dopo aver verificato se la
0 (z,y) = (0,0)
funzione risulta continua in (0, 0), si verifichi se sia anche differenziabile.
23 42
Calcoliamo  lim f(x,y) = lim ———=— passando a coordinate polari:
(,9)—(0,0) (2.9)—(0,0) (22 4 y?)
3,2 5 3 9 2 O
lim % = lim 2% I XY im ocos®¥sen’¥ = 0;la convergenza &
(2.y)—(0,0) (22 4 y?) 0—0 0 e—0

uniforme dato che |0 cos®¥sen® )| < p < e, soddisfatta per 0 < ¢ < ¢. La funzione & con-
tinua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

h,0) — h3 - 1
g(O,O):limf(0+ .0) f(o’o):lim—02'—:lim0:0;
ox h—0 h h—0 (h2 + 02) h h—0

2
_ : 1
%(0,0):1imf(0’0+h> f(o’o):lim%-—:limOZO.
(93/ h—0 h h—0 (h2 + 02) h h—0
Quindi Vf(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(xay) - f(0,0) B Vf(0,0) ) (:C — an — O) — 0 ovVvero se:
(z,y)—(0,0) \/(.CC _ 0)2 + (y . 0)2
x> 1y 1
lim —— —0—-1(0,0) - (=, - ———= = 0, ovvero se
(2,)—(0,0) ((:1:2 + y2)2 (0,0) - ( y)) 2 1 2 »
23 42
lim = 0. Passando a coordinate polari otteniamo:
(9)—00) (22 +y2)* - /22 + 12 P
x3 12 . 0°cos?¥sen’

lim = lim = = cos® ¥sen’ ¥ = 0 solo per par-
()—(00) (224 12)° - /22 +92 20 0° perp

ticolari valori di ¢J. La funzione non ¢ differenziabile in (0, 0).




flx,y,z) =zeV+ye* —2e" =0
9(@,y,2) =" =y’ +2° —ayz =0
quale risulta soddisfatto, determinare se e quale tipo di funzione implicita si pud con esso de-
terminare nell'intorno di un punto opportuno e di questa calcolare le derivate prime.

[ M 3) Dato il sistema { ed il punto Py = (1,1,1) nel

Costruiamo la matrice Jacobiana relativa a questo sistema; risulta:

a(f,9) eV —2e® xe¥+e* ye* .
= 5 e quindi:
oz, y,z) 322 — yz —3y —xz 32°—=x
(f g —e
(1,1,1)
A(z,y,2) — 4 2
Dato che ‘ 9 B 4 = 4e — 4e = 0 non si puo definire una funzione z — (z,y);
dato che _2 ¢ ; = — 2e —2e = — 4e # 0 si puo definire una funzione y — (z, 2) ;
dato che Ee 4 ; = 4e + 4e = 8e # 0 si puo definire una funzione =z — (y, 2) .
Se scegliamo quest'ultima avremo le derivate:
—e e 2¢e  —e
oy 2 2] —4de 1 0z -4 2| 46—46_0
or 2¢ el 8 2 Oz 2 e| 8
-4 2 -4 2

1M 4) Data f(z,y) = e’ — " , calcolare D> 2 0f(0,0), conuewvversoridi (1,1) e (1, —1).

La funzione ¢ palesemente differenziabile due volte in tutto R e quindi avremo:
Duf(x07y0) = Vf(x(byo) "u € D?L,vf(xoa yO) =U- H('TOa yO) : UT
Essendo V f(z,y) = ( — 2z e 2y eyg) risulta:

— 42 —2) " 0 . H—z OH
H(x,y) = ( e quindi H(0,0) = .
(z.9) H . g2y | €I EO0 = |75
Risultando poi u = [ —=, - ) e v = ( —=, — —— ) avremo infine:
p \/57 5 27 5 .
2 1 1 -2 0 L? 1 1 o %
Duﬂ)f(o’o):”ﬁ \ﬁH 0o 2l |l =L = ﬁ” _ L= 2
V2 V2
: : Max/min f(z,y) =z +vy
IT M 1) Risolvere il problema { Svizl—1<y<l—a?
Max/min f(z,y) =x +y
Scriviamo il problema nella forma . P —y—1<0
T2 +y—1<0
2 — — e 2 — = —= = —
{ sc2 n y } 8 = { gy 10 0 = { g é U { g 0 1 , avendo sottratto dalla secon-
€T y — — — = —

da equazione la prima equazione.



La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che € un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

Formiamo la funzione lagrangiana:

Ale, g A do) = o+ y— M@ —y— 1) = ha(a® +y— 1).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso \{ =0, =0 :

Al =1#0

N =1#£0 | .
5 : non ci sono soluzioni.
zrr—y—1<0

??+y—1<0

2)caso A\ # 0, =0 :

N=1-2ne=0 (M=l

A;:1—}—)\1:0 r= =3 .

y:$2_1 y:%—lz—% )

P +y—1<0 i—%—lSO:Vera
il punto P : (—%, —2),con A1 = — 1 < 0 potrebbe essere punto di minimo.
3)caso Ay =0, #0 :

N=1-20pe=0 |71

AN =1-X=0 r=73

Y 5 = 13 ;

volo y=1-1=1

22—y—1<0 i_%—1§0:vera

) 1 . .
il punto P; : (5, 2) ,con Ay =1 > 0 potrebbe essere punto di massimo.

4)caso A\y #£ 0, #0 :



(A;:1—2A1$—2)\2$:O
AI:1+>\1—>\2:0 y:xQ—l r=1 r= —1
<yy:m2—1 datoche{yzl_xQ:{yzou{yzo , AVremo:
\yzl—:cQ )
(1-2)\ —2) =0 1—2\ —2-2\ =0 A= —1<0
<1+A1 =0 L J =140 s {d=1-7=1>0.
r=1 r=0 =0
\y:O y:l \y:l
il punto (1,0) non ¢ nulla.
(
1420 +2X0 =0 1420 +2420 =0 A= —3<0
:L‘:—l :E:—l :L‘:—l !
Y Y Y=
il punto ( — 1,0) non ¢ nulla.
Essendo emersi due soli candidati, il punto P; : (%, Z),con f (%,%) = —Z sara

. .. 1 1 ‘. . .

il punto di minimo mentre P, : (5, Z) ,con f <§, %) = Z sara il punto di massimo.
Volendo, tanto per completezza ma non certo per necessita, esaminare il comportamento sulla
frontiera di £, avremo:

- se yzl—m2:>f(x,1—a:2) :x+1—932:>f’(x):1—2x>0pera:<% e quindi in
x :% abbiamo un punto di massimo;
- 8¢ y:1+$2=>f($,1+x2):a:+1—|—:1:2:>f’(a:):1+2x>0per:1:> —% e quindi

. 1 . ..
nz= -3 abbiamo un punto di minimo.

: . . y = 1)’
IT M 2) Risolvere il problema di Cauchy Y1) =1°

Si tratta di un'equazione differenziale a variabili separabili e quindi, da:

1
y = zy? segue — y = x, avendo posto y # 0. Osserviamo subito che la funzione y = 0 ¢
Y

comunque una soluzione, semplicemente sostituendola nell'equazione.
1 1 1
Da 7 y = x segue, integrando, /? y dr = /? dy = /a: dx + k e quindi:

_1:3:_2+k:a:2+2k 22 ’
Y 2 x? 42k
'equazione differenziale. La soluzione y = 0 si ottiene per £ — oo e rappresenta quindi una
soluzione particolare.

che rappresenta la soluzione generale del-

dacui y= —

Imponendo y(1) =1 otteniamo 1= — 15% =14+2k= -2=2k= -3=k= —g
e quindi la soluzione del problema di Cauchy sara y = — %73 .

y' =2 +y=u
I M 3) Risolvere il problema di Cauchy ¢ y(0) =1
J(0) = -1



Risolviamo anzitutto I'equazione omogenea. Da 3" — 23’ + 3y = 0 otteniamo:
(D* —2D +1)(y) = (D —1)*(y) = 0 ovvero A\, = A = 1 e quindi la soluzione generale
dell'equazione omogenea sara: y(z) = c;e” +coxe”.
Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, dato che il termine noto x
¢ annichilato dall'operatore D?, che non ¢& presente nella fattorizzazione dell'equazione omo-
genea, ipotizziamo una soluzione particolare del tipo yy = ax + b per cui avremo:
Yy, = a e yy = 0 da cui sostituendo nella 3" — 2y’ + y = z otteniamo:
0 —2a+ ax + b =z ovvero ax — 2a + b = x da cui si ha:

a=1 a=1 ol . . .o
{ 9%t b=0 = { h—9 © quindi la soluzione particolare yy = z 4+ 2 e quindi la solu-
zione generale dell'equazione non omogenea sara y(z) = cie” +cowe” +x + 2.

— T x

Sara poi, da { 5,_: C(lcf ++C ;)2;3 ;Z{:eji E imponendo le condizioni:

y0)=c+2=1 c = — . ) )
{ J(O) =1+ etl=—1 o= —1 e quindi la soluzione particolare del problema
di Cauchy sara y(z) = —e* —ze’ + 2+ 2.

II M 4) Calcolare //:cydxdy,doveQ:{(x,y)ERZ:OSygx;lng—l—ngZl}.
Q

Vista la regione di integrazione:

Q= {(x, Y ERO<Sy<z;1<a?+12 < 4} avremo, passando a coordinate polari:

T 2 T2
//a;ydxdy:/4/Q2cosﬂsem9-gdgd19 :/4/ 0% cos¥send dp d =
0o J1 o J1

Q

1 0
= costsend | —
0 4

15 /1 o % 15[/ 1Y) 15
- — ’ﬁ‘ = — e — = — .
= (QSen 0 8 [(ﬁ) 0] 16

2 s

4 1 15
dﬂ:/ (4——)c0519sen19d19:>—/sem9 d(sen?) =
L 0 4 4




