COMPITO di MATEMATICA GENERALE 18/03/2024

1) Determinare I'andamento del grafico della funzione f(z) = e**™*

C.E.: R. La funzione ¢ continua in tutto R.

2x—x 20— _ e—>(—oc) —0t.
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T——00 T——+00

La retta di equazione y=20¢ asintoto orizzontale sia sulla sinistra che sulla destra.
f(as)—e% v >O VzeR,; f(0)=
f'(x) = e**~ (2—2:1;)_2(1—33) 2"”’>0:>1—x>():>90<1
quindi la funzione ¢ crescente per = < 1, decrescente per x > 1.
Quindiin z =1, con f(1) = e abbiamo un punto di massimo assoluto.
Da f'(z) = ¥ % . (2 — 21:) avremo poi :
f"(x) = e*~ (2—293) + e (—2) =2t (433 —8r+2)>0=
Quindi f"(z) = 2e* ™ . (20 — 4z + 1) > 0 per 227 — 4 +1 > 0;
da = 2EVA=2 _ 22 _ 1+ otteniamo che :
2 2 \/5
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f”(m)>Operx<1——eperx>l+—ef(x)<0per1—— <14+
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Per cui la funzione f(x) ¢ convessa per x <1 —- — e per = > 14 —, concava per
f 1( ) p N f p
l-—<ax<1+—
f 2
Neipunti z =1 — % e z=1+ % abbiamo due punti di flesso con:
LY ov2-1-14y2 _ LY 2ev2-1-1-v2 _ b
1-— ] =e 2 = 1+—| =€ 2 =e2 =4/e€.
(-) i(+7) Ve
Non ci sono ovviamente asintoti obliqui .
Grafico:
2) Determinare il valore dei seguenti limiti:
e —e 23+ 2® —senx
lim ; lim
=0  x2 o z? — O +3cosz
12 —z? 612 —1- (67362 — 1) z? —?
C—e e’ —1 e’ —1
a)hm = lim = lim +lim———=14+1=2.
x—0 2 x—0 2 z—0 2 —0 — x?



. 23+ a2 —senw . . . :
b) lim = lim — = lim x = — o0, in quanto per x — — oo risulta:
a——oox? — 2x +3cosx  z——ocox?  a——o00

x> —senzx = 0(303) e —2xr+3cosz = 0(302) .

3) Disegnare un possibile grafico per un funzione che soddisfi entrambe le seguenti definizio-
ni di limite:

a) Vedo(e):x < é(e) = f(x) >¢;

b) Ve >0 36(e) 1z >6(e) = 0< fx) <e.

a) Ve 36(e) 1 x < é(e) = f(x) > e significa lim f(z) = + o0;
b) Ve >0 36(e) s x> 6(c) = 0 < f(z) < ¢ significa lim f(z) = 0t.

Quindi abbiamo il grafico di una funzione con un asintoto orizzontale sulla destra di equazio-
ne y = 0 mentre sulla sinistra la funzione tende a + oo, per cui il grafico potrebbe essere si-
mile a quello di una funzione esponenziale con base minore di 1, ovvero:

1
4) Data la funzione f(z) =2 — —, dopo aver determinato 'espressione della funzione com-
x

posta F'(z) = f(f(x)), determinare poi l'espressione dell'inversa di F'(z).

1 2x-1
Essendo f(x) =2—— = T avremo:
v - 2z—1 4r—2—2z
, 2f(x)—1 2-=——1 p” 3z —2
Risulta F'(x) = f(f(z)) = (2) = 5T = ml T o, 1
x x
3z — 2
Da F(x) = 22_ =Y avremo 3t —2=y(2x —1) dacui z(3 —2y) =2—y edinfine:
2 — -2
x = Y. ¢ la funzione inversa sara y=F1z)= ’ :
3— 2y 20 — 3
2 1
5) Calcolare / (:1:2 — —2) dz.
1 xr
Determiniamo una primitiva (k = 0), e ricordando che D(é) = — % avremo:

1 1 1 1 ..
2 L 2 b 1 3,1 )
/x xde—/a: dx—i—/ dea:—3x +mequ1nd1.

2
1 1 1|2 8 1 1 19 4 11
2—— = —3 —_ = | — — — | - = —— — = —
/1<x :z:Q)dx (3x+m‘1 [3+2} [3“} 6 3 6°



6) Scrivere l'equazione della retta tangente al grafico della funzione f(z) = 23 — 3z +1 nel
punto = = 0 e determinare poi l'area del triangolo nel primo quadrante avente per vertici i
punti in cui tale retta taglia gli assi.

L'equazione della retta tangente nel punto x( ¢ data da y — f(xo) = f'(z0)(z — z0) .

Da f(z) = 2® — 3z + 1 segue f(0) =1 eda f'(x) = 32> — 3 segue f'(0) = —3.
L'equazione della retta tangente nel punto = 0 sara quindi data da:
y—fO0)=f(0)(z—-0)=y—1= —-3x=y= —3z+1.

Da y= —3xz+ 1 posto x =0 avremo y = 1 mentre sara y =0 se 1 — 3z = 0 ovvero se
T = % . I punti in cui la retta taglia gli assi sono (0,1) e (%, 0) . Il triangolo che si determina
1 1 1

1=-

\ . 1 . .
¢ rettangolo con base pari ad 3 ed altezza pari ad 1 e la sua area sara A = 53 G

7) Data la funzione f(z,y) = x> + 22° — 42 — * se ne determinino gli eventuali punti di
massimo o minimo relativo.

Per le condizioni del I ordine si deve annullare il gradiente. Avremo quindi:
Vf(zy) = (fi. f,) = (32> + 4z — 4; — 2y) per cui:

2 4 L —24/4412 24416 _ —244
{39{; tdz—4=0 _ Jo==202 | Jp= N0 o=

_ 2 —
da cui: $_3U{x 2.
y=20 y=0

Abbiamo due punti stazionari: (%, O) e (—2,0).

Essendo poi H(z,y) = 6x0—i—4 _02‘ , avremo:
2 8 0 :
H(§7O> = H 0 —9 H per cui, essendo :
‘H2(§’O)‘ = —16 <0, il punto (;,O) ¢ un punto di sella.

A tale conclusione si puo arrivare anche semplicemente notando che le due derivate pure han-
no segno diverso.

Sara poi H( —2,0) = H _08 o H per cui, essendo :
|H;(—2,0)|= —8<0 . _ \ . :
{ [Hy(—2.0) = 16>0 il punto ( —2,0) ¢ un punto di massimo.
E 0 1 1 1
8)Dati A=||1 k£ O0f|,X=|| —1| e Y=1||0]]|, trovare il valore del parametro k per
1 0 k 2 1
il quale il vettore A - X risulta parallelo al vettore Y.
E 0 1 1 k+0+2 k+2
Sara A-X=|{l1 k£ Of|-|| —-1||=|1—-k+0{|=| 1—Fk | e quindi, affinche il
1 0 k 2 14042k 2k +1

vettore A - X risulti parallelo al vettore Y dovra risultare A - X =m - Y, ovvero:
A-X=m-Y = (m,0,m), e rapportando le sole componenti diverse da 0, otteniamo:



1 1

k+2 2k+1
A-X=(3,0,3)eY=(1,0,1),con A-X=3-Y.

sicuramente vera solo se £ = 1 ed avremo i due vettori paralleli:

9) Date tre proposizioni A, B e C, costruire la tavola di verita della proposizione composta
(non (A = C)) & (B = C) sotto l'ipotesi che una e solo una fra le tre proposizioni sia vera.

Poniamo per brevita P, : (non (A = C)) e P, : (B = C) e formiamo la tavola di verita:

per cui, limitandoci alle sole righe (quarta, sesta e settima) dove una e solo una fra le tre pro-
posizioni risulta vera, avremo:

ovvero la proposizione (non (A = C)) < (B = C) risulta falsa quando solo la proposizio-
ne C risulta vera, altrimenti, negli altri due casi, risulta vera.

10) Determinare gli intervalli in cui risulta concava o convessa la funzione f(z) = 2*logz.

La funzione ¢ continua in tutto il suo campo di esistenza, ovvero per x > 0.
Essendo derivabile almeno due volte, bastera determinare il segno della sua derivata seconda
per vedere dove la funzione risulta concava e dove convessa.

1
Da f(x) = 2% logz otteniamo f'(x) = 2z -logx + 2 - — =2z logx + .
x

1

Da f'(z) = 2zlogz + = otteniamo f"(z) = 2logz +2x- = +1=2logx + 3.
T

1

Quindi f"(z) = 2logz + 3 > 0 per logz > — S orset =

2 eye
.. . \ 1 . 1
Quindi la funzione € concavaper 0 < z < —~=, convessain —= < T.
ey/e ey/e
. . . 1 . 1
Ovvero la funzione ¢ concava in ]O; — [, convessa in ] —; + 0 [ .
e\/e NG

Nel punto = = abbiamo un punto di flesso.
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