COMPITO di ANALISI MATEMATICA 3/06/2024

6
I M 1) Usando la forma trigonometrica dei numeri complessi, calcolare a ! ) 7 (1— i)S.
+1

Da i = cosg —H’seng segue i° = cos (6 . g) + 7sen (6 . g) = cos 3w + isen 37 e quindi:
i6:cos7r+z'sen7r;

da (1+i):\/§(cosg+isen%) segue (1+i)4:4(cos(4-g)+isen(4-§)) e
quindi: (1 +1)* =4 (cosm + isenn);

da (1—1)= \/ﬁ(cos%7r —H’sen%ﬂ> segue :
8
(1—4)% = (\/5) (cos (8 : %r) + isen (8 : %)) e quindi:
(1 —14)® = 16 (cos 147 + i sen 147) = 16 (cos 0 4 i sen0) .
6

cos , sen
(1—1i)® = rhrsenm 16 (cos 0 + isen0) ovvero:

Sara allora:

i) 4 (cosm +isenT)
6
L (1-if=a.
(1+1)
o3+ 93
I M 2) Data la funzione f(z,y) =< z2+ 42 (z,y) # (0,0) , dopo aver verificato che la

0 (z,y) = (0,0)
funzione risulta continua in (0, 0), si verifichi se sia anche differenziabile.

3.3
Calcoliamo lim f(z,y)= lim % passando a coordinate polari:
(,y)—(0,0) (z,y)=(0,0) = + Y
3 3 3 3 9 3 9
lim :1:2 + y2 = lim 2 (cos 2+ sen”9) _ lim o (cos® ¥ + sen’ ) = 0; la conver-
(z,9)—(0,0) x° +y 0—0 0 0—0

genza ¢ uniforme dato che |p (cos® 9 + sen®¥)| < 20 < e, soddisfatta per 0 < o < % .La

funzione ¢ quindi continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

of . f0+h,0)—f(O0) . AK+0 1 A
gz (0 0) = Jim h ~ h23'ﬁ_f133(‘)h§_%%1_1’
of . f(0,04h)—f(0,0) . O+h* 1 B

gy (%0 = lim h = ey, T im g = fiml =1

Quindi Vf(0,0) = (1,1).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
f(way) — f(an) — Vf(0,0) ) (.’L’— an_ O)

lim = 0 ovvero se:
o’ +y° ) 1
lim -5 0—-11)-(z, - ——— =0, ovvero se
(2.)=(0.0) (:v2 +y’ LV @y)) o0 o
lim — — (z+ «——— =0 dacui
(,y)—(0,0) ($2 + y? (z+) Ny



. 2+ — (z+y)(2® + )

(2,y)—(0,0) (22 + y?) /2% + y?
. 2P — a2 — P — 2y —
(,y)—(0,0) (22 + y2)V/2? + 2
2 2
lim it A B
(@)=(00) (22 4+ y?)\/2? + 32
Passando a coordinate polari otteniamo:
. — 2%y — 31 . —o%cost?send(cost — sen))
lim = lim 3
(@y)—=00) (22 4+ y?)\/ 2?2 +y> =0 0
— 0?cos sent(cos) — seny)
03
ticolari valori di ¢J. La funzione non ¢ differenziabile in (0, 0).

= 0 e quindi:

= 0 ed infine:

Ma lim = —cosv¥send(cosy — send) = 0 solo per par-
Q—>

fle,y,2) =2z24+y=0

g(x,y,2) =2*+y* —axy+2=0
punto P = (1,y, ), determinare tale punto e stabilire una funzione implicita che possa essere
con esso definita; di questa calcolare poi le derivate prime.

I M 3) Sapendo che il sistema { ¢ soddisfatto in un unico

. f(Ly,2)=2+y=0 2= -y 5
Sostituendo avremo {g(l,y,z) 4yt =0 = Vo241 =0 da cui:
z2= -y y=1 .. . o B
= { (y— 1)2 _0 =3V 1 . Quindi avremo il punto P = (1,1, — 1).

.. 0(f,9) 0 11 . 9(f,9) 01 1
SarapOI W = 2:17—3/ 2y—1’ 1 da cui W(l,l, —1) =1 1 1l
Dato che 1 1 =0—1= — 140 sipuo definire una funzione z — (z,y) e si puo defi-
nire una funzione y — (z, 2) ;
dato che 1 1 =1 —1 = 0 non si puo definire una funzione = — (y, 2) .

Se scegliamo di definire una funzione z — (z,y) avremo le derivate:
1 1 0 1

gv _ 11| 0 ooy |1 -1

o= |o 1 -1 "9z |0 1] -1 7
1 1 1 1

Se scegliamo di definire una funzione y — (x, z) avremo le derivate:
11 0 1

or L 1) 0_0_82_ 11 -1 .

oy jo 1| -1 "oy o 1] -1
11 1 1

I M 4) Data f(z,y) = 2* — zy + vy, determinare il punto Py nel quale D,f(P) =0 e
D,f(Ry) = V2, dove u & il versore (1,0) e vil versore di (1,1).

La funzione ¢ palesemente differenziabile in tutto R e quindi avremo:
Dy f(xo,y0) = V (0, y0) - u € Dy f(20,90) = V f(x0,90) v



Essendo V f(z,y) = (2¢ — y;1 — x) e risultando poi u = (1
Duf(x0,40) = V f(0,90) - u= (220 — yo; 1 — xp) - (1,0) =0
Dy f(xo,90) = Vf (0, %) v = (220 — yo; 1 — xp) - (Lv % =2
200 —yo =0 Yo = 2 o= —1

{Zmo—y0+1—x0:2 :{x0—2x0—|—1:2 T = -2

Il punto Py nel quale D, f(Fy) =0 ¢ D,f(FPy) = V2 il punto Py =(—1; —2).

Max/min f(z,y) = zy

II M 1) Risolvere il problema { svi0 <z <122

<

Max/min f(z,y) = zy
Scriviamo il problema nella forma { r+1yP—-1<0 .
VYT )

z=0 N z=0 N x:OU z=0
r=1-1 =1 y=1 y= —1"

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

——
1
i r=1-—y*
g 3
.
V3
1
—p———
Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, M, M) =2y — Mz +y° — 1) — Ao —2).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:
I)caso Ay =0, =0 :
A, =y=0 r=0
A; =z=0 y=20

H(z,y) = H(0,0) — HO L H .

x+y2§1:> 0+0<1 1 0

-z <0 0<0



Se (0,0) fosse un punto interno al dominio essendo |Hy| = —1 < 0 il punto sarebbe di
sella, ma trattandosi di un punto sulla frontiera di £ dobbiamo fare ulteriori valutazioni.

2)caso A\ # 0, =0 :

(A, =y—M\ =0 y=X y=X y:)‘12
r+yt=1 20T+ N =1 )\%:% )\1::&%7
| —2<0 x>0 x>0 x>0
abbiamo quindi due soluzioni:
( 2 ( 2
I‘Zg .CBZg
N - _ 1
<y /3 U Y= /3
_ 1 — _ L
)\1—\/§ )\ \/g
\gzOvera %ZOVGI‘&
Il punto P : (% %) con A\ = LB > (0 potrebbe essere punto di massimo, il punto

,con \; =

J‘

< 0 potrebbe essere punto di minimo.

3)caso Ay =0, 2 #0 :
AN =y+X=0

N =x=0
xy_ 0 . Nei punti dell'asse y (x = 0) la funzione obiettivo f(z,y) = zy ri-
r+1y2—-1<0

sulta sempre uguale a zero. Nel primo quadrante, essendo f(z,y) = zy > 0 i punti (0,y)
sono punti di minimo, mentre nel quarto quadrante, essendo f(x,y) = zy < 0 i punti (0,y)
sono punti di massimo. Il punto (0, 0) ¢ quindi un punto di sella.

4)caso A\y £ 0, #0 :

'A;:y—Al—f—)\Q:O
Y 2:1: R4 dato che { ¥ 1-y =7 OU z=0 , aVremo:
r+y —1=0 x=0 y=1 y= —1
(2 =0
(1- M +X=0 A =0
X i)\ig 0 = 22_:0 —1<0 Il punto (0, 1) potrebbe essere punto di minimo.
>y=1 y=1
—1-X+X=0 A =0
X i)\ig 0 = 22_:01 >0 . Il punto (0, — 1) potrebbe essere punto di massi-
(y=—1 y= -1

mo. I due risultati sono coerenti con quanto detto al punto 3).

Passando a studiare la funzione sulla frontiera di &, il caso dei punti (0, y) ¢ stato gia studiato.
Esaminiamo i punti del vincolo = + 3? = 1 da cui = 1 — * per cui sostituendo avremo:



1
f(l—yQ,y) =y—1y° =fly) = f(y) = 1—3y% >0 per 3° < 5 ovvero per:

1 1 . 1 1
— — < y < — la funzione € crescente, per —1 <y< — — eper — <y < 1 sara
decrescente.

Il punto P : (E i) con f (2 i) — 2 san punto di massimo assoluto, il punto

33 V3] 33
b g, b con f g, Sty 2 , sara punto di minimo assoluto.
3 V3 30 V3 3v/3

n (0,1) e (0, — 1) avremo rispettivamente un punto di minimo ed uno di massimo relativi.

II M 2) Data la funzione f(z,y) = x* + y* + 22y — y se ne determinino gli eventuali punti
di massimo o minimo relativo.

Per le condizioni del I ordine si deve annullare il gradiente. Avremo quindi:
Vi(@,y) = (fi,f;) = (22 + 2y; 3y” + 2z — 1) per cui:

2 + 2y = 0 > op 1= 1+/T73 IS
{x-i—y :>{3x+2ac 1 oj{m Vits  fa ==L

3P +2r—-1=0 y= —=x y= —ux y= —=x

=z - _1
da cui: 3 1U{x_ )
y=—3 y=1

Abbiamo due punti stazionari: (%, - 1) e (—1,1).

3
. 2 2
Essendo poi H(z,y) = 5 Gy‘ , avremo:
1 1 2 2 .
H(§7 — §> = H 9 _9 H per cui, essendo :
‘]HI (1 — 1)‘ = —8 <0, il punto (1 — 1) ¢ un punto di sella
2 3’ 3 - ) p 3’ 3 p .

A tale conclusione si puo arrivare anche semplicemente notando che le due derivate pure han-
no segno diverso.

Sarapoi H( —1,1) = H 5 6 H per cui, essendo :
|H1( -1, 1)| 2> . . \ ..
{ Hy( - 1,1)] = 12 _8>0" il punto (— 1,1) ¢ un punto di minimo.
y" +y = cos 2z
I M 3) Risolvere il problema di Cauchy { y(3) =1
y(3) =0

Risolviamo anzitutto 1'equazione omogenea. Da 3" + y = 0 otteniamo:
(D2 + 1) (y) =0 ovvero A; = A2 =i e quindi la soluzione generale dell'equazione omoge-
nea sard: y(x) = ¢y senx + ¢ CoS T .
Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, ipotizziamo una soluzio-
ne particolare del tipo yo(z) = asen2x + bcos 2x per cui avremo:
Yy = 2acos2z — 2bsen2x e y; = — 4asen2x — 4bcos 2z,
da cui sostituendo nella 3" + y = cos 2z otteniamo:
— 4asen2x — 4bcos 2x + asen 2x + b cos 2x = cos 2x ovvero :



3

—3asen2zx =0 a= o1 . , .
3 cos 27 — cos 2 1 e quindi la soluzione generale dell'equazione non

omogenea sard y(x) = ¢ Senx + 2 COS T — 3 €08 2.

1

o y:clsenx+CQCosx—§cos2x ) o

Sara poi, da . 9 , imponendo le condizioni:
Y =cicosx —cpsenz + 5 sen 2z

Yy 1 2
- = - = ]_ — =
{ y(Q) ats3 = { ‘T3 ¢ quindi la soluzione particolare del problema di Cau-

Y(3)=—c2=0
2

1
chy sara y(z) = 3 senT — < cos 2.

II M 4) Calcolare //xyda:dy,doveQ:{(:B,y)GRZ:Ogygxgx/l—yQ}.

Q
Vista la regione di integrazione:

| y—x
Ay
Q

Q= {(ac, y) € R:Z0<y<z<y1-— y2} avremo, passando a coordinate polari:

LS| o
//wydxdy:/4/QQCosﬁsenﬁ~gdgdﬁ:/4/g?’cosﬁsenﬁdgdﬂ:
o Jo 0o Jo
Q

4 o' | L[ 1
:/ cos¥send | — | dv = —/ cos ¥ senv dv = —/sem? d(sen?) =
0 4 4o 4
1
8

1 1
[5‘@‘%‘

Cy =

1/1 5.t
= ~ [ =sen 19‘ =
4(2 0



