COMPITO di ANALISI MATEMATICA 24/06/2024
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I M 1) Usando la forma trigonometrica dei numeri complessi, se z = calcolare \VE

(144)°

. . . . 7 . 7
Da i = coS ~ + isen~ segue i’ = oS (7-1) +zsen(7~z) — cos = +jsen - =
2 2 2 2 2 2
7 3 . 3 .
= COS — 18€n — = — 1
2 * 2 ’

edanche i’ =it *=1.(—i)= —1;
da (1+41i) = \/ﬁ(cosg—kisen segue (1+z’)6:8(cos (6-2) +isen(6-%)) —

™

4
(1+i)6:8(0033§+z’sen3—ﬂ) = —8i.

0

?

2
o -1 1 1
Quindi z = — % =8 g(cos +isen0)
indi /7 = 1 (cos (2 + 247) isen (0 27) )50 < b <
Qumdl\/_—\:yg cos 3-1— 3 + 7 sen 3-1— 3 0<k<2.
Per k=0 : %(cosO+z’senO) = %;
1 27 . 27 1 1 RRVAS 1 .3
perk:—l.§(cos§+zsen?)—§<—§+27>——Z-HT,
1 47 . 4 1 1 3 1 .3
perk:—2.§(cos§+zsen?)—§<—§—27>——Z—ZT.
VT (e £ 0.0
I M 2) Data la funzione f(z,y) = 22 + 12 Y ’~/, dopo aver verificato che la

0 (z,y) = (0,0)
funzione risulta continua in (0, 0), si verifichi se sia anche differenziabile.

303
Calcoliamo ( l)m% : flz,y) = ( l)m% : 2|iy2| passando a coordinate polari:
z,y)—(0,0 z,y)—(0,0) T Yy
/17323 3 39 sens ¥
Cal = lim 2 [cos” 9 sen” d) = lim p y/|cos? ¥ sen®J| = 0;
(2)—(0,0) 22 4 32 0—0 02 0—0

la convergenza ¢ uniforme dato che ‘g V/ |cos? ¥ sen? V| ‘ < p < ¢. La funzione ¢ quindi con-

tinua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo poi:

- VIR0 1
%(0,0):limf(0+h’0) f(O’O):lim;‘-—:lim—zo,
Oz h—0 h h—0  h? h  h—0 h?

- VI0-R3 1
8_f(0,0):1imf(0’0+h) f(O’O):limM-—zlimgzo
oy h—0 h h—0  h? h  h—0h3
Quindi V£(0,0) = (0,0).

Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
. f(a:,y)—f(O,O)—Vf(O,O)(:B—O,y—O)_ .
lim = 0 ovvero se:

(z,y)—(0,0) \/(x _ 0)2 + (y . 0)2
lim V] —0-0 1 _0
(2,5)—(0,0) r? + y? V2 + 1P '

Passando a coordinate polari otteniamo:




\/|cos? 19 3 9|
lim o |COS > = 4/ |cos? ¥sen3¥| = 0 solo per particolari valori di ¥. La funzio-

0—0
ne non ¢ dlfferen21ablle in (0,0).

I M 3) L'equazione f(z,y) = z° + 3> — 2y — 2 = 0 definisce in un intorno del punto (1,0)
una funzione implicita y = y(x) . Calcolare y/(1) e /' (1).

Essendo Vf(z,y) = (32" —y — 1;3y> — ) dacui Vf(1,0) = (2; — 1).

Essendo f, = — 1 # 0, esiste una funzione implicita y = y(z) in un intorno di = = 1.
d ! 2
Per essa avremo & & = ——=2.
dz Iy -1
. || 6 — . || 6 -1
Sara poi H(z,y) = H 6 da cui H(1,0) = H 1 0 H .
I//I+2$// /+z// N2 6L2-(—1)-2 0‘22
Dalla i/ = — y?/ fu ) siha y'(1) = — +2-( )1 +0-@2) =2.
| _

I M 4) Data la funzione f(z,y) = e**™ ¥, determinare il valore del parametro a sapendo che
D,f(0,0) = V2, dove v & il versore di (1,1).

La funzione ¢ differenziabile in tutto R? e quindi avremo: D, f(zo, yo) = V.f(x0, o) - v

Essendo Vf(z,y) = (e e, —e*Y) = Vf(0,0) = (s —1) e v= <%,%> si ha:

va((),O):Vf(0,0)-v:(a;—1)-(%,%) ﬁa—1 V2= a-1=2¢

quindi infine o = 3.

_ ' Max/min f(z,y)
II M 1) Risolvere il problema { V. 2?4 4y -1

Si tratta di un problema di ricerca di massimi e minimi sotto vincoli di uguaglianza.

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
& che ¢ un insieme compatto (ellisse), e quindi per il Teorema di Weierstrass la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, \) :x+y—)\(932+4y2 -1).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

AN =1-2\z=0 A=z =3 A == N =z =
Aé;/:12—8>\y=0=> A;:y:%)\ = A = :8%\:> A;:y:%\_
=l e tdge =1 =1 N =L
x—% x:—%
Abbiamo quindi due sole soluzioni: ¢ ¥ = ﬁ el y= — ﬁ
A= 2P A:_VTE



Palesemente il punto P; : (i, L) con f (i, L) -V qana punto di massimo as-

. 1 1 \ ...
soluto, il punto P : (— i, — —) con f(— i, - —) = - ? , sara punto di mini-

mo assoluto.
II M 2) Risolvere il problema di Cauchy { Z N

Si tratta di una equazione differenziale a variabili separabili, per cui avremo:

1
y = 2xy = — 1 = 2z avendo posto y # 0 Sostituendo nell'equazione, vediamo che la fun-
Y

zione y = 0 ¢ una soluzione dell'equazione. Passando all'integrazione avremo:

1 1 24 22
/—y'dx:/—dy:/dew+k:>10gy:x2+k:>y:ef+k =me” avendo posto
Y )

m = e¥ . Dalla condizione y(0) = 1 otteniamo m =1 = ¢* da cui k =0 e quindi la solu-

zione del problema di Cauchy y = e” .

y' =3y + 2y =2
I M 3) Risolvere il problema di Cauchy < y(0) =1
y(0)= -1

Risolviamo anzitutto I'equazione omogenea. Da y” — 33/ + 2y = 0 otteniamo:
(D*=3D+2)(y) = (D —1)(D —2) =0 ovvero \; = 1,As = 2 e quindi la soluzione ge-
nerale dell'equazione omogenea sara: y(z) = c; e” + ¢y e .

Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, ipotizziamo una soluzio-
ne particolare del tipo yo(z) = ax + b per cui avremo y;, = a e y; = 0,da cui sostituendo
nella 3" — 3y’ + 2y otteniamo:

0—3a + 2azx + 2b = 2azx + 2b — 3a = 2z ovvero :

2a =2 = a=1 e quindi la soluzione generale dell'equazione non omoge-
2—-3a=0 " b=2a=3 4 & 1 ¢

\ 3
nea sara y(z) = ¢ e“+0262‘”+:£+§.
y=cre"+ee*+r+3

/ Ty 90 e 41 imponendo le condizioni:
y=cae (&)X

Sara poi, da {

y0) =cte+i=1 N a=-c-; N 01:—02—%:>
Y(0)=c1+2c +1= -1 —02_%4_2@24_1:_1 02:—%
c=1
{ Cl 3 € quindi avremo la soluzione particolare del problema di Cauchy che sara
2= 73
ylo) =" =DMt

I1 M 4) Data f(x,y) = 2zy e datalaregione D = {(z,y): 0 <z < 2,2 <y < ¢e’}, calco-
lare //f(sc,y) drdy.

Vista la regione di integrazione:



1J

L Y) 0<w<2x<y<e“} avremo:

T 2
//f T,y dxdy—// 2acydydas—/ ( |x dm:/xeh—x?’dx.
0

1 1 1 1 .-
Integrando per parti: /x e dx = 37T e — /5 e dx = 3T e — 1 e** e quindi:
2 Nk
21 1 2r 1 9 €
re? — Pdr = e —e™ — =
/ (2 4 4

// wadydx——e T

- <e4—ie4—4) — (0—%—0) da cui:

0



