Compito di ANALISI MATEMATICA 20/03/2025

I M 1) Dopo aver determinato le quattro soluzioni complesse dell'equazione z* +1 =0, se
ne calcoli il loro prodotto.

Da z' +1 =0 segue z = v/ —1.
Essendo —1 = (cosw +isenm) avremo:
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Avendo tutti modulo pari a 1 anche il loro numero prodotto avra modulo pari ad 1.

Per avere 1'argomento del numero prodotto bastera fare la somma degli argomenti, ovvero:

g—#%ﬂ—l—%ﬁ—#% 1?%:4%.Quindi zp = (cos4m + isendn) = (cos0+isen0) = 1.
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I M 2) Data la funzione f(z,y) = m (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)
continua V (z,y) € R?, e si determini poi se essa risulta anche differenziabile in (0, 0).

, si verifichi che essa ¢

Vista l'espressione, la funzione & palesemente continua in tutto R*/{(0,0)}.
Valutiamo se la funzione ¢ continua in (0, 0). Passando a coordinate polari avremo:
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dato che |g cos’ 19‘ < 0, la convergenza ¢ uniforme e quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo:
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Quindi V£(0,0) = (1,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
. f(x,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(x—O,y—O)_ .
lim = 0 ovvero se:
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Passando a coordinate polari otteniamo:
—xyt — 223y . 0° cos¥sen® ¥ (sen’ ¥ + 2cos* )
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= —cosVsen’V (1 + cos’ 19) e quindi il limite vale 0 solo per particolari valori di ¥ per cui
la funzione non ¢ differenziabile in (0, 0).

I M 3) Data l'equazione f(x,7) = z?logy — ylog x = 0 soddisfatta in (1, 1), verificare che
con essa si definisce, in un intorno di xy = 1, una funzione y = y(z). Approssimare tale fun-
zione con un opportuno polinomio di II" grado.
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Da Vf(z,y) = (2wlogy—y—;as2——logw) si ha Vf(1,1)=(—1;1) ed essendo
x Y

f,(1,1) = 1 # 0 si puo definire implicitamente una funzione y = y(z).
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Essendo H(zx,y) = opl 1 IRy sara H(1,1) = H 1 1 H . Dalla:
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Da Py(z,1) = y(1) + ¢/ (1)(z — 1) + %;/’(1)(3; — 1)’ 4+ o((z — 1)*) avremo
Py(x,1) =1+ (1)(z = 1) + 5 (= 2)(z = 1)’ + o((z — 1)*) ¢ quindi
Pz(a:,l):1—|—(x—1)—(:c—1)2—|—0((a:—1)2): —x2—|—3:1:—1+0((a:—1)2).

I M 4) Data la funzione f(zx,y) = e” ¥, determinare tutte le direzioni v nelle quali, qualun-
que sia il punto (xg, yo), risulta Dy, f (x0,40) = 0.

La funzione risulta palesemente differenziabile.
Da v = (cosa, sen ) risulta D, f(x,y) = V f(x,y) - (cosa,sena) e quindi:
Dyf(z,y) = (7Y —e" ) - (cosa,sena) = e* ¥ (cosa —sena) = 0 se cos = sen«

OVVero se a = Z oppure o = %ﬂ.
II M 1) Risolvere il problema { Max/n;m f (25’7 y) =z —y+1 :

sveozrt4+y <1
Max/min f(z,y) =z —y+1
sver?4+yP—-1<0 '
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
ammissibile £ (cerchio) che ¢ un insieme compatto, il vincolo ¢ qualificato, e quindi possiamo
applicare il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione
ammette valore massimo e valore minimo.

Scriviamo il problema nella forma {

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, \) :x—y+1—)\(932+y2— 1).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A =0 :



A =140

A, = —1#0 e quindi il sistema non ammette soluzioni.
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I1 punto (%’ - %> , con A = — > 0 potrebbe essere punto di massimo, invece il punto

V2

1 ...
—= < 0 potrebbe essere punto di minimo. Avendo trovato due

(iL con A = —
V2 V2)" V2

sole soluzioni, per il Teorema di Weierstrass una sara il punto di massimo e l'altra il punto di

(\%, - %) , con f(%, - %) = \/54— 1 ¢ il punto di massi-

. 1 1 1 1 . .
mo mentre il punto | — —,—= | , con — —,— | =1—+/2 ¢il punto di minimo.
P ( V2 ﬁ) f( V2 ﬁ) V2 eilp

IIM2)Data f(z,y,2) = 32 + y* + 2> — 3wy + 3yz, si analizzi la natura dei suoi punti sta-
zionari.

minimo, per cui il punto

La funzione ¢ una funzione differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine si ha:

fr=6z—-3y=0 y =2 y = 2x
Vi,y,2)=0=<X fi=2y-32+32=0= (4 -3c+32=0=¢ 2= —3z
fl=2243y=0 2z +6x =0 22— 182 =0
x=0
= ¢ y = 0 . Abbiamo un solo punto stazionario: Py : (0,0,0).
z=0
6 -3 0
Da H(z,y,z) = H(0,0,0) = || —3 2  3|| otteniamo:
0 3 2
2 3 \ .
|H2|:‘3 2‘:4—9: — 5 < 0. Ne segue che (0,0,0) ¢ un punto di sella.
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II M 3) Tra tutte le soluzioni del sistema di equazioni differenziali: { x/ =r-2yti

Yy =x—y—1t
. . [x(0)=1
termini quella per cui .
auetap {y<0> =0

si de-



x’—x+2y:t

Scriviamo il sistema nella forma
Y —rty +y= t

e quindi, passando alla forma matri-

st I et F Y e SO ] ]

-1 D+1 —t —1 D+1 —t D+1

= (D*-1+2)(z) = (D2+1 (D+1)(t)+2t=1+t+2t=3t+1.

Quindi I'equazione sara: 2" + = = Bt +1.

Da D?+1 =0 abbiamo le due soluzioni A =14 e A= — 4 per cui la soluzione generale

dell'equazione omogenea sara x(t) = ¢y sent + ¢y cost .

Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, visto il termine noto, do-
vremo ipotizzare una soluzione del tipo xo(t) = at +b.

Sard : z((t) = a,z,(t) = 0 e quindi, andando a sostituire nella z” + x = 3t + 1 otteniamo:
0O+at+b=3t+1=a=3eb=1 equindi la soluzione:

x(t) = cisent+cocost + 3t + 1.

Dalla prima equazione ' — x + 2y = t ricaviamo y = % (x — 2’ +t) e quindi:
y(t) = % (crsent+cocost +3t+ 1 — (cicost —casent +3) +1t) =
y(t) = % (c1 (sent — cost) + co (cost + sent) + 4t — 2)

e quindi la soluzione generale del sistema sara:
x(t) = cysent + cocost + 3t + 1
y(t) = 9 (sent —cost) +  (cost +sent) + 2t —1°

Dalla {x(O) 1 = {C2 l1—0~ {22 0 9 da cui la soluzione particolare:
1= = —

y(0) =0 -5+ 3
z(t) = —2sent+3t+1 z(t) = —2sent+ 3t +1
y(t) = — (sent —cost) 4+ 2t — 1 y(t) = cost —sent + 2t — 1~

HM4)SeQ:{(a:,y)€R21x2+y2§2;1§y},calcolare //a:deacdy.
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Vista la regione di integrazione Q = {(a:, y) ER*: 2?4192 <21 < y} , normale rispetto
all'asse x,da y =1 segue z? =1 edalla 2> + y* = 2 otteniamo y = V2 — 22 ed avremo:

2x2 2 \/2*1‘2
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