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Essendo 1+i=+vV2| —+ —1| = 2(005 + 7sen — )avremo:
\/_(ﬁ f) V2 4
V14i= 62(cos(1 %)-I—zsen(l—g-l-k?)),ogkzgl
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se k=2: \/_(cos( 3)+zsen(ﬁ+§))—\/E(cosﬁ-i—zsenﬁ).
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I M 2) Verificare se la funzione f(z,y) = 22+ y2 (,) # (0,0) risulta continua nel
0 (z,y) = (0,0)

punto (0, 0), e se del caso verificare poi se essa fosse anche differenziabile in (0, 0).

Valutiamo se la funzione ¢ continua in (0, 0). Passando a coordinate polari avremo:
34,2 2 3 2
, x _ cos’ ¥ + sen” ¢}
lim % = lim 2 (e 2+ )
(z,9)—(0,0) x° + Y 0—0 0
e quindi il limite vale 0 solo per particolari valori di ¥ per cui la funzione non ¢ continua e
quindi neppure differenziabile in (0, 0).

= lil’l’(l) 0 cos® ¥ + sen® ¥ = sen’ ¥
‘Q*)

I M 3) Data l'equazione f(z,y) = ¢/ — ye” = 0 soddisfatta nel punto (1, 1), verificare se
con essa si possa definire, in un intorno opportuno, una funzione y = y(x) oppure una fun-
zione x = z(y) . Di tale funzione calcolare nel punto opportuno derivata prima e seconda.

Da Vf(z,y) = (2ze’ —ye';2’e’ —e”) si ha Vf(1,1) = (2e —e;e —e) = (e;0) ed
essendo f1(1,1) = e # 0 si puo definire implicitamente una funzione = = z(y) , mentre es-
sendo f, (1 1) = 0 non si puo definire implicitamente una funzione y = y(x).

(1,1 0
Risulta —(1) fy( ) = ——-=0.
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Essendo H(zx,y) = « e ve e

sara H(1,1) = H Z ZH . Dalla:
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Essendo 2'(1) =0 e 2”(1) = — 1 < 0, in tale punto abbiamo un punto di massimo.



I M 4) Data la funzione f(x,y) = v V3y , determinare le direzioni v = (cos a, sen ) nelle
quali risulta D, f (0,0) = 0.

Essendo la funzione differenziabile, risulta D, f (0,0) = V£(0,0) - (cos,sen ) .
Da Vf(x,y) = (ex*\/gy, -3 exfﬁy> risulta V£(0,0) = (1, — \/§) ¢ quindi:

D,f(0,0) = (1, - \/5) - (cosa, sena) = cos v — V/3sena =0 = cosa = \/3sena

sen « 1 1 7 T
ovVero —— = —= = tga= —= = o = — Oppurea:F.

Cos v \/§ \/§ 6

_ ' Max/min f(z,y) =2z —y+1
II M 1) Risolvere il problema { svort—1<y<l1 '

Max/min f(z,y) =2z —y+ 1
Scriviamo il problema nella forma ¢ 22 —y—1<0
y—1<0
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La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, M, M) =20 —y+1-XA(z°—y—1) — Ay —1).

Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :



(A, =240

A;:—l#O )
* = nessuna soluzione .
2> —y <1
(y =1
2)caso A\ # 0, =0 :
(AIIZQ—Q)\liE:O r=1
A;:—1+)\1:0 A =1
=
y=1a>—1 y=20
\ygl y<1:vera

il punto P; : (1,0), con A\; = 1 > 0 potrebbe essere punto di massimo.

3)caso Ay =0, 2 #0 :

(A, =2#0
N =—-1-X=0 . .
¢ Y non ci sono soluzioni .
y=1
\:1;2—1§y

4)caso A\y # 0, #0 :

(N =2—-2\2=0 2-2Mzx =0 2-2\x=0
A}:—1+A1‘&—O —1+M A2 =0 —1+M—-A=0
T 7 U =
(y=1 y—l y=1
(2—2M\z =0 -
— 14+ —X=0 S — :
{ ! 2 =><)‘2_ 1+\/§<0:11puntoPzz(ﬁ;l),conA1>Oe
:r;:\/i
\y_
(y=1
A2 < 0 non ¢ ne punto di massimo ne punto di minimo;
(N — — L
2~ 2z =0 M= —p <0
—14+XM—=—X=0 — _1- L
A ? :><)\2_ 1 \/§<0:ilpuntoP3:(—\/§;1),con)\1<0
(y=1

e A2 < 0 potrebbe essere punto di minimo.

Avendo trovato un solo candidato sia per il punto di massimo che per quello di minimo, il
punto P; : (1,0), con f(1,0) =3 ¢ il punto di massimo mentre il punto P : (— \/5; 1) ,

con f( - \/5; 1) = — 2\/5 ¢ il punto di minimo.

Se, tanto per completezza, studiamo la funzione sulla frontiera di £, esaminiamo i punti dei

due vincoli:
se y=1= f(z,1) =2x — 1+ 1 = 2z funzione strettamente crescente;

sey:x2—1:>f(x,x2—1):2m—x2+1+1: — 2?42 +1;
da f(z)= —2*+22+1= fl(x)= =20 +2>0perz <1 e quindi si ritrovano un
punto di massimo in x = 1 ed un punto di minimo in z = — \/5



II M 2) Data f(x,y) = 32° +v* — 32y + 3y, si analizzi la natura dei suoi punti stazionari.

La funzione ¢ una funzione differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine si ha:
Vf(xy):©:>{f‘i’:6x_3y:0 :>{y:29j :{x:_g

’ fy=2y—3x+3=0 dr —3x+3=0 y= —6"
Abbiamo un solo punto stazionario: Py : ( — 3, —6).

Da H(z,y) =H(—-3, —6) = _63 _2 otteniamo:
|H;| =6 >0
6 -3 .
|]HI2|—‘_3 9 ‘—12—9—3>0
Ne segue che ( — 3, — 6) ¢ un punto di minimo.
. : . D [ =x+y+et .
IT M 3) Tra tutte le soluzioni del sistema di equazioni differenziali: V= —z—y si de-
. . [x(0)=1
termini quella per cui .
P { y(0) =0

/ t
.. . ¥—rx—y=e o .
Scriviamo il sistema nella forma { y e quindi, passando alla forma matriciale:

r+y +y=0
D—1 D—-1 -1 et -1
H D+J‘ ‘1 D+J®%_O D+J
uﬁ—1+1 () (D+1)(e")+0=¢"+¢ =2¢".

Quindi l'equazmne sara: x” = 2¢’ .

Risolvendo l'equazione omogenea, da D? = () abbiamo la soluzione doppia A\; = Xy = 0 per
cui la soluzione generale dell'equazione omogenea sara x(t) = ¢; + co t.

Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, visto il termine noto, do-
vremo ipotizzare una soluzione del tipo z(t) = ke’ .

Sara : z(,(t) = x((t) = ke’ e quindi, andando a sostituire nella #”" = 2¢’ otteniamo:

ke! = 2¢' = k = 2 e quindi la soluzione dell'equazione non omogenea:

z(t) =c +cat+2¢ .

Potevamo operare anche in altro modo:

da z{(t) = 2¢' = x(t) :/Qetdt+k:2et+k:>x0(t) :/26t+kdt+m:>

= x0(t) = 2¢' + kt +m . Posto m = ¢, e k = ¢y siritrova la precedente soluzione.
Dalla prima equazione z’ = = + y + ¢’ ricaviamo y = 2’ — x — €' e quindi:

y(t) =co+2e' —c; —cot —2e' —e' = —ci 4y —cpt — €

e quindi la soluzione generale del sistema sara:

{x(t) =c+ept+2e!

yt) = —c1+c(1—1t) —
Dalla { z((g)) B é = { “ —g 2+:Cl l—0~ { 21 B 0 da cui la soluzione particolare:

{az(t): — 1+ 2€
y(t)y=1-¢' '



IIM4)Se@:{(w,y)ERzszSygx},calcolare //a;ydmdy.

~=

Vista la regione di integrazione Q = {(z,y) € R*: 2* < y < z}, normale rispetto all'asse z,
da y =z segue 2° = = da cui otteniamo z =0 ¢ = 1 ed avremo:

2 z 1 72 4
//:L’ydwdy—//xydyd:v—/ (— dx:/x(———)dx
x2 0 2 2
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