Compito di ANALISI MATEMATICA 4/7/2025
IM1)Se z=1+ 17, calcolare \3/;.

Daz=1+4 1= \@(%—k%z) = ﬂ(cosg—l—iseng) otteniamo:

2t = (\/5)4 (cos (4~£) + isen (4%)) =4 (cosm+isenm) = —4.
Quindi \3/;: \3/—_: \3/1(005 (z—lrk%w) +isen(g+k2§>),0§ kE<2.

3

Se /{::O:ﬂ(cosg+iseng) :\?/Zl<1+£i);

2 2
se k=1:v/4(cosm+isenw) = — V/4;
se k:2:\3/2<cos5§+isen5§) :ﬂ(l—§i> .

2
23—y
I M 2) Verificare se la funzione f(z,y) = ¢ 22 + 2 (z,y) # (0,0) risulta continua nel
0 (z,y) = (0,0)

punto (0, 0), e se del caso verificare poi se essa fosse anche differenziabile in (0, 0).

Valutiamo se la funzione ¢ continua in (0, 0). Passando a coordinate polari avremo:
3_,3 3 3 3
im a:2 —y2 = lim 2 (cos 192—sen ) _ lim o (cos® ¥ — sen® ) = 0.
(z,y)—(0,0) x° + Y 0—0 0 0—0
Dato che | (cos® ¥ — sen® ¥))| < 20 la convergenza ¢ uniforme per cui la funzione ¢ conti-
nua anche in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo:

O 0.0y = i L0+ 10 = £(0,0) . h*—0" 1. hP
oz 0 =) h “ e h T
of _ F(0,0+h)—f(0,00 . O03—K 1  h
_— = e . — = _—_— = — 1 .
5y 0 = lim h R R
Quindi V£(0,0) = (1, — 1).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:

lim f(xay) — f(0,0) — Vf(0,0) ) (l’ — 07y - O) — 0 ovvero se:
(,9)—(0,0) \/(m —0)* + (y— 0)’

xd — 8 ) 1

lim —0 - 17—1 T, S —
(2,9)—(0,0) (x2 + 42 ( )(@y) V1 + 12
 gm VY oY@ty L Ty eyt gty

(,9)—(0,0) (22 + y?)\/ 2?2 + y? (@)~ (00) (22 +y?) vV 2? +y?

_ yr’ — zy?

= lim .
(@y)—00) (22 4+ y?)\/ 2> + y?
Passando a coordinate polari otteniamo:

yx? — xy? ~im o*cos¥send (cos —send)

lim
(29)=00) (22 +y2)\/22 +y2 =0 0?
= cos¥sentd (cos — sen)) e quindi il limite vale 0 solo per particolari valori di ¢ per cui
la funzione non ¢ differenziabile in (0, 0).




.3 . S
[ M 3) Dato il i fx,y,2) = 2°y°z — xy“z° = 1 P (111
3) Dato il sistema {g(w,y,z) e — et bz —y=0 e il punto (1,1,1)

che lo soddisfa, verificare che con esso ¢ definibile una funzione implicita * — (y(z), z(x))
e di questa calcolare le derivate prime.

Sia f che g sono palesemente funzioni differenziabili in R?; passiamo quindi a costruire la

- , a(f,9) ‘f" fy I -
matrice Jacobiana: J(f,g) = ——2 = "7 Y 7| e quindi:
(:9) o(r,y2) g g, o] 1
o 3x2y?z — 223 203yz — 2xy® 23y? — 3xy’2? .
'](fa g) - ev—z — yezr;—z +1 xeVF—er %1 —reV Tt 4+ yew—z da cui:
0 - _
%(1,1,1): % _01 02 ‘.Dato che 1 02’: — 2 £ 0 ¢ possibile de-
finire una funzione implicita © — (y(z), z(z)), per la quale avremo:
2 =2
dy 1 0 2
dx 0 -2 -2
-1 0
0 2
dz -1 1] 2 1
de 0o -2/ -2
-1 0

I M 4) Data f(z,y) = 2> — 3zy + 21>, siano v e w i versori di (1,1) e (1, — 1). Sapendo
che D, f(Py) = \/_ e che D, f(Py) = 0, si determini Py.

Essendo funzione differenziabile, sara

Dyf (Po) = Vf(Po) v e Dyf (Po) =V f(Po) - w
Essendo: v = L,L , W= 1,—L e Vf(z,y) = (2z — 3y,4y — 3z), avremo:
VoG e
) -

Dy f(Py) = (22 — 3y, 4y — 3z (—,i>= 2
\/5\/5 OVVero:
D, f(Po) = (22— 3y, 4y = 32) - (}, = &) =0
20 — 3y +4y —3x =2 y—x =2 y=x+2 r=—17
{2x—3y—4y+3$20:>{5m—7y20:>{5x—7:6—1420:> y= -5

Quindi Py = (-7, — 5).

II M 1) Risolvere il problema { Max/mm f(2913 y) = -y

sv.xl+4y2 < 1
Max/min f(z,y) = x> — y?
svez? 4+ 42 —1<0
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
ammissibile £ (ellisse) che ¢ un insieme compatto, il vincolo ¢ qualificato, e quindi possiamo
applicare il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione
ammette valore massimo e valore minimo.

Scriviamo il problema nella forma {



e

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, \) = 2% — 9 — )\(:1:2 + 4y — 1).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A =0 :

A, =2x=0 r=0 2 0

A= -2y=0=y=0 . Ma H(zx,y) = H(0,0) = HO _2’ ed essendo

r? + 42 <1 2 4+ 4y? < 1
|Hs|(0,0) = — 4 < 0 il punto (0,0) € un punto di sella.
2)caso A # 0 :

AN, =2x—-2\z=0 2e(1—-X) =0 x=0

Aj=—2y—8ly=0={ —2y(1+4\)=0=< y=0 U

g;2—|—4y2:1 x2+4y2:1 0+0=1nw.

z=0 50:01 22 =1 r = +1 A=1
UgA=—1=0y=%3 USy=0 ={y=0 Ugr= -1
4y =1 A= — i A=1 A=1 impossibile
I punti (1,0) e (—1,0),con A =1>0 potrebbero essere punti di massimo, i punti
(O, %) e (O, — %) ,con A\ = — i < 0 potrebbero essere punto di minimo.
Completiamo lo studio analizzando il comportamento della funzione nei punti della frontiera.
= t
Essendo una ellisse, usiamo la forma parametrica { v gos ed avremo:
y = 5sent
1 1

f(t) = cost — 1 sen’t = f'(t) = 2cost( —sent) — 1 2sentcost = —4sentcost =
f'(t) = —2sen2t > 0 = sen2t < 0 vera per :

3
7r<2t<27T:>g<t<7reper37r<2t<4ﬂ:>§<t<277.
3T

2

0 T

T

———{ | | +++

. . 3 : :
Per t = g otteniamo il punto (O, %) eper t = g otteniamo il punto (O, — 5) che vedo-

no confermata la loro natura di punti di minimo, ¢ = 7 otteniamo il punto ( —1,0) e per
t = 27 otteniamo il punto (1,0) che vedono confermata la loro natura di punti di massimo.

M| o




In conclusione, in

i (0] (0~

/ —
II M 2) Risolvere il problema di Cauchy { " _)

(—1,0) con f(1,0)= f(— = 1 abbiamo punti di massi-
con 1 (0

0) =
) = f((), — %) = —% abbiamo punti di minimo.

|| g[S,

Si tratta di una equazione differenziale a variabili separabili per cui, posto 3* # 0 avremo:
2 1 1 1

y = LN — 3y = — e passando alle primitive: y "dox = /— dy = /— dz + k =
X Yy X x

=logz+k=y= , avendo posto m = —

m — logx
Day(l):1:>1:%:>m:1ek:: —1.
1
1—logz’
La y2 = 0 = y = 0 ¢ una soluzione particolare che si ottiene per m — oo .

E quindi la soluzione particolare y =

/
IT M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali lineari: { ;, B z i tl .
.. oo ¥—y=1 L ..
Scriviamo il sistema nella forma Y e quindi, passando alla forma matriciale:
-1 -1 1 -1
15 ol b= 2 -]t 3
(D2—1) t—0+t—t
Quindi l'equazmne sard: o’ —x =t.
Risolvendo I'equazione omogenea, da D? — 1 = 0 abbiamo le soluzioni A\; = 1,y = — 1

per cui la soluzione generale dell'equazione omogenea sara z(t) = cie’ +coe™.

Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, visto il termine noto, do-
vremo ipotizzare una soluzione del tipo xo(t) = at +b.
Sara : xy(t) = a,z;(t) = 0 e quindi, andando a sostituire nella 2" — z = ¢ otteniamo:
0—at—b=t=a= —1,b=0 e quindi la soluzione dell'equazione non omogenea:
z(t) =cre + et —t.
Dalla prima equazione ' = y + 1 ricaviamo y = 2’ — 1 e quindi:
y(t) =cre! —cpe ' —1—-1=cie' —cpe ' —2.
e quindi la soluzione generale del sistema sara:
:U(t) :Cl+62t—t
{y(t) =ciel —cpet =27

HM4)SeQ:{(az,y)€R21x2+y2§l;Ogmgy},calcolare //:L’yda:dy.
Q



Vista la regione di integrazione Q = {(sc, y) € R: 2?2 +42<1,0<z< y} , conviene pas-
x = pcost
y = psend

z 1 z 1
//a;yd:cdy:/g/ p2cosﬁsem9-pdpd19:/2/ p® cos ¥ send dp d) =
= Jo = Jo
Q 4 4

2/t E 1/1 | 1 1
(pz cosf}senﬁdﬁzi(isefﬁ‘ :5(1—§>:E

sare a coordinate polari { ed avremo:

I
-M:\\
|

cost¥senddi = i/

0
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