Compito di ANALISI MATEMATICA 1/9/2025

IM 1) Se z =1+ /31, calcolare Vz.

Da z = 1—1—\/52':2 (% ?z) :2(cosz+isen§> otteniamo:
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I M 2) Data la funzione f(z,y) = ¢ 2 + ¢2 ’ 7/, si determini per quali valori
0 (z,y9) =(0,0)
del parametro « essa risulta continua e poi anche differenziabile in (0, 0).

Valutiamo se la funzione puo essere continua in (0, 0). Passando a coordinate polari avremo:

. |zy|” . 0% |cos¥send)|” . (a1 o

lim — lim 5 = hmg |cosﬁsen19\ =0sea—1>0
(w)—(00) T2+ 52 00 0
ovvero se o > 1, con convergenza uniforme in quanto o2®~! |cos ¥ sen¥|* < 2@~V |

Quindi la funzmne ¢ continua in (0,0) se o > 1.
Passando al calcolo del gradiente, avremo:

of f(0+h0)—f(()0)_. h-o* 1 .0
g0 0 = limy T e h e T
af L (00+h) £(0,0) 0-R* 1 . 0

gy (0 0) = lim R R S L

Quindi Vf(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(x,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:U—O,y—())

e V=0 + (-0
lim ———— — 0—(0,0)(x, s
(z,y)—(0,0) (x2 + 2 (0,0)(z,v) \/m
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Anche ora la convergenza & uniforme in quanto 0?* 3 |cos dsend|* < o
Quindi la funzione ¢ differenziabile in (0,0) se « > 3"

= (0 ovvero se:

2a—3



I M 3) Data l'equazione f(z,y) = 2> —y — e’ +e* =0 ed il punto Py = (1,1) che la sod-
disfa, determinare derivata prima e seconda della funzione implicita z — y(x) da questa de-
finita.

Dato che f & palesemente funzione differenziabile in R?, passiamo a calcolare il gradiente ed
avremo: Vf(z,y) =2z +¢"; —1—¢€Y) dacui Vf(1,1)=(2+¢; —1—¢) ed essendo

f,(1,1) = — 1 — e sipuo definire implicitamente una funzione y = y(x).
dy fi(1,1) 2+e 2+e

R lt - 1 = — £ ’ = — = .

isulta 5o (1) £1(1,1) “1-¢ 1+e
Essendo H(zx,y) = 2 -ge _Oey sara H(1,1) = H 2 —5 ¢ _0 H . Dalla:
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@(1) B 2+6+2<0>(1—+e) +(= 6)(1+e) 24l te)’—e2+¢)
dz2V/ —1l—e B (1+ e)3 N
de(l) B 2e? + 2 +4de+ e +e+2e® —de —e3 — 4e? _ 2+e

da? (1+e)’ (1+e)

I M 4) Data la funzione f(z,y) =2y — x, siano u e v i versori di (1,1) e (1,2). Sapendo
che D, f(Py) = V/2 e che D,f(Py) = /5, si determini Py e si calcoli poi D371}f(P0) :

Essendo funzione differenziabile, sara D, f (Py) = Vf(Py)-u e D,f (Py) = Vf(Py)-v
Essendo: u = (%,%) , V= (L,i> e Vf(z,y) = (y—1,x), avremo:
Duf(Po) = (y—1,2)- (5. &) = V2
D,f(Po) = (y—1,2)- (ﬁa %) = \/g
y—1l+xz=2 N y=3—z r=3
y—1+2x=>5 3—x—1+2x—5 y=3—-3=0"

Quindi Py = (3,0) . Essendo la funzione palesemente differenziabile due volte sara:

OvVvero:

Diﬂ/,f(B,O) = u-H(3,0) - v’ e quindi, da H(z,y) = H(3,0) = ‘ (1) (1) avremo:
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' ‘ Max/mm flz,y) =z + vy
II M 1) Risolvere il problema { svoa? -2 <y<uz

Max/min f(z,y) =x+y
Scriviamo il problema nella forma v { 2’ —2r—y<0
' y—x <0
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care 1l Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.
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Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, A, ) =2z +y—Ai(2° — 22 —y) — Xa(y —2).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\; =0, =0 :

A =1+#0
A’y =1#0 )
5 nessuna soluzione.
xt =2z <y
y<zw

2)caso Ay £ 0, =0 :

AN =1-2M1+2\ =0 1422 —-2=0 r=1
Ay=1+X=0 =1 _Jy=i-1=-1
y:x2—2aj y:JiQ—QCE )\1:—1
y<uw y<uwx —%S%:Vera

I1 punto (%, %),con A1 = — 1 < 0 potrebbe essere punto di minimo.

3)caso Ay =0, 2 #0 :

A.=1+X=0 A= —1

A’y:1—A2:0 Ao =1 )
= : nessuna soluzione.

y=x y=1

2 -2z <y r? -2z <y

4)caso \y £ 0, #0 :

AQJZI—Q)\1£E+2>\1+)\2:0

A/:1 )\_)\ :0 = 2 _ = =
Y 2+1 2 datoche { Y =% Qx: . 0U v 3:
y=uz°—2r y=vw y=0 y=3
y=g



(1+20 +X =0 14+2X\ +1+X =0 AM=—-2<0

<1+)\1—)\2:0 N )\2:1+>\1 N )\2: —%:%>O
z=0 z=0 =0

Il punto (0,0) non ¢ nulla.

(1 -6\ +2\ + X =0 1—4\ +1+XM =0 M=2>0
=3 =3 T =

Il punto (3,3) con A\; = ; >0e X\ = g > ( potrebbe essere un punto di Massimo.

Essendo emerso un solo candidato, sia per il punto di massimo che per il punto di minimo, il
.. . . . 1

punto (3,3), con f(3,3) =6 sara il punto di massimo mentre il punto (5, — §>, con

f(%, - Z) = - i sara il punto di minimo.

Infine, tanto per completezza, studiamo il comportamento sui punti della frontiera di &.
Se y = x risulta f(z,z) =2z = f'(x) =2 > 0 : funzione sempre crescente.
Se y = z> — 2z, avremo:

f(l',:l?2—2$):$2—$=>f/($):2$—1>0:>$>%.

uesto conferma che il punto l, _3 ¢ il punto di minimo.
p 5" T 1 p

I M 2) Data f(x,y,2) =2 +9® + 2* — 6yz — 32?, si studi la natura dei suoi punti stazio-
nari.

La funzione ¢ una funzione differenziabile. Applicando le condizioni del I ordine si ha:

fl=32*—6x=0 3rx(xr—2)=0
Vi(z,y,2) =0 = fé:3y2—62:0 =<3y -18y=3y(y—6)=0 =
fl=22—6y=0 z =3y
x=0 z=0 T =2 T =2

=qy=0U¢y=6 USy=0U<{ y=06 .Abbiamo quattro punti stazionari:
z=10 z =18 z2=0 z=18
P :(0,0,0), P,:(0,6,18), P3:(2,0,0), Py:(2,6,18).

6x—-6 0 0
Da H(z,y,z2) = 0 6y — 6| otteniamo:
0 -6 2
-6 0 0
— H(0,0,0)= 1| O 0 —6|;da |Hi|=—-6<0 e |HjJ=2>0 segue che
0 -6 2
(0,0,0) € un punto di sella;
-6 0 0
— H(0,6,18) =1 0 36 —6|; da |Hyj=—-6<0 e |Hy|] =36>0 segue che
0 -6 2

(0,6, 18) ¢ un punto di sella;



6 0 0 0 _6
— H(2,0,0) =0 0 —61;da |H2|:‘ ‘:—36<0 si ha che (2,0,0)
-6 2
0 —6 2
¢ un punto di sella;
6 0 0 6 0
— H(2,6,18) =||0 36 —6|;da|Hy|=6>0, |[Hyl = =216>0c¢e
0 36
0 -6 2
6 0 0 36 —6
|Hs) =10 36 —6|=6- =6-(72—36) =216 > 0 essendo:
-6 2
0 —6 2
’H1’ =6>0
|Hy| =216 > 0 si ha che (2,6, 18) ¢ un punto di minimo.
|H3| =216 >0
. - . s .. [ =3zx+y
I M 3) Risolvere il sistema omogeneo di equazioni differenziali: , )
y = —r+3y
.. oo ¥ —3r—y=0 L ..
Scriviamo il sistema nella forma / e quindi, passando alla forma matriciale
z+y —3y=0
. D-3 -1
poniamo: ‘ 1 D_3 (x) =0=

= (D-3)>+1)(z) = (D* = 6D + 10)(z) = 0.
Quindi l'equazione sara: " — 62’ + 10z = 0.
Risolvendo l'equazione, da A\*> — 6\ + 10 = 0 abbiamo :

A=3£v/9—10 =3+t — 1 = 3% ovvero le soluzioni \; =3+, Ao =3 —1¢ percui la

soluzione generale dell'equazione omogenea sard x(t) = cie* sent + ¢y e* cost.

Se x(t) = ¥ (cisent + ¢y cost), dall'equazione =’ — 3z — y = 0 ricaviamo y = 2’ — 3z e

quindi:

y(t) = 3e* (cisent + ¢y cost) + e*(cicost — cysent) — 3¢ (cisent + cocost) da cui la

soluzione generale del sistema:

{ z(t) = cie sent + cy e cost
y(t) = cre¥ cost — ¢y esent

IIM4)SeQ:{(:z:,y)GRZ:xQ—xSygx},calcolare //:vydxdy.
Q
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Vista la regione di integrazione Q = {(x, y) € R:a2? —zx<y< x} avremo:




2 _ _ 2 — _ — — =
vor—y=0_ |z 2z = z(x 2)—0: x 0U x 2dacui:
y—x =20 Yy=x y=20 y=2

2 px 2 y2
/:z:ydxdy:/ / :z:ydydx:/ (a:—
0 Jr2—zx 0 2

Q

2/,.3 2 32 1 2
-/ (x_)_<xu)dx:_/ 7 — (st + 0 — 207 do =
o \ 2 2 2 J,

X

dz =

22—

1 /2 1 (2
:—/x3—x5—x3+2x4dx:—/ 22t — 2%dr =

2 Jo 2 Jo
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1/2 . 1, 1//4 1 1/2 1
= 25— = = ((Z2-32-2.64)-0)==(2-64—>-64) =

2(5SC 6" |, 2((5 6 ) ) 2(5 6 )
64 /2 1 o 12—-5 32.7 16-7 112
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