Compito di ANALISI MATEMATICA 16/9/2025

IM1)Se z =141, calcolare v/ 28.

Daz=1+41¢= \/5(%+%z> = \/E(cosgﬁ—iseng) otteniamo:

= (1-|—i)8 =2 (cosS-E +isen8-§) = 16 (cos 2w + isen27w) = 16. Per cui

e k= \/_(cos——i—zsen%)—Z\/( % 5
1 s () (5 2)) =28 s 5 ) -
=2ﬁ(— —iz):—%(um)-
se k=2: \/—(cos(27T 3)+zsen(23 +4;)):
—2f(cos—+zsen—)—2f (cos 2w + isen 27) —2\[

N~

|zy|”
I M 2) Data la funzione f(z,y) =< /22 + 12 (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

lori del parametro positivo « essa risulta continua e poi anche differenziabile in (0, 0).

, si determini per quali va-

Valutiamo se la funzione puo essere continua in (0, 0). Passando a coordinate polari avremo:

. B . 0*|cos I send|” - a(a-1) .
lim ——— = lim You = lim o lcos ¥ send|” =0 se:
(z,y)—(0,0) \/x® + Y 0—0 0 0—0

1 1 . .
a— = >0 ovvero se o > 3 » con convergenza uniforme in quanto:

1 _1
92<a_3) |cos ¥ sen?|* < 92<a i) :
Quindi la funzione ¢ continua in (0, 0) se a > % .

Passando al calcolo del gradiente, avremo:

of mf(0+h,0)—f(0 0) lh-0]* 1 . 0

55 0,0) = lim ; = lim oo h llllil%hghQZO;
h h 1

91 0.0y = tim £Q0+ W) = (0,00 10-RF 1y 0

dy h—0 h =0 021 h2 b h—0 p/p2

Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(a:,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:L’—O,y—O)

(z,y)—(0,0) \/(x _ 0)2 + (y . 0)2

im (o 0,0 s -
(z.9)—(00) \ /2% 4 2 a2 142

L |zy|® _ tim 0% |cos ¥ sen|*
- 5

= lim ‘
(@.9)=00) a2+ 92 /22 +y2 o0 03

= 0 ovvero se:




5

)
20 3|cos195em9| =0 se 2a—§>O:>oz>6.

= lim o

0—0
. . _5 _5
Anche ora la convergenza ¢ uniforme in quanto 92“ 3 [cos¥ sen19|a < g2a 3.

Quindi la funzione ¢ differenziabile in (0,0) se o > g .

I M 3) Data l'equazione f(z,y) = e” ¥ — ¢"*¥ = 0 ed il punto Py = (0,0) che la soddisfa,
determinare derivata prima e seconda della funzione implicita y = y(z) da questa definita.

Dato che f ¢ palesemente funzione differenziabile in R?, passiamo a calcolare il gradiente ed

avremo: V f(x,y) = (2:6 A T VP e”y) da cui :
Vf(0,0) = (—1; —1) edessendo f,;(0,0) = — 1 # 0 si puo definire implicitamente una
funzione y = y(z).

. dy 12(0,0) -1
Risulta -2 (0) = — a0 — 1.

isulta 3 (0) £1(0,0) 1

(2 +4a?)er Y — ety Agye® V' — et ty .
Essendo H(zx,y) = dayer g @+ 4y2)€x2+y2 ot sara :
1 d’y Gt 200 W)+ )

H(0,0) = H 7y H Dalla W 7 si ha :
@(0): B 1+2(—1)(—1)+(1)(—1)2 _ 4

dx? -1 '

I M 4) Data la funzione f(z,y) = (z + y)e"™¥, con u versore di (1, 1), calcolare D, f(0,0)
¢ D, f(0,0).

Essendo la funzione palesemente differenziabile due volte sara:

D, f (0,0) = V£(0,0) - u e D2, £(0,0) = u-H(0,0) - u” . Sara poi u = (i i)

V2 V2
Essendo: Vfas ) 1+:c-|—y) " (14+x+y)e™), avremo Vf(0,0) = (1,1) per

1

cui: Dy f (0,0) = (} ) 1[ f \/—\fAvremopm

_ (2+$+y)€“y (2+z+y)e™ : _ 2 o
H(z,y) = H (2 + 2 + y)eoty (2—|—:z:+y) sty || dacui H(0,0) = 5 9 e quindi:
2 B 2 2 \/_

Max/min f(z,y) =z +vy
II M 1) Risolvere il problema v 42 <1
Ve <y

Max/min f(z,y) =z +y
Scriviamo il problema nella forma § { 2+ —-1<0
Vil z—y <0
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
ammissibile £ che ¢ un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-



care 1l Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo.

1 1
2.2 _ 2,2 _ 9.2 _ 2 _ 1 T = — T= — ==
{x+y—1:>{x+y—2x—1:>{x RN \{5U \{5
Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, i, ) =2 +y— M (2®+y° — 1) — Moz —y).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:
I)caso \{ =0, =0 :
Al =1#0
A, =1#0 )
5 5 nessuna soluzione.
z+y <1
x<y
2)caso A\ # 0, =0 :
L 1 1
AN, =1-2xz=0 TN T =9y =9y
r_1_ _ _ 1 1 _ 1
r+y = = 2 1 =T
x<yy et =1 A =3 M o=+75
— 1 .
T= 7 T= -5
_ 1 - _ L
= y—ﬁl T T
)\ ﬁ )\1: —W
r <y :vera z < y:vera
I1 punto ( ! ,con A\ = % 0 potrebbe essere punto di massimo;
1 1 ..
ilpunto | — —, — —=|,con \; = — — < 0 potrebbe essere punto di minimo.

3)caso Ay =0, #0 :



(AL =1-X=0 Ay =1
A;/:1+>\2:0:> )\2:—1
y=ux y=ux

|22 +y? <1 ?+y? <1

: nessuna soluzione.

N

4)caso A\ # 0, #0 :
(AIIZI—Q)\lx—)\Q:O

1 1
A =1-2\ A=0 2 2 _ T = —= r= — 4
5 WA dato che {x Ty 1:> Jli U {5 =
4y =1 y=ux V=7 v= -
SO
1—\/§A1+)\2:0 )\2:\/5)\1—1 d=1—-1=0
V2 /2 =
— 1 _ 1 _ 1
YT 2 Y= Y=

1 1 ey . . .
I1 punto (%7 %> ¢ gia stato studiato al caso 2) e potrebbe essere punto di massimo;

L+V2M =X =0 L+ vV2M0 +V2X +1=0 M= —5<0

1+vV2M + X =0 D= — 2\ — 1 X=1-1=0

g— _ L =y _ L = .- _ L ;
V2 V2 V2

1 _ L _ 1

Il punto (— %, - %) ¢ gia stato studiato al caso 2) e potrebbe essere un punto di mini-
mo.

Essendo emerso un solo candidato, sia per il punto di massimo che per il punto di minimo, il

1 1 1 1 . . . .
punto (—,— ,con f|l —=,—& | = \@ sara il punto di massimo mentre il punto

1 1 1 1 . ..
———,——=| con — —, — — | = — v/ 2 sara il punto di minimo.
(ﬁ ﬁ) f(ﬁ ﬁ) /2 sard il punto dimini
II M 2) Risolvere l'equazione differenziale v = (1 + ) (1 + y2) .

Si tratta di una equazione a variabili separabili, per cui avremo:

I 2
y =(1+z)(1+¢) = Y

1 1
_— = I — == 1
/1+y2yda: /1+y2dy / +rdr+k =

arctgy:a:—l—%xQ—i-k‘:y:tg(az—l—%xg-i-k‘).

v = 1+ x, da cui, passando alle primitive:

{— —
II M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: a:/ —e—y+l .
Yy =x+ 3y
o ¥—x+y=1 .. :
Posto il sistema nella forma , , passando alla forma matriciale poniamo:
—x+y —3y=0



1

T e L N e O
4D—|—4 (D-3)(1)-0=0—-3= —3.
Qu1nd1 l'equazione sara: z” — 4x —|— 4x = —3.

Dall'equazione \* — 4\ +4 = (A — 2)2 = (0 abbiamo la soluzione doppia A = 2 per cui la
soluzione generale dell'equazione omogenea sara z(t) = cre® eyt

Per trovare una soluzione particolare della non omogenea dobbiamo porre z((t) = k che, so-

stituita nell'equazione " — 42’ +4r = —3 cida 4k = -3 = k= — % :

La soluzione generale dell'equazione non omogenea sara x(t) = cie* + cote?

Dall'equazione ' — x + y = 1 ricaviamo y = z — 2’ + 1 e quindi:

y(t) = cre® + eyt e — % — (2c1e” +eae® +2cpte®) +1 dacui:

y(t) = —cre® —cy (141t)e* + i e quindi la soluzione generale del sistema:
z(t) =cre® + eyt e — 3

{y(t) = e —ey (1) e 4L

HM4)Se@:{(:c,y)ERzszy;x2+y2§1},calcolare //x+ydxdy.
Q

Vista la regione di integrazione Q = {(:c, y) € Rz <y a?+y* < 1} passando a coordi-
T = pcos
Yy=0 sen19

//a:-l—ydxdy—/ / (ocos¥+ psend) - pdp dd =
31
/ / (cos ¥ + sen?¥)dp d¥ = / (%

0

nate polari { avremo:

(cos Y 4+ sen 79) dy =

o

1
:—/ cosﬁ—i—senf}dﬁ—3(senz9—c0519|7r =
n 1

1
1
R G W U U 5 TR T S Y
3 V2 V2 V2 o V2
Come si sarebbe potuto dedurre vista la simmetria della funzione integranda rispetto alla retta
di equazione y = — x.
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