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I M 1) Calcolare ° - (

-4

Essendo i =i*-i=1- z—z—cos§—|—zsen2,

. 1 1 . T T .

da 1—@:\/5(———2):\/5(005 +zsen—) otteniamo:

\/’ \/_ 4

(1—1) —2\/_(cos—+ sen21—ﬂ>—2\/_(cos—+zsen%ﬂ):—2—2i;

dal+i=vV2|—=+—41i| = 2(cos + 7sen — )otteniamo:
i=V2( s+ L) = Ve isen”

(1+14) 7:8\/(c0s7—ﬂ+isen%ﬂ> = 8 — 84 e quindi:

i - (1_2)3 L 2\[( ( +—7T 7ﬂ>+zsen( +5—7T—7—7r>>=

1+4)" 82 4 4
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i - E1+Z;7 4(cosO%—zsenO)
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I M 2) Si verifichi se la funzione f(z,y) = Ty Y2 (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

risulta continua

e poi anche differenziabile nel punto (0, 0).

Valutiamo se la funzione risulta continua in (0, 0). Passando a coordinate polari avremo:
2 _ .2 2 (o2 2

. < — cos” ¥ — sen” ¥

lim =z — Y lim ocost - o’( 5 ) = lim pcos¥-cos2¥ =0

(z,9)—(0,0) x? 4+ y? 0—0 0 0—0

con convergenza uniforme in quanto: |p cos®¥ - cos2¥| < .

Quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).

Passando al calcolo del gradiente, avremo:

of . f(0+h,0)— f(0,0) h?—0% 1
oz 0 =M h BLE A e
of . f(0,0+h)— f(0,0) . 0°—=h= 1 . -
gy (:0) = Jim h = hm0- Gaigr g, = im0 =0.
Quindi Vf(0,0) = (1,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(xay) - f(0,0) - Vf(0,0) ) (:U -0,y — O) — 0 ovVvero se:
(z,y)—(0,0) \/(.CC _ 0)2 + (y . 0)2
x? —q? > 1
lim r——— —0—(1,0)(x, — =
(2.9)=(0.0) ( x? + y? (1, 0).) 22 + g2
‘ 2?2 — 2 1 ' 23— ry? — 2% — g
= lim r———> -z —F——— = lim =
(z,y)—(0,0) =ty VI +y?r @y—=00) (22 + y?)\/x? + y?
. — 2:cy2 . .
= lim e passando a coordinate polari:

(x,y)ﬂ(0,0) (.CU2 + y2)\ / QEZ _|_ y2

— 2p3cos ¥ sen® ¥

= lim = —2cosv¥sen’ V.

0—0 Q3



Essendo il limite uguale a 0 solo per particolari valori di 1J, ne consegue che la funzione non ¢
differenziabile in (0, 0).

I M 3) L'equazione f(z,y) = log(x + y) — 2y = 0 definisce in un intorno del punto (1,0)
una funzione implicita y = y(x) . Calcolare y/(1) e /" (1).

Dato che f ¢ palesemente funzione differenziabile in R?, passiamo a calcolare il gradiente ed

1 1
: _ : —2) dacui V£(1,0) = (1; —1).
avremo: V f(z,y) (x+y,$+y ) acui Vf(1,0)=(1; —1)
Essendo f;(1,0) = —1 ;é 0 si puo definire implicitamente una funzione y = y(z).
. dy f:(1,0 1
Risulta —~ (1) = - =1.
isulta dsc( ) f’(l,O) —
- 1
Essendo H(zx,y) = <xty) <Ity) sara :
@y’ ()
1 -1 2y w200 W)+ W)
H(l,O)ZH_l _1H.Da11a@:— 7 siha :
2 —142(=1D)1)+ (=1)(1)
T Eo- TR 1
dz? -1

I M 4) Data la funzione f(x,y) =e" Y, siano v = (cosa,sena) ¢ w = (cos 3,sen ). Cal-
: Y 3
colare le derivate direzionali D, f(x,y) e D?} » f(z,y) sapendo che a = % e = Zﬂ

Essendo la funzione palesemente differenziabile due volte sara:
va (iﬁ,y) = Vf(:v,y) v e Diwf(:v,y) =v- H(l‘,y) -’

Risultando v = (cos a, sena) = (cos %,sen%) = (L L) e

V2 V2
w = (cos fB,sen 3) = (cos 3—7T,sen3—7r) = (— 1L L) , AVIemo poi:

4 4 V2 V2
T—1 T—1 ety —e"Y
Vi(y) =" =) e H@,y) = || _ oy Loy
.. _ _ 1 1 1 _ _ .
Sara quindi D, f (z,y) = (" Y, —e"Y) - | —=,—= | = —= - (" Y — "Y) = 0 ed inoltre:
quindi D,  (z.1) = ( (Fs) =25 ¢ )
1
2 e 1 e’V —etY V2|
Dv,wf(xay) = H V2 V2 H : H — Y ety H LQ -

= — "V 4"V = .

D2, f(w.y) = || 7

%I

Max/mm flz,y) = x—2y
2P+ 2t =1

i

II M 1) Risolvere il problema {

Si tratta di un problema di ricerca di massimi e minimi sotto vincolo di uguaglianza.

La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
ammissibile £ (ellisse) che ¢ un insieme compatto, quindi per il Teorema di Weierstrass la
funzione ammette valore massimo e valore minimo assoluti.



Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, \) :x—2y—)\(932+2y2 -1).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

1 1
AN =1-2 =0 L= 3x T =3x
A Y — _ 1 _ 1
A2y—2 22 14)\19—0:> yl_ %)\ IR _32/\ ”
r°+ = Ao 2 2_ 3
Y et =1 AT=17
S — _ L
x = NG x = NG
_ 1 _
=4 Y= - % U = 7 .
V3 V3
Abbiamo due soluzioni: L; - i; ﬁ e | — L; L; - ﬁ .
V3' /32 V3 /3 2
Occorre a questo punto, per le condizioni del II ordine, costruire la matrice Hessiana orlata.
o 0 2z 4y
H(z,y,A) =|[2x —2Xx 0 dalla quale otteniamo:
4y 0 — 4\

0 2 — 4 2 4
1 1 /3 2 Vs & ; VB RE

H . . — = — _ |2
e I R b R A
-5 0 -2 0 —2V3 —23

avendo sommato alla terza riga il doppio della seconda, per cui:

e g 1
e quindi il punto <—; - —) con f <— —) 3 sara il punto di massimo;
V33 V33
7
0

2 2 4
11 V3 02 \[ IR
(g - v o]
7 0 2V3 0 2v3 23
avendo sommato alla terza riga il doppio della seconda, per cui:
2z 4
E(_L;L;_£> _ 2 VioVa =2 (_4-_8) <0
V3TV 2 V3 | 2v3 2V3 f

NPT 1 1 1 1 . .
e quindi il punto [ — —; —= |, con — —:— | = — /3 sara il punto di minimo.
quindi il pu < 7 \/5> f ( 7 ﬁ) V3 pu

II M 2) Risolvere l'equazione differenziale v = (1 + 2z)(1 +y).

Si tratta di una equazione a variabili separabili, per cui avremo, dopo aver posto 1 +y # 0
ovvero y # — 1:

1
=1+2x)1+vy) = Ta Y = 1+ 2z, da cui, passando alle primitive:
Y

/ a::/?dy:/1+2:cdsc—i—k:>10g(1—|—y):x—l—x2+k:>
Y



2 2
:>1_|_y:e:r+x+k:>y:e:r+x+k_1.
La funzione y = — 1 che si vede essere soluzione sostituendo nell'equazione di partenza, ri-
sulta una soluzione particolare in quanto ottenuta per k — — oo.

II M 3) Risolvere 'equazione differenziale lineare non omogenea: v — " — 1/ +y =senz.

Per determinare le radici del polinomio caratteristico A> — A> — A\ + 1 = 0 notiamo che que-
sto si annulla per A = 1 ed usando la regola di Ruffini avremo:

A=A —X+1=(A—1)(A*—1) =0 per avere quindi le radici A\; = Ay =1, 3 = — 1
e quindi la soluzione dell'equazione omogenea sara data da y(x) = c1e” + coxe” + cze .
Per trovare una soluzione particolare, usando gli annichilatori, dovremo ipotizzare una solu-
zione del tipo: yo(x) = asenz + bcosx dalla quale poi:

yp(z) = acosx —bsenz; y,(r) = —asenx —bcosz; y) (r) = —acosx + bsenx
e quindi andando a sostituire avremo:

—acosz +bsenx +asenx +bcosz —acosx +bsenx +asenz + bcosx =

= 2asenx + 2bsenx — 2a cosx + 2bcosx = senx che porta al sistema:

1
20 +2b=1 2a +2a =1 a =z o . .
{ %442 — 0 = { a—h = { - % e quindi la soluzione generale dell'equa-
zione non omogenea sara: y(z) = cie® + coxe” + cze” ¥ + i senx + icosx :

1M 4) Data f(z,y) =z + 2y edatalaregione Q = {(z,y): 0 <z <1,z <y <e’},cal-
colare // f(z,y)dzdy.

Vista la regione di integrazione Q = {(z,y) : 0 <z <1,z <y < e’} avremo:

1 e’ 1 "
//a:+2ydxdy:// m+2ydydx:/ (xy+y2|i dr =
0 Jx 0
Q

1 1
= / (ze* +€*) — (2° + 2%) dz = / ze® + e* — 2% dx =
0 0
integrando ze” per parti /e‘r rdr=e"x — /ex ldr=e"z—¢"

— (et — ot 12:1:_23‘1_(_ 12_2)_ qal )2l
—(xe e—|—2e 33:0— e e+2e 3 0 1+2 0 —26 G



