Compito di ANALISI MATEMATICA 8/1/2026

I M 1) Determinare tutte le soluzioni, reali o complesse, dell'equazione 2> = 3iz.

Da z* = 3iz = 2° — 3iz = 2 (2* — 3i) = 0.
Una prima soluzione ¢ data da z = 0; le altre due soluzioni sono date da:
2* = 3i = z = \/3i. Essendo:

3 =3 (cos g + ¢ sen g) sara poi:
V3 \/(cos( +k—>+isen(ﬁ+k2ﬂ> ,0<k
Per k=0 : \/g(cos—-l—isen%) :\/§ L-|—Lz');
per k=1 : \/g(cos——f—zsen—):\/_
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I M 2) Si verifichi se la funzione f(x,y) = risulta conti-

)
s
<
N—
—

= (0,0)
nua e poi anche differenziabile nel punto (0, 0).

Valutiamo se la funzione risulta continua in (0, 0). Passando a coordinate polari avremo:

cos ¥ + sen?
lim 2% s;:—l—y = lim ¢%cos®¥ - o 1— ) =
(z,y)—(0,0) x +y 0—0 0

= lir% o0cos’ ¥ - (cosd) + sen?d) = 0
Q*}

con convergenza uniforme in quanto: |o cos®® - (cos ¥ + sen¥)| < 2p.
Quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).
Passando al calcolo del gradiente, avremo:

of . f(0+h,0)— f(0,0) o h+0 1 . hA* .
3_(070)_’1‘1% 0ot )—}Hoh WEr0 h et T amite Ll
f . f(0,0+h)—f(0,0) . o O0O+h 1T _
oy 0 =i h B R
Quindi Vf(0,0) = (1,0).
Per la differenziabilita in (0,0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(way) B f(0,0) - Vf(0,0) ’ (l‘ B 07y _ 0) — 0 ovvero se:
(z,y)—(0,0) \/(g; _ 0)2 +(y— 0)2
. +vy 1
lim 22 2TV g 1,0)(x, )-7:
(25)—(0,0) ( 22 + 12 (1,0)(z, ) Ry
. s THy 1 . 23+ 2y — 2° — 1)
= llm T - ﬁ — T . ﬁ = llm 2 5 > > =
(z,9)—(0,0) 256 +y ) Vi +y (@y)—=00) (22 +y?)\/2>+y
= lim Ty 4 e passando a coordinate polari:

(@y)=(00) (22 4+ y?)\/2? + 12
0% cos ¥ sen¥ (cos ¥ — sen 1)

= lim 3

0—0 0
Essendo il limite uguale a 0 solo per particolari valori di 1J, ne consegue che la funzione non ¢

differenziabile in (0, 0).

= cos¥sen ¥} (cos v — send) .
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I M 3) L'equazione f(z,y) =e* ¥ — 2y = 0 definisce una funzione implicita y = y(z) in
un intorno del punto P = (1, 1). Calcolare y/'(1) e y"(1).

Dato che f & palesemente funzione differenziabile in R?, passiamo a calcolare il gradiente ed
2

: _ A a’—y’ - _ (1.
avremo: Vf(z,y) = (233@ —y; —2ye —m) dacui Vf(1,1) = (1; — 3).
Essendo f,(1,1) = — 3 # 0 si puo definire implicitamente una funzione y = y(x).

o dy £1(1,1) 1
Risulta —2(1)=4¢'(1) = — &2~ = — — =

2(1 + 22%) A 4y e” A

P =

Essendo H(x,y) =

2 ) 2 sara :
—dzye” Y —1 22y* —1)e" Y
6 -5 d*y w200 W)+ W)
H(l,l):H 5 9 H.Dalla@: — yf/ idd si ha :
Y
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IM 4) Data f(z,y) = e ¥ e ladirezione v = (cosa,sena) si determinino i valori « per i
quali risulta D, f(0,0) =0 = D> f(0,0).

Essendo la funzione palesemente differenziabile due volte sara:
va (':an) = Vf(:v,y) v e D?],Uf(xay) =0 H(%,y) ) UT .
Avremo poi: Vf(xz,y) = (e, —e"¥) = Vf(0,0)=(1, —1) e

et —e'Y 1 -1
H(.Cl),y) = ‘ — ety ety ‘ = H(an) = H -1 1 H .
Dovra quindi risultare:
(1, = 1) - (cosa,sencr) =0
1 -1 cos « =
|cosa sena|| - : =
-1 1 sen o

cosa —sena =0
COS o — sen «
— COos« + sen «

., esostituendo la prima nella seconda:

|cosar sena|| -

COSx = Sen «

0 cosa = sen«
|cosa sena|| - 0 =0 0=0
La seconda condizione risulta sempre soddisfatta quando ¢ soddisfatta la prima, per cui le so-
.. s om
luzioni saranno a = 1=

II M 1) Risolvere il problema { Max/ 2m n fg‘”’ y) =2z —dy :

s.v.x” +4y* <1
Si tratta di un problema di ricerca di massimi e minimi sotto vincolo di disuguaglianza.
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
ammissibile £ (ellisse) che ¢ un insieme compatto, quindi per il Teorema di Weierstrass la
funzione ammette valore massimo e valore minimo assoluti.
Formiamo la funzione lagrangiana:



Az, y,\) =2z — 4y — )\(:1:2 + 4y — 1).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

Caso A =0
AN =2#0
A, = —4#0 : nessuna soluzione;
z?+ 42 <1
Caso A # 0
_1 _1 1
A;}:2—2)\x20 =3 ) =3 1 r=x
= — — = j— —_ —_ = 1
AQy 24 Bl\y=0=¢y=—3; SY= 5 T {y= — 5 =
i+ 4y =1 L =1 Z=1 A2 =2
V2 V2
1 1
= = — — = —
y 2v/2 Y=5,2
=2 = -2
1 1 1 1
Abbiamo due soluzioni: | —&; — —=;V/2 ) e | — —=;—=; — V2
<\/§ 22[) < 2" 21/2 f)
Avendo trovato due sole soluzioni, il punto %; — %) con f <%, — %) = 24/2 sara il
unto di massimo mentre il punto (— 1. L) con f< S L) = — 24/ 2 sara il punto
p p > 575 EWE p
di minimo.
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IT M 2) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: a:, —rty+2 .
y=—-cz+y—3t
. o r-—x—y=
Scriviamo il sistema nella forma y = 3t e quindi, passando alla forma matri-
ciale: D R (x) = 2t -1
' — 3t -1 | =3t D-1
= (D? —2D+2 —2t—3t—2—5t

Quindi I'equazione sara: z” 21: —|— 20 =2 —5t.

Risolvendo I'equazione omogenea, da A?> — 2\ + 2 = 0 abbiamo :

A=1+y/1—-2=1++ — 1 = 14£: per cui la soluzione generale dell'equazione omogenea
sara z(t) = cie’ sent + cy e’ cost.

Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, visto il termine noto, do-
vremo ipotizzare una soluzione del tipo xo(t) = at +b.

Sara : xy(t) = a,z;(t) = 0 e quindi, andando a sostituire nella 2" — 22’ + 22 = 2 — 5t ot-

o B %2 = —5 a=—3 L
teniamo: 0 — 2a + 2at 4+ 2b = 2 — 5t = {2b—2a:2 = {b: l4a— _% e quindi la
soluzione dell'equazione non omogenea: x(t) = cie’ sent + ¢y e’ cost — gt — g .

Dalla prima equazione ' = = + y + 2t ricaviamo y = 2’ — z — 2t e quindi:
y(t) = cie'sent + cre'cost + cyelcost — coe’sent — g —crelsent — coelcost + gt + g — 2t

e quindi la soluzione generale del sistema sara:



z(t) = cre'sent + ey efcost — 2t — 3
y(t) = crefcost — coefsent + 5t — 1

/! T
II M 3) Risolvere il problema di Cauchy { z((i (_1; e")(1+y) .

Si tratta di una equazione a variabili separabili, per cui avremo, dopo aver posto 1+ y #= 0
ovvero y # — 1:

1
=1+4+e)(1+y) = T Y =1+ ¢”, da cui, passando alle primitive:
Y

/1+y m:/ﬁdy:/1+6xdm+k:>10g(1+y):a:+e:”+k:>
=1+y= e:c—i—ez—i—k =y = ew—keI—Hf 1.

La funzione y = — 1 che si vede essere soluzione sostituendo nell'equazione di partenza, ri-
sulta una soluzione particolare in quanto ottenuta per k — — co.

Posto poi y(0) =3 avremo 3 =e""F 1= e =4 = 14k =logd=k=logd—1
rz+e’+logd—1 1 = 4 e’ 1.

—€
e

e quindi la soluzione del problema di Cauchy y = e

II M 4) Data f(z,y) =2 +2y edata Q= {(z,y): 0< 2> +y* < 1,0 <y <z}, calco-

lare //fxy dzdy.

Vista la regione di integrazione Q = {(m,y) 0 <2+ y2 <1,0<y < x} , passando a
r = pcost

avremo:
y = osent

coordinate polari {

1

z 1
//x+2ydxdy:/4/ (ocost + 20send) - p dpdv =

/ / (cos ¥ + 2send) dp d¥ = / ( Q’ (cos ¥ + 2sen ) d) =

Wl

= / cosV + 2sen v dv =

3
63



