Compito di ANALISI MATEMATICA 2/2/2026

I M 1) Sono dati due numeri complessi z; € 23, aventi modulo pari ad 1 ed argomenti rispetti-

. om 3w .
vamente ugualia — e — . Calcolare le radici quadrate del numero z = 2} + 23 .

5 . 5 ) . ) .
Se z; :cos%—kzsen—7T = 2} = cos (3%) + ¢ sen (3%) = €0S O™ + ¢sendT =

3
2 =cosm+isent = — 1.
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SeZQZCOS—W‘FZSCH%:>Z%:COS(2'Z7T>+ZS€H(2-Z7T>:COS§+ZSGH§=>
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zgzcos—+zsen§:—z.Qulndlz:zf+z§:—1—z.
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Essendoz:—l—z:ﬁ —7—71 :\/5 coS — +zsenZ avremo:

f_ \/(cos (5—7T+k—) +zsen(—+k—)), 0<k<1dacu:

8

per k=0 : f(cos—%—zsen%r)

per k=1 : \/E(cos%—l—zs %)

I M 2) Si verifichi se la funzione f(z,y) = z |y| risulta differenziabile nel punto (0, 0).

La funzione risulta palesemente continua in (0,0), con f(0,0) =0.
Passando al calcolo del gradiente, avremo:

8—f(o,o):n f(0+h0)_f(00):11 "0 im0 —o:
h—0 h—0 h h—0
af(OO)_nm (00+h) J0.0) _ iy Ol 0.
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Quindi Vf(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
lim f(x,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:U—O,y—O)

(734) (OO) \/(w_0)2+<y_0)2
im S =0=0

(@y)=(0,0) /22 + 12

0% cos ¥ [send|

= (0 ovvero se:

= 0. Passando a coordinate polari:

= lim

0—0 0
La convergenza ¢ uniforme in quanto |g cos ) |send|| < g, ne consegue quindi che la funzio-
ne ¢ differenziabile in (0, 0).

= lir%gc0519|sem9| =0.
‘QH

f(ry2) =z eV 4+ ye™ % — ze"V =
g(z,yz) =z eV —2ye*+2ze" =0

Py = (1,1, 1), verificare che con esso si pud definire una funzione implicita x — (y, z) e di
questa si calcolino le derivate prime nel punto opportuno.

I M 3) Dato il sistema { , soddisfatto nel punto

Le funzioni f(x,y,z) e g(x,y,z) sono palesemente funzioni differenziabili. Risulta :
a(f,9) eYtr 4 ye® % — ze"Y eVt 4 e — ze"tY eV — yet T — et

Nz, y,z) e’ + ze” xe¥ — 2e” — 2ye* 4 e*

e quindi:
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nire una funzione implicita avente y € z come variabili dipendenti.

Per quanto riguarda le derivate prime avremo:
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= —2e # 0, sipuo defi-
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IM 4) Data f(z,y) = 2> — xy?*, siano u = (1,0), v = (0,1), e sia w il versore di u + v.
Sapendo che D>, f(Py) = — 1 e che D?U,w f(Py) = 0, trovare Py.

Essendo la funzione palesemente differenziabile due volte sara:
beﬂ/,f(x, y) = u-H(z,y) - v’ . Essendo Vf(z,y) = (22 — y*, — 2zy) sara poi:

_ 2 2
H(way)_H_Qy —2£U .
Essendo v+ v = (1,1) sara w = (%, %) e quindi dovra essere:
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II M 1) Risolvere il problema {Max/mgn / (9;’ y)=a"+y )
sv.idxt+y =4
Si tratta di un problema di ricerca di massimi e minimi sotto vincolo di uguaglianza.
La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, il vincolo definisce una regione
& (ellisse) che ¢ un insieme compatto, quindi per il Teorema di Weierstrass la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo assoluti.
Formiamo la funzione lagrangiana:
Az, y, ) :x2+y—)\(4x2 + 92 —4).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:



AN, =2x—8\z =0 22(1 —4X) =0 z=0 =0 T =
A;,:1—2Ay:0 ={1-29y=0 = Azziy;x y=2 uldy= -2 ¢
A= i x=0
Y= 1 —92 =YY= 21 soluzione gia trovata.
7= 4 A=1
1 1
Abbiamo due soluzioni: <0; 2; 1) e <0; —-2; — 1) .
Avendo trovato due sole soluzioni, il punto (0;2) con f(0;2) = 2 sara il punto di massimo mentre
il punto (0; — 2) con f(0; —2) = — 2 sara il punto di minimo.

11 M 2) Data f(x,y) = 2%y + xy* + 2xy, si studi la natura dei suoi punti stazionari.

Per le condizioni del I ordine si deve annullare il gradiente. Avremo quindi:
V() = (fi.f;) = (2zy + y* + 2y; 2 + 2xy + 22) per cui:
{2scy—|—y2—|—2y20 N {y(2:c—|—y+2) =

22+ 22y + 22 = 0 vz 4+2y+2)=0" Avremo quindi quattro sistemi:

x=0 r+2y+2=0 x=0 r+2y+2=0"
Dal primo la soluzione z=0 ;
y=0
dal secondo la soluzione z+2=0 =77 _2;
dal terzo la soluzione {y+ 2=0 = {x - ;
z=0 y= —2
2
. 20 +y+2=0 y= —2xr—2 rT= —3
dalquartolasoluzmne{x+2y+2:0 {w—4x—4+2—0 {y:—%.
Abbiamo quindi quattro punti stazionari: (0;0), (—2;0), (0; —2), <— ;; - ;)
. B 2y 2z + 2y + 2 )
Essendo poi H(z,y) = ‘ % + 2y + 2 9 , avremo:
H(0,0) = H 02 H = |Hy| = — 4 < 0 e quindi (0,0) ¢ un punto di sella;
H(—-2,0) = H 02 H = |Hy| = — 4 < 0 e quindi ( — 2,0) € un punto di sella;
H(0, — 2) = H ;L H |Hy| = — 4 < 0 e quindi (0, — 2) ¢ un punto di sella;
4 2 _ 4
2 2 3 Hi|= -3 <0 o 2
H(——,__): 5 i :>{ 163 4 equmdl(——;——)éunpunto
53 H‘ﬁ ~3 H| =5 —3 >0 8
di massimo.
r_
IT M 3) Risolvere il sistema differenziale lineare x/ —rty+l .
y = —3x+ 5y

¥ —r—y=
Scriviamo il sistema nella forma {

32+ — 5y =0 e quindi, in forma matriciale:



-1 -1 |1 =1
e e
:> —6D+8 0—0 5= —5.

Quindi I'equazione sara 2’ — 6x + Sx = —95.

Risolvendo I'equazione omogenea, da A?> — 6\ + 8 = 0 abbiamo :
A=3tV9-8= 3:|:\ﬂ da cui le due soluzioni A =4 e A = 2, per cui la soluzione gene-
rale dell'equazione omogenea sara z(t) = cie® + ¢y e* .

Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, visto il termine noto, do-
vremo ipotizzare una soluzione del tipo xo(t) = k.

Sara : z(t) = z((t) = 0 e quindi, andando a sostituire nella z” — 62’ + 8z = — 5 otte-

-

. 5 T . . .
niamo: 8k = — 5=k = — g © quindi la soluzione dell'equazione non omogenea sara:

z(t) = cre' + ey e —

oo ot

~

Dalla prima equazione 2’ — x — y = 1 ricaviamo y = 2’ — x — 1 e quindi:

y(t) = 4dere? + 2c9 € — crett — ¢y e + g — 1 e quindi la soluzione generale del sistema

. z(t) = cret + ¢y e — %
sara:

y(t) = 3cre® + cpe?t — % '

2

IIM4)Data Q = {(z,y) : 1 <2’ +4P <4,0 <y,0 <z}, calcolare // drdy.

2 + 12

Vista la regione di integrazione Q = {(m,y) 1<z 497 <4,0<y,0< m} , passando a

. . | x=pcos?
coordinate polari avremo:
y = osent
22 4+ y? =4

#+yP=1 Q

L
// 5 dxdy—/ / “eos ﬁsenf} ngdﬁz/Q/92005219$en19dgd19:
z? + y? o Ji
:/ (—Q ‘ cos 19sen19d19:/
o \3- I 0
7

T leostof = —T0-1y =7
=5(~geotoly = —5l0- 1l =

ME]

(%(8— ))cos219sen19d19: %/2cos219sen19d19 =
0



