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I M 2) Verificare se la funzione f(x,y) = +/2?|y| ¢ differenziabile in (0, 0).

La funzione risulta palesemente continua in (0, 0) con ( l)irr(l0 ) vz2lyl =0= £(0,0).
x,y i )

Passando al calcolo del gradiente, avremo:

af .. f(0+h,0)— f(0,0) . p?0|-0 ..~
g (0>0) = Jim h s T am0=0s
of . f(0,04+h)— (0,00 . O -0

gy 0 = fim h =hm o Timo0=0.

Quindi V£(0,0) = (0,0).
Per la differenziabilita in (0, 0) dobbiamo infine verificare se:
(z,y)—(0,0) \/(x _ 0)2 + (y . 0)2
L /T
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. lim © V0 cos? 9 [send|
0—0 0
La convergenza ¢ uniforme in quanto ‘Q cos? ¥ |sen19|‘ < o, ne consegue quindi che la fun-
zione ¢ differenziabile in (0, 0).

= 0 ovvero se:

= (. Passando a coordinate polari:

= lin}) Vocos2d [send| = 0.
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I M 3) Data l'equazione f(z,y) =€ ¥ —xz —y =1 edil punto Py = (0,0) che la soddisfa,
determinare la natura del punto stazionario che presenta la funzione implicita y = y(x) defi-
nibile con tale equazione.



Dato che f ¢ palesemente funzione differenziabile in R?, passiamo a calcolare il gradiente ed
avremo: Vf(x,y) = (Y —1; —e* ¥ —1) dacui Vf(0,0) = (0; —2).

Essendo f,(0,0) = — 2 +# 0 si puo definire implicitamente una funzione y = y(z).
o dy #1(0,0) 0
Risulta —(0) =4/ (0) = — -2~ = — — =0.
isulta 57(0) = y/(0) £1(0,0) )
Siamo quindi in presenza di un punto stazionario.
et Y —etY N 1 -1
Essendo H(z,y) = || pry puy || SArd H(0,0) = H 11 H
By 2000+ 1)
Dalla -2 = — y &)+ fyy () siha:
da? ;
d*y " L+2(-1)(0) +1(0)* _ 1
20 =9"0)= - 5 =30

Da 1”(0) > 0 ne segue che il punto stazionario in = = 0 risulta un punto di minimo.

I M 4) Data la funzione f(z,y) =z —xy+y, e dato il versore v = (cos , sen ) , sapendo
che D,f(—1, —1) = 0, determinare il valore di Dgﬂ,f( -1, —1).

Essendo la funzione palesemente differenziabile due volte sara:

Dof(x,y) = Vf(z,y)-veD;, flx,y) =v-Hz,y) v

Essendo V f(z,y) = (1 —y; —x+ 1) avremo :

D,f(-1, —1)=Vf(—1, — 1) (cosa,sena) = (2, — 2) - (cos a,sen ) = 0 per cui:

T o ..
2cosa —2sena =0 = cosa =sena = o = 7 oppure o= —- e quindi :

cosa =senq = % oppure cos = sena = — \%
Essendo H(z,y) =H(—-1, — 1) = H _01 _01 sara infine:
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2 S | IS . 0 -1 V2|
Dv,vf<_17_1)_‘ \/5 \/iH -1 0 H|_L -
V2
1
Dﬁ,vf(—l, -1)= ‘ _% _%H \?H = — 1 come prima.
V2
Max/min f(z,y) = zy
IT M 1) Risolvere il problema: - 1—-x<y
e V. y S 1 _1'2
Max/min f(z,y) = zy
Il problema si presenta nella forma { 1—-x<y che riscriviamo invece
V. y S 1 _xQ

Max/min f(z,y) = zy
nella forma: v {l—x—yg 0

' y+932—1§0



La funzione obiettivo del problema ¢ una funzione continua, i vincoli definiscono una regione
ammissibile £ che € un insieme compatto, i vincoli sono qualificati, e quindi possiamo appli-
care il Teorema di Weierstrass e le condizioni di Kuhn-Tucker. Sicuramente la funzione am-
mette valore massimo e valore minimo. Avremo:

yzl—x2:> 1—5(::1—m2:> :(32—x:sc(sc—1):0:> r=0 [z=1
y=1-=x y=1-=x y=1-z y=1 y=0"

Formiamo la funzione lagrangiana:
Az,y, M, ) =zy—M(l—z—y) — X(y+2°—1).
Applicando le condizioni del primo ordine abbiamo:

I)caso A\ =0, =0 :

AN =y=0 x=0
AN =x=0 y=20
Y
l1—xz<y = 1§O:falsa:>(0’0)¢€'
y<1-—2? 0<1
2)caso A\ # 0, =0 :
1
A;:y+)\1:0 :c:—)\l .CB—%
A/:$+)\1:O y:—)\l y:—
Y 2
y=1-z Tiu= 17 a2
22 <1 — 72
ysl-w ysl-w %gl—izvera
11 1 o
I1 punto 315 ) con A= — 3 < 0 potrebbe essere punto di minimo.
3)caso Ay =0, 2 #0 :
(N =y —2Xz =0 T = Ao T = Ao x:)\22
<A;_:c—>\2—0 L Jy=24 Lly=28 yz%l N
y=1-—2z? 203 =1— A3 3\ =1 Ao =7
l—-z<y 1—-x<y 1l—-z<y l-z<y
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I, = L Ui, = L
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\1—%§%:Vera \1+L3§§:falsa
I1 punto (%, ;) ,con Ay = % > ( potrebbe essere punto di massimo
1 2
I1 punto <_%’§> ¢E&.
4)caso A\y # 0, #0 :
AN =y+X —20x=0 A =2\ =0 x = x=1
N =xz+X—-X=0 14 XM =X =0 y = y=0
y
y:l—;pQ = T = = Al =2)\ = )\1:—2U
y=1—=x y=20 I+X =0 Ao = —1



N =z4+XA—-X=0 _Jhmh=0_ fy=1 _ =1

y:l—x2 z=0 Al = Ao A= —1"

y=1—=x y=1 A= —1 A= —1
Il punto (1,0),con A\ = —2 <0, = —1 < 0 potrebbe essere punto di minimo;
il punto (0,1),con \y = —1<0,\2 = —1 < 0 potrebbe essere punto di minimo.

Studiamo la funzione sulla frontiera della regione ammissibile.
. 1 .

Se y=1l—-z= f(z,1—z)=x—2° dacui fllz)=1-20>0=1x< 5 © quindi la

. \ 1 1 .. 1
funzione ¢ crescente per 0 < z < 3 e decrescente per 3 <z <1, per cui il punto z = 3
sarebbe punto di massimo, contraddicendo quanto visto al punto 2).

NPT 11 L ox g . T

Quindi il punto (5, 5 ) nonéne di massimo n¢ di minimo.

Sey=1-2"= f(z,1-2°) =2(1 —2°) =2 — 2" dacui:

flx)=1-32>0 =2 < 3=~ % <z < %, ovvero la funzione ¢ crescente per
O0<zx < % e decrescente per % < x < 1 per cui il punto = = % risulta punto di mas-
simo, concordemente con quanto visto al punto 3).

Il punto (1,0),con \; = —2 <0, 2 = —1 <0 poteva essere punto di minimo e questo €
confermato dallo studio sulla frontiera;

il punto (0,1),con Ay = —1<0,\2 = —1 <0 poteva essere punto di minimo e questo ¢

confermato dallo studio sulla frontiera.
In conclusione i punti (1,0) e (0,1), con f(1,0)

1 2 1 2
%’5 ,con f %’5

f(0,1) = 0 risultano i punti di minimo
2

del problema, il punto WG risulta essere il punto di massimo

del problema.

: : . y =y
II M 2) Risolvere il problema di Cauch .
) : g { y(0) =e

Si tratta di una equazione differenziale a variabili separabili. Posto y % 0 avremo:

1 1 1
~ 1y = x e passando alle primitive: /— y dx = /— dy = /:E dr+k =
Y Y )
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élogyz%%—kiy:eTH{.
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Da y(0) = e otteniamo y(0) = e” = e = k =1 e quindi la soluzione del problema di Cau-

1E2 1
chye y=ezt!,
Notiamo infine che la y = 0 ¢ una funzione che soddisfa l'equazione differenziale, ed ¢ una
soluzione particolare in quanto ottenuta per £k — — 00.

¥ =2y+t

I M 3) Risolvere il sistema di equazioni differenziali: { =2 —t

/ —
Scriviamo il sistema nella forma = 23323_;, ; © quindi, passando alla forma matricia-
le: D =2 ||lz| _| ¢ D —2()_75 —2:>
-2 D yll Tl =t —2 D |V —t D

= (D*—4)(z) = (D)(t) — 2t =1—2t.
Quindi I'equazione sara: 2"/ — 40 =1 — 2t.
Risolvendo I'equazione omogenea, da A> — 4 = 0 abbiamo A = +2 per cui la soluzione ge-
nerale dell'equazione omogenea sara z(t) = cie® 4+ cye .
Per trovare una soluzione particolare dell'equazione non omogenea, visto il termine noto, do-
vremo ipotizzare una soluzione del tipo xo(t) = at +b.
Sard : z(t) = a,zy(t) = 0 e quindi, andando a sostituire nella 2" — 4z = 1 — 2¢ ottenia-

- _ =1
mo: 0 —4at —4b=1—-2t = { : jz: 1 2 = {Z_ 2 e quindi la soluzione dell'e-

| e e

. \ — 1
quazione non omogenea sara: x(t) = cre® +cpe ™+ §t -

. . / . . 1 / . .
Dalla prima equazione =’ — 2y =t ricaviamo y = 5 (' —t) e quindi:
1
y(t) = 5 (261th —2cpe M % - t) e quindi la soluzione generale del sistema sara:

_ 2 -2t 1,
{x(t)—cle tepe 45t

] )
y(t) = cre® b—gt+ 7

— =

— C e?

II M 4) Calcolare //nydwdy,Q:{(x,y):1§x2+y2§4,y2 —z,y>x}.
Q

Vista la regione di integrazione Q = {(z,y) : 1 <2° +y* <4,y > — 2,y >z}
y = y = 75

i+y?=1 4y =4
. . r = pcost
avremo, passando a coordinate polari :
y = osent
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= )i = )i

Q
T 512 11 2
= (59 Lcos ¥ send dv = 5(32—1)005 ¥ send dv =
: :
3T
31/ 1.3 I_E((_ 33_77)_(_ 35))_§ RN S
—5( 30050%—15 cos4 cos4 =1 2\/§+2\/5 =
31 1 31
15 2 152



