COMPITO di MATEMATICA GENERALE 1/9/2026

1) Determinare 'andamento del grafico della funzione f(z) = 2¢* — 2% .

C.E.: R, la funzione ¢ continua Vx € R.

lim 2¢” — e =0-0=0" : e2* = o(e”) per z — — 00;
T——00

quindi abbiamo asintoto orizzontale sulla sinistra di equazione y = 0.

lim 2e” —e?* = (— +00—00) = — 00 : e’ =o(e) per z — +o00.
T—+00
2T — 2T
lm ——— = — 0.
T—+00 T

Non ci sono asintoti obliqui sulla destra.

f(x) =2e% —e* =% (2—e%) > Opere® < 2=z <log2; f(log2) = 0; f(0) =1.

Fl(x) = 26" — 22" =2e" (1 —€”) >0 per e <1= 2 <0.

La funzione ¢ crescente per x < 0, decrescente per 0 < x .

Quindi in z = 0 abbiamo un punto di massimo, con f(0) =1.

Da f'(z) = 2¢* — 2¢** avremo poi :

F(x) = 26" —4e** = 2% . (1 —2e%) > 0= ¥ < % =z < log% = —log2.

.. \ . 1 . 1
Quindi f(x) ¢ funzione convessa per = < log 50 ¢ funzione concava per = > log 3

Nel punto F': x = log % ,con f (log %) = % , abbiamo un punto di flesso.

1\ 5 logd  2logl o 1 jogl . 1 3
f(logz)—Qe 2 —e" 082 =2 5 ¢ 1=1 1= 1
Grafico:
log 1 log 2
2) Determinare il valore dei seguenti limiti:
Cet et ) xr —senx \7
lim ——; lim (7) .
a—0 3z z—+00 \2T — COS T
e et e 2 11 2 1 2 1 1
a) lim ——— = lim e —=1l--=1l-2==-—=-=—.
=0  3x a—0 2 3 x 3 3 3 3 3 3
.oet—1
da lim =1.
z—0 T "
— sen z z 1
b) lim (u) — lim (i) — lim (=) =0t
a—+00\ 22 — COS T z—+00\ 22 a—+00 \ 2

in quanto senz = o(z) e cosx = o(2z) per x — + 00.



T —3

T +2
zione f(g(x)), nonch¢ l'espressione della sua funzione inversa.

3) Date le funzioni f(x) = e g(x) = e*, determinare dove risulti invertibile la fun-

xr

Sara f(g(z)) = F(z) = ¢ 2 funzione definita e continua Vz € R.

el’
DaF(x):e, :>F'(x):€(e+) 62(6 ) _ ‘ 5 >0,VreR
e’ + 2 (e +2) (e +2)
e quindi funzione continua e strettamente crescente e quindi invertibile su tutto R.
e® —3 , , . 2y+3
Da F(x) = =y=e"—3=¢" 2u=¢e"(1—y)=2y+3=¢e"=——— =
a F(x) yg YT e'y+2y=e"(1-y)=2y+ =1
2y +3 T _ 2z +3
=z = log 1y + e quindi l'inversa : F'~!(z) = log f + .

4) Sapendo che la retta di equazione y = 3x + k risulta tangente al grafico della parabola di
equazione f(z) = 22 + = + 1, determinare il valore z del punto di tangenza ed il valore del
parametro k.

Vista l'equazione della retta y = 3z 4+ k e quindi il suo coefficiente angolare m = 3, per de-
terminare il valore z( del punto di tangenza dobbiamo vedere dove la derivata della funzione
risulta uguale a 3 per cui, da f(z) = 2+ + 1 segue f'(z) =2z + 1 e posto 2z +1 =3
otteniamo 2x = 2 = xy = 1. Per determinare il valore del parametro £ dovremo imporre che
nel punto zy = 1 la parabola e la retta assumano lo stesso valore per cui;
f)=1+141=y(1)=34+k=3=3+k=k=0.

Quindi la retta tangente avra equazione y = 3z .

2e”

dz .

1
5) Calcolare /
0 1

e.CC

1 2 ex 1 ex
Dato che / dr =2 / dz, vediamo che il numeratore e ¢ la derivata del
o 1+et o0 1+et

denominatore 1+ e*, e questo porta alla derivata di una funzione del tipo log f(z), per cui,
determinata una primitiva (¢ = 0), avremo:
1 T
2/ O de=2(log (1 +¢")[ = 2(log (1 +¢) — log (1 + 1)) =
0

1+ e”

2
=2(log (1 +e) — log2) :210g<1;e) :10g(1;e> :

6) Analizzare la natura dei punti stazionari della funzione f(zx,y) = 2%y — 2zy + 1>.

Per le condizioni del I ordine si deve annullare il gradiente. Avremo quindi:
Vi(zy) = (fi.f;) = (2zy — 2y;2° — 2z + 2y) per cui:

20y — 2y =10 N 2y(x—1)=0

2?2 — 22 +2y =10 22— 22 +2y =0
= {:1:2—2:5::1:(:5—2):() :>{y20 U{y:O ed inoltre

r=1 N r=1 N r=1
1—-2+2y=0 2y =1 y=3"



Abbiamo quindi tre punti stazionari: (0, 0), (2,0) e (1, 1) .

. B 2y 20 — 2 )

Essendo poi H(z,y) = 95 — 9 5 , avremo:

H(0,0) = H _02 _22 H = |Hy| = — 4 < 0 per cui (0,0) € un punto di sella;

H(2,0) = H g ; H = |Hy| = — 4 < 0 per cui (2,0) & un punto di sella;

1y |1 0 H;|=1>0 1\ s o

H(1,§) HO 2” = {\Hz\ _5_( Pereui (1, 3) € un punto di minimo.
2 1 -1 1

7) Data la matrice A= (|1 m 1 ed il vettore X = || 2|, si determinino i valori dei
2 0 k 1

parametri m ¢ k per i quali il vettore Yy = A - X risulta parallelo al vettore Y; = (3,4,3) e
si determini poi la relazione che deve sussistere tra m e k affinche il vettore Yy = A - X r1i-
sulti invece perpendicolare allo stesso vettore Y, = (3,4, 3).

Risulta:
2 1 -1 1 24+2—-1 3
Yo=A -X=1|1 m 1 [[-{|2||=||142m+1||=|2m+2],
2 0 k 1 24+0+k 24k

e quindi Yy = A - X risulta parallelo al vettore Y; = (3,4,3) se

3 2 2 24k
S_mts 2+ che risulta banalmente soddisfattaper m =1¢e k= 1.

3 4 3
Per avere Yy = A - X perpendicolare al vettore Y, = (3,4, 3) dovra risultare:

1
(3,2m+2,24+k)-(3,4,3)=94+8m+84+6+3k=0=>k= — §(23+8m).

8) Sia f(x) una funzione definita, continua, derivabile due volte e convessa Vz € R. Cosa
possiamo dedurre circa la convessita per la funzione F'(z) = el @ _ g9

Convessita e concavita per una funzione derivabile due volte si determinano mediante il
segno della derivata seconda, per cui:

Fiz)=el® o Fla)=e/@ . ) - 1=

= F'(z) = e/ (f/(2)) + /) (@) = F'(2) = /O (£ (@) + ()]
Dato che f(x) & una funzione convessa risulta f”(z) > 0 e quindi F"(x) > 0, ovvero anche
la funzione F(z) = /@) _ 2 risulta una funzione convessa.

9) Date le quattro proposizioni A, B, C e ID si costruisca la tavola di verita della proposizione:
[(A=nonC)e (B =D)] < (BoD) sapendo che la proposizione B ¢ sempre falsa mentre

la proposizione C ¢ sempre vera.

Costruita la tavola di verita con le sole righe dove B ¢ falsa mentre C ¢ vera:



A|B|C|D [nonC|P:A=nonC|Py:B=D | PieP; |P;:BoD |[PieP]<Ps
1 0 1 1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1 0 0 1
01011 0 1 ] 1 1 1
0l0]1]o0 0 1 1 1 0 0

risulta che la proposizione [(A = nonC)e (B = D)] < (BoD) ¢ vera in seconda e terza
riga.

10) Determinare dove risulta crescente e dove decrescente la funzione f(x) = z?log? x, de-
terminando anche gli eventuali punti di massimo e di minimo.

Crescenza e decrescenza per una funzione derivabile si determinano mediante il segno della
derivata prima, per cui:

Da f(x) = 2%log’z = f'(z) = 2zlog’z + 2° - 2log x - 1_ 2z log? x + 2z logxr =
X

() =2zlogx (logx +1).
Dato che per il Campo di esistenza risulta > 0, sara f'(x) > 0 per logz - (logz +1) > 0

log x>0 r>1 z>1
per cui < = < = < L€ quindi:

logz+1>0 logx>—1 r>
0 (+) « (=) ' (4)
— — — [+ ++
— — |+ ++ | +++

. 1 1
la funzione ¢ crescente per 0 < x < — eper 1 < x, decrescente per — < x < 1.
e e

1 1

In z = — abbiamo un punto di massimo, con f <é> = —,In z =1 abbiamo un punto di
e e

minimo, con f(1)=0.



