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Compito G 1

1) PRIMO METODO - CON IL RAGIONAMENTO LOGICO: sela proposizione
(p=r) = qéfdsa p=r everaeq efasa veniamo oraalla proposizione
-(p <), seessaeverg p < r efasa, quindi p e r non possono essere entrambe
vere oppure entrambe false, mase p = r € verane consegue che p éfasaer évera
Riassumendo, sotto leipotesi poste risulta che p e ¢ sono false, mentre r € vera.
SECONDO METODO - CON LA TAVOLA DI VERITA:

p g r p=r (p=>r)=q p&r -(per)
Vv V.V VvV 1%

Vv V. F F 1%

Vv FV V F 1% F
Vv F F F 1%

FVV V 1%

FV F V 1%

F FV V F F 1%
F F F V F 1% F

Consideriamo nellatavoladi veritasolo lerighe dove (p = r) = ¢ efasa, come

evidenziato in grassetto, I'unico caso in cui sono verificate le ipotesi poste € quelloin

cui p eg sonofalseer evera
NA={reRr?*<3x}={reRr?’-3r<0}={reRz(z-3)<0}=

{reR:0<2<3}=][0,3],C(B) =] —00,1[U[3m, +0[,C =AUC(B) =
[0,3] U (] — o0, 1[U 37, +o0[) =] — 00,3 U [3m, + oo. §(C) = {3, 3~}.
L'insieme C' e unione di due intervali chiusi, quindi € un insieme chiuso.
. 3z + 8 . 8
3)  lim__ 5 = zgmm3+ﬁ =3+ (—0)=3.
32248 . 8 N
VERIFICA: Ve > 0, posto ‘ 5 — 3‘ < €S ottiene ‘—2‘ < echeeequivaentea
T T

8 8 8 8 .
2> o< —\/jv:c>\/j;datoche:z:tendea—oo, b = —\/jedll
€ € € €

limite e verificato.

2 limo 1 — cos(arcsen x) 2
Tr —

1 — cos(arcsenz) arcsenz

= lim 5 5 Sxr =
z—0 arcsen‘x x

110—0
5 = 0.

. —3x 4r . r o _

5)C.E:2>—1#0=2>#1=2# £1;
C.E.=]—o00, —1[U]—=1,1[U]1, + oo].
(—2)= -~ — % _y(z). Funzione dispari (smmefrica
Y (_w)Q_l 72— 1
rispetto all'origine degli assi) la studiamo solo per = € [0, 1[ U |1, + oo ed operiamo
per smmetria.

Segno ed intersezioni congli assi: y > 0se —

x
>0 & <0 =
2 —1 2 -1



2’ —1<0 = 2* <1, verificataper 0 < z < 1. Funzione positivain 0, 1],
negativain |1, + oo[; unico punto di intersezione con gli assi O(0, 0).
Limiti agli estremi del C'.E.:

. 1 . .
Ihj%i_ 932:6—1 = — ((——:Oi)) = Foo; AV di equazionez = 1.
. . 1 .
lim — 29@ = lim - Ll = - =0;AOr di
LN LN o R

equazioney = 0.
1-(z2=1)—2-2 1+ 22
Crescenza e decrescenza. 4/ = — (@ ) ;C T_ e 5.y >0,
(22 — 1) (22 —1)

Vz € [0,1[U]1, 4+ oo|. Funzione strettamente crescentein [0, 1[ U |1, + oo.
Concavita e convessita: la stretta monotonia crescente insieme al'esistenzadei due
asintoti ed all'assenza di punti di flesso di ascissa positiva portano a concludere che la
funzione & convessain [0, 1| econcavain |1, + oo[, unico punto di flesso O(0, 0).
Grafico (inrosso i due asintoti verticali, in verde |'asintoto orizzontale):
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7) PRIMO METODO - CON IL CALCOLO DELLE DERIVATE: I'equazione dellaretta

tangente a grafico dellafunzione nel punto xzp =0¢& y — f(0) = f/(0) - x ovvero
y = f(0)-z+ f(0). Sequestadeve essereugualeadlay = — 3z si ottiene

i(1+tg”
6) 3( i gx) dr = (log|1+tgx|)
E

facilmente f(0) = 0e f'(0 ) = —3. Veniamo oraallafunzioneg( )k
9(0) = — f(5- f(0) = ( 0) = = 0, per laderivatarisulta
g@) = —f fl2)- ( () = ( f(@)) - f'(x) dacui

g(0) = —1- (L f(0) -f’(O) —%-(f’(O))2: -3

SECONDO METODO - CON IL POLINOMIO DI MC LAURIN: se laretta tangente
dlafunzione nel punto zy = 0 haequazioney = — 3z, f(z) = — 3x + o(x), da
questauguaglianzasi ottiene f(0) = —3-04+0(0) =0e f'(0) = — 3; per lag
risultag(z) = — f(5- f(z)) = — F(3 - (=3z+0(x))) =



—f(=3z+0() = - (-3(-3z+0(®) +o( - 3z +o0(z))) =
— (3z+o(z)) = — Jx + o(z), dacui facilmente g(0) = 0 e¢'(0) = — 3.
8) Per primacosacacoliamo il gradiente dellafunzione: V f = (22 — 2, 2ay + 8);
o oo 20 —2=0 :
posto Vf = (0,0) s ottieneil sstema{ 200+ 8 = 0 che ha come soluzione

{ ;3 : 1_ 4o se l'unico punto critico dellafunzione ha coordinate (1, — 1) deve
necessariamente essere o = 4. Per studiare la natura del punto critico calcoliamo la
matrice Hessiana dellafunzione: H f = {(2) 2004] = {g g] con|Hf|=16>0e
7. =2>0.(1, — 1) éperlafunzione f un punto di minimo.

Compito G2

1) PRIMO METODO - CON IL RAGIONAMENTO LOGICO: se la proposizione
(p=q) = réfdsa p= g éveraer efasa veniamo oraalla proposizione
—(p < q), seessaevera, p < g efasa quindi p e ¢ non possono essere entrambe
vere oppure entrambe false, mase p = ¢ € verane consegue che p éfasae g évera
Riassumendo, sotto le ipotesi poste risulta che p e r sono false, mentre g é vera.
SECONDO METODO - CON LA TAVOLA DI VERITA:

p q v p=>q p=q=>r psq ~(peq)
Vv V.V OV 1%

Vv V F V F 1% F
Vv F V F 1%

Vv F F F 1%

FVV V 1%

F V F V F F v
F FV V 1%

F F F V F 1% F

Consideriamo nellatavoladi veritasolo lerighe dove (p = ¢) = r efasa, come
evidenziato in grassetto, I'unico caso in cui sono verificate le ipotesi poste € quelloin
cui p er sono faseeq evera

NA={reRr*< -3z}={reRa*+32<0}={recRz(z+3)<0} =
{reR: —3<x<0}=[-3,0,C(A) =] — 00, —3[U]0, 4+ o0,
C=CANB=(]—o00, =3[U]0, +ox[)N] —¢,3[=]0,3[. 6(C) ={0,3}.
L'insieme C' e un intervallo aperto.

. x* =5 .1 5 1 1
Dol o = e My 52 =5 (20 = 5
r° =5

VERIFICA: Ve > 0, posto ‘ 5
xr

5 5 5 5 )
ar’>_— & o< —4/—Vazr>,/—;daochertendea + oo, 6. =/ — edil
2¢ 2¢ 2e 2e

limite e verificato.
1) lim sen(l — cosx) — lim sen(l —cosz) 1—cosw _ 1.1 _ 1
r—0 212 z—0 1—cosx 22 4 4

N xT —zT . T 1 !
Iizmm23"—32' = lim 38 —(§> =(—=0)—(— 4+00)= —o0.

1 —_ 5 .
— —‘ < €S ottiene ‘—‘ < eche eequivaente
2 212




5 C.E.9—22#0=2>#9=x# +3;
C.E.=]—o00, —3[U]—3,3[U]3, + o0l.
3-(—=x) 3z . . .
2= — = = — .F d et
y(—x) 0 (— a2 0.2 y(z) . Funzione dispari (Ssmmetrica
rispetto all'origine degli assi) la studiamo solo per = € [0, 3[ U |3, + oo ed operiamo
per smmetria.

. . . 3z
Segno ed intersezioni congli assi: y > 0 se —ﬁ>0 & 5
— T — X

9—2° <0 = 2*>9,veificataper z > 3. Funzione positivain |3, + oo,
negativain ]0, 3[; unico punto di intersezione con gli assi O(0, 0).
Limiti agli estremi del C'. E.:

: 3z (—9) _ : : B
zlin%i_ 2 (S0 + oo; AV di equazione x = 3.

P A R T
r= oo 9—g? it (] —x) (— —o0)
equazioney = 0.

. _ p2) _ (=2 2 2
Crescenza e decrescenza: ' = _3-0=) 3:62( x): —7+—3x2.
(9 — x2) (9 — x2)

y' <0, Vz € [0,3[U]3, 4+ oo[. Funzione strettamente decrescente in

[0,3[U]3, 4+ o0f.

Concavita e convessita: |a stretta monotonia decrescente insieme al'esistenza dei due
asintoti ed all'assenza di punti di flesso di ascissa positiva portano a concludere che la
funzione & concavain [0, 3[ e convessain |3, + ool.

Grafico (inrosso i due asintoti verticali, in verde I'asintoto orizzontale):

grafico funzione
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6) / (1+ti w) dz = (log|tg:c|)T = (log|tgg|) — (l0g|tg£|) _
(log \/) (log1) (log f)

7) PRIMO METODO - CON IL CALCOLO DELLE DERIVATE: I'equazione dellaretta
tangente a grafico dellafunzione nel punto xzy =0€& y — f(0) = f/(0) - x ovvero
y = f(0)-z+ f(0). Sequestadeve essere uguale alay = z s ottiene facilmente
f(0) =0e f'(0) = 1. Veniamo oraalafunzione g(z):
g9(0) = f(f(7-0)) = f(f(0)) = f(0) = 0, per laderivatarisulta




g(@) = f(f(Tx)) - f'(Tx) - 7 =7 f'(f(72)) - f/(Tx) dacui

gO)=7-f(F(T-0) - f(7-0)=7-(f(0)*=T7.

SECONDO METODO - CON IL POLINOMIO DI MC LAURIN: selarettatangente

alafunzione nel punto 2, = 0 haequazioney = z, f(z) = = + o(x), daquesta

uguaglianzasi ottiene f(0) = 0+ 0(0) = 0 e f/(0) = 1; per lag risulta

g(x) = f(f(7z)) = f(Tz +o(Tx))) = f(Tz 4 o(z)) =

7r + o(x) + o(7Tx + o(x)) = Tx + o(z), dacui facilmente g(0) = 0 eg'(0) = 7.
8) Per primacosacacoliamo il gradiente dellafunzione: V f = (2ax — 6,2y + 8);

2c —6 =10

posto Vf = (0,0) s ottieneil sstema{ 2% +8=0 che ha come soluzione

y= —4
necessariamente essere « = — 1. Per studiare la natura del punto critico calcoliamo
2¢ O} - [—2 0

{ z =3/a , se l'unico punto critico dellafunzione ha coordinate ( — 3, — 4) deve

0 2 0 8
|Hf| = — 16. (— 3, — 4) éperlafunzione f un punto di sella

lamatrice Hessiana dellafunzione: H f = [ } con

Compito G3

1) Per lacoppiadi insiemi A e B e sufficiente considerare un intervallo I e scegliere A
Qo _
uguaedl'internodi I, A = I, eB uguaealachiusuradi 7, B = I. Con tale scelta
risultaA #Bed(AUB) =6(ANB) = 6(I). Altracoppiadi insiemi A eB che
rispetti leipotesi poste e quellain cui A eB sonoinsiemi nonvuoticon AUB =R e
Aﬁ]B%—@ inquestocasoA;é]B%eé(AU]B%) =6(ANB) = 0.

2) g(f(z)) = Vat + 2 — 322 —\/ )2+2—3a:2:\/(f(:c))2+2—3~f( ), d
cui seguebanalmenteg =+vx2+2—-3z. f(g (\/332 )
( 332+2—3x)2.

3)  lim ' =102 425 = lim (> =5)" = (= +00)° = + o0,

r— 4+ o0

VERIFICA: Ve > 0, posto (2> —5)° > esi ottiene 27 < 5 — \/eV2? > 5+ /e.
Dato che z diverge positivamente, consideriamo solo la disequazione a destra, che &

verificataper © < —1/5++/e Vo > 1/5+ /e; ancoraper ladivergenzadi z a

+ 00 i ottiene 6. = /5 + /e edil limite & verificato.

esean -1 656”2”—1 X sen’z B ( _ 1) . ( _ 1)

_ . sen’xz T2 _ _
4 xllol— CoSt :z:lZ—T»no 1-cose (—1) 2
o3 —z—1 /3 —x—l \/ —x+1
lim —— = lim —
r—2 x-—2 r—2 x-—2 «/ 3—r+1
3—x—1 2 1
ltm T = lim — :c% = 35

x_’2(x—2)(\/3—x+1) T2 (33742)(\/3—56—1—1)
5)C.E. = R.

y(—z) = (—x)* -7 =22 . ¢!'** che haespressione diversasiaday(z) che

da — y(x). Funzione né pari né dispari.



Segno ed intersezioni con gli assi: y > 0, Vz € R, in quanto prodotto fra un quadrato
ed unaesponenzidle. y = 0 sez? - ¢! =% = 0 = z = 0; unicaintersezione con gli assi
nel punto O(0, 0).

Limiti agli estremi del C.E.:

Lhm_ a?-e'™ = (= +00)- (= +00) = +00;

. z? el . 1
Iim — = lim_z-e"" =(— —00)-(— +00)= —ox;
r— — 00 ¢ r— — 00
. ‘ . x? .
lim 2*-e™" = lim —— =0;inquantoz? = o(e* ') perz — + oo;
T — + 00 x — +ooer—l

asintoto orizzontal e destro di equazione y = 0.
Crescenzaedecrescenza: y' =2z -e' "+ 2% e (—1)= (22 —2%) -e' .
Yy >0se2r—22 >0« 22— 22 <0,veraper 0 < z < 2. Funzione strettamente
monotona crescentein [0, 2], strettamente monotona decrescentein | — oo, 0] ein
[2, + oo[; minimo assoluto pari a0 nel punto zy = 0, massimo relativo pari a
y(2) = 4e~! nel punto z,; = 2.
Concavitaeconvessita y” = (2—2xz)-e' "+ 2z —2%) ! (- 1) =
(22 —4x+2)-e".y" >0, se 2* — 4z +2 > 0, disequazione di secondo grado;

4.8

calcoliamoil discriminante A = (—4)> —4-2=8> 0,215 = 5

44242 . . .
T\/ =2+ ﬁ disequazione verificatase x < 2 — \/5\/ *>24 ﬁ
Funzione strettamente convessain | — oo, 2 — /2] ein [2 + /2, + o], strettamente

concavain [2 — V2,2 + \/5]. Punti di flesso F} (2— \/§,y(2 — ﬁ)) e
B(2+v2,y(2+V2)).

Grafico (in verde I'asintoto orizzontale):

grafico funzione
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6) La primitiva della funzione integranda puo essere determinata in tre modi diversi, per
integrazione diretta, tramite I'integrazione per parti oppure con l'integrale per
sostituzione, vediamo nel dettaglio ognuno dei tre distinti casi:

| MODO - INTEGRAZIONE DIRETTA:

/(3_x)\/5dx _ /(3\/5_¢E)dx = 2V/as — 2V 4 ks

1 MODO - INTEGRAZIONE PER PARTI:



/(3—x)ﬁda; - (3—:@-(%@) —/(—1)-(2\/5) dz =
2/t = St [(BV ) do = 2/t = SV V-
2\/5—2\/;+k;

1l MODO - INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE:
posto \/z = t si ottinex = t? dacui dz = 2tdt quindi: /(3 —z)\/rdr =

/(3—t2)-t - 2tdt = /(6t2—2t4)dt = 2t3—§t5+k =

2
2V 13 — 5\/x5—|—k:;
come si puo notare il risultato finale e necessariamente uguale, indipendentemente
dal metodo di integrazione usato. Veniamo ora all'integrale definito:

[6-a)yrar = (2 - 2es) = ov/or - 2y =
6[—%[2%\/5.

Y)M-N:[l k}[g 2]:{:2 22],%1\41-1\1:[_11 _ll]allora

k1
ko k? -1 1 :
[kQ k] :[ 1 _Jdacwk’:—l.
R
8 = (Y +w) ——————;
) fo= (" +w)- e

yz

_ 2 .
fZ:_2y‘ x3+y2z3+(y +w). /x3—|—y2z3'

3 2,2
fim () g fo= Va2

Compito G4

1) PRIMO METODO - CON IL RAGIONAMENTO LOGICO: sela proposizione
(p<q) = —réfdsa p < g éverae—r efasaquindi r evera, veniamo oraala
proposizione —~(r = p), seessaefasa, r = p évera, quindi p éveradato cher e
vera, mase p < ¢ e verane consegue che g é vera (per laveritadi p). Riassumendo,
sotto leipotesi poste risulta che le tre proposizioni semplici sono tutte vere.

SECONDO METODO - CON LA TAVOLA DI VERITA:



p q¢ 1 peq (peq=-r r=p —(r=Dp
VvV VvV V F 1% F
Vv V F V 1%

Vv F V F 1%

Vv F F F 1%

F V V F 1%

F V F F 1%

F F V V F F 1%
F F F V 1%

Consideriamo nellatavoladi veritasolo lerighe dove (p < ¢) = —r éfasa come
evidenziato in grassetto, I'unico caso in cui sono verificate le ipotesi poste € quelloin
Cui p, g €r Sono vere.

NA={zeRa?>3}={zecRr< —\/3Vzr>3}=
] — 00, —/3[U]V3, +0[,D=(ANB)UC =
((]—oo, —V3lUV3, —I—oo[) N[, +oo[) U{-2 -1,0,1,2} =
V3, +oo[U{ -2, -1,0,1,2} ={—2, —1,0,1} U]\/3, + 0.
§(D)={—-2, —1,0,1,1/3}. L'insieme D & né aperto né chiuso.

3) xii@m1+6x+9x2 = xiingm(1+3x)2 = (— —) = + .
VERIFICA: Ve > 0, posto (1 + 3z)® > esi ottiene
3z < —1—+/eV3z > /e~ 1.Dato chex diverge negativamente, consideriamo

: : - N + € .
solo ladisequazione asinistra, che é verificataper x < — 3\/ dacui

1+ /€ e s
b = — 3\/ ed il limite e verificato.

1) lim log(1 — sen(2x?)) — im log(1 — sen(2z?)) ' sen(2z?) 9=
z—0 x? z—0 sen(2x?) 222
(= -1 (—=1)-2= —-2.
23x _ 32$ ] {r _ g7 . . .
:E4}’1,’Tn+00331:—_1_32$ _zalwﬂooﬂl‘—w'perx_) +OO”SJIta8 —0(9)e
23:1; _ 321 . 9%

9% = o(27") quindi x—l}T—rIL—oow = x—l}@oo Y -

lim — (—) =0.
r— + 00 3

5)C.E.: 2+ senx >0 = senxz > — 2,veraVz € [0, 27]; D = [0, 27].
Segno ed intersezioni con gli assi: y > 0 se log(2 + senz) > 0 =
2+ senx > 1 = senxz > —1,veraVz € [0, 2x]. Funzione non negativa nel suo

dominio. y = 0 se log(2 + senz) = 0 che é soddisfattanel punto = = gw, unica

. . . 3
intersezione con |'asse delle ascisse nel punto A(§7r, 0) , 4(0) =log?2.

Lafunzione é continuain tutto il suo dominio limitato e chiuso in quanto

combinazione di funzioni continue, quindi i limiti non sono necessari.

p 1 COST ,
Crescenzaedecrescenza: §y = ——— -cosx = ——— .y >0, S
2 + senx 2+ senx

1 ) .
cosz >0 =0<z< 57?\/ §7r < x < 27 . Funzione strettamente crescente in

1 .13 .ol 3 . .
[0, 5%} ein bw, 27@ , Strettamente decrescente in bw, §7r} ; punto di massimo



1 . 1 o 3
assoluto = = oLk di ordinata y o™= log 3, punto di minimo assoluto = = 3™

di ordinata y(%w) =0.

Concavitae convessitic o — 5S¢ (24 senx) — cosx - cosx
CS y = D) =
(2 + senz)

142 1
—Leni.y”>0,se1+2semc<0:> senr < — = =
(2 4 senzx) 2
7

11 _ 71
o7 < < - . Funzione strettamente convessain [Ew, Ew] , strettamente

. . 11 .
concavain [O’gﬂ ein [EW’ 27} . Punti di flesso Fl(gw, log§> e

2
11 3
F2 (Eﬂ', lOg 5) .

Grdfico:

grafico funzione
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6) / (cosm . (1 + sean)) dr = / (1 + sean) dsenx =
0 0
LI SN S
SENT —Sen " xr = - = —.
3 0 33
7) Il coefficiente angolare della retta tangente € la derivata della funzione nel punto, in
. 1 . .
guesto caso iy = 2z quindi zp = — 0 ; lagenerica equazione della retta tangente
. .
nel punto ey — y(zo) = y'(zo)(z — x¢), Nel caso specifico y(xy) = oo ©
1 1 1 1
! = — —.Larettarichiestahaquindi equazioney — — = — — —
y'(@o) 5 quindi &4 Y~ o0 5 <x+ 10>
1 1
che puo essereriscrittacomey = — —x — —.
P Y 577 100
8) Vf:( ;7 gj? ;7 w):
fi= 32’2 ; = — V3%

fl=a%+3eV % —w* - logw; = —aw .



