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5 febbraio 2024
Compito F'1
1) (6 punti) Siano dati gli intervalli Z; = [ — 2,4] e Z, = ]e, + oo. Determinare
I'intervallo Z; tale per cui Z; UZ3 = | — e, 4] e Zy N I3 = |e, 3[. Dopo aver

determinato I'intervallo Z;, calcolare l'insieme C(Z; N Z, N Z3). (Con C(X)
indichiamo I'insieme complementare dell'insieme X).

1)DaZy UZ; =] —e, 4] siottieneInf(Z3) = —e, —e ¢ I3e —2 < Sup(Z3) <4
daZ, NZ3 = ]e, 3] s ottiene Sup(Z3) = 3e3 ¢ Zs, quindi Zs = | — e, 3].
LTNLNIy3=[-2,4nN]le, +oo[N]—e,3[=]e,3[;
C(iNZyNZ;) =C(le,3]) =] — 00,€e] U [3, + ool

2) (7 punti) Siadatalafunzione f(x) = ¢* !, sainoltre f(g(z)) = 3z — 4.
Determinare |e espressioni delle funzioni: g(z ) g(f(x)).
2) Da f(z) = €*~! s ottiene f(g(x)) = e* @' posto @1 =3z — 4 s ha

3g(x) — 1 =1log(3x — 4),dacui g(x) = L+ logé3x 4 :
o 631 1 _
o(f (@) = ge1) = LHIOBETZ ),

3) (7 punti) Siano dati gli insiemi A = {z e R:z <2} e
B = {z € R:9 < 3?1 < 81}. Determinare I'insieme frontieradell'unionefra 4 e
B, 6(A U B); el'insieme derivato dell'intersezionefra A e B, D(A N B). Gli insiemi
AU B e AN B sono aperti, chiusi o né aperti né chiusi?

33 B={zeR:9<3¥ <81} ={zeR:3F <3 <3} =
{reR2<2z—-1<4}={zeR<az< i}
AUB= {xeRx<2}U{a:eR: <z<3l={zeRuz< i} inseme
aperto; 5(AU B) = {3}.
ANB= {wG]R:L'SQ}ﬂ{aJER: <z <3}={reR 3 <x<2} indeme
né aperto né chiuso; D(ANB) = {z e R: 5 <z < 2}.

NI

NI

. . N 1—/1+z 3\
4 nt I ti limiti: lim ———; ) 1 .
) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti xlfgno p— ’x—l?”l“oo( +2+x)
3
1 — 3 /—1 14+z—1 1 1

4) lim —— V2T iy :—(_>3):——.

zr—0 senz r—0 seE (—1) 3

[l limite proposto pud essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

A : 1—+/1 0 _— .
L'Hopital, infatti  lim R (=0) FI. Applichiamo il Teorema:
r—0 senx (—0)
_ 1
1 — 3/1 3.3/ (142)2 1 1
lim—”glim (o) :(_> 3):——.
z—0 senx r—0 cosx (—1) 3
3 24z
. 3

:E—Z>W—r&§oo<1+2—|—;c> - c

5) (10 punti) Determinare I'andamento del grafico dellafunzione di equazione
1 —
y = —— . (Non erichiesto il calcolo elo studio della derivata seconda, la
X

funzione non presenta punti di flesso)
5)C.E.:.x+#0,C.E.=]—00,0[U]0, 4 o0l.



2 2
Eventuai smmetrie: y( — z) = % I xx = — y(x). Funzione
dispari (simmetricarispetto all'origine degli assi) la studiamo solo per x € |0, + oo
ed operiamo per smmetria.
Segno ed intersezioni congli assi: sex > 0,y > 0 seesolo se
1—22>0=2°><1=0< 2z < 1. Funzione positivain ]0, 1[, negativain
]1, + ool ; unico punto di intersezione con I'asse positivo delle ascisse A(1,0).
Limiti agli estremi del C'.E.:
1—a? (—1)

lim = = + o0; AsV di equazionez = 0.
r—0" T (—0t) <
l 1—2? _ 1 — (=0 B
A = i 2= = (20 = (= 4oo) = —oo
1—a?
lim Y= lim —= = lim — —1=—1;
r— 400 g r— 400 g x— + 00 g2
. . 1 2 1 .
lim y+z= 1lim T 4r = lim - =0:AsObDzdi
r— 4+ 00 r— 4+ 00 €T T — +00
equazioney = — x.
—2r -z —(1—22)-1 1+ 22
Crescenza e decrescenza: ' = T g )l _ +2:): .y <0,
x x

Vz > 0. Funzione strettamente decrescente in |0, + oo.

Concavita e convessita: la presenza dei due asintoti, insieme alla stretta decrescenzae
al'assenza di punti di flesso, implicano che lafunzione é strettamente convessain

10, + ool.

Grafico (in rosso I'asintoto verticale, in giallo quello obliquo):

grafico funzione
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6) (8 punti) Determinare il valore del parametro positivo & per il quale risultaverificata

2k
Iaseguenteuguaglianza/ z? da::/ zdr.
0 0

2k 1 ,\* 8 k 1,\" 1
6) / ?de = | -2 = —k3; / rdr = [ -2®) = -k*.Posto
0 37 ), 3 ) 2" ), " 2

8 1 N . . - 3
§k3 = 51{:2 S ottiene come unica soluzione positiva k = o



3 0 -1
7) (6 punti) Siadatalamatrice A = [3 0 2

3 2 1

h—k
, il vettore X = h eil
3k

-9
vettoreY = ( 15 ) . Per quali valori dei parametri h e k risulta verificata
)

l'uguaglianza A - X = Y?

3 0 -1 h—k 3h — 6k
NA-X=|-3 0 2 |- h =| —3h+9k |;con
3 2 1 3k 5h

3h — 6k -9
—3h+9k | = 15 risultah =1 ek = 2.

5h )

8) (8 punti) Determinare I'espressione del piano tangente alla superficie di equazione
z = sen(6x + y) + 2y nel punto di coordinate P (0, 0).

Y

z2(P)=0,Vz = (cos(6x +vy)-6,cos(6x +y)+2), Vz(P) = (6,3). Equazione
del piano tangente: z = 6x + 3y, oppure 6 + 3y — z = 0.

8) Il piano tangente alla superficie haeguazione z — z(P) = Vz(P) - <x>

Compito [F 2

1) (6 punti) Siano dati gli intervali Z; = [2,27] e Z, = |6, 20[. Determinare l'intervallo
T taleper cui 7y N Z3 = |, 2n] € Z, U Z3 = |, 25]. Dopo aver determinato
I'intervallo Z;, calcolarel'insieme C(Z; U Z, U Z3). (Con C(X) indichiamo I'insieme
complementare dell'insieme X).

1) DaZ; NZ3 = |, 2] s ottiene Inf(Z3) = m, m ¢ I3 e Sup(Z3) < 2m; da
T, UZ3 = |m,25] s ottiene Sup(Z3) = 25 €25 € I3, quindi Z; = |, 25].

TyUT, Uy = [2,27] U]6,20[ U], 25] = [2,25];
C(ZyuZyUTI;) =C([2,25]) =] — 00,2[U]25, + o0l.
2) (7 punti) Siadatalafunzione f(z) = 2!, sainoltre f(g(z))

= — . Determinare
le espressioni delle funzioni: g(x) e g(2z — 1).
2) Da f(z) = 2'"" si ottiene f(g(x)) = 2'79%) posto 2!79%) = — ¢ s ha
1 —g(z) =log,(—x),dacui g(x) =1—log,(—x).

9g2x—1)=1—log,(— (2z—1)) =1—log,(1 —2z).
3) (7 punti) Siano dati gli insiemi A = {z € R:8 < 2! < 64} e
B = {z € R:z < 2}. Determinare I'insieme derivato dell'unionefra A e B,
D(A U B); el'insieme frontieradell'intersezionefra A e B, 6(A N B). Gli insiemi
AU B e AN B sono aperti, chiusi o né aperti né chiusi?
NA={zeR8<2" ! <64} ={reR:2° <291 <20} =
{reR3<3z—-1<6}={recR3<z<i}].
AUB={zcRj<z<ilU{zcRaz<2}={recRuaz< i} indeme
aperto; D(AUB) = {z e Riz < I}.

AnB={zeRi<z<i}n{zeRz<2}={zrecR ] <z <2} indeme
né aperto né chiuso; 6(A N B) = {3,2}.



V1t+itge -1

4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: lim ;

z—0 X
1 3+
) 1 .
I—Z;HQOO< +3-|—.’L‘>

Stigs—1 Stigr—1 ¢ 1 1
1) lim 72 lim e 'gx:(_> >-(~1)=

z—0 T z—0 tgx T
Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

V1+tgr —1 (—0)

L'Hopita, infatti  lim = FI. Applichiamo il Teorema:
R (—0)
L . (14tg?
Wl +tge—1 H . 4{0+g) ( g ) ( — i) 1
lim = lim = = —.
z—0 T z—0 1 (—1) 4

1 3+
:E—Z>W—r&§oo<1+3—|—;c> - ¢
5) (10 punti) Determinare I'andamento del grafico dellafunzione di equazione

1+ 22 o : :
Y= R . (Non sono richiesti il calcolo elo studio della derivata seconda, la
funzione non presenta punti di flesso)
5)C.E.:x+#0,C.E.=]—00,0[U]0, 4 o0l.
. . 14 (—x) 1+ 22 :
Eventuali smmetrie: y( — z) = # = — % = —y(z). Funzione

dispari (simmetricarispetto all'origine degli assi) la studiamo solo per x € |0, + oo
ed operiamo per smmetria.

Segno ed intersezioni con gli assi: sex > 0,y > 0, Va > 0. Funzione positivain
10, + oo[ ; nessunaintersezione con gli assi cartesiani.

Limiti agli estremi del C.E.:
1+ 22 (—1)

lim = 4 o00; AsV di equazionez = 0.

r — 0F x _(—>O+)

. 1+ 22 . 1
i U = lim = (504 (5 00 = oo

y 1+1’2 1

lim == Ilim —* = lIim —4+1=1,;
T — +00 g r— +00 g r — +o00 g2

. . 1+ 22 . 1 .
lim y—x= 1Lim -z = lim — =0;AsObDzx di
r— + 00 T — + 00 €T Tr— +00

equazioney = .
2v-x—(1+2%)-1 22-1
x? a2
2> —1> 0= 2? > 1= x> 1. Funzione strettamente decrescentein |0, 1|,
strettamente crescentein |1, + oo[. Punto di minimo relativo in m(1, 2).
Concavita e convessita: la presenza dei due asintoti, insieme al punto di minimo e
al'assenza di punti di flesso, implicano che lafunzione € strettamente convessain
10, + ool.

Crescenza e decrescenza: 3 = Yy >0se



Grafico (inrosso I'asintoto verticale, in giallo quello obliquo):
grafico funzione

15

10

L o]

6) (8 punti) Determinare il valore del parametro positivo £ per il quale risultaverificata

3k
Ia%guenteuguaglianza/ z? dx:/ zdz.
0 0

3k 1 3k k 1 k 1 1
6) / o? de = (—553) = 9k*; / rdr = (—x2) = —k%.Posto 9% = —k?
0 3 0 0 2 0 2 2

—_ : : e 1
S ottiene come unica soluzione positivak = E .

2 1 h
7) (6 punti) SiadatalamatriceA = | 0 4 |,il vettoreX = | A+ k | eil vettore
2 0 k
Y = (2) Per quali valori dei parametri h e k risulta verificata l'uguaglianza
AT . X =Y?

h
2 0 2 2h + 2k 2h + 2k 2
T. = . = : =
nwn[1 2] (v - (B (323 - (2)
risultah =2ek = —1.

8) (8 punti) Determinare I'espressione del piano tangente alla superficie di equazione
z = cos(x — 2y) — 3z nel punto di coordinate P (0, 0).

8) Il piano tangente alla superficie haeguazione z — z(P) = Vz(P) - (g)

2(P)=1,Vz=(—sen(x —2y) — 3, —sen(z —2y)- (—2)),
Vz(P) = (- 3,0). Equazione del piano tangente: z — 1 = — 3z, oppure
3r+2z=1.

Compito IF 3

1) (6 punti) Siano dati gli intervalli Z; = | — o0, 5] eZ, = e, 7[. Determinare
I'intervallo Z; taleper cui Zy N Z3 = | — e, 5[ € Zy N I3 = |e, 6]. Dopo aver



determinato I'intervallo Zs, calcolare I'insieme C(Z; U Z, U Z3). (Con C(X)
indichiamo I'insieme complementare dell'insieme X).

1)DaZiNZ3 =] —e,5siottiene Inf(Z3) = —e, —e ¢ I3 e Sup(Z3) > 5; da
I, N I3 = |e, 6] s ottiene Sup(Z3) = 6 €6 € I3, quindi Z; = | — e, 6].
ThULUZy =] —o00,5[Ule,7[U] —e,6] =] — 00, 7[;

C(Il U IQ U Zg) = C(] — 0Q, 7[) = [7, + OO[
2) (7 punti) Siadatalafunzione f(x) = 4!, siainoltre f(g(z)) = 2z . Determinare
le espressioni delle funzioni: g(x) e g(1 — z).
2) Da f(z) = 4" si ottiene f(g(x)) = 49®)~! posto 49! = 22 s ha
g(x) — 1 =log,(2z),dacui g(z) =1+ log,(2x).
9g(1—2)=1+1og,(2(1 —x)) =1+ log,(2 — 2x).
3) (7 punti) Siano dati gli insiemi A= {z e R:1<2"? <8} e

B = {z € R:z < 4}. Determinare I'insieme frontiera dell'intersezione fra A e B,
O

(AN B); el'insiemeinterno dell'unionefraA e B, (AU B). Gliinsemi AU Be
A N B sono aperti, chiusi o né aperti né chiusi?
NA={recR1<2?<8}={reR2° <272 <2} =
{reR0<z-2<3}={zecR2<z<5}.
AnB={zeR2<z<5}n{zecRr <4} ={zecR2<z <4}, indeme
né aperto né chiuso; §(A N B) = {2,4}.
AUB={zeR2<z<b}U{reRaz<4}={zecRaz<5} inseme

o

aperto; (AU B) = AU B, inquanto A U B éun insieme aperto.

V1+senx—1

4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: lim ;

x—0 T
4+x
) 1
lim 1— .
T — + 00 4+

1) lim V1+senz —1 — lim \/1+senx—1.senx _ (—>%>-(—>1) B

z—0 X r—0 senx T
1

5 .
Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De
1 —1 0 A .
tsene _ (=0 FI. Applichiamo il Teorema:

L'Hopita, infatti im
z—0

T (=0
1
Lim vV1+senz —1 g lim 2 /Trsenz 057 _ (ﬁ%) _ 1
z—0 T z—0 1 1 2

44z
. 1 1
lim <1— > = e .
T — + 00 4+ x

5) (10 punti) Determinare I'andamento del grafico dellafunzione di equazione
Yy = 1T a2 (Non sono richiesti il calcolo elo studio della derivata seconda, la

funzione presentatre punti di flesso)

5) C.E.. 1+ 42* # 0,veraVx € R.C.E. = R.
Eventudi smmetrie; y(—z)= — — = — — % — _y(z). Funzione
' 1+4(— )’ 1+ 4a? '
dispari (simmetricarispetto all'origine degli assi) la studiamo solo per x € [0, + oo

ed operiamo per smmetria.



Segno ed intersezioni congli assi: sex > 0,y > 0, Va > 0. Funzione positivain
10, + oo[; y(0) = 0, unicaintersezione con gli assi cartesiani in O(0,0).
Limiti agli estremi del C.E.:

. . 1 .

lim —%  — lim # = = 0; AsOrDz di
x— oo+ 4x? aH+oo¢( + 4z) (— +00)
equazioney = 0.

Crescenza e decrescenza: 4 = L (1+40%) _;C S sy >0se
(1 + 42?) (1 + 4x?)

1 1 . .
1—422>0=42< 1= 2°< > = 2 < 3 Funzione strettamente crescente in

1 . 1 . . .
[0, 3 [ strettamente decrescente in } 37 + oo [ Punto di massimo assoluto in

11
M(==).

2°4
Concavita e convessita: la presenza dell'asintoto, insieme al punto di massimo ed ai
tre di punti di flesso, implicano che lafunzione e strettamente concavain |0, of e

, 1 , : ,
strettamente convessain |a, + oo[, dove a > 3 eél'ascissadi un punto di flesso, per
lasimmetriadellafunzione, O(0, 0) e punto di flesso.

Grafico (in verde I'asintoto orizzontale):

grafico funzione

0,3

0,3
6) (8 punti) Determinare il valore del parametro positivo & per il quale risultaverificata

4k k
la seguente uguaglianza: / 2? dr = / zdr.
0 0

4k 4k k k
4 1 1
6) / z?dr = —x3 = 6—k3 / rdr = [ -2®) = -k*.Posto

64,5 _ 3
k 2k: S ottiene come unica soluzione positiva k = 128"



3
7) (6 punti) Siadatalamatrice A = [2 Z ?],ilvettoreX: (3) eil vettore
0

Y = (g) Per quali valori dei parametri h e k risulta verificatal'uguaglianza
A-X=Y?

3
3 h 0 9—-3h\. 9-3hY\ (3 .
nax-[} ! 1].(03)<3h3k),mn(3h3k)(3)r.w.ta
h=2ek =1.
8) (8 punti) Determinare I'espressione del piano tangente alla superficie di equazione
z =y + arctg(3x + y) nel punto di coordinate P (0, 0).

8) Il piano tangente alla superficie haequazione z — z(P) = Vz(P) - <§>

1 1
Z(P)ZO, Vz = (m'&l-Fm) ,VZ(P):(3,2).

Equazione del piano tangente: z = 3z + 2y, oppure 3z + 2y — z = 0.

Compito [F4

1) (6 punti) Siano dati gli intervali Z; = [ — e, 3] e Z, = [ — 4, 0]. Determinare
I'intervallo Z; tale per cui Z; UZ3 = [ — 2e,3| eZo UZ3 = | — 2e, 2[. Dopo aver
determinato I'intervallo Zs, calcolare I'insieme C(Z; N Z; N Z3). (Con C(X)
indichiamo l'insieme complementare dell'insieme X).

1)DaZ; UZ; = [ — 2e,3] siottiene Inf(Z3) = —2e, —2e € I3e
—e < Sup(Z3) <3; T, ULy =] — 2e,2[ s ottiene Sup(Z3) = 2 e2 ¢ I3, quindi
I3 = [—26,2[.11012ﬂ13 = [—6,3] N [—4,0] m[—28,2[: [—6,0];
C(LiNnIyNI;) =C([—e,0]) =] — o0, —e[U]0, + o0].

2) (7 punti) Siadatalafunzione f(x) = ¢!, sainoltre f(g(z)) =3z +5.
Determinare le espressioni delle funzioni: g(z) e g(f(z)).
2) Da f(z) = ¢!~ s ottiene f(g(x)) = ') posto ' ™*) =3z +5 s ha
1 —
1 —5g(x) = log(3x +5), dacui g(z) = log(53:v +5) .
g 1 —log(3e!™* +5
() = gty = L= L

3) (7 punti) Siano dati gli insiemi A = {z e Riz < 1} e

B = {z € R:1 < 4* < 64} . Determinare l'insieme derivato dell'intersezione fra A
O

e B, D(AN B); el'insiemeinterno dell'unionefra A e B, (AU B). Gli insiemi
AU B e AN B sono aperti, chiusi o0 né aperti né chiusi?

A B={reR:1<4% <64} = {z e R4’ < 4% <43} =
{reR0<22<3}={zcR0<z<3i}
AnB={reRz<1}n{zeR0<z<3}={reR0<x <1} inseme
chiuso; D(AN B) = AN B, inquanto A N B éun insieme chiuso.
AuB={zecRz<1}U{reR0<z<3}={zeRz <3} inseme

o

chiuso; (AUB) = {z e Riz < 3}.



V1i+ 22 -1

4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: lim —— ;

r—0 T
84z
lim 1+ 2
T — + oo 8+ x )

V14 22 -1 V14 22 -1 1
4y fim VAET DL gy, VAL <ﬁ§)-(—>0)=0.

Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

Vit a2 -1 (=0

x—0 T x—0 2

L'Hopital, infatti limo FI.Applichiamo il Teorema:
T —

T - (—0)
3 19,
o V1+ 22 =1 H . 30+ (—0)
lim — = lim = =0.
xz—0 x z— 0 1 1

2 8+x
lim <1+ > = ¢2.
T — + 00 8+

5) (10 punti) Determinare |'andamento del grafico dellafunzione di equazione

y=1 el (Non sono richiesti il calcolo elo studio della derivata seconda, la
X

funzione presentatre punti di flesso)
5)C.E..1+ 2% #0,veraver € R.C.E. = R.

Eventuai smmetrie: y( — z) = 2(737)2 S L y(z) . Funzione

1+ (—x) 1+ 2?

dispari (simmetricarispetto all'origine degli assi) la studiamo solo per x € [0, + oo

ed operiamo per smmetria.

Segno ed intersezioni con gli assi: sex > 0,y > 0, Va > 0. Funzione positivain

10, + oo[; y(0) = 0, unicaintersezione con gli assi cartesiani in O(0,0).

Limiti agli estremi del C.E.:

lim 2z = lim 2 = 2 = 0; AsOrDz di

r—toolda?  woteog(i4a) (= +00)

equazioney = 0.

2 2

Crescenza e decrescenza: 4 = 2-(+z )—3:0-2::: _ -z 2) Ly >0se

(14 2?) (14 22?)
1—2?>0= 2% < 1= z < 1.Funzione strettamente crescentein [0, 1],
strettamente decrescentein |1, + oo[. Punto di massimo assolutoin M(1,1).
Concavita e convessita: la presenza dell'asintoto, insieme al punto di massimo ed ai
tre di punti di flesso, implicano che lafunzione e strettamente concavain |0, of e
strettamente convessain |, + oof, dove o > 1 él'ascissadi un punto di flesso, per
lasimmetriadellafunzione, O(0, 0) & punto di flesso.




Grafico (in verde |'asintoto orizzontale):

grafico funzione

1,5

-15 15

-1,5
6) (8 punti) Determinare il valore del parametro positivo £ per il quale risultaverificata

k 3k
la seguente uguaglianzat / 22 dr = / zdz.
0 0

1 3k 1,\" 9
6)/:L‘ dr = | - ——k;3;/ rdr = | =z? = —k%. Posto
37 2" ), 2

7
= 2k: S ottiene come unica soluzione positiva k = 5

h 0 —1 1
7) (6 punti) SiadatalamatriceA= | —3 0 k |,ilvettoreX= 1|0 | eil
h k -1 5
6
vettoreY = [ — 10 |. Per quali valori del parametri h e k risultaverificata
-6
l'uguaglianza AT - X = Y?
h =3 h 1 6h 6h 6
NAT - X=1| 0 0 k 0= 5k |;con| 5k | =] —10
-1 k -1 5 -6 -6 —6

risultah =1ek = —2.

8) (8 punti) Determinare I'espressione del piano tangente alla superficie di equazione
z = 3y + tg(x — 2y) nel punto di coordinate P(0,0).

8) Il piano tangente alla superficie haeguazione z — z(P) = Vz(P) - (g)

2(P)=0, Vz = (1 + th(q: —2y),3+ (1 + tg2(:L’ — 2y)) (= 2)) ,
Vz(P) = (1, 1). Equazione del piano tangente: z = = + y, oppurex + y — z = 0.



