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Compito G7

1) (6 punti) Siano p e ¢ due proposizioni semplici. Si verifichi se la proposizione
—(p = q) & (—p = q) risulti o meno unatautologia.
1) Costruiamo latavola di verita della proposizione proposta.

p ¢ p=>q ~(p=q —p p=>q ~(p=q(p=>q
Vv 1% F F V F
V F F Vv F Vv Vv
F Vv 1% F Vv V F
F F Vv F Vv F Vv
Come si evince dall'ultima colonna della tavola, la proposizione proposta non € una

tautologia.

2) (8 punti) Siano date le funzioni f(z) =2z + 1, g(z) = ¢* — 1 eh(z), sapendo
che f(g(h(x))) = =, determinare le espressioni della funzione h(z) e dellafunzione
h(g(f(x))).

2)Da f(x) =2z +1 e g(z) = ** — 1 s ottiene
flg(z)) = f(e* —1) =2(e* — 1) + 1 = 2¢*" — 1 equindi

1
f(g(h(x))) = 2e*"®) —1; posto 2€*"@) — 1 = 2 abbiamo e2®) = T wero
1 . . 1 1 1
2h(z) = log<#> ed in conclusione h(x) = §log< —12—x> = log —12—1' .
o2(20+1)
h(g(f(2))) = h(g(2z +1)) = h(e** ) —1) = log g =

20 +1— log\@.
3) (6 punti) Disegnare un possibile grafico per un funzione che soddisfa entrambe le

seguenti definizioni di limite:
) Ve>0,36:>0:x< —6.= f(z) >¢;
iy Ve>0, 36: >0:2>6.=|f(z)] <e.

3) Laprimadefinizione di limite propostaequivalea = lim __ f(x) = 4+ oo, mentrela
seconda equivale a . _l,”ﬁ - f(x) = 0. Di seguito due possibili grafici di funzione
che soddisfano entrambe |e definizioni (in verde I'asintoto orizzontal€).
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4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: 13 ) — :
) (8 punt) = 2 50 sen 2z SCJWJZOO( 1+ 222 >
B 13 1)-3 3
4) lim = lim = (2133
x—0sen2r  x— 052 (—1)-2 2

Il limite proposto pud essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De
e —1  (—0)

L'Hopita, infatti  lim FI. Applichiamo il Teorema:

z—0sen2x  (—0)
e —1 H e’ .3 (—1)-3 3
m :> mn = = —,
r— 0 sen2x r—0cos2x -2 (—1)-2 2

Lasoluzione del limite puo essere ottenuta anche con I'utilizzo del polinomio di
MacLaurin; ricordiamo chee” = 1 + x + o(x), quindi
e3* — 1= 3z +o(x) esenx = x + o(z) dacui sen2xr = 2z + o(x) , sostituendo
le espressioni prima ottenute nel limite abbiamo:
e —1 . 3z +o(x) . 340(1)
lim = lim ——~2 = i Ses
r—0sen2x z—02rx+o(r) x—024o0(1)

_ 1-3
i 24 a 422\ " i Z+1+1 x_
25" oo\ 1+ 242 T2 L+2 -

(_>1) (——00) 1 (——00)
<<e2>) - (*5> -
Il limite puo essere risolto anche notando cheper z — + o0, 2 + = + 2% < 22,
24z 422\ B
1+ 222 ) N

_ 3
2

14222 <22%el —3z =< —3z;quindi  lim <
T — + 00

72 -3z -3z
lim <—> = lim (—) = lim 8" = +oo0.
T — + 00\ 22 T — +oo\ 2 T — + 00

5) (10 punti) Determinare |'andamento del grafico dellafunzione di equazione
y = 3e* — 2e37

5) C.E.:R.
Eventuali smmetrie; y( — z) = 3e2™) — 237" = 3¢7% — 2¢7%% | Funzione né
pari né dispari.
Segno ed intersezioni con gli assi: y > 0 se 3e?* — 2e3% > 0 = 3e%* > 2% =
e’ <3/2 = x <log(3/2); funzione positivain | — oo, log(3/2)], negativain
[log(3/2), + oo, punto di intersezione con I'asse delle ascisse A(log(3/2),0).
y(0) = 3e” — 2¢° = 1, punto di intersezione con I'asse delle ordinate in B(0, 1).



Limiti agli estremi del C'.E.:

lim _ 3e* —2e3" = 3e(~7°) — 2¢(~7) = (- 0) — ( — 0) = 0. AsOrSz di
r— — O
equazioney = 0.

lim 3¢ —2¢ = lim  e*(3—2¢") ==+ (3 — 2e(=F)) =
r— + 00 r — + 0o
(= 4+00) (= —00)= —o0.

. Y . 327 — 2e37 . \

lim 2= lim ———— = —oojinquantoperz — + oo,z &
r— +00 1 T — 4+ 00 T

infinito di ordineinferiore siadi 3¢*, siadi 237 .
Il limite pud essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De L'Hopital,

. , 3e2 — 237 _— :
infatti  lim ¢ N (= 00) FI. Applichiamo il Teorema:
vt g (— o)
32x_23x 62$_63x ‘ -
lim 25— g lim ———2% = lim 6% (1 —e") =
T — + 00 T T — +00 1 T — + 00
6e( 7T (1 —el7)) = (— 4 00)- (— —o0) = — oo.Lafunzione adestranon
presenta asintoti.

Crescenza e decrescenza: 3 = 6e* — 6e** = 6e* (1 —e”) .y >0sel —e” >0
ovvero e’ < 1 dacui z < 0. Funzione strettamente crescentein | — oo, 0],
strettamente decrescente in [0, + oo|. Punto di massimo assoluto in B(0, 1).
Concavita e convessita: " = 12¢* — 18¢* = 6e**(2 — 3¢”) . y" > 0 se

2 —3e” > 0ovveroe® < 2/3 dacui x < log(2/3) . Funzione strettamente convessa
in ] —o0,log(2/3)], strettamente concavain [log(2/3), + oo[. Punto di flesso
F(log(2/3),20/27).

Grafico (in verde |'asintoto orizzontale):

grafico funzione

3 4 3 3 12 12
7) (6 punti) Date le funzioni f(z) = ¢* + 1 e g(x) = 2* — kz + 1, determinareil
valore del parametro k£ in modo che le due funzioni abbiano, nel punto x = 1, rette
tangenti a loro grafico traloro parallele.



7) Ricordiamo che due rette sono parallele se presentano 1o stesso coefficiente angolare,
ed il coefficiente angolare dellaretta tangente al grafico di una funzione nel punto x
e laderivata dellafunzione nel punto; nel caso specifico le rette tangenti a grafico
delle due funzioni sono paralele se /(1) = ¢/(1), con f'(z) = e** -2,
d(x)=2x—k, f/(1)=2¢* e ¢(1) = 2 — k. Posto 2¢% = 2 — k si ottiene
k=2-—2e*=2(1—¢?).

8) (8 punti) Determinare la natura dell'unico punto critico dellafunzione
f(z,y) =3z — 2e¢¥ — 32° 4 2y.

8 Vf=(3—6x, —2e¥+2).
f3—-6x=0 6xr =3 xr=1/2 . -
FOC.{ 949 —0 #{eyzl #{yzo ; unico punto critico
P(1/2,0).
Hf = -6 0 | Hf| = 12e7 >0
1 0 —2e¥ |’ e '

SOC: |Hf(P)|=12> 0, f!.(P) = — 6 < 0. P punto di massimo.



