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Compito L1

1) (6 punti) Siano date due proposizioni semplici p e ¢ ed indichiamo con r; la
proposizione compostar: p < ¢, € con r,, laproposizione compostars: p o q.
Determinare un connettivo logico * in modo che la proposizione rxr risulti una
tautologia.

1) Costruiamo di seguito latavoladi verita con colonne relative ai quattro connettivi
logici davalutare: congiunzione (e), disgiunzione (o), implicazione ( = ) ed
equivaenza( < ).

p q T1 To Ti1€Ty T10T9 T1=>T9 T1 <712
v v Vv Vv \%4 |4 V V
Vi F F V F 1 %4 %4 F
F VvV F V F Vv %4 F
F F V F F 1 %4 F F

Come e facile notare dalla tavola costruita (colonnain neretto), |'unico connettivo
logico * tale per cui r1*7 risulti unatautologia éil connettivo della disgiunzione.
2) (6 punti) Si consideri lafunzione avalori reali di espressione
—5+x perr<a
f(x) =< 2+ 3z pera < xz < b, dove a e b sono due parametri reali con a < b.
—1+6x perb<cz
Indicarei valori dei due parametri che rendono lafunzione continuain tutto I'insieme
dei numeri reali.
2) Lafunzione proposta é continuain tutto I'insieme dei numeri reali se

xlin}ff(m) = lim f(z) e Ilin’gﬁf(w) = lin})+f(:r) , ma

Ilz’n:aff(m) = xliﬂg?—5-|-:l: = —5+a,

lim f(x) = lim 243z =2+3a; lim_f(x) = lim 2+3x =2+3be
(E—>a+ r —a r—b r— b

lim f(z) = lim —1+4+6x = —1+6b.Posto —5+a=2+3ae

x — bt z — bt .

2+3b= — 1+ 6bd ottienefacilmente a = —3 eb = 1. Di seguito il grafico

dellafunzione propostaconi valori di a € b determinati.
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3) (8 punti) Siadate le funzioni f(x) = s e g(z) =2+ €. Determinare

I'espressione della funzione composta f(g(x)) e di questa studiare poi dove risulti
invertibile e determinare |'espressione della suainversa.

3) flg(z)) = f(2+e") = 2tertl ;ii . Lafunzione f(g(x)) & definita
e’(2+e") — (3+e%)e”

2+e”
Vx € R con derivatapari a iy = 5 =
(2+e”)

2% 20 _ 3e? — 2x T . ) ] .

¢ te 62 c - 672 ; laderivata dellafunzione risulta negativa

(2 + e?) (24 e?)

Vz € R, quindi lafunzione f(g(x)) € strettamente monotona decrescente su tutto il
suo dominio R e di conseguenzaivi invertibile. Per determinare I'espressione della

x

funzione inversaricaviamo z dalla seguente equazione: y = Sy ovvero
(&

3— 2y

y—1
3—2y . . ,
Wk Espressione dellafunzione inversa

edin

y(24+e*)=3+4¢" dacui e*(y—1) =3 —2y con e =

conclusione =z = log(

(3 - 23:)
y = log :
r—1
: . o l—cos(3x) 442\
4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: xlﬁnom’ w_l)znioo(—) :
1—cos(3x)

zm41_608(3x) = lim9- 9”’2/2 = 7(_>%) :9.
T —0 log(l + .’112) T -—0 log(l;i-.zc ) ( N 1) 2

Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

WA .. 1—cos(3z) (—0)
L'Hopital, infatti :chlno g1+ 2%) — (=0)

4)

FI. Applichiamo il Teorema:

1—cos(3z) H ,. sen(3x)-3 . 3sen(3z) - (1 + 2?)
mMm —— 5+ o = lim =
z—0log(l+ z?) r—0 2 z—0 2z
I . - (1 2
(=0 gy Applichiamo nuovamenteil Teorema: lim 3sen(3z) - (1 +27) L4
(—0) z—0 2x

3cos(3z) -3 (14 x2) + 3sen(3x) - 2z

z—0

2
9cos(3z) - (1+2%) + 6sen(3z) -z

2
9 (1) (= 1D+6-(=0):(—0)
2

- 4—|—$ 2+ ‘ 9 24x ,
lim = lim 1+ = e°.
r— +oo\2+zx T — + 00 241

5) (10 punti) Determinare |'andamento del grafico dellafunzione di equazione
y=a>e".

5)C.E.:R.
Eventuali smmetrie; y(—z) = (—z)*-e % = 22 . ¢”. y( — ) &funzione
diversasiaday(x) cheda — y(x), funzione né pari né dispari.
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Segno ed intersezioni con gli assi: y > 0 Vo € C.E. in quanto prodotto frauna
quantita non negativa z? ed una quantita positivae=%; y(0) = 0, unico punto di
intersezione con gli assi I'origine O(0,0) .

Limiti agli estremi del C'.E.:

 dim e = (= +00) (= +00) = +00.
‘ y ) $2'€7$ L,
im Y i T = lim e = (— —00) (= +00) =

— 00; sul semiasse sinistro deIIe ascisse lafunzione non pr@entaasmtotl
lim x?-e% = (— +00)-(— 0)FI.Parz — +o0oxz>=o(e”) quindi

r— 4+ 00

. 5 s . x? o(e®) . .
lim xz°-e% = lim — = lim —~ = 0. AsOrDzx di equazione
r— + 00 T— + 00 e? r— +0o0 et
y=0.
Il limite per x — + oo puo essere risolto anche tramite |'utilizzo del Teoremadi De
WA : _ 9 g _ x? (— 4+ o0) -
L'Hopita, infatti  lim z°-e¢* = lim — = — = FI.Applichiamo
T — + o0 T — +o0oet (—> +OO)
2

. 2 _—
il Teooremar  lim = 2 i 2E = (= +0) ¢ Applichiamo

T — + o00e? T — +00e” (— + 00)

. ) 2 H . 2 2
nuovamenteil Teorema Iim — = Ilim — = — =0

T — + 00 e® x — +ooe” (— + 00)

Crescenzaedecrescenza: y =2z-e “+a2%-e - (—1)=2(2—x)e .y >0
sex(2 —x) >0, veraper 0 < z < 2; funzione strettamente crescentein [O, 2],
strettamente decrescentein | — oo, 0] ein [2, + oo[; punto di minimo assoluto
0(0,0), punto di massimo relativo M (2, 4e~2).
Concavita e convessita
yY'=1-2-2)e"+z- (= De"+x2—x)e " (1) =
(2—4z+2*)e . y" > 0se2 — 4z + 22 > 0; risolviamo la disequazione di
secondo grado calcolando innanzitutto il suo discriminante:
A=(—4)"—4-1-2=16—8 =8 > 0, calcoliamo adesso le due radici associate:

4+ /A 4+\R 4422 om=2-v2
T12 = = = =2+ \/5 ,

’ 2 2 2 N\
wy=2+1/2

2—drx+2>0ser<2— \/iv T >2+ \/5 Funzione strettamente convessain
| — 00,2 — /2] ein[2 + /2, + o], Strettamente concavain [2 — /2,2 + 1/2].

Punti di flesso F, <2 -2, (2- \/5)2 - 6(2@) e
7 <2+ V2, (2+ \/5)2 - 6(2+\/§>> .




Grafico (in rosso I'asintoto orizzontale):
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6) (8 punti) Calcolare I'integrale definito / < ¢ ) dz
0 5 + e”

2 T
o /0 (5iex> dz = (log(5+¢")); = log(5+ ¢*) —log6 =

5 2
log( _Ee > ~ 0.73.

7) (6 punti) Siano date le due funzioni di equazioni y = ¢** + ¢ e y = 2¢*"!. Perun
unico valorein ascissa x le due funzioni presentano rette tangenti parallele.
Determinare tale valore x ed in tale punto determinare il valore del parametro c per
il quale le due rette tangenti risultano coincidenti.

7) Lerette tangenti alle funzioni sono parallele se e solo se le due funzioni presentano
nel punto z, derivate uguali. Calcoliamo le due derivate, per la primafunzione vale
y' = 2e** mentre per laseconda abbiamo ' = 2e**!; posto 2¢2* = 2¢**! otteniamo
e?® = "t dacui 2z =z + 1 edinfine x = 1; z, = 1 con entrambe |e derivate
nel punto z, pari a2e?. Per risolvere la seconda parte dell'esercizio dobbiamo
imporre che nel punto =y = 1 le due funzioni presentino ugual valore, per laprima
funzione abbiamo y(zy) = e* 4+ ¢ mentre per laseconday(zg) = 2¢?, posto
e? + ¢ = 2¢? § ottiene facilmente ¢ = €.

8) (8 punti) Determinare lanaturadei punti critici dellafunzione
flz,y) =2 + 2y’ + ay.

8 Vf=(2z+y*+y,2zy+ 1),

2z 4y +y=0 e+’ +y =0, . 9
F X = ( otteni =
ocC {2$y+x:0 22y +1) =0 ;sex = 0 otteniamoy” +y =0
dacui y(y + 1) = 0 con soluzioniy = 0 ey = — 1, due punti critici P;(0,0) e
1 .
Py(0, —1);22y+1=0o0vvero y = — 3 otteniamo

1\2 1 1 1
2 S — ~ ] =0dacui 2z — -~ =0 edinfine z = — , un punto
x-l—( 2> +( 2> x 1 x 3 p

. 1 1
critico Pyl —, — = | .
3<8’ 2>
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SOC: |Hf(Pi2)| = —1<0. P, eP;punt di sella

1 L
|Hf(Ps)| = 5> 0; f2.(Ps3) =2 > 0. P; punto di minimo.



