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Compito G5

1) (6 punti) Siano p e g due proposizioni semplici, costruire latavola di veritadella
proposizione composta—(ge p) = (p < q).
p q —(gep) peq —(gep)=(p=q)

Vv F 14 Vv
1) vV F 1% F F
F Vv \%4 F F
F F \%4 %4 \%4
—1 .
2) (7 punti) Siadatalafunzione f(z) = (1 + 23:)"” ;Se lim()& =4,quaecéil
xr — X
valore del parametro k?
-1 14 22)F -1 1+ 22)F -1
2) lim&: lim%: lim%.gz
x— 0 T x— 0 T r— 0 2z

(— k) -2 = 2k. Posto 2k = 4 si ottiene facilmente k = 2.
3) (6 punti) Siano date le funzioni f(z) = 3 T e g(x) = e**. Determinare
— X

I'espressione della funzione composta f (g(:c)) e dellasuafunzioneinversa.
2—x

3) fg(z)) = f(e* ™) = % . Per I'espressione della funzione inversa posto
2—x
3 c s— =yshae’™ =y(3 —e* ") dacui e’ *(1+y) = 3y con
—e T
3 . 3 .
27 = Y cheequivdea 2 — x = log(—y) edinfine
14y 1+y
3y . . . 3x
x=2—log| —— | . Espressione dellafunzioneinversa: y = 2 — log .
I+y l1+z
2
: . et =1 ) 3% — ¥ + 222
4) (8 punti) Calcolarei segucjntl [imiti: xlfﬁno sona? M T e e 3
2 e —1
1 - 1
4) lim “— = lim 2 = (=1 _.
x— 0 senx r — 0 senr (—1)

Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De
2
o . | 0 _— .
L'Hopital, infatti  lim c = (=0) FI. Applichiamo il Teorema:
z— 0 senz? (—0)
2 2

lim A g lim B % = lim ¢ = (—1) =

z — 0 senx? :CHOCOS;UQ.% z — 0cosx? (—>1)

Per il secondo limiteabbiamoche lim 3* = lim e = lim e =0e
r— — OO r— — X X

2

lim 22> = lim _32® = + oo, pertanto per z — — 00, 3% — e* =
r— — 00 r— — o0

: 37— e* + 2z* 2z
3 __ 2 ) T e a9 . 9.2
3 — 0(3; ) egll conseguenza  Lim  — s =, i s =

lim — = —.



5) (10 punti) Determinare |'andamento del grafico dellafunzione di equazione
y = (4—2%)e” . (Non érichiestoil calcolo elo studio defla derivata seconda, la
funzione presenta due punti di flesso)

5)C.E.:R.
Eventuali smmetrie: y( —z) = (4 — (— 90)2)6(*35)2 =(4- x2)e$2 =y(x).
Funzione pari, la studiamo solo sul semiasse positivo ed operiamo per ssimmetria.
Segno ed intersezioni con gli assi: (4 — 2%)e™ > 0 se
4—2° >0 = 2% < 4= 2 < 2. Funzione positivain [0, 2[, negativain |2, + ool;
intersezione con |'asse delle ascisse nel punto A(2,0). y(0) = 4e’ = 4.
Limiti agli estremi del C'.E.:

. x? ——+00
i (=) = (= =00 el = (= —00)- (= 4o0) = 0
4 —a?)e” 4—a2*
lim LA lim & = lim x et =
T — +oox T — + 00 T T— +o0o g
_ 4 22 e
im (D= a)e = (0= (= 4 o0)) et
(— —o0)-(— 4+ 00) = — oo. Lafunzione non presenta asintoti.
Crescenzaedecrescenza y' = — 2z - ¢ + (4 —2%)e” -2z =

2z - ¢” - (3 —2?) . Nel semiasse positivo delle ascisse y’ > 0 se
3—22>0 = 22 < 3 = z < \/3. Funzione strettamente crescenteiin [0, v/3],
strettamente decrescente in [\/5, + oo[; punto di minimo relativo per z = 0, punto di

Massimo assoluto per = = \/§ con y(\/g) = (4 — (\/§)Q>e(\/§)2 =e’.

Concavita e convessita: se lafunzione presenta due punti di flesso, per lasimmetria
della stessa, uno avra ascissa positiva ed uno ascissa negativa, |'esistenza del punto di
minimo per x = 0 edel punto di massimo per = = \/3 implica chelafunzione &
convessain [0, o], concavain [a, 4+ oo[ con0 < a < /3. o ascissadel punto di
flesso.

Grafico:

grafico funzione

3
6) (8 punti) Calcolare I'integrale indefinito /(M) dx .
X



6)/<w>dx:/<§+g>dx:/(:c%%)daz:

1 1 1 1
/(xQ—i—x_?) dor = §x3+2x5+c = §x3+2\/§—l—c.
7) (7 punti) Determinare I'espressione del polinomio di MacLaurin di secondo grado
dellafunzione f(z) = z - sen(3z) — log(1 + 2x).
7) | metodo - Classico: lafunzione f(x) é derivabile per ogni ordine nel punto = = 0,
quindi il polinomio di MacLaurin di secondo grado e

Pyfa) = £(0) + (0) -+ 31(0) 2.

f(z) =z - sen(3x) — log(1 + 2x).
f(0) =0-sen(0) —log(140) =0 —log(1) = 0.
f(x) = 1-sen(3z) + - cos(3z) -3 — [T 92 -2
= sen(3zx) + 3x - cos(3x) — 1 —|—22x :
f'(0) = sen(0) +0- cos(0) — ?20 = —
"g) = 313 30 gy 22
f"(x) = cos(3x) -3+ 3-cos(3x) —3x - sen(3x) - 3+ (1t 20)]
4
= 6-cos(3x) — 9x - sen(3z) + m :
" — A, _0. 4 =
f"(0) = 6-cos(0) —0-sen(0) + (1307 10.
Quindi Py(x) :0—2-x+%-10-x2 = — 2x + 5z

Il metodo - Alternativo: ricordiamo chei polinomi di MacLaurin di secondo grado delle
funzioni senx elog(1 + x) sono rispettivamente Py(z) =z e Py(x) = x — %xQ .
Quindi i polinomi di MacLaurin di secondo grado delle funzioni sen(3z) e
log(1 + 2x) sono rispettivamente Py(z) = 3z e Py(z) = 2z — %(2@)2 =

22 — 22° . Concludiamo con il polinomio di MacLaurin di secondo grado della
funzionerichiesta: P(z) = x - 3z — (22 — 22°) = 32% — 22+ 22° =
— 2x + b’

8) (8 punti) Studiare la natura dei punti critici dellafunzione
fz,y) =1° —22% — 75y + 12z
8) Vf = (—4dx+12,3y> - 75).
[ —4z+12=0 4 =12 r=3 r=3 .
FOC: {3y2_75:0 = {3y2:75 = {92:25 = {y: jE5,duepuntl
critici P o(3, £5).



ni=| 3t g | m= -2
SOC: |Hf(P)| = — 120 < 0. P, punto di sella.
|Hf(Py)| =120 > 0; f’ (P2) = — 4 < 0. P, punto di massimo.

Compito G6

1) (6 punti) Siano p e ¢ due proposizioni semplici, costruire latavoladi veritadella
proposizione composta —(p < q) = (gep).
p q¢ ~(peq gep —(peq) = (gep)

vV Vv F \%4 \%4
1) vV F 1% F F
F Vv |4 F F
F F F F \%4
I . —1 ..
2) (7 punti) Siadatalafunzione f(x) = 14 3z)"; se lzm & =9, quaecéil
0 x
"
valore del parametro £?
~1 1 1 1 b1
N TEAC At A Uk ) Mt S MR U o ) Mt
r—0 =z z—0 x x— 0 3z
(— k) -3 = 3k. Posto 3k = 9 si ottiene facilmente k = 3.
3) (6 punti) Siano date le funzioni f(x) = 3_% e g(x) = e* . Determinare

I'espressione della funzione composta g( f (x)) edellasuafunzione inversa

3) 9(f(2)) = g(gf

= :ySihaZ—L:logy dacui
3—x 3

) = 275+ . Per I'espressione della funzione inversa posto
X

x
— =2 —logy con
r=(3—1z)(2—logy) cheequivdea z(3 — logy) = 3(2 — logy) edinfine

3(2—1 . . . 3(2—1
x = w . Espressione dellafunzioneinversa: y = w.
3 —logy 3—logx
2
—a? _q
4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: lim()% ;
xr — X
. 3T 4 e 4 3a?
lim
r— +oo e T4 272
72 2
1) lim sen(e_'; — 1) ~ lim - sen(ej — 1) ‘ | _
z—0 T r—0 e v —1 — z?
— (-1 (=1 = -1
Il limite proposto puo essere risolto anche tramite |'utilizzo del Teoremadi De
N — —1 0 _— .
L'Hopital, infatti lzm Sen( ) = (=0) FI. Applichiamo il Teorema:
—0 x? (— O)
zZ _ 1 —z? —1 —
lim —Sen( ) g lim cos(e Je ( %) =
z—0 2 z—0
lim —cos( o —1) = —-(—-1)-(—-1) = -1.
T —
Per il secondo limiteabbiamoche lim 3™ = [lim e =0e
r— + 00 rT— + 00
lim 32> = lim 22° = + oo, pertanto per x — + oo,
T — + 00 r— + 00



377 + e = 0(32%) ee ® = 0(22?) edi conseguenza
lim 377+ 4307 = lim 3—362 m 3 = 3
r— +oo e T4 272 r— +o002x2  x— +002 2"
5) (10 punti) Determinare |'andamento del grafico dellafunzione di equazione
y = (2—2%)e” . (Non érichiestoil calcolo elo studio defla derivata seconda, la
funzione presenta due punti di flesso)
5)C.E.:R.
Eventuali smmetrie: y( —z) = (2— (— 90)2)6(*35)2 =(2- x2)e$2 =y(x).
Funzione pari, la studiamo solo sul semiasse positivo ed operiamo per ssimmetria.
Segno ed intersezioni con gli assi: (2 — 2%)e” > 0 se
2— 2% >0 = 22 < 2=z < /2. Funzione positivain [0, \/2[, negativain

]\/2, + oo; intersezione con |'asse delle ascisse nel punto A(ﬁ, 0).

y(0) = 2¢° = 2.
Limiti agli estremi del C.E.:

. 22 ——400
dim (2= ) = (= = 0) e = (=~ (= 40) = —o0,

92— 2\ ,x 9 _ 2

im Y =  lm ﬂ = lim Tt =
xr— +oog T — +00 x r— +00

. 2 22 (—+00)
dim | mz)en = (20— (= +00)) e =
(— —o0) - (— 4+ 0o0) = — co. Lafunzione non presenta asintoti.
Crescenzaedecrescenza: ' = —2z-¢* + (2 —a2)e” -2z =

2z -¢” - (1 — %) . Nel semiasse positivo delle ascisse y’ > 0 se

1—-2°>0 = 2> < 1 = x < 1.Funzione strettamente crescentein [0, 1],
strettamente decrescentein [1, + oof; punto di minimo relativo per = = 0, punto di
massimo assoluto per z = 1, con y(1) = (2 — 1%)e! =e.
Concavita e convessita: se lafunzione presenta due punti di flesso, per lasimmetria
della stessa, uno avra ascissa positiva ed uno ascissa negativa, |'esistenza del punto di
minimo per x = 0 edel punto di massimo per x = 1 implicachelafunzione e
convessain [0, ], concavain [, + oco[ con 0 < o < 1. « ascissadel punto di flesso.
Grafico:

grafico funzione
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6)/<x +x> /([ \f)dx_/(:chxi)dx:

?xz + 3332 +c = —x3f+ a:f+c
7) (7 punti) Determlnarel espressi one del polinomio di MacLaurin di secondo grado
dellafunzione f(z) = f(z) = sen(2z) — x - log(1 + 2x).
7) | metodo - Classico: lafunzione f(x) é derivabile per ogni ordine nel punto z = 0,
quindi il polinomio di MacLaurin di secondo grado &

Pyfa) = £(0) + (0) -+ 31(0) 2%,
f(x) = sen(2x) — x - log(1 + 2x).

6) (8 punti) Calcolare I'integrale indefinito

£(0) = sen(0) — 0 -log(1 +0) = 0.
1
!/ = . _1. 1 . . .
J(z) = cos(2z) 2 —1-log(l+2m) —a - -2
2z
= 2-cos(2x) — log(1 + 2x) — o
0
/ —= 2. _l 1 - :2
f'(0) cos(0) — log(1 + 0) o
1 (1 — 2.
f'(z)= —2-sen(2z)-2— .2_2 (1+ 2z) 22$ 2
1+ 2z (14 22)
4 sen(2z) -
= —4-sen(2x) — — _
1+22  (1+22)°
f"(0) = —4-sen(0) — 2 _ 2 — _ 4

1+0  (140)
N 1
Quindi Pg(x):0+2-x+§-(—4)-x2 = 2z — 22°.

I1 metodo - Alternativo: ricordiamo chei polinomi di MacLaurin di secondo grado delle
funzioni senx elog(1 + x) sono rispettivamente Py(z) =z e Py(x) = x — %xQ .
Quindi i polinomi di MacLaurin di secondo grado delle funzioni sen(2z) e
log(1 + 2x) sono rispettivamente Py(z) = 2z e Py(z) = 2z — %(2@)2 =

22 — 22° . Concludiamo con il polinomio di MacLaurin di secondo grado della
funzionerichiesta: Py (7) = 2z — z - (22 — 22%) = 22 — 227 + 22° =

2x — 222, con il termine cubico che viene eliminato perché vienerichiesto il
polinomio di secondo grado.

8) (8 punti) Studiare lanatura dei punti critici dellafunzione
f(z,y) =9° 4+ 22% — 3y + 20z

8) Vf = (4z + 20, 3y* — 3).



due punti

FOC:{ZLJ:—I—Q():O {4x:—20 {x:—5 {:c:—5_

32 —3=0 3y? =3 y? =1 y= 1"
critici Pio( — 5, £1).
=y o] Ir1=21
0 ©6y
SOC: [Hf(P)|=24>0; f’ (P1) =4 > 0. P, punto di minimo.
|Hf(P2)| = —24 < 0. P, punto di sella.



