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Compito G7

1) (6 punti) Siano p, q e r tre proposizioni semplici, determinare se la proposizione
semplice q risultavera o falsa, sapendo che la proposizione composta
—(poq) = (ger) efasa

1) Primo Metodo - con la Tavola di Verita: costruiamo latavoladi veritadella
proposizione composta—(p o q) = (qger):
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Comesi evince dalle ultime due righe dellatavola (in neretto), le unichein cui la
proposizione composta e falsa, la proposizione semplice g risultafalsa.

Secondo Metodo - con il Ragionamento Logico: se la proposizione composta
—(poq) = (ger) efasa, laproposizione —(p o q) € necessariamente vera, quindi
p o q efasaedi conseguenzala proposizione g risulta falsa, notiamo che nel caso
proposto anche la proposizione p risulta necessariamente falsa.

2) (7 punti) Siano dati i treinsiemi A = {z € R: 0 < z < 12},
B={zeR2<z<T7}eC ={reR:4 <z <12} Cdcolaregli insiemi:
D=AuU(BnNnC)eE=ANC(BUC).Perognuno degli insiemi D ed E indicare
se s tratta di insieme aperto, chiuso, o né aperto né chiuso. (Con C(X) indichiamo il
complementare dell'insieme X)

2) Scriviamo gli insiemi A, B e C' intermini di intervalli: A = [0,12], B =]2,7|
C=1[4,12]. BNC =12,7[N[4,12] = [4,7[ C A,quindi D = AU (BN C)
insieme chiuso; BU C' = ]2,7[U [4, 12] = ]2,12], con
C(BUC) =C((]2,12]) =] — o0, 2] U 12, 4 oo, quindi
E=ANC(BUC)=[0,12]N (] — 00,2] U]12, + o0[) = [0, 2] insieme chiuso.

3) (7 punti) Siadatalafunzione f(z) = (1 + 2kx)e”, dove k € un parametro reale
positivo. Determinareil valore di & tale per cui lafunzione f presenta un punto di
minimo assoluto di ascissapari a — 2.

3) Calcoliamo la derivata dellafunzione f,
fi(z) =2k e+ (1 4 2kx) - e = (1 + 2k + 2kx)e”; posto (1 + 2k + 2kx)e™ > 0
s ottiene 1 + 2k + 2kz > 0 ovvero 2kx > — (1 + 2k) che hasoluzione

1+ 2k

o

A

. . 1+ 2k
(k positivo). Funzione decrescente per = < — —;T , Crescente

142k . . -
per xr > — JQFT , di conseguenza lafunzione, continua e definita su tutto R,
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= —23iottieneﬁ:1ovver02k::1dacui kzi'

. Posto

presenta punto di minimo assoluto di ascissa x = —
142k
2k
Soluzione Alternativa: 1a funzione proposta é derivabile due volte su tutto I'insieme
R, se essa presenta un punto di minimo assoluto di ascissapari a — 2, lasuaderivata
nel punto deve risultare uguale azero; f'(x) = (1 + 2k + 2kx)e” con

. . 1
f'(—=2)=(1-2k)e 2, posto (1 — 2k)e~2 = 0 otteniamo facilmente k = 3 Per

verificare cheil punto di ascissa — 2 € punto di minimo assoluto dobbiamo accertare
che f"(—2) > 0; calcoliamo la derivata seconda:
f"(r)y=1-e"+2+z)-e"=B+x)e’conf'(—2)=e2>0.
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4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: lim _senr .
- ; X z — 0arcsen 3z2 "’
Iizrﬂmlogx . (2—logx ) :
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Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

2
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L'Hopital, infatti  lim sene = (=0) FI. Applichiamo il Teorema
z — 0arcsen 3x? (—0)
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Per il secondo limite notiamo che  lim _ log 3 = + oo, pertanto

Iizm logm3~(2—logx3):(—> +00) (— —o0)= —o0.
5) (10 punti) Determinare |'andamento del grafico dellafunzione di equazione
2x —3x
y=e" —e .
5) C.E.:R.

Eventuali simmetrie; y( — z) = > — ¢ 3% = ¢72* _ % espressione diversa
saday(z) cheda — y(x). Funzione né pari, né dispari.

Segno ed intersezioni con gli assi: €** — e > 0 see® > e 3 = 2 > — 3z
veraper z > 0. Funzione negativain | — oo, 0[, positivain |0, + oof;

y(0) = €’ — €Y = 0. Unicaintersezione con gli assi nel punto O(0, 0).

Limiti agli estremi del C.E.:

. 2z —3x __ _ _
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. Y B 3 (& — e o . . 2
Ilim == lim_ ——— = +o00,inquantoperz — — oo sa e** che
xr — _OO.CC r— — OO €T
2x —3x —3x —3x
: ) e’ —e , o(e —e
xsonoo(e ), pertanto  lim _ ——— = lim (™) ‘ =
r— — 00 T xr — — 00 0(6_3”')
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Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De
20 _ -3z _
L'Hopital, infatti  lim c € = (= —o0) FI. Applichiamo il Teorema
T = =00 x (— —o0)




LU — o am 1 = (=0)+(— +00) = +0
x—l}ﬂlooe%_e = (— +00)—=(—0) = +oc0.
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cher sono o(e??), pertanto lim ——— = lim # =

x— 400 T r— +oo  ofe?)
2x
= +o00.
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Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De
eQ:p _ 6—31' ( — + OO)

L'Hopital, infatti  lim = FI.Applichiamo il Teorema
s g (= +00)
' eQ:p _ 6—31' H ) 282x + 36—31'
o o T AT = (Ao (= 0) = e

Lafunzione non presenta asintoti.

Crescenza e decrescenza: 3/ = 2e* + 3e 3. ¢/ > 0, Vz € R. Funzione
strettamente crescente.

Concavita e convessita " = 4e** — 9e 37 .y > 0 se 4e* > 9¢ 73" | dividiamo
ogni fattore della disequazione per 4 e moltiplichiamo ogni fattore per 3* ottenendo:

9 9 1 9 519
oo = - = - | = /= ~0.16. [
e > 1 & b > log(4) ovVvero x > 5l0g(4> log\/; 0.16 . Funzione
. 519 . 519 , .
concavain | — oo, log 1 , convessain |log 7 + oo |, punto di flesso di
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6) (8 punti) Calcolare I'integrale definito / z?- (3 + %) dz.
1



6) / < > dr = /12 <3x2+ é) de = (x3+zog|x\)f _

(8 +1log2) — (1 +logl) =7+ 1log2 ~ 7.69.
7) (6 punti) Siano dati i vettori X = (1,1, — 1, —1),Y = (3,0, — 3,0) e
Z = (a,a, 3, 3). Determinarei valori dei parametri o e  affinchéil vettore Z risulti
perpendicolare al vettore Y (Z L Y), e presenti modulo pari a modulo del vettore X
U121 = I1X1).
7) Il vettore Z risulta perpendicolare a vettore Y se e solo seil prodotto scalare Z - Y e
pariazerocon Z - Y =a-34+a-0+4+5-(—3)+ (-0 =3a— 33. Cacoliamo ora
i due moduli: || Z]| = /a2 + a2 + ﬁQ + 2 =/202+232e
|X]| = \/12 +12+ (= 1%+ (= 1) = /4. Per determinarei valori dei parametri
3a—30=0
202 4+282 =4

« e richiesti dobbiamo quindi risolvere il sistema: {

a=/[ a=0 a= +t1 . - . .
{4a2 4z {a2 = {ﬁ: il.Leunlchecoppledl valori che soddisfano

lerichiesteindicatesonoa=1,=1ea= —1,= — 1.

8) (8 punti) Determinare la natura dell'unico punto critico dellafunzione
f(z, y) = 6y* + 5% + 2z .

8) Vf = (10z + 2, 12y).

(102 +2=0 10z = —2 T=—1. . n
FOC'{12y:0 :>{ —0 :>{y: ; unico punto critico
1
P{—-—-,0).
(5)
10 O
Hf::[o 12}

SOC: |Hf(P)| =120 > 0; f7.(P) = 10 > 0. P punto di minimo.

Compito G8

1) (6 punti) Siano p, g e r tre proposizioni semplici, determinare se la proposizione
semplice q risultavera o falsa, sapendo che la proposizione composta
(peq) = —(qor) éfdsa

1) Primo Metodo - con la Tavola di Verita: costruiamo latavoladi veritadella
proposizione composta (p e ¢) = —(qor):

q peq qor —(qor) (peq)= —(qor)
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Come si evince dalle prime due righe dellatavola (in neretto), le unichein cui la
proposizione composta e falsa, la proposizione semplice ¢ risultavera.



Secondo Metodo - con il Ragionamento Logico: se la proposizione composta
(peq) = —(qor) efdsa laproposizione p e ¢ € necessariamente vera e di
conseguenzala proposizione ¢ risulta vera, notiamo che nel caso proposto anche la
proposizione p risulta necessariamente vera.

2) (7 punti) Siano dati i treinsiemi A = {z € R:8 < = < 12},
B={zeR5<z<7eC ={reR:b5 <z <12} Cacolaregli insiemi:
D=ANn(BUC)eE =AUC(BNC).Perognuno degli insiemi D ed E indicare
se s tratta di insieme aperto, chiuso, o né aperto né chiuso. (Con C(X) indichiamo il
complementare dell'insieme X)

2) Scriviamo gli insiemi A, B e C intermini di intervali: A =|8,12[, B=1[5,7] e
C =15,12[. BUC = [5,7]U]5,12[ = [5,12[ D A, quindi AN (BUC) = A
insieme aperto; BN C' = [5,7] N 5,12 = ]5, 7], con
C(BNC)=C((]5,7) =] — o0,5]U]7, + ool, quindi
E=AUC(BNC)=]8,12[U (] — 00,5 U]7, + 00[) =] — 00,5] U7, + o]
insieme né aperto né chiuso.

3) (7 punti) Siadatalafunzione f(x) = (1 + x)e***, dove k & un parametro reale
negativo. Determinareil valore di £ tale per cui lafunzione f presenta un punto di
massimo assoluto di ascissa pari a 3.

3) Calcoliamo la derivata dellafunzione f,
fl(x)=1-e** + (1 +x)-e**. 2k = (1 + 2k + 2kx)e?*; posto
(14 2k + 2kx)e?** > 0 s ottiene 1 + 2k + 2kz > 0 ovvero 2kx > — (1 + 2k) che

: 1+ 2k . : 1+ 2k
hasoluzione r < — JQFT (kK negativo). Funzione crescenteper © < — JQFk ,

1+2k . . .
decrescente per x > — ———— , di conseguenzalafunzione, continua e definita su

2k
. : . 1+ 2k
tutto R, presenta punto di massimo assoluto di ascissa © = — ;k

142k . 1 1 . 1
- = 3 g ottiene — — =4 ovwvero 2k = — — dacui k= — —.

2k 2k 4 8
Soluzione Alternativa: 1a funzione proposta é derivabile due volte su tutto I'insieme

R, se essa presenta un punto di massimo assoluto di ascissa pari a 3, lasua derivata
nel punto deve risultare uguale azero; f'(z) = (1 + 2k + 2kz)e?** con

. . 1
f'(3) = (1 + 8k)e, posto (1 + 8k)eb = 0 otteniamo facilmente k = — 3 Per

verificare cheil punto di ascissa 3 € punto di massimo assoluto dobbiamo accertare
che f”(3) < 0; calcoliamo la derivata seconda:

. Posto

f”(flﬁ‘)_ l 67%"‘ § ll’ 67% 1 — 1 Z 1:1;' 67% con
4 4 4 4)  4\4 4
1
f'@B)=~ et <0
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4) (8 punti) Calcolarei seguenti limiti: lim aresen.
. 1 A z—0 sen2x?
x_l)zrﬂoolog:v : (10+logx ) :
‘cse .12

g m Fesen@ 1o 1 (o) 1
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[l limite proposto pud essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

arcsenz®  (—0)

L'Hopital, infatti lim

= F1I. Applichiamo il Teorema:
z—0 sen2x? (—0) P




arcsenz® H .\ % , e (—1)
0 sen2a? :z:lZ—T»nOCOSQ:UQ . 4/&2 - zl@()cos2:c2 2 (—1)-2 -
1
5

Per il secondo limite notiamo che . izm+ OOlog ' = + oo, pertanto

limoolog:c4-(10+log$4) =(— 4+000)-(— +00) =+ .

T— +

5) (10 punti) Determinare I'andamento del grafico dellafunzione di equazione
y = e3x + 872x )

5)C.E.: R.
Eventuali simmetrie: y( — z) = > 4 ¢ 7277 = ¢73% 1 ¢ espressione diversa
saday(z) cheda — y(z). Funzione né pari, né dispari.
Segno ed intersezioni con gli assi: €*” + e 2* > 0, V2 € R. Funzione positivasu
tutto il suo campo d'esistenza; y(0) = € + e” = 2. Unicaintersezione con gli assi
nel punto A(0, 2).
Limiti agli estremi del C'.E.:
Iﬂlzmooe&"—i—e 2 = (= 0)+(— +o00) = + oo.

y e3x_|_672x . )
lim % = lim_ ———— = —oo,inquantoperz — — oo sia e che
3z —2z —2z —2z
, e’ +e _ o(e +e
rsonoo(e %), pertanto  lim _ ——— = _ lim ( )2 =
T — — 00 T T — — 00 O(G*I)
ef2x
= —00.

m <
r — — 00 0(67%)
[l limite proposto pud essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

3x —2x

UHopital, infatti  tim  C ¢ — (= %) pr aApplichiamo il Teorema

r Mo (= —o0)
‘ 631+672$ H ] 363x_2672w
:E—Z?T—r&fooe?)x—i_eih - (_> +OO>+(_>O) = + oo.
li Y= i erte _ in quanto per sae
:v—?moox_x—?ﬂloo . = +o00,Inqu perr — + oo €
3x —2x 3x 3x

che z sono o(e?), pertanto  lim CECT L um L()(?) =

T — + 00 x z— +00  ofed")
63.7:

v = oo o) T T

Il limite proposto puo essere risolto anche tramite I'utilizzo del Teoremadi De

3z —2x
UHopital, infatti  tim  C ¢ — (= %) g apniichiamo il Teorema
L
' 63:1; + 6—2.7: H ) 383:1; _ 26—2.7:
o M = dm T = (2 40 = (= 0) = e

Lafunzione non presenta asintoti.
Crescenzaedecrescenza: ' = 3e*” — 2e 2.y > 0 se 3e*” > 2e 2%, dividiamo
ogni fattore della disequazione per 3 e moltiplichiamo ogni fattore per ¢2* ottenendo:

s 2 2 1 2 5/ 2
e > 3 & b > log<§) ovvero x > R log(§> = log\/;z —0.08.

. . 5/ 2 . 52 .
Funzione decrescente in } — oo,log&/g[, crescentein ]log\‘/g, + oo[, punto di

—2x



.. . . 5 2
minimo assoluto di ascissa log\/j con

(log\/g> _ 3log\/7+ 2log\/7 log‘\r’/g_'_elog\‘r’/g _
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Concavita e convessita y” = 9¢3 + 4e %" . y" > 0, Vz € R. Funzione convessa su
tutto il suo campo d'esistenza.
Grafico:

grafico funzione
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6) (8 punti) Calcolare I'integrale definito / (1 — 3) dx.
1

xrl

o (2 [ Hore (1)

1 1
(4—2log2) — (Z—Zlogl) = 15—2log2 ~ 2.36.

7) (6 punti) Siano dati i vettori X = (2, — 2,2, —2),Y = (3,0, —3,0) e
= (o, 8, B, ). Determinarei valori del parametri o e 5 affinchéil vettore Z risulti
perpendicolare a vettore Y (Z 1Y), e presenti modulo pari a modulo del vettore X
(Zll = [1X1)-
7) Il vettore Z risulta perpendicolare a vettore Y see solo seil prodotto scalare Z - Y e
pariazeroconZ - Y =a-34+a-0+5-(—3)+ [-0=3a— 33. Cacoliamo ora
i duemoduli: | Z|| = Va2 + a2 + 2+ 2 =+/2a2+ 232 e
1X| = \/22 +(—2)*+ 22+ (—2)* = \/16. Per determinarei valori dei
parametri « e 3 richiesti dobbiamo quindi risolvereil sistema:
Sa=36=0 _ Ja=f  Ja=0 _ [o==%2 . ichecoppie
202 + 262 = 16 40 = 16 o? =4 B= 42 PP
di valori che soddisfano lerichiesteindicatesonoa =2, 6 =2ea = — 2,
8= —2.
8) (8 punti) Determinare la natura dell'unico punto critico dellafunzione
f(z, y) = 5y* — 42 + 3z .

8) Vf = (—8z+3,10y).
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) —8r+3=0 —8r= -3
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(20)

Hf = [_08 100]; /Hf| = — 80 < 0. P punto di sella



