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Regressione con un singolo regressore

Modello di regressione lineare

Il modello di regressione lineare univariata consiste nella stima di
due parametri in una relazione di tipo lineare tra una variabile
dipendente Y ed un’unica variabile indipendente X piu’ una
costante:

Yi = Bo+ B1Xi + uj

Y; & la variabile dipendente

>

» X; & |'unica variabile indipendente

» il pedice i = 1,...., n indica le n osservazioni
| 2

Bo + B1X1 € la funzione di regressione della popolazione
rapresentabile come una retta.

v

Bo € l'intercetta

v

B1 € la pendenza
» u; ¢ il termine di disturbo o errore.



Regressione lineare

Relazione tra test e rapporto studenti-insegnanti
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Esempio

Esaminare la relazione tra punteggio dei test e numerosita della
classe, o meglio rapporto tra numero studenti/insegnanti nel
distretto / € importante per determinare qual & I'effetto della la
numerosita della classe sul punteggio dei test.

La regressione lineare é:
TestScore = Bo + B Classsize X ClassSize

La variabile Bcasssize rappresenta la variazione nel punteggio data
una variazione unitaria nel rapporto studenti/insegnanti:

ATestScore = B classsize X AClassSize o in altri termini:

. __ ATestScore __ Var. punteggi . o
,BClassSlze "~ AClassSize ~ Var. numerosita Es.: ﬁC/assSzze =06
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Termine di disturbo

Il termine di disturbo o errore u; raccoglie tutti gli altri fattori,
escluso X che contribuiscono a determinare Y;. Ci potrebbero
essere altri fattori rilevanti per la determinazione del punteggio dei
test: es: tipo di distretto, qualita insegnanti e testi etc..
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Come stimare i parametri beta?

Un metodo per stimare i parametri & usare lo stimatore dei minimi
quadrati. Avevamo visto che la media campionaria Y; minimizza la
somme degli scostamenti al quadrato dello differenze dello
stimatore stesso con le osservazioni campionarie. Lo stimatore dei
minimi quadrati ordinari minimizza la somma per tutte le n
osservazioni delle differenza al quadrato tra Y; ed il valore predetto
dalla retta di regressione Bg + B1.X; .

n

Y (Yi— bo— biX;)?
=1

dove by e by sono gli stimatori di Bg e B1. Questi stimatori sono
detti stimatori dei minimi quadrati ordinari o anche stimatori
OLS dove OLS & I'acronimo di Ordinary Least Squares. Gli
stimatori OLS sono indicati con Bg e B1.
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Stimatori OLS

La retta di regressione & ottenuta con gli stimatori OLS B¢ e f1,
ciog IBQ + ,81X,-
Il valore predetto & Y, = ﬁo + ﬁlX;

A

Il residuo e ; = Y; — Y;
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Calcolo degli stimatori OLS

Minimizziamo la somma degli errori al quadrato calcolando le
derivate parziali rispetto a by € b; e ponendole pari a zero.

1 (Yi— by — by X;)?
Yy (Yi—bo— by Xi)? = —2Y7 (Vi — b — by X;) =0

Yy (Yi—bo— b1 Xi)? = =257 (Vi — by — by X;) X; = 0
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Calcolo degli stimatori OLS

) 22 ( —bo—b1X)—0<:>n\7—nbg—
fo=V — iX
) 22 ( i — bg — b1X)X—0<:>

—bo Y Xi— b1 Y X7 =

= Zizl XiYi - (Y_ le) Y Xi— bl 2i:1Xi2 =

=YY" X Yi—nXY +nb X?—b Y14 Xi2 =0

Notate che: Y7 (X;
eche Y7y (Xi—X) =¥y X2 —nX?

=~ X)(Yi=Y) =L X;Yi —

bln)_(:0<:>

nXY
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Calcolo degli stimatori OLS
Quindi si ha:

2)—2Y 74 (Yi—bo— b1 Xi) X; =0 <=
=YP XY —nXY +nb X2 — by Y74 X? =

=Y (X =X)(Yi—=Y)=b Y, (Xi—X)* =
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Proprieta degli OLS

> Y7, 0;=0. Sihainfatti: 0; = Y; — Yi= Y; — Bo — B1.Xi.
Sostituendo Bg = Y — B1X si ha che:

=Y. —Y+ ﬁl)_( — ﬁlX,- facendo la sommatoria si ha:
Yy 0 =Y, (Yi— V) = B X (X — X) =0
Entrambi i termini sono pari zero.

> 1y7  Vi=Y  sihainfatti che: Y; = Y+ i e quindi

Y Yi=Xig Yi + Yo=Y Yi



Regressione con un singolo regressore
Proprieta degli OLS
> Y, 0Xi=0es;x=0
Vale infatti: Yy 0;Xi =Yg 0 (Xi — X) =
=Yg 0iXi — XYy G
Yra X =0 (Y= V) (Xi—X) =

=Y (Yi—Bo—BuXi) (Xi = X) =

=Y (Yi— Y+ BX—BiX) (Xi—X) =

=Y (Yi= V) (Xi—X) =Ll pu(Xi — X)? =0
Y.

Dato che: ,31 Y ,—V)(X,-—)_()/Z,’-’Zl(X;—)_()z
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L'R? della regressione

L'R? della regressione & un indice della qualita della regressione.

L'R? & costruito come la frazione della varianza campionaria di Y;
spiegata da X; . Ricordando che:

Y= Yi+ 0

Si ha che I'R? & il rapporto tra la varianza campionaria di Y; e la
varianza campionaria di Y;
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L'R? della regressione

Definiamo come somma dei quadrati totale o TSS (Total Sum of
Squares):

TSS =y, (Yi— V)

La somma dei quadrati spiegata o ESS (Explained Sum of
Squares):

ESS =Y/, (Vi— V)’
L'R? & pari a:

R2 — ESS _ L (YY)
[ES T (Yi-Y)?
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L'R? della regressione

L'R? puo’ essere scritto anche come:

R2 — SSR _ 1 i 07

TSS —

X (Yi-Y)

dove SSR =YY", 0?

L'R? & compreso tra 0 ed 1.

Valori prossimi ad uno indicano che X; spiega molto bene la
variazione di Yj; valori prossimi a zero indicano che X; spiega poco
o nulla della variazione di Y;
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L'R? della regressione

Si ha che : TSS = ESS + SSR. Infatti:

TSS = Loy (Yi= V)2 = Ty (Yi= Vi+ Vi— V)" =

n
= ;(w—%)2+2(2—v>2+22(v,-—%> (Vi v
=SSR + ESS
Dato che 22Y 7, ; (Vi — Y) =2, &,V —2Y Y1 0 =

2Y.71 0i(Bo+ P1Xi) = 2By Ly 0:X; =0



Regressione lineare

yi__ “(Xi' yl)
Yi — 9i l]i
yi_y 9i
} 9i_7 b(Xi_Y)
y e
Xi — X

x|
P
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Errore standard della regressione

L'errore standard della regressione (SER: Standard Error
Regression) ¢ lo stimatore della deviazione standard dell’errore di
regressione.

— e 2 __ 1 n ~2 __ SSR
SER = Sj Sﬁ = n722f:1 UI- )

Si tratta di una deviazione dato che Y7 4; = 0. | gradi di liberta
sono n — 2 poiche sono stati stimati i due parametri B e f;.
Poiche u; e Y; hanno la stessa unita di misura la SER misura la
dispersione delle osservazioni attorno alla retta di regressione.



Regressione con un singolo regressore

Ipotesi dei minimi quadrati

Assunzione 1:

La distribuzione condizionata di v; data X; € nulla Il valore
atteso di u; condizionata a X; & pari a zero.

Elui|X;] =0 oppure Elui|Xi =x] =0

Cio’ significa che gli altri fattori inclusi in u; che contribuiscono a
determinare Y; hanno una distribuzione condizionata a X con
media nulla.

Abbiamo visto che E[u;|X;] = 0 implica Corr(u;, X;) = 0; il
contrario non & necessariamente vero. Pero' se X; e u; fossero
correlati la media condizionata E[u;|X;] sarebbe necessariamente
non nulla.
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Retta di regressione e distribuzioni di probabilita condizionate
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Ipotesi dei minimi quadrati

Assunzione 1:
La distribuzione condizionata di u; data X; € nulla

Con dati non sperimentali tale ipotesi equivale ad affermare che &
come se la variabile X fosse assegnata casualmente. E' difficile
immaginare situazioni reali in cui tale ipotesi si verifichi.
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Ipotesi dei minimi quadrati

Assunzione 2:

(Xi,Y;),i=1,...,n sono indipendentemente e identicamente
distribuite.

Tale ipotesi € soddisfatta se le osservazione sono estratte in
maniera casuale: (X;, Y;) sono indipendentemente e identicamente
distribuite.

Nel caso di serie temporali le osservazioni vicine nel tempo non
sono indipendentemente distribuite.
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Ipotesi dei minimi quadrati

Assunzione 3:
La presenza di outlier & improbabile

In termini formali cioé equivale a dire che i momenti quarti sono
finiti e non nulli:

0<E(X*) <o0eld<E(Y*) <o
o che X ed Y hanno curtosi finita.

In genere la presenza di outlier & dovuta ad errori nella raccolta
dati. Un'analisi accurata dei dati e delle osservazioni estreme
permette di identificare e correggere tali osservazioni.
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Distribuzione campionaria degli OLS

Correttezza: La correttezza degli stimatori fo e 1 vale per
qualunque valore di n (anche per piccolo campioni).

E(Bo) = Bo (B1)
Distribuzione di ,31 51 L 2(1,7)_(,(*%)7(;;2*7)
Abbiamo che: Y; — Y = B1(Xi — X) +u;j — @
Quindi:
B 1 (Xi X)(ﬁl(X X)Jru/ a _

T (X —X)?
S ML S S E RS SIS N s ML 2 IO
= rnoex? T ex? Pt TR oxy
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Distribuzione campionaria degli OLS

5 Ly (Xi=X)(ui—a) _
Pr=FPt"Sn k7 T

1 1
n 1=
B1+ Ton
rea

E(B1) =p1+E [Z((XX)H =

usando la legge delle aspettative iterate e I'assunzione 1 si ha:

L1 (Xi = X) E(ui Xi)
1 n (X X)

E(Br) =P+ E =p1
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Distribuzione campionaria degli OLS

Lo stimatore 31 € non distorto

Anche Bo & non distorto:
Bo=Y —Bi1X = (Bo+piX+d)—p1X=PBo+X(B1—pB1)+a
Prendendo il valore atteso si ha:

E(Bo) = Bo
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Distribuzione degli stimatori OLS in grandi campioni

X & consistente per jix. |l numeratore & quindi:
v =1¥7(X; — pux)ui = L Y7 vi. Per la prima ipotesi 7 ha media
nulla. La varianza di v; & 02 = var[(X; — ux)u;] che per la terza

assunzione e finita.

Vale quindi il teorema del limite centrale per v/oy, = v/ (+/02/n)
che per grandi campioni di distribuisce come N(0,02). I
denominatore & la varianza campionaria di X divisa n invece di
(n—1); al crescere di n tale differenza diminuisce. La varianza
campionaria & uno stimatore consistente della varianza della
popolazione.
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Distribuzione degli stimatori OLS in grandi campioni

Quindi ,Bl si distribuisce in grandi campioni come N(B1, o El con

)
(rgl = var(v)/[var(X;)]? = var[(X; — ux)uj]/{n]var(X:)]*}

In maniera simile si ottiene che in grandi campioni di Bg &

N(Bo, (TBO) con:

g2 = Lvar(Hiu) Xy
b = W [E(H) E(X?)

La varianze 02 e 02 tendono a zero per n grande.

B1 Bo

La varianza 02 & inversamente proporzionale alla varianza di X;,

b1
quindi maggiore ¢ la varianza di X piu’ preciso & 1



